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I1l. SataZné dlohy . kola

1. KATEGORIA A4

1. V sacku je 100 hracich zndmok oznacenych &islami
1, 2, 3, ..., 100. Kolkymi spdsobmi moézeme zo sacku
vytiahnut tri znamky tak, aby sucet ¢isel na nich uvede-
nych nepresiahol 100? Kolko je to percent zo vsetkych
mozZnych tahov po troch zndmkach?

RIESENIE. Ide zrejme o podet vietkych trojic prirod-
zenych Cisel x, v, 2, z ktorych kazdé dve st navzijom
rozne a pre ktoré plati

x+y+2=100.

PretoZe na oznaceni Cisel nezaleZi, méZeme predpokladat,
Ze x <y < z. Najvacsie mozné x je 32, pretoZe prei
méame tieto moznosti: 32 + 33 4 34 = 99, 32 + 33 |
+ 35 = 100, zatial ¢o 33 + 34 + 35 = 102 > 100.

Ak zvolime ITubovolné prirodzené ¢islo x tak, aby 0 <
< x =< 32, mdZeme za y volit ktorékolvek z Cisel x + 1,
x+2, ..., x4+ n, kde n je najvacSie prirodzené Cislo,
pre ktoré plati (x + n) + (x +#n + 1) < 100 — x, t. j.

99 — 3x i 98 — 3x
m= ——5—— pre x nepirne a n = — 5——
parne. Cislo z je potom treba volit tak, aby y < 2 =
< 100 — x — y. Mame teda pre kazda dvojicu x, y =
=x+ k kde k=1, 2,...,ncelkom (100 — x — y) —

pre x
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— y = 100 — 3x — 2k moZnosti pre z a pre kazdu volbu
Cisla x celkom

m = (100 — 3x — 2) + (100 — 3x — 4) + ... +
+ (100 — 3x — 2n) = n(99 — 3x — n)
moznosti pre volbu Cisel y a 2. Pre neparne x je
99 — 3x 99 — 3x 99 — 3x\*
w3 (o9 5 P3s) (93
pre péarne x je
98 — 3x

m=—~.(99—3x—

2 2

100 — 3x 98 — 3x
2 ’ 2 ’

Celkovy pocet r vSetkych rieSeni dostaneme, ak sem po-
stupne dosadime x = 1, 2, .. ., 32 a s¢itame. Dostaneme
r—=48% + 47 .46 + 452 + 44 .43 4+ .... +
+32+2.1.

Pretoze pre ITubovolné a je
(Ba)? + (3a — 1) (3¢ — 2) = 18a® — 9a + 2,
dostavame

98—3x) _

r=18(12 422 + ... + 162 —
— 91 +2+...4 16) + 32

a s pouZitim zndmych vzorcov

1—]—2—{—...—|—k=%k(k—i—1),12+22+...—|—

+ R = KR DR ),

ktorych spravnost pre kazdé prirodzené Cislo % sa Iahko
dokaZe matematickou indukciou, stadial mime
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r=3.16.17.33 —-9.8.17 + 32 =
= 25736 .

Existuje teda 25 736 trojic Cisel x, y, 2, ktoré spliiuju dant
podmienku.
30) =161 700. Troji-
ce, ktoré vyhovuji dlohe, predstavuju teda 15,9 9, viet-
kych moznych trojic.

2. Je-li n liché dislo, je Cislo

N = n® + 3n* + Tn®2 — 11

délitelné Cislem 256. DokaZte.

Vietkych trojic dsel x, y, 2 je (10

RESENI. Pro zkouméni délitelnosti je uZiteéné roz-
lozit dany mnohoclen v soucin jednodussich mnohoclent.
Dosadime-li #* = x, md dany mnohoClen tvar x® -+
-+ 3x% + 7x — 11. ProtoZe x = 1 je kofenem rovnice

xX+3x2+7x—11=0,
je mnohodlen x% + 3x2 4+ 7x — 11 délitelny dvojclenem
x — 1. Je tedy
x4 3x2 + Tx — 11 = (x — 1) («2 + px + ¢). (1)
Koeficienty p, ¢ zjistime tim, Ze na pravé strané (1) vy-

nasobime a porovname koeficienty pfi tychZ mocninich.
Vyjde

x4 3x2 + Tx — 11 = x3 4 (p — D)x% +

+ (g —p)x — ¢;
odtud plynep — 1 =3,p = 4,9 — p = 7,9 = 11 asku-
tetné je —11 = —g. Mame tedy rozklad

%+ 3x% + 7x — 11 = (x — 1) (x® + 4x 4 11).(2)

ReSenim kvadratické rovnice x® + 4x + 11 = 0 dosta-
neme kofeny imagindrni, proto mnohoclen x* 4 4x +
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+ 11 nelze rozloZit v dvojcleny s realnymi koeficienty.
Dosadime-li v (2) opét x = 72, vyjde

N=n*—1)(n* + 4n* + 11). 3)
ProtoZe zjiStujeme délitelnost Cislem 256 (= 162%), je
vhodnéjsi vyjadfit liché Cislo # ve tvaru 4v 4 1 (v celé),
nebo ve tvaru 4v — 1 (v celé).

a) Je-lin=4+1,je n2 — 1= 1602 4 8 =
= 8(2v + 1).

O druhém mnohoclenu v (3) plati po upravé
nt + 4n? + 11 = 2560* + 2560° + 160v2 + 48y + 16 =
= 32k 4+ 16(3v + 1).
Celkem tedy muZzeme v pfipadé n = 4» + 1 psat
N = 8(2v + 1) [32k + 16(3» + 1)],
¢ili
N = 1222y + 1) [2F + 3v 4 1].
Je-li nyni » sudé, je hned vidét, ze N je ndsobkem cisla
256. Je-li » liché, je Cislo v hranaté zavorce sudé, takze N
je opét nasobkem cisla 256.

b) Je-lin = 4v — 1, je n2 — 1 = 16»® — 8» ndsobkem
Cisla 16 pravé tehdy, kdyz je » sudé; je-li » liché, je na-
sobkem osmi.

O druhém mnohoclenu v (3) plati po upravé

nt + 4n? + 11 = (2560* — 2569 + 160v%) —
— 48 + 16 = 32k — 16(3v — 1). 4

Je-li » sudé, je Cislo (4) nasobkem Cisla 16, a tedy N né-
sobkem Cisla 16 . 16 = 256. Je-li » liché, je n> — 1 na-
sobkem osmi, ale #* 4 4n® + 11 je podle (4) nasobkem

Cisla 32. Je tedy také v tomto pripadé N nasobkem cisla
256 = 8. 32.

Tim je tloha rozfesena.
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JINE RESENI. Ve vyrazu pro N se n vyskytuje jen
v sudych mocnindch. Polozime proto m = n% Je-li n
liché, tj. tvaru » = 2k + 1, bude

m= 2k -+ 12?=4k> + 4k + 1 =4k(k + 1) + 1.
Ze dvou Cisel &, £ + 1 je nutné jedno sudé, je tedy m tvaru

m=28r+1.
Potom vs$ak
N=m?+3m?+ Tm — 11 =
=8 4+ 124+ 38r + 124+ 78 + 1) — 11 =
25613 + 192r2 + 24r + 1 + 19272 + 48r +3 +
+ 56r + 7 — 11 = 2561r° 4 384r% 4 128r =
= 256r% + 128*(3r + 1).
Je-li r liché, je 3r + 1 sudé, takze soulin r(3r + 1) je
vidy sudy: »(3r 4 1) = 2s. Je potom
N = 25€¢(r® + s) ,

tj. N je délitelné Cislem 256.

POZNAMKA. Cislo 256 je zfejmé nejvyssi mocnina 2,
kterou je N vzdy délitelné — stadi uvazit pfipad r tvaru
4l + 2 = 2(21 + 1).

3. Je dand nerovnost

x 2a a]/} 2]/;
e — < + s 1
Vx u y]/x y y M)
kde x, y st premenné a a redlny parameter.

a) Urcite mnozinu vSetkych bodov v rovine, ktorych
pravouhlé suradnice x, y vyhovuja danej nerovnosti.

b) Pre a = 3 urdite sturadnice vSetkych bodov s celo-
Ciselnymi sdradnicami, ktoré patria do tejto mnoZiny.

RIESENIE. a) Dan4 nerovnost ma zmysel len pre
x>0, y>0. 2)
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Preto v dalSom budeme uvaZzovat len o I. kvadrante sa-
radnicového systému. Postupnymi Upravami nerovnosti
(1) dostaneme

x 2y aly | 2
V= y y yl/x
xy — 2]/?]/5 #_al/gl/y + 2a

- <0,

yl/x <0,
Vally V= Iy — 2& —a([xly —2)
UxVy —2) U=y —

~ < 0.
yl/x
Vzhladom na (2) je menovatel tohto zlomku kladné ¢islo.

Musi preto platit:
Vxly —2) Uxly —a) <0. (3)
1. Ak a = 2, potom vyraz na lavej strane nerovnosti (3)
ma tvar (J/x|y — 2)*, & je zrejme ¢&slo nezdporné.
Pre a = 2 nem4 teda danad nerovnost rieSenie.
2. Ak a < 2, potom —a > —2 a tieZ |[x |y —a >

> V? l/} — 2,z ¢oho vyplyva, Ze ak ma platit nerovnost
(3), musi byt

V; V.§ —a>0, (4)
Vxy —2<o. (5)
Treba preto rozoznavat dva pripady: a = 0,0 < a < 2.

Ak a = 0, potom nerovnost (4) zrejme plati pre kazdé
dve kladné &isla x, y. Nerovnost (5) mézeme vzhladom na

(2) upravit takto: Vx]/y < 2 CiZe xy < 4, z Coho
\ 4
v e Q)
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Z prvého kvadrantu vyhovuji nerovnosti (6) suradnice
vonkaj$ich bodov rovnoosej hyperboly urenej rovnicou

y=2, @

X

Ak je a = 0, st teda hladanou mnozinou bodov, ktorych
suradnice vyhovuji nerovnosti (1) tie body prvého kva-
drantu, ktoré st vonkaj$imi bodmi hyperboly (7).

Ak 0 < a < 2, mdzeme nerovnost (4) vzhladom na

podmienky (2) upravit takto: [/x |y > a &iZe xy > a?,

z ¢oho .
— 8)
Y= (
Nerovnosti (8) vyhovuju suradnice vnatornych bodov
rovnoosej hyperboly uréenej rovnicou

y="2 ©

Ak je 0 < a < 2, hladanou mnoZinou bodov, ktorych
suradnice vyhovuju nerovnosti (1) st teda tie body I. kva-
drantu, ktoré st vonkaj$imi bodmi hyperboly urlenej
vztahom (7) a zarovei vnutornymi bodmi hyperboly urce-
nej vztahom (9).

3. Ak a > 2, potom —a < —2 a tieZ VE Iy —a<
< x|y — 2, z&ho vyplyva, Ze ak m4 platit nerovnost
(3), potom musi byt x|y — a <0, V=) —2 >o.
Vzhladom na podmienky (2) moZno vak tieto nerovnosti
upravit takto: |/x |y < a, |/x]y > 2 Cize

xy < a?, (10)
xy >4, (11)

. 2 4 . o
z Coho y < —‘;—, y > = Tejto sustave vyhovuju strad-
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nice tych bodov, ktoré st vonkaj$imi bodmi hyperboly
urenej rovnicou
a2

y= e (12)

a zdroven vnutornymi bodmi hyperboly urenej rovnicou

4

Ak je a > 2, potom hladanou mnoZinou bodov, ktorych
suradnice vyhovuji nerovnosti (1), su teda tie body
1. kvadrantu, ktoré s vonkaj$imi bodmi hyperboly (12)
a zdrovenl vndtornymi bodmi hyperboly (13).

b) Ak a = 3, je a > 2 a teda podla vztahov (10), (11)
musi platit 4<xy<9.

KedZe xy ma byt celé Cislo, z tychto nerovnosti vyplyva,
ze
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5=xy=8.

Tymto nerovnostiam vyhovuji len tieto usporiadané
dvojice prirodzenych d&isel: [1,5], [5,1], [1,6], [6,1], [1,7],
[7,1], [1,8], [8,1], [2,3], [3,2], [2,4], [4,2], ktor¢ st zdroven
suradnicami hladanych bodov. Cast uvaZovanej mnoZiny
pre a = 3 je vysSrafovana na obr. 10.

y:7

x 05 | 0,8 | 1,25 | 1,6 2 2,5 | 3,2 5 8

y 8 5 32 | 2,5 2 1,6 | 1,25 | 0,8 | 0,5

x 1 1,5 2 2,5 3 3,6 | 45 6 9

v 9 6 4,5 | 3,6 3 2,5 2 1,5 1

4. V roviné p jsou diny dva razné body A4, S a thel
velikosti ¢, 0° << ¢ = 180°. Urcete mnoZinu vSech bodu X
roviny p takovych, Ze bod X', ktery z X dostaneme oto-
Cenim okolo stfedu S o thel ¢ (v kladném smyslu), lezi
na pfimce AX.

RESENTI. I. Necht ¢ = 180°. Ponévad? pak vzdy X,
X' a § leZi na pfimce, musi X leZet na pfimce A4S. Na-
opak kazdy bod pfimky AS pfejde otoCenim okolo S
o 180° v bod piimky 4S.
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V tomto pfipadé je tedy hledanou mnoZinou boda X
piimka A4S.

II. Necht 0° < ¢ < 180°. Je vidét, Ze oba body A4, S
patfi do hledané mnoZiny. Necht A’ je obraz bodu 4
v daném otoceni. Bud dale X jesté né&jaky jiny bod hle-
dané mnoZiny. Bod X zfejmé nelezi na pfimce AS a
padne tedy bud dovnitf poloroviny ASA’, kterou ozna-
¢ime pismenem P, anebo dovnitf poloroviny L k ni

Obr. 11

opacné (obr. 11). Pfitom v rovnoramenném trojihelniku
XSX' (8X=S8X', < XSX' = ¢) je vnitini uhel

X X'XS =90° — % a vn&j§i uhel pii vrcholu X mé

velikost 90° + %. Body X, X', A lezi v p¥imce.
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[1] LeZi-li nas bod X v poloroviné L, pak z kladného
smyslu otaeni je zfejmé, Ze bod X' lezi na polopfimce
XA, a proto

X AXS = 90° — L.

[2] Padne-li n&§ bod X dovnité poloroviny P, pak

bod X’ lezi na polopfimce opacné k XA, a proto

JAXS = 90° + %.

Tak jsme dokazali, Ze bod X lezi bud v poloroviné L
na kruhovém oblouku uréeném ostrym thlem <t A XS =

= 90° — %, anebo na kruhovém oblouku v poloroviné P
s tupym obvodovym uhlem AXS = 90° -+ % Pritom
je jasné, ze tyto dva oblouky spolu se svymi krajnimi body
A, S daji dohromady celou kruZnici k.

Obrdcené se snadno uvazi, ze kazdy bod této kruznice %
spliiuje podminky ulohy.

V tomto pripadé je tedy hledanou mnoZinou boda X
kruZnice k, kterou jsme pred chvili popsali.

Tim je uloha vyfeSena.

5. V roviné je dana kruZnice m se stfedem S a polo-
mérem r a primka p, kterda ma od stfedu S vzdalenost
d < r. Na pfimce p zvolme libovolny bod M tak, Ze
SM = r; z bodu M vedme tecny ke kruZnici m a jejich
dotykové body oznacme H, K; patu kolmice vedené
bodem § na pfimku p oznacme C.

Pak pro vSechny takové body M je soucin
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tg % X CMK . cotg % <x CMH

roven témuZ Cislu & (pfi vhodném oznaceni bodu K, H).

Dokazte a vyjadfete k£ pomoci r, d. Plati tato véta i v pfi-
padé d = r?

RESENT{. a) Poéneme ptipadem d = 0 (ptimka p pro-
chazi sttedem S). Cely utvar je pak soumérny podle
pfimky p (obr. 12). Oznacme A, B krajni body priméru
kruZnice m kolmého k p. Plati <t HCM = 90° — «,

X ACH — «, < CAH = < CHA = 90° — =

'2_:
4 ANC = % Obdobng  BNC = % = % Jetedy
tg%.cotgigzl. (1)

64



Obr. 13a

b) Necht pfimka p neprochizi sttedem S, tj. 0 < d <
< r (obr. 13a). VySetfujme velikost uhlu <¢ CNH = ¢.
Plati <t SAH = < SHA = 90° — ¢, pro soucet uhla
v Ctyfuhelniku CMHA plati 90° 4+ « + 90° + 90° —

— ¢ + 90° — ¢ = 360°, tj. p = —;— Odtud plyne

« _r+d
5 = "oN (2a)

Obdobné vysetfime pro polorovinu pB opacnou k pA4
8 _r—d

R

kde N’ je prusecik pfimek BK, p. Je tfeba jesté dokazat,

Ze body N, N’ splynou, coZ nim naznaluje obr. 13a.
Skutecné ¢ CMH (<t CMK) je vné&j§i thel A MNH

(2b)
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MN'K). Z toho plyne, ¥¢ < MHN = — | 3 MKN =
P 2

- _g—) , trojuhelniky A NHM, A N’KM jsou rovnora-

menné a je tedy MN' = MK = MH = MN. Protoze
oba,body N, N’ leZi na polopfimce opatné k MC, je
N = N'. Z (2a), (2b) plyne

+d
tg—ozc—cotggz :——d' 3)

Formule (3) souhlasi s formuli (1), kterou dostaneme, do-
sadime-1i do (3) d = 0.
c) Je zfejmé, Ze pfi vyméné oznaleni bodli K, H je
r—d

r+d
dé¢ r =d zlomek ve vzorci (3) nemd smysl, zlomek

r—d 0 . B
T d = 2 je konstantni.

d) Prozkoumejme jesté pfipad d >r (obr. 13b).

V tomto pfipadé musime volit M = C, nebot jinak by
nebyly thly ¢ CMK, <t CMH definovany. Pfi dikazu

konstantni pomér ve vzorci (3) roven . V pfipa-

rovnosti ¢ = —;- o postupujeme obdobné jako v odstavci

b), tj. vyuZijeme vzorce pro soulet vnitfnich ahla Ctyi-
thelnika CMHA. Trochu je jina situace pro body K, N’
auhly 8, y. Zde nejprve dokdzeme <t CBN’ = <t KBS=
= <X SKB = 90° — ». Proto je ¢ MKB = v, a protoze
<X KMC = B je vn&jsi uhel A MN'K, je <t MKN' =

=y = %’ A KMN' je rovnoramenny. Obdobné jako

v odstavci b) dokdZeme, Ze je N = N’ a dostaneme tedy
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I
y, |
|
|
|
Si———_NH
ya
/|
/o
&
/. I
it
| - 9
/J' s b N
'IC M N P
Obr. 13b
« d+tr ﬁ__ CN
82T CN > By =g
znasobenim
o B d+r
tgjcotg7_ i—r" 4)
Souhrnné Ize zapsat vzorce (3), (4) takto:
o B d+r .
IR A R

Odst. c) ukazuje, ¢ nemd smysl se zabyvat piipadem
d=r.
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6. Je danid kruZnica k= (S;r) a na nej Styri rozne
body 4, B, C, D také, ze <t BSA = <t CSB = <t DSC
= a < 60°. Zostrojte tetivu AD a jej priesecniky s priam-
kami SB, SC oznalte v uvedenom poradi B;, C;. Do-
kazte, Ze ak rastie «, rastie i pomér A = AB;: B;C;.

RIESENIE. Ked%e <r ASD = 30 < 180°, lezi tisecka
AD v tomto uhle a aj bod B, leZi v uhle <t ASD (obr. 14).

Pritom nemdZe byt
B, = S, pretoze vtedy
by bol uhol ASD pri-
amy, ani B; nemdZe
lezat na polpriamkach
SA4, SD, pretoze body
A, B, C, D st navza-
jom rdzne. To isté plati
i o bode C,. Z textu
ulohy taktiez vidiet, Ze
body 4, C lezia v opac-
nych polrovinach vyta-
tych priamkou SB, t. .
bod B; lezi vo vnutri
useCky AC;.

Z predchadzajucej
uvahy vyplyva, Ze

5 DAS — 1"§°4-2:—37°‘ —90° — ;i x, % ASC, = 2a,
B,C, = AC, — ABl,

X SB,A = 180° — \90° oc) o= 90° + %

X SCA4 = 180° — (90° — D5 — 907 — %
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Podla sinusovej vety je

4B, = AS. 2% -, W
sin (90 - 7) cos7
aC,— AS.—— SmE__ M2, g
sin (90 — ~2—) cos 5
- sin 2o ., sin « ., sinZocwsinoc_
B cos = cos —- a cos — '
2 2 R
Teda 4 — AB,:B.C, —r smf;cC oy sin 2« —:ma _
cos 3 cos 5
. sme 1
" sin2«¢ —sinoe  2coso — 1 °

Treba dokazat, Ze ak o << oy << 60°, potom je A; << A,.
Pretoze funkcia cos x je v intervale <0°, 90°) klesajuca, je
COS &; > COS &y, Z COho 2cosoy — 1 >2cosay —1 a

kedZe cos 60° = —12 , je cos oy = cos 60° = -21— a taktiez

1 . " :
COS ty > 5 prechadza posledna nerovnost do tvaru
1 . 1
- e
2coso; —1  2cosay — 17
¢o je uZ nerovnost, ktorej spravnost sme mali dokazat.
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2. KATEGORIE B

1. Jsou déna pfirozend &isla 1,2, 3, . . ., n (kde n = 19)
vyjadfend v desitkové soustavé. Rozdélime-li tato &isla
libovolnym zptisobem na dvé neprdazdné skupiny, pak je
vzdy moZno vybrat z kaZdé skupiny po jednom dCisle tak,
%e obé vybrand Cisla maji asponi jednu spole¢nou &islici.
Dokazte.

Plati takové tvrzeni i pro n = 18?

RESENTI. Pfedpoklidejme naopak, %e existuje rozklad
mnoziny danych cisel na dvé skupmy A, B takovy, Ze
Zadné ¢islo z jedné skupiny nema spolecnou Cislici s zad-
nym &slem z druhé skupiny. Cislo 10 necht leZi napr ve
skupiné 4. Pak ale z naseho predpokladu vyplyva, Ze ve
skupiné 4 lezii 11, 12, 13, ..., 19, takZe ve skupiné A4 se
vyskytuji vSechny dcislice 0, 1, 2, ..., 9. Na skupinu B
tedy Zadné Cislice nezbyvaji. To je spor.

Pro n = 18 tvrzeni neplati, jak ukazuje rozklad, pfi
ném? jedna skupina obsahuje pouze ¢islo 9 a druh4 vSech-
na ostatni Cisla.

2. Najdéte vSechny dvojice celych Cisel x, y, pro které

14+4x 14y

plati, Ze obé Cisla v p jsou cel4.

Vysledek zndzornéte nacrtem v roviné pravouhlych sou-
fadnic x, y.
RESENT. x, y jsou cel &sla nutné rizné od nuly.
[1] x > 0,y > 0. Je jasné, Ze musi platit
l+x=2y a 1+y=x

neboli
l+x=y a y=x-—1,
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tj.
x—1=y=x+41.

Tu jsou pravé tfi moZnosti:

a) y = x — 1. Potom je ii;_é’_ = -;:—:1 celé cislo
pro vSechna celd x > 0. Ale
1+x x+1 2
y  x—1 :1+x—1’

a to je celé pravé kdyz x — 1 je délitelem 2, tj. (viz
x >0)x — 1 =1 nebo 2, tedy x = 2 nebo 3; pfislusné
y=x—1=1 nebo 2.

Obé nalezené dvojice (x =2, y = 1), (x =3, y = 2)
vyhovuji tloze, jak se snadno presvédCime dosazenim.

Pak 14+x 1+y: 1+ x

y x x

:1—|~%.Nutnéx=1.

b) y = x.

Dvojice (x = 1, y = 1) vyhovuje uloze.

c)y=x+1,1t. x=y— 1. To je zfejmé obdobné
jako v pfipadé a); zaménime x, y. Vysledek dostaneme
jako symetricky obraz vysledka z a) podle pfimky y = x.

V I. kvadrantu tedy vyhovuje pét bodd.
[2] x < —1,y > 0. Je zfejmé, Ze nyni musi platit
—(1+x)=y a l4+y=—x

—(l+x=y a y=—(1+1x),

¢ili

tj.
y=—x—1.
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1+x 1+« ¢ % 1 +y
r == = — 1 celé dislo, . =
= — X 1 celé.
x
Vysledek je zndzornén na obr. 15.
x=-1 Y
s/
y=x y
//
¢ /
3 o /
/s
2 o , o
A
+ + + + + + + + X
-4 -3 -2 -1 91234
-1 -
// 2] a
7 3
7 -4
/
/ -5
// y=-x-1
Obr. 15

Pfipad x = —1 je jednoduchy: vyhovuje kazdé celé
v # 0 (viz obr. 15).
[3] Pfipad y = —1 je zase snadny. Méjme tedy x <
< —1,y < —1. Tu musi byt
—(Q1+x=-y a —(1+y=-—x,
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tj.
l+4x=y a y=x-—1,
tedy
x+1=sy=x—1.
To vSak neni mozné, nebot vzdy plati
x+1>x—1 («1>-—1).
V tomto pfipadé tedy nenachdzime Zidnou vyhovujici
dvojici x, y.
[4] IV. kvadrant uZ nemusime vySetfovat, vzhledem
k soumérnosti vysledku podle pfimky y = x. Uvedené
body nejsou na obr. 15 ve IV. kvadrantu na pfimce
y = — 1 vyznaleny.
Tim je celd rovnice prozkouména.
Uloha m4 nekoneéné mnoho feSeni (viz obrizek 15).
3. Prirodzené ¢islo N >2 je saftom niekolkych
(aspoil dvoch) za sebou nasledujucich prirodzenych cisel

prave vtedy, ked nie je mocninou ¢isla 2. DokéaZte a uvedte
priklad N = 100.

RIESENIE. a) Nech je
N=a+@+1)+...+(@+?d), ¢))
kde a, b st prirodzené Cisla. Z (1) vyplyva, Ze plati
N=@+b+@+b—1)+...4a. (2)
S¢itanim (1) a (2) dostaneme
2N=2a+5b) b+ 1). (3)

KedZe z textu dlohy vyplyva, Ze je a = 1, b = 1, zrejme
plati
2a+b=3, b+1=2.

Dalej plati: Ak je b parne, je b + 1 neparne; ak je b ne-
parne, je aj 2a + b neparne Cislo. Cislo 2N a teda aj N
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m4 aspoil jedného neparneho prvocinitela a nie je preto
mocninou ¢isla 2.

b) Nech N > 2 nie je mocninou Cisla 2. Potom md N
aspoil jedného nepdrneho prvocinitela a ¢islo 2N moZno
rozloZit na sacin dvoch Ccinitelov, z ktorych jeden je
parny, druhy neparny a kazdy z nich je vac¢si neZ 1. Nech
je 2N = of taky rozklad. Oznalenie Cinitelov zvolme tak,
aby platilo: « < g.

PretoZe a =1 implikuje 2a +b=5b+2 >b + 1,
pokusme sa néjst prirodzené Cisla a, b tak, aby platilo

b+1=a, 2a+4+b=28.
Z toho dostaneme
b=a—1, 2a=p—a-+1. 4)
Cisla o, # st viak roznej parity, preto je f — « -+ 1 &slo
pirne a z podmienky « << fvyplyva,Zzejef — a + 1 = 2.
Zo (4) teda dostaneme

b=a—1, az—;—(ﬂ—a—l—l),

kde a =1 je prirodzené ¢islo. Obratenim postupu z (3)
dostaneme (1).

c) Ak je napr. N = 100, rozloZime ¢islo 2N = 200 na
sulin 8 . 25 a poloZime b + 1 = 8, 2a 4 b = 25. Z toho
vyplyva b = 7, a = 9 a jedno z rieSeni tlohy teda je

9+4+10+ 11 4+ 12 + 13 4 14 + 15 + 16 = 100.

Iné rieSenie dostaneme z rozkladu 2N = 200 = 5. 40.
V tomto pripade je b + 1 = 5, 2a 4 b = 40 Cize b = 4,
a =18 a teda

18 4+ 19 4 20 + 21 + 22 = 100.

4. Je dany ostrouhly trojuholnik ABC a na kruZnici k&
jemu opisanej bod M, ktory nesplyva so Ziadnym z vrcho-
lov A4, B, C.
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Oznatme M,, M,, M; body simerne zdruZené s bo-
dom M podTIa priamok BC, AC a AB v uvedenom poradi.
Potom body M,, M,, M, lezia na priamke prechidza-
jucej priesenikom vySok trojuholnika ABC. DokéZte.

Obr. 16

RIESENIE. Prieseénik vySok daného trojuholnika
ozna¢me O a body s nim sumerne zdruZené podla pria-
mok BC, AC, AB nech st v uvedenom poradi O,, O,, O,
(obr. 16). PretoZe
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X AO3B = < AOB = 180° — X ACB
a body C, O, st oddelené priamkou 4B, lezi bod O, na
kruznici k. Podobne aj body O,, O, leZia na kruZnici k.
Ak teda zostrojime kruZnice %,, k,, k5 simerne zdruZené
s kruznicou % podla priamok BC, AC, AB, budu tieto
tri (zhodné) kruZznice prechadzat bodom O.
Bez ujmy na vSeobecnosti mdzeme predpokladat, Ze

bod M leZi na tom obluku 1@ kruZnice %, na ktorom ne-
lezi vrchol C. Bod M, lezi potom vo vnutri uhla <t BOC

(a to na vacSom obltku BC kruznice k). Podobné tvrde-
nie mozno vyslovit aj o bode M,.
Zo sumernosti podla priamky BC vyplyva rovnost

<X BOM, = <« BOM
a pretoze <x BO,M = <t BCM (obvodové uhly nad te-
tivou BM v kruznici k), plati

< BOM; = <t BCM .
Podobne sa dokaze, ze <t AOM, = < ACM. Celkom
teda dostdvame

X AOM, + X AOB + < BOM, = <t ACB +
+ < AOB = 180° .

Tak sme dokazali, Ze body M,;, O, M, lezia v jednej
priamke.

Ak je ndhodou M = O,, lezi i bod M; = O na tejto
priamke. Predpokladajme preto, Ze bod M # O, lezi
napr. na obluku A/63. Potom zo sumernosti podla priamky
AB vyplyva, ze

L AOM; = < AOM = S ACM = <L AOM, .
Pretoze bod M, (leZiaci na menSom obluku AO kruz-
nice k;) padne rovnako ako bod M, do uhla <t AOC, je
jasné, Zze aj M, leZi na naSej priamke.

Tym je tloha vyrieSena.
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5. Je dany S$tvorec ABCD. Uhlopriecka Stvorca
KLMN je zhodnd so stranou §tvorca ABCD a vrcholy K
aj M leZia na obvode Stvorca ABCD.

Urcite mnozinu vsetkych vrcholov L vSetkych takych
stvorcov KLMN.

Obr. 17

RIESENIE. Nech PRST je $tvorec, ktorého stredné
priecky sa AC, BD (pozri obr. 17).

I. Body K, M mdZu lezat na dvoch protilahlych stra-
nach daného Stvorca ABCD. V tomto jednoduchom pri-
pade sa geometrické miesto bodov L skladd prave z use-
¢iek PS, RT.

II. Nech teraz body K, M leZia na dvoch susednych
stranach daného Stvorca ABCD, napriklad tak, ako to je
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nazna&ené naobr. 18. Stvorcu
KLMN opiSme kruZnicu k.
Podla Thaletovej vety leZzi
aj vrchol B na kruZnici k.
Vsimnime si teraz obvodové
uhly v kruZnici % (napr.
< KBN= < KLN =45°=
= < KBL). Vidime, Ze bod
L lezi na useCke PR abod N
na usecke OU (pozri obr. 17,
kde BU = AB). Pritom viak
oznalenie vrcholov L, N
Obr. 18 mozno zamenit. Obrdtene sa
Iahko zisti, Ze ku kazdému
bodu L tuseCky PR, resp. OU moZno zostrojit Stvorec
KLMN (KM = AB), ktorého vrchol K leZi na usetke AB
a vrchol M na tsecke BC. Podobnt tivahu mozeme pre-
viest pre kazda dvojicu susednych strdn daného Stvorca
ABCD.
ZAVER. Hladané geometrické miesto bodov je na
obr. 17 silno vytiahnuté.

6. Je dan trojuhelnik ABC, jehoZ strany maji délky
AB = ¢, BC = a, CA = b.

a) Sestrojte bod D strany BC a bod E strany CA tak,
aby Ctyfuhelniku 4ABDE bylo moZno opsat i vepsat
kruZnici.

b) Vyjadfete vzdélenosti CD, CE i obvod Ctyfihel-
nika ABDE pomoci délek a, b, c.

RESENT (obr. 19). a) Ozname % kruZnici vepsanou
trojuhelniku ABC a A’, B’, C’ jeji body dotyku se stra-
nami BC, CA4 a AB. Piimka DE musi byt zfejmé te¢nou
kruZnice k. ProtoZe ma byt Ctyfuhelnik ABDE tétivovy,
musi byt <t BDE = 180° — <t BAE; tim je d4n smér s
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Obr. 19

pfimky DE. Sestrojime te¢nu z kruZnice k, kter4 je rovno-
béZnd s primkou s tak, aby kruZnice % i body A, B leZely
v téZe poloroviné s hranici 7. Praseciky D, E pfimky ¢ se
stranami CB, CA leZi uvnitf useek CA’, CB'. Obrdcenim
postupu vyplyva, Ze Ctyfuhelniku ABDE lze i opsat
kruZnici.

b) Ozname S stifed kruZnice k; pak je <t SDA’ =
1 0 — oo % )@
—7(180——00—90 2,ate:dy @:DSA—-—Q—.
Podle véty uu o podobnosti trojuhelniki je
ANASC' ~ N\ SDA’
SA' : A'D = AC’: SC'. (1

Plati v§ak S4" = SC’ = o, kde g je polomér kruZnice %;
mimoto je podle zndmého vzorce AC’ = s — a, kde s =

1
=7(a+b+c).

a odtud
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Dosadime-li do (1), vyjde
AD=-2

Diéle uzijeme vzorce

< ©

0= T, kde P je obsah trojihelnika ABC.

Uzijeme-li Heronova vzorce P = |s(s — a)(s— b) (s — ),
dostaneme pro p? rovnost

2:_1_’_?:*(3—a)(s-b)(s—c);

=5 : 3)
spojenim (3) a (2) vyjde
A'D = 58“7”)5(3;61. (4)
ProtoZe podle znimého vzorce je
BA"'=s— b,
je podle (4)
BD—BA' + AD—s— b+ ﬁs;”)s(S_LCl
a po upravé
BDzs:b(a+b). 5)
Z rovnosti (5) plyne dale
CD=a—BD=%(as—as—bs+ab+b2),
CD=%(a+b—s):%(2s—c—s),
neboli
CD = f—}i 'y (62)
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Vyménou pismen D «> E, a <> b dostaneme

CE — §—C

.a. (6b)

Vzorce (6ab) jsou odpovédi na prvni otazku b).

Ze vzorce (5) dostaneme vyménou pismen 4 <« B,
D — E, a « b vzorec

AE = 2

(a + b).

AE + BD je polovicni délka obvodu o Ctyfuhelnika
ABDE, ktery je te(':novy. Je tedy

0=2"2 (2—{—b)—|—2 (a+b),
neboli
4(a+b) (s—a+s—0b),
il 4(a+b).c
" a+b+c’

coz je vysledna formule.

3. KATEGORIA Z

1. Je dana sustava dvoch rovnic s dvoma nezndmymi
7 3x 4+ 2y =0
X —
2k — y=—3.
Z tejto sustavy dostaneme novu sustavu tak, Ze ku kaz-
dému koeficientu pri neznimej pripocitame to isté Cislo p.
Nova ststava bude mat za rieSenie dvojicu Cisel x, y, kto-
rych rozdiel je 1. Urlte vSetky Cisla p tejto vlastnosti.
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RIESENIE. Rie$enim novej sustavy buda bud &sla x,
x + 1 alebo &isla x, x — 1. Preskimajme obe moZnosti.

a) Nechy = x + 1. Potom nova sustava sa da prepisat
do tvaru

B+px+Q2+p(x+1)=0,

C+px+(—DE+1)=-3.
Odc¢itanim druhej rovnice od prvej dostaneme x = 0. Po
dosadeni do prvej rovnice (2) vyjde p = —2. Pozmenend
sustava (1) ma pre p = —2 tvar: x = 0, —3y = —3 (iZe
x=0,y=1.Jeteday — x = 1.

2

b) Ak bude y = x — 1, potom po dosadeni do novej
sustavy mame

G+pxr+Q2+pHx—1=0,
C+pxr+(—-DE—-1=-3.

Rovnakou tupravou ako v predchddzajicom pripade zo

3

sastavy (3) dostaneme 4x — 3 = 3, z Coho x = % Ak

tento vysledok dosadime do prvej rovnice (3), dostaneme

p=— %—. Pozmenena sustava (1) ma v tomto pripade
teda tvar
1 3
¥~ 3r=0%
3 15
B R

%, takZe je opéat
splnend podmienka z textu ulohy: x — y = 1.

i e 3
Této sastava ma rieSenie x — PR y =
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ZAVER. PretoZe sustavy (2), resp. (3) maju vzdy len

jediné rieSenie x =0, p = —2, resp. x = %, p=

S _141_, siteda p=—2, p= — ITI hladané Cdisla.

2. Udejte vSechny pravouthelniky, jejichZ strany maji
délky vyjadfené celymi Cisly (v centimetrech), a které
maji tu vlastnost, Ze jejich obvod (v cm) je roven jejich
obsahu (v cm?).

RESENI. Jsou-li a, b velikosti stran hledaného pravo-
uhelnika, pak podle podminky ulohy plati

2a + 2b = ab . ¢))
PfepiSeme-li tuto rovnici v tvaru
ab —2a —2b+4=14,
vyplyva odtud
(a—2)(b—2)=4.
Cislaa —2,b—2 jsou tedy sdruzenymi déliteli Cisla 4.
Vysledky sestavime do tabulky:

; a—2 4 2 1 —4 —2 —1
b—2 1 2 4 —1 =5 —4
a 6 l 4 3 —2 0 1

| b 3 } 4 N 6“ R ——1~ AAAAAA 0 Aﬁﬁ-;‘

Geometricky vyznam maji jen kladné hodnoty. Hledané
pravouhelniky jsou dva: obdélnik o stranach velikosti
3 cm a 6 cm a Ctverec, jehoZ strana ma velikost 4 cm.
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POZNAMKA. Pfi hledani dvojic pfirozenych &isel
a, b, které splituji rovnici (1) lze také postupovat nisledu-
jicim zptsobem. Z (1) plyne
2 20—2)+4 4
%2~ b-2 “*t3—2
Cislo b — 2 je tedy délitelem Cisla 4. Na zaklad& toho

dojdeme tedy k obdobné tabulce jako v uvedeném feSeni.
Bude ovSem mit jen tfi fadky, a to pro b — 2, b, a.

3. Je dan obdélnik ABCD, v némz AB = 2a, BC = a.
Nad stranami AB, AD jako nad praméry jsou sestrojeny
kruZnice, které kromé bodu 4 maji spoleény jesté bod K.

a) Dokazte, Ze bod K leZi na thlopii¢ce BD.
b) Vypoctéte vzdalenosti bodu K od vrchola A4, B, D.
RESENI. a) Ponévadz podle Thaletovy véty
<L AKD = 90° a zarovenn <t AKB = 90°,
lezi body B, K, D v pfimce, tj. na thlopficce BD daného
obdélnika (obr. 20).

D c

a

2a

Obr. 20
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b) Oznalme
AK =x, BK=1y, BD=|a®+ 4a® =d|5.
Z pravouhlého trojuhelnika ABK plyne
2+ y? = da?,
a podobné z pravouhlého trojuhelnika ADK plyne
x? 4 (a5 — y)2 = at.
Upravujeme druhou rovnici
x2 4 y* — 2ayV§+ 5a2 = a?.
Dosadime z prvni rovnice
4a% — 2ay]/5_ + 42?2 =0
a odtud
_ 4a _ 2a
y= /5 X = ﬁ
Nakonec jesté dostaneme
DK = a5 — y = %.
JINE RESENI. Oznaéme DK = z. Z podobnosti
NAKB ~ N\ DKA (véta uu) plyne

Zix=x:y.
Dosadime-li

& = a]/S— — %> (1)
dostavame

aylf5 — 2 = 22,
odtud s pouZitim vztahu
x? 4 % = 4a® 2

4a
plyne y = W . Z(1) pak uréime z. Z (2) muZeme urdit x.
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Rychleji 1ze x urcit z podobnosti A ABK ~ A\ DBA
(véta uu), odkud plyne

X a 1

y 22 2
4. Do ostrouhlého trojuholnika ABC je vpisany ob-
diznik MNPQ tak, %e vrcholy M, N leZia na strane 4B,
vrchol P na strane BC a vrchol Q na strane CA. )
Vysetrite geometrické miesto stredov vSetkych obdlz-
nikov MNPQ.

RIESENIE. Zostrojme jeden obd{#nik MNPQ, ktory
vyhovuje podmienkam tulohy a jeho stred S (obr. 21).

Bod S ako stred obdiZnika MNPQ je stredom jeho stred-
nej priecky HG, kde H je stred strany QP a G stred
strany MN. Zrejme je HG | AB.
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Bod H je stredom priecky QP trojuholnika 4BC, ktora
je rovnobeZna so stranou AB, a preto bod H leZi na taz-
nici ¢, = EC trojuholnika ABC. Obrdtene lahko zistime,
ze kazdy vnutorny bod H’ taznice EC = ¢, je stredom
strany Q'P’ nejakého obdiznika M’N’P’Q’ vyhovujtceho
podmienkam ulohy. Dochddzame teda k ulohe, ktoru
mozno formulovat takto:

Urcite geometrické miesto stredov S vsetkych useciek
HG, kde bod H prebieha vnttro useCky EC = ¢, G lezi
na AB a HG | AB.

ZAVER. Mnozinou stredov S je teda vnitro tselky
EF, kde F je stred vysky v, z bodu C na stranu 4B, o
plati aj v pripade, ked ¢, splyva s v, t. j. ked AC = BC.
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