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Il. PFipravné dlohy I. kola

1. KATEGORIE A

1. Najdéte vSechny redlné kofeny rovnice

Vo +px +p + | —px +p=x,
kde p je redlny parametr.

RESENT. Cislo x je realny ko¥en dané rovnice tehdy a
jenom tehdy, plati-li tyto vztahy:

x=0, (1)

+px+p=0; 2*—px+p=0, @)

(V> +px +p + |/x* — px + p)2 = x2. 3
Rovnici (3) upravime na ekvivalentni tvar

2x®+px +p./x*—px +p=—x2—2p. (3)

Cislo x je realny kofen dané rovnice tehdy a jenom tehdy,
plati-li vztahy (1), (2) a dale

—x2—2p=0, tj. x242p=0, @
@V +pstp. V" —pxtp)=
= (—® — 2p)*. ©)
Rovnici (5) upravime na ekvivalentni tvar
#[3x* — 4p(p — 1] = 0., @)

Z dané rovnice vidime, e mi kofen x = 0 tehdy a je-
nom tehdy, je-li parametr p = 0.
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Necht tedy v dals$im je p # 0. Potom x je redlny kofen
dané rovnice tehdy a jenom tehdy, plati-li vztahy (1), (2),

(4) a rovnice
x2~4P(P—' 1)20,
tj.
4
2t = —2p(p — 1)
Vidime, Ze musi byt p(p — 1) = 0, tj.

p <0 anebo p=1

(p = 0 nyni neuvazujeme). Z (4) je ovSem vidét, Ze p ne-
muZe byt kladné, a tedy zbyva p < 0.

Tedy: Je-li p 7 0, musi byt p < 0 (jinak by rovnice
neméla feSeni) a x je redlny kofen pravé kdyZ plati (1),

(2, @) a
= 2V£(L;—1). ©)

Reélné Cislo (6) splituje nerovnost (1). Musime tedy
dale prozkoumat nerovnosti (2) a (4); dosadime do nich
za x Cislo (6) (které jediné muZe byt hledanym feSenim).
Pfitom vime, Ze je p < 0. Z nerovnosti (4) plyne

oD op<o, . 20D 4o,
dostdvame tedy omezen{

1
—_— <
5 _p<0.

Diéle zkoumejme nerovnosti (2):

a) x2+px+p =0,
e l/p(p tp=o,
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I/ 3 = 6

toto je ekv. s nerovnostmi
pp—1) _ (1 — 4@)2
3 = 6 ?
0 =< (2p + 1)% a to plati.

b) Druha nerovnost (2) je x? — px +p=0,
4"’(” Zpl/p(” +p=0,
4@—1) _ plp—1)

3 2 3 +1=0,

pp—1) _1—4p
3 = 6 °

. . : 1
toto je splnéno, nebot pro — > =p<0
je leva strana zapornd, prava kladna.

ZAVER. Dan4 rovnice m4 redlny kofen tehdy a jenom

tehdy, je-li — % =< p = 0. Kofen x je jediny a plati
/2 =1
x=2 V 3 .

2. Zrkadlenim na priemere cifernika hodin prejdua ru-

¢icky do novych poldh, ktoré budu vo vSeobecnosti v roz-
pore s mechanizmom hodin, t. j. nebuda ukazovat mozny
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Cas. (Napr. v okamziku, ked je presne jedna hodina, bude
zrkadlova poloha ruliiek vzhladom na priemer 9—3
takato: mala rucicka je presne na 5-ke, velka na 6-ke CiZze
neukazujd moZny Cas.)

N3jdite vSetky tie Casy (polohy ruciliek) a polohy osi
sumernosti, kedy po zrkadleni vznikd moZny Cas.

RIESENIE. Problém sa zje-
dnodusi, ak budeme sledovat
pohyb velkej ruc¢icky vzhladom
na malu ruci¢ku (obr. 1). Velka
rucicka sa vzhladom na mala
otaca konStantnou uhlovou ry-
chlostou w radidnov za hodinu
(v zmysle pohybu hodinovych
rudiciek, ktory sa viacSinou ozna-
Cuje ako zaporny zmysel). Vel-
kost tejto rychlosti mozno lahko

Obr. 1 E

oo s . T
vypocitat — je to ( 2r — —6~)
radidnov za hodinu — ale pri
dalsich vypoctoch nepotrebuje-
me tato jej velkost poznat. Ak
sa ruCicky na ciferniku budu
kryt, potom sa budut kryt aj na
obr. 1. Ak je na ciferniku uhlova
vzdialenost velkej rucicky od
malej merand v zipornom zmy-
sle o, potom bude tomu tak aj
na obr. 1.

Nech st I a II také stavy na ciferniku hodin (obr. 2),
Ze existuje priemer cifernika, podla ktorého je stav I osove
sumerny so stavom II (resp. stav II osove sumerny so
stavom I). Pozorovatelovi, ktory predpokladd, Ze mald
rucicka je v klude, sa tito skuto¢nost bude javit tak ako
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na obr. 3. Obratene plati: situdcia z obr. 3 znamend, Ze
existuje aspon jeden priemer cifernika, ktory je osou su-
mernosti prevadzajtcej stav I do stavu II (resp. stav II
do stavu I). MoZno teda uro-
bit tento Ciastkovy zaver: Ku
kazdému stavu I na ciferniku
hodin existuje aspoii jeden taky
stav II na ciferniku, Ze existuje
osova sumernost podla prieme-
ru cifernika, ktord prevadza
stav I do stavu II.

Ak boli hodiny v ¢ase #; ho-
din v stave I, potom v stave II
su v Case
Obr. 3 by = 1, + 20 —ic—o 2km

(1

hodin, kde % je celé ¢islo, pretoZe do stavu II musi prejst
velka rucicka (pozri obr. 3) uhlova dridhu (2« + 2km)
radidnov. Doby ¢, dané vztahom (1), kde % je celé Cislo,
st prave vietky doby, kedy existuje osovd sumernost po-
Zadovana v texte ulohy. Prislu$nd os simernosti sa urdi
ako priemer cifernika, v ktorom je velkd rudicka v Case

tl "‘I_ lzk_ (o4 + kTC
w

I = =1

k 2 1 + >

¢o su, ako vidno z obr. 3, prave tie okamZiky, ked obe
ruciCky zvieraji uhol 0 alebo = radidnov, t. j. leZia v tom
istom priemere cifernika.

ZAVER. Mo?ny &as vzniki vzdy prave vtedy, ked
osou zrkadlenia je cifernikovy priemer, ktory ma ta
vlastnost, Ze mechanizmus hodin pripasta, aby obe ru-
CiCky sucasne leZali v tomto priemere.
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JINE RESENI. Predpoklidejme, e cxistuji dva
stavy I a IT které jsou soumérné sdruzené podle néjakého
praméru o ciferniku (obr. 4). Predstavme si, Ze velkd ru-

CiCka, ktera je ve stavu I, se
otoli o thel « v kladném smys-
lu tak, aby leZela v ose o, a Ze
velka ruciCka, kterd je ve stavu
II, se otoCi také o uhel «, ale
v opaném smyslu (tj. v zdpor-
ném). Malé rucicky se pfitom
pohybuji v souhlase s mecha-
nismem hodin. Potom dosta-
neme stavy I’ a II’, pfi nichz
velké rucicky splyvaji na naSem
praméru o a polohy malych
rucicek jsou opét soumérné
sdruzeny podle osy o (obr. 5).

Ponévadz stavy 1" a II’ pred-
stavuji mozné Casy, musi po
ur¢ité dobé, uplynulé od sta-
vu I’y nastat stav II'. Z toho,
ze polohy velkych rudi¢ek v I’
a II" splyvaji, plyne, Ze tato
doba je cely pocet % hodin.
Piitom ze symetrie I’ a II' je
vidét, Ze piesné za —z— hodin od
stavu I’ bude mald ruci¢ka na

ose 0. JelikoZ g je Cislo bud celé,

anebo celé + %,

/

Obr. 5

bude velka rucicka v té chvili opét na

ose o (bud se bude kryt s malou, anebo bude na opacné

strané od ni).
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Tak jsme dokazali, Z¢ pramér o mé tuto vlastnost:
Existuje Casovy okamzik, v némzZ obé& rucdicky leZi v ose o.
Z predchozi uvahy vsak také plyne, Ze zrcadlovy obraz
kazdého moZného stavu ruci¢ek na hodinich podle takové
osy o je opét stav, ktery mechanismus hodin pfipousti.

Nyni je$té¢ muzeme urcit pocet os soumérnosti, které
maji vlastnost pozadovanou textem ulohy. Stali jen najit
ty pruméry ciferniku, v nichZ v souhlase s mechanismem
hodin se rucicky v jistém okamziku kryji. JestliZze se totiz
obé ruCiCky v nékterém okamziku na jistém pruméru
kryji, pak za 6 hodin budou leZet v témZ praméru a svirat
thel = radidnt (a obracen¢).

Jestlize se ruciCky na ciferniku kryji, pak se budou
znovu kryt za
27 27 12
o~ = o1

ZTE—F

Podle obr. 1 je zfejmé, Ze uvaZujeme-li ‘pohyb velké
ruCiCky vzhledem k malé, musi velkd rucicka od oka-
mziku, kdy se kryla s malou ruli¢kou (« = 0), urazit
thlovou drahu 2= radiand, aby se za nejkrat$i moZnou
dobu opét kryly. Za 12 hodin nastane tedy kryti rucicek

(12 g %) krat, tj. 11krat.” Hledanych os je tedy 11.

F3. Vroviné g jsou diny dvé neshodné tse¢ky 4B, CD.
Sestrojte vSecky takové body X roviny g, pro které plati
A ABX ~ A CDX.

RESENT. Podle textu tlohy plati A ABX ~ A CDX,
tj.
AX BX AB
Cx " Dx _CD 7 b 1)




nebot tsetky AB a CD jsou neshodné. Ze vztahu (1)
plyne, Ze bod X lezi

(a) na Apolloniové kruZnici %, kterd je mnoZinou vsech

AY AB
bodu Y roviny g, pro néZ plati <+ Y = =k, kde k = <D’
(b) na Apolloniové kruZnici /, kterd je mnoZinou vSech

AB

BZ
bodl Z roviny g, pro které plati —— D7 k,kde k= D"

Z (a) a (b) plyne KONSTRUKCE: Bod X, existuje-li,
je spolenym bodem kruZnic % a ! (obr. 6).

Obr. 6
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Provedeme ZKOUSKU. Z konstrukce vyplyva, %e
AX B BX B AB
cx 7’ DX "’ CD

tj. skutecné¢ A ABX ~ A CDX.

DISKUSE. KruZnice % a [ lze sestrojit, pravé kdyz
A # CaB#D.

1. Je-li A = C nebo B = D, potom nelze pro zidné X
splnit (1), tj. uloha nemd feSeni.

2. V pripadé A # C a B # D jsou feSenim ulohy vSech-
ny takové body X, spolecné kruZnicim 7%, /, pro které
plati X ¢ ABa X ¢ CD. (Pro X € AB nebo X € CD ne-
vznikne A ABX nebo A CDX.)

4. Urcite vSetky hodnoty parametra a, pre ktoré nema
rovnica

:k’

sin? x = a sin (x + %) sin (x — -375—) (1)
Ziadny korer.
RIESENIE. Podla vzorca

cos (o + ) — cos (« — ) = —2 sin « sin B

dostaneme

o PR ( _ 2_75)

sin? x 5 cos 2x — cos 3
Cize

s, 2 ( 9 ein? __1__)

sin? x = 5 1 — 2sin?x + 5
Cize

. 3a
(@ — 1)sin?x = % (2)

36



Rovnice (1) a (2) st ekvivalentné. Ak je a = 1, je rovnica
(2) neriesitelna. Ak je a # 1, vyplyva z (2)
. 3a
2 o
sin? x = -1 3
Rovnica (3) je neriesitelnd prave vtedy, ked bud
a) Citatel a menovatel zlomku na pravej strane maju
opacné znamienka, t. j. ked plati bud
a>0, a—1<0 4)
alebo
a<0, a—1>0 (5)
alebo
b) Citatel a menovatel su sthlasnych znamienok, ale zlo-
mok na pravej strane rovnice (3) je vacsi nez 1, t. j. prave
vtedy ked
1 <a<4.
Z nerovnosti (4) vyplyva 0 < a < 1, nerovnosti (5) si
odporuja.

ZAVER. Dani rovnica je neriesitelna prave vtedy, ked
plati: 0 < a < 4.

2. KATEGORIE B

1. Rok 1967 zacal i koncil nedéli. Kterd pristi léta
20. stoleti budou mit tutéZ vlastnost?
RESENI. Necht ?4dan4 udalost nastane r. 1967 -+ x.

Rok 1968 je prestupny. V x letech, ktera nésleduji po
roce 1967 je y rokd prestupnych a 3y + z roka obycej-
nych; pfitom 2 znamend nékteré z Cisel 0, —1, —2, —3.
Taz tvaha plati i pro zaporné x. Je tedy

x=y+3y+tz=4+z2.
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V téhto letech je 366y + 365(3y + 2) = 1461y +
+ 365z dnu a toto Cislo musi byt nasobek sedmi, takze
1461y + 365z = 7k,
kde % je celé &islo. Vynechdme-li ndsobky sedmi, dosta-
neme 59 +2="Th,

kde % je opét celé Eislo.

a) Pro 2 = 0 dostaneme 5y = 7k a tomu vyhovuje
kazdé y = Tu, kde u je celé Cislo. Pak je x = 28u.

b) Pro 2 = —1 vychazi 5y — 1 = 7h, odtud plyne
vy = Tu + 3, takZe x = 4(7Tu + 3) — 1 = 28u + 11.

c) Pro 2 = —2 méame 5y — 2 = 7h, z toho dostaneme
y=Tu+ 6 ax=4Tu + 6) — 2 = 28u + 22.

d) Pro 2 = —3 je 5y — 3 = 7h, takie y = Tu + 2,
x=4(Tu + 2) — 3 = 28u + 5.

Reseni dévaji formule a), b), c); formule d) feeni ne-
dava, nebot vede k piestupnym rokim, které sice konci
nedéli, ale zaCinaji sobotou. Nedé&li zacinaji a kondi ni-
sledujici roky tohoto stoleti:

1905, 1911, 1922, 1933, 1939, 1950, 1961, 1967, 1978,

1989, 1995; feSenim ulohy jsou tedy léta 1978, 1989
a 1995.

JINE RESENI. Ulohu Ize fedit postupem, ktery je
vhodny i pro kategorii Z. Z rovnosti
365=7.52+1,
366 =17.52 4 2
plyne, Ze nepfestupny rok konci tymz dnem v tydnu jako
zacal (napf. zalne-li nedéli, pak nedéli také skondci) a Ze
prestupny rok kon¢i dnem v tydnu bezprostfedné nasle-
dujicim po dni, kterym zacal (napf. zacne-li nedéli, pak
skonc¢i v pondéli). K reseni si staci sestavit tabulku tohoto
typu:

38



Rok 1.1 31. XIL
| 1967 | Ne Ne
1968 Po U
1969 St St
1970 ¢ ¢
1971 P4 P4
1972 So Ne
1973 Po Po
1974 6] 16}
1975 St St
1976 (o) P4
1977 So So
]—1;7;1 Ne Ne
1979 Po Po

Dokoncime-li tabulku aZ do roku 2 000, nalezneme
dalsi feSeni a zjistime, Ze vlastnost poZadovanou v tiloze
maji jen roky 1978, 1989 a 1995.

Pouzitd metoda se vSak zfejmé pfili§ nehodi k feSeni
aloh tohoto typu, jestlize pocet v tvahu pfichdzejicich
roktu je dost velky.

2. Ak sa x,, x2, .+ .5 X, kladné ¢isla, potom plati

ety e )

. Xn-1 X2 %1
dokazte.
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RIESENIE. Pre n = 1 je veta evidentnd. Ak je n > 1,
rozliSujme dva pnpady a)n parne, b) n neparne. V oboch
pripadoch pouZijeme pomocnu vetu P. b

P. Ak st a, b dve kladné (isla, potom je 7 -+ v = 2.

DOKAZ. Pre &sla a, b zrejme plati (a — )2 = 0,
z Coho mame a? — 2ab + b* = 0 Cize a® + b%* = 2ab a
z toho vzhladom na to, Ze &isla a, b st podla predpokladu
2

2

kladné, vyplyva a ;: b = 2 lize % + g = 2, ¢o sme
mali dokazat.

a) Ak je n = 2m (m prirodzené), zoskupime v (1) prvy
a posledny ¢len, druhy a predposledny clen, atd. Dosta-
neme tak z dvojic zlomkov takych, Ze sucet kazdej dvo-
jice je podla vety P vicsi alebo rovny dvom. Stcet lavej
strany (1) je teda vicsi alebo rovny Cislu 2m = n.

b) Ak je » = 2m + 1 (m prirodzené), postupujeme
analogicky. Dostaneme tak m dvojic zlomkov, z ktorych
kazdd ma sucet valsi alebo rovny dvom a okrem toho

Xm+1

eSte jeden Clen = 1. Sudet lavej strany (1) je teda

m+1
v tomto pripade vacsi alebo rovny Cislu 2m + 1 = n.

3. V rovine st dané dva rdzne body M, N a velkost
uhla y (0° <y < 180°). Trojuholnik ABC md bod M za
stred strany AC a bod N za stred strany BC. Dalej plati
X ACB = y.

Urdite: a) mnoZinu vrcholov C; b) mnozinu vrcholov 4
vSetkych takych trojuholnikov ABC.

RIESENIE. a) Uhol <t MCN = y, t. j. podla vety
o obvodovych uhloch leZia body C na dvoch kruhovych
obltikoch, ktoré maji krajné body M, N a ktoré sa su-
merne zdruzené podla priamky MN. Obratene sa Iahko
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presvedéime, Ze ku kazdému bodu C tychto dvoch oblu-
kov s vynimkou bodov M, N moZno zostrojit dva body
A, B tak, Ze vznikne trojuholnik ABC's uhlom <t ACB =
= v a so strednou prie¢kou MN || AB. MnoZina bodov C
je na obr. 7 hrubo vytiahnutd. Body M, N do nej ne-
patria.

Obr. 7

b) Bod M je stred strany AC. Z Casti a) vyplyva, Ze
mnozinou v$etkych bodov 4 je ttvar simerne zdruZeny
podla stredu M k ttvaru, ktory je mnoZinou bodov C
(pozri obr. 7. Body N; a M do tejto mnoZiny nepatria).

4. Jsou déna dvé kladné &isla a, b (@ > b).

a) Urcete vSechny hodnoty podilu % » pro néz lze se-
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strojit trojihelnik ABC se stranami délek a, b, ¢ = |/ab.

b) Urcete viechny hodnoty podilu -Z—, pro které bude
trojihelnik ABC z odst. a) ostrouhly (pravouhly, tupo-
ahly).

RESENI. K tomu, aby existoval trojahelnik se stra-
nami délek a, b, ¢, je nutné a staci, aby byly splnény ne-
rovnosti L - o

b<a+|ab, Jab<a+b, a<b+ab.

JelikoZ pfedpokladdme a > b, je prvni nerovnost jisté
splnéna. TotéZ plati pro druhou nerovnost, coZ uvidime,

povysime-li ji na druhou. Zbyva tedy posledni nerovnost;
tu muzeme psit

a—b<lab.
Odtud dostaneme
a%? + b% — 3ab < 0

a po déleni b? dostaneme nerovnost, které ma vyhovovat

" (%)2—3(%)+1<0.

pomér A
Jejim feSenim je (vzhledem k a > b)

a 1 =
b < > (3 + VS) i

JelikoZ a je zfejmé nejdelsi z useek a, b, ¢, miZe byt
pravy nebo tupy jenom thel proti ni. Podle kosinové véty
mame pro kosinus tohoto thlu vyraz

6% 4+ ¢ — a?) _ (6% + ab — a?)
2bc 2b |/ ab

1<

b
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takze stadi vySetfit znaménko vyrazu (4% + ab — a?) vy-
jadfeného jako funkce poméru (a/b):
f(ab) =1+ (afb) — (afb):.
Funkce f(x) =1+ x — x* (kvadraticky troj¢len) ma
kladny koten £ = (1/2) (1 + |/5) = 1,618.. . ., takze
trojuhelnik ABC je ostrouhly, kdyz f(a/b) >0,
trojuhelnik ABC je pravouhly, kdyz f(a/b) =0,
trojuhelnik ABC je tupouhly, kdyz  f(a/b) < 0.
Vzhledem k tomu, ze 1 < (a/b) < (1/2) (3 + |/5), vidime,

¥e ABC je ostrothly pro (afb) e (1, = /5 )

pravouhly pro (a/b) = L +2VS s
tupothly pro (a/b) ( ! +2V5 - *’21/5 )

3. KATEGORIE Z

1. Zdené&k kratil pfi vypoctech zlomky takto:
16 1. 26 2 199 1

64 4’ 65  5° g5  5°
Utitel tento zpisob ,,kraceni‘ pochopitelné neschvaluje,
ale Zdenék se haji tim, Ze vysledek je spravny.

Najdéte vSechny zlomky a) s dvojcifernymi, b) s troj-
cifernymi Citateli 1 jmenovateli, které mohl Zdenék svym
zpusobem ,,kratit* a pfitom dostal spravny vysledek.

RESENI. a) Citatel i jmenovatel zlomku, ktery je
mozno podle Zderika ,kratit, jsou dvojciferna Cisla, a
proto muZeme takovy zlomek psat ve tvaru
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10a + b
106 + ¢ °
V pfipadech, kdy ma Zdenék pravdu, plati

10a +b a

106 +-¢ ¢’ )
pfi¢emz Cisla a, b, ¢ jsou pfirozend mensi neZ 10.
Z rovnice (1) plyne

10ab

=9 T h - 2
O dislech a, b, ¢ vime, Ze jsou pfirozend mensi nez 10,
pricemz Cislo ¢ spliiuje vztah (2). Cisla a, b, ¢ téchto
vlastnosti vyhledime tak, Ze a, b budeme volit a ¢islo ¢
pocitat pomoci vzorce (2). Chceme-li nalézt vSechny
zlomky, kde je moZno ,kratit“ Zdetikovym zptsobem,
musime pfi volbé Cisel a, b postupovat tak, abychom vy-
stfidali vSechny moZnosti.

1. Zvolme a = 1. Pro b a ¢ sestavme tabulku:

b 1 2 3 4 5 6 7 8 9

10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 80
¢ 10 11 12 13 14 15 16 17 18

ObdrZeli jsme feSeni: a = b = ¢ = 1, tj. ii :%,
16 1
a=1, b=6, c=4, tj. 6 = 4
a=1, b=9, c=5, t. ;g %
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2. Zvolme a = 2. Pro b a ¢ sestavme tabulku:

b 1 2 3 4 5 6 7 8 9

20 | 40 | 60 | 80 | 100 | 120 | 140 | 160 | 180
€ |19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27

Nalezli jsme dalsi feSeni: a = b = ¢ = 2, tj.

2_2
2 2’
. 26 2
a=2, b=6, C=5, t].ﬁ“:?.
3.—9. Volime-li postupné a = 3,4, .. ., 9, najdeme dalsi
zlomky, pro néz plati a = b = ¢, tj.
3_3 M _4 9 _9
33 37 4 4°°°7°99 T 92
a jesté pfipad
. 49 4
a——4, b—g, 028, t).38—2§.

22 99 16 19 26 49
ZAVER. Zlomky - 11 > 22°°"">99°64°95° 65° 98

jsou vSechny zlomky vyhovujici tloze.
b) Postupujeme obdobné jako v &4sti a). V tomto pFipadé

jde o nalezeni pfirozenych Cisel a, b, ¢ menSich nez 10,
které spliiuji rovnost

100a + 106 +b  a

1006 + 106 +¢ ~ ¢
Snadnou upravou zjistime, %e pro ¢ plati




_ 10ab
T 9a+b°
tj. vzorec (2). Je tedy moZno vyuzit vysledkt z Casti a).
VSechny zlomky, které spliiuji ¢ast b) nasi ulohy, jsou:
111 222 999 166 199 266 499
1112 2227777779997 664> 995 ° 665 ° 998

POZNAMKA.
Ulohu lIze dile riiznymi zplisoby zobectiovat, napf. plati

1666 1 49999 4
6664 4> 99998  8°
Dile je moZno i uvaZovat jiné typy ,,kraceni““. Ozname
kricenou ¢islici @, nekracené (islice x, y, potom by napf.
v uloze a) bylo moZno celkem uvaZovat zlomky téchto
o XA poam = " ax ax _xa
tvarti: — (pfipusténo tlohou); —; —; —.
ay : ya’ ay’ ya
2. Nékladnym autom sa m4 previezt m ton stavebného
materidlu do vzdialenosti d km (po vodorovnej ceste).
Auto md hmotu V ton. Pri stilom vykone motora je
rychlost auta nepriamo Umernd celkovej hmote auta a
nikladu. Cas nakladania a skladania (pribliZzne rovnaky)
je priamo umerny hmote ndkladu. Materidl nemoZno
naloZit na jeden raz, ale treba ist niekolkokrat.
Rozhodnite vypoctom, Co je asove vyhodnejSie: Na-
kladat menej, chodit teda rychlejSie, ale samozrejme
viackrat, alebo nakladat viac, chodit pomalsie, ale zato
menejkrat. (Na Cas rozbiehania a zastavovania vozidla
neprihliadame.)

RIESENIE. Predpokladajme, Ze auto iSlo celkom
n-krat (n = 2). Nech m,, ms, . . ., m, su hmoty jednotli-
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vych nékladov v tonich, v;, v,, . . ., v, rychlosti v km/h
pri doprave tychto nékladov a z,, 2, . . ., ¢, doby v hodi-
nach potrebné k naloZeniu a k zloZeniu tychto nékladov.
Rychlost prazdneho auta v km/h oznacme c.

Celkova doba T v hodinidch potrebnd na prevezenie
vSetkého materialu je:

d d d d

+...+(zn+;d—+z,,+-‘j—)=2(zl+z2+...+

1 1 1 nd

vn
Podla textu ulohy plati (¢ a & s kon$tanty Gmernosti):
Iy = qmyy ty = qMyy o oy Ly = My, 2
k k k
N7 7’1=‘V‘_‘+m1> vzz—_“V_l_mzs-
k

~ Vim,
Po dosadeni z (2) a (3) do (1) dostaneme
T =29(my +my+ ...+ my,) +

4 n.V—{—(ml—l—Zz—l—...—i—mn) i nciV.
Zrejme plati my; + my + ...+ m, = m, a preto

T:n.szV—i—qu—{—dTmzA.n-!—B,

c= vey Uy =

kde A a B st konstanty. Celkovd doba T bude tym men-
§ia, ¢im menSie bude 7, t. j. ¢asove vyhodné je nakladat
tak, aby pocet ciest bol ¢o najmensi.
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3. Je dany S$tvorec ABCD so stranou a = 10 cm.
Kazda zo stran BC, CD je rozdelend deviatimi bodmi na
desat zhodnych useliek. Stred K strany AB je spojeny
s deliacim bodom X strany BC a vrchol B je spojeny
s deliacim bodom Y strany CD. Ktoré deliace body X, Y
musime vybrat, aby priamky KX, BY boli navzijom
kolmé?

D Y . C
——
\
\ 1
\
\ l
\ i
\
\ ]
P!
——
A it B8
Obr. 8

RIESENIE. V zhode s obr. 8 oznaéme hladany deliaci
bod na strane BC X a deliaci bod na strane CD oznaéme
Y. K tomu, aby priamky KX, BY boli na seba kolmé,
musi platit

A KBX ~ A\ BCY .
Z toho mame

BX:BK = CY: BC. (1)
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Ozna¢me dalej BX = «, CY = p, kde pre prirodzené
Cisla o, f plati:

. 0<a<<10, 0<p<10.
Kede BK — % — 5, BC = a = 10, po dosadeni do (1)
dostaneme
w2 _ g
iy = ra,
z Coho
p=2x.

Vyhovuju teda tieto hodnoty

Bnnnn

‘6‘2468’

Uloha m4 podla toho $tyri rozne rieSenia.

4. Je dan obdélnik ABCD, jehoz strany AB, BC jsou
v poméru 2: 1. Do obdélniku je vepsdna polokruZnice &
nad stranou AB jako prumérem. Uhlopticky AC a BD
protinaji kruznici 2 po fadé v bodech F, E.

Urcete obsah obrazce, ktery je omezen obloukem EF
polokruZznice % a tseC¢kami FC, CD, DE.

RESEN{. Obrazec O popsany v tloze dostaneme

z rovnoramenného lichobéznika DCFE oddélenim usece

nad tétivou EF (obr. 9). Oznacme P, obsah lichobéznika

DCFE, P, obsah vyseCe SFE a P, obsah A SFE, kde S
je stfed strany AB. Je-li P obsah obrazce O, potom

P=P,+P,—P,. (D

Oznacime-li r polomér vepsané polokruZnice, potom
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7S \\

Pl N 2
P a,a ~ \

T ~
- | ~_\
~
A 'S B
|
Obr. 9

AB = 2r a BC = r. Ozna¢me R prusecik pfimky EF a
BC. K vypoctu P,, P,, P; potfebujeme znat velikosti
usetek EF a CR.

Plati EF—2r —2.FR. )

- Podle Thaletovy véty je <t AFB = 90° a FB je tedy
vyska v A\ ABC. Pro obsah tohoto trojuhelnika plati:

1 1
. TAB.BC—7AC.FB,
tj.

FB:AB.BC: 2r.r_*:>gr:.
AC " Varxre 5
Proto%e je A\ BRF ~ )\ ABC (véta uu), plati
FR CB
'FB ~ CA”
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tj.

r 2r 2
FR: Tl R A
rVS VS 5
Z rovnosti (2) potom dostdvame
4 6
EF—Zr—?r:?r. (3)
Z podobnosti A FRC ~ A ABC (véta uu) plyne
CR _ BC
FR — AB’
tj.
ro 2 1
CR—W.?TZ?T (4)
Uzijeme-li (3) a (4), mame

1 1 1 6
P1—7.CR.(DC+EF):7,?,~.(2,._,_?,.),
tj.
_8 2
Pi=rsr ®)
Dale dostavame
1 1 6 1
P3=—2—EF.BR=7.?T.(r——r),
tj.
12

P3:—2‘5—1'2. (6)

Zbyva jesté urit P,. Oznacme <¢ ESF = 2«. Potom plati
Tria

Pr= 50> &
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kde

1 gp
ga= 2 =, 4 i 31"
ga=-—"gp—=7> G a=37"

(Utzito bylo tabulek M5 z tabulek pro ZDS.)
Spojenim (1), (5), (6) a (7") dostavame

oT

P (0’8— 180

) .12 = 0,154r2% .
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