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VI. Jedendsta medzindrodnd matematickd olympidada
v Bukuresti v diloch 5.—20. 7. 1969.

1. ORGANIZACIA A PRIEBEH SUTAZE

Na XI. MMO, ktora sa konala v Bukurest: v diioch
5.—20. 7. 1969, opét vzrastol pocet ucastnickych zemi,
ked sa sutaze po prvy raz zacastnili druZstva Belgicka
a Holandska. Z ucCastnickych zemi X. MMO chybalo
tentoraz Taliansko, takZe bukure$tskd olympidda zazna-
menala rekordny pocet — 14 zemi: Anglicko, Belgicko,
Bulharsko, CSSR, Franciizsko, Holandsko, Fuhosldvia,
Madarsko, Mongolsko, NDR, Polsko, Rumunsko, SSSR,
Svédsko. Ako pozorovatel sa na prici jury zalastiioval
zastupca Rakiska.

Veduci delegicii jednotlivych zemi (ich mena spolu
s menami ich zdstupcov — pedagogickych sprievodcov
su uvedené v ‘tabulke ¢. 1), ktori boli sucasne Clenmi
medzindrodnej jury, sa schadzali v Bukuresti v diioch
4. a 5. jula 1969. Ihned po svojom prichode boli ubytovani
v priestoroch telovychovného zariadenia Complexul
sportiv Snagov asi 35 km od Bukuresti. V Snagove sa
konali tieZ zasadania jury v obdobi pripravy vlastnej
sutaze, kedy boli vedtci delegicii dokladne izolovani od
ziakov a pedagogickych sprievodcov.

Predsedom jury bol akademik Gr. C. Moisil, predseda
rumunskej vedeckej matematickej spolocnosti Socierdtia
de stiinte matematice. Rokovania jury vSak viedol zvicsa
jej podpredseda akademik N. N. Teodorescu, podpredseda
Nirodnej rady pre vedecky vyskum a podpredseda ru-
munskej vedeckej matematickej spolocnosti. Dal$im
podpredsedom jury bol prof. C. Ionescu — Bujor,
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profesor bukurestskej polytechniky. Do vedenia organi-
zatného komitétu sutaze patrili okrem menovanych este
prof. Gh. Rizescu, profesor matematiky na lyceu Dimitrie
Cantemir v Bukuresti, ako sekretdr, prof. Stefan Vdgdi
z toho istého lycea ako technicky sekretar a prof. Simion
Cioatd, ustr. inSpektor Ministerstva $kolstva RSR.

Prvé zasadnutie jury sa uskutoCnilo v nedelu 6. 7. 69.
Delegati boli na filom zozndmeni s programom olympiady
a s navrhmi uloh, medzi ktorymi vSak chybali navrhy
predlozené delegiciami Anglicka, Bulharska, Juhoslavie
a Madarska, ktoré ich neposlali vopred, ale pr1v1ezh )
sebou. O vybere uloh, ktorému boli venované tiez za-
sadnutia jury v diioch 7. a 8. 7., sa zmienime podrobnejsie
na inom mieste.

Jednotlivé delegicie, na Cele se zastupcami veducich
ako pedagogickymi sprievodcami, pricestovali do Buku-
resti v diloch 7. a 8. 7. 1969. Ubytovani boli vo vysoko-
Skolskom internite ,,Cdminul 6. Martie’“ na bulvare
Gheorghe Gheorghiu-Dej v centre Bukuresti. Na rozdiel
od niekolkych predchadzajucich olympiad zostali peda-
gogicki sprievodcovia ubytovani spolu so Ziakmi a ne-
zucastiiovali sa prvej etapy price jury — vyberu uloh
a ich prekladu do materskej reci sutaziacich Ziakov.

V dnoch 7.—9.7. 1969 sa Ziaci zoznamovali s miestom
sutaze a jeho najbliz§im okolim. V utorok 8. 7. podnikli
autokarovy zajazd k zamku Mogosoaia nedaleko Bukuresti
a k jazeru Snagov. Predpoludnie diia 9. 7. bolo venované
prehliadke Bukuresti, ktoru Ziaci absolvovali na autobusoch
s dvoma dlh§imi zastdvkami — na stadidne 23. augusta
a v Muzeul Sarului (rumunsky skanzen). Pocas popo-
ludniaj$ich hortcav mohli Ziaci oddychovat v prijemnom
prostredi interndtu.

Veduci delegacii pocas stredy 9. 7. rozmnoZovali texty
uloh vybranych pre sataz a zavcas rano dna 10. 7. 1969 sa
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definitivne prestahovali zo Snagova do Bukuresti, kde boli
ubytovani na zostavajicu Cast svojho pobytu v Rumunsku
v hoteli Ambassador na bulvari Magheru, najrusnejsej
tepne hlavného mesta.

Vo $tvrtok 10. 7. 1969 o 9. hodine bolo v Iyceu Nicolae
Balcescu sldvnostné zahdjenie sutafe. Kratky prejav
k zhromazdenym ¢lenom delegacii predniesol po ru-
munsky ndmestnik ministra Skolstva Traian Pop. Po
niekolkych organizaénych pokynoch prof. Ionescu-Bujora
sa Ziaci roziSli po jednom z kazdej delegacie do 6smich
tried lycea, kde asi 0 9.03 hod. zacali pracovat na rieSeni
prvej trojice sutaznych uloh. Veduci delegicii boli potom
odvezeni do Valca Cdlegdreasca (asi 70 km od Bukuresti),
kde si prehliadli vinidrske zdvody a neskoro vecer sa
vratili do svojho nového bydliska — hotelu Ambassador.

Druhd cast sutaze sa zaCala v piatok 11. 7. 0 9. hodine
a Ziaci opit riesili 3 Glohy za 4 hodiny Cistého Casu. Potom
sa veduci delegicii po prvy raz od prichodu do Rumunska
stretli so svojimi zastupcami a za vytrvalého dazda
podnikli vylet do udolia rieky Prahovy, kde si prezreli
kralovsky zdmok Peles v kupelnom mestecku Sinaia, a do
Brasova. Do Bukuresti sa vratili opét neskoro v noci. Ziaci
veCer pod vedenim tlmocnikov jednotlivych delegacii
navstivili v bukurestskom divadle Nortara vystipenie ru-
munského suboru Iudovych piesni a tancov ,,Perinica‘.

Réno 12. 7. 1969 sa vydali z Bukures$ti na sedemdiiovy
zdjazd okolo Rumunska tri autobusy so Ziakmi, tlmoc-
nikmi a rumunskymi organizatormi. V prvy den cesty
prechadzali mestami Buzau, Foscani, Marazesti, kde si
prezreli pamétnik rumunskych hrdinov z 1. svetovej vojny,
a Bacau.

Dna 13. 7. navstivili priehradu a jazero Rosu a mesto
Bicaz, mesto Piatre Neamt a cestu zakoncili prehliadkou
monastyra Agapia, v ktorom nocovali.
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V nasledujici deii sa prestahovali do mesta Suceava,
z ktorého podnikli vylety do klasterov Sucevica, Moldovica
(14. 7.), Humor a Voronec (15. 7.).

Diia 16. 7. viedla trasa zdjazdu zo Suceavy cez Gura
Humorului, Varra Dornat, Bistricu (navsteva pionierskeho
tabora) do Tirgu Mures.

V predposledny deii zajazdu navstivili jeho ucastnici
mesta Sighisoara a Brasov. Dna 18. 7. absolvovali cestu
z BraSova cez Predeal a Poianu Tapului do Sinaie, kde si
so zdujmom prehliadli kralovsky paldc Peles a kratko pred
polnocou sa vratili do Bukuresti.

Pocas dlhej a na dojmy bohatej cesty sa ucastnici za-
jazdu zoznamili s histériou Rumunska a vo vsetkych
krajoch videli desiatky novych tovarni, ktorych pocet
neustale rastie.

Pri ceste Rumunskom priam citit, ako sa polnohospo-
darsky $tat meni na krajinu s vyspelym priemyslom.

V sobotu 12. 7. 1969 zacali vedtci delegicii so svojimi
zastupcami opravu rieSeni sutaznych tloh. O 14. hodine
sa v Univerzitnom dome z0OCastnili na obede poriadanom
ministrom S$kolstva RSR pre zahrani¢nych delegatov
olympiddy a organizacny vybor.

Opravy Ziackych rieSeni pokracCovali v lyceu Nicolae
Balcescu i v nedelu 13. 7. 1969, kedy sa zacala zaroven
koordindcia oprav a hodnotenia rieSeni s rumunskymi
koordinatormi.

Oprava, bodovanie a koordindcia klasifikdacie wuloh boli
stazené tym, Ze sa principidlne otdzky neprejednali
vopred na spolo¢nej schddzke veducich delegacii, ich
zastupcov a koordindtorov. Koordinatori boli pdvodne
len Styria, az na Ziadost Clenov jury bol ich pocet zvySeny
na Sest tak, aby pre kazdu ulohu bol zvlastny koordindtor.
Prace rumunskych Ziakov koordinovali — ako je to na
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olympiddach obvyklé — veduci delegécii tych zemi, z kto-
rych boli autori sutaznych uloh.

Koordindcia rieSeni prebichala tiez v dnoch 14. 7. a
15. 7. V utorok 15. 7. o 19.00 hod. navstivili veduci
delegicii so svojmi zastupcami predstavenie suboru
Perinica v divadle Nottara.

V stredu 16. 7. bol pre delegatov prakticky volny den,
ktory vyuZzivali na prehliadku Bukuresti a jej najblizsicho
okolia.

Vo Stvrtok 17. 7. sa v lyceu Nicolae Bilcescu konali
zavere¢né zasadnutia jury, ktorych sa bez hlasovacieho
prava zucastnili aj pedagogicki sprievodcovia. Na pro-
grame predpoludnajSieho zasadnutia bolo schvalenie
vysledkov jednotlivych Ziakov a stanovenie podmienok
pre udelenie cien. Rokovanie o cendch bolo komplikované
a zdlhavé, takfe rozhodnutie o udeleni zvla$tnych cien
za originalitu a eleganciu rieSeni bolo odloZené na popo-
ludnajsie zasadnutie jury. Na predpoludiiajsom rokovani
predlozil tiez podpredseda jury prof. Ionescu-Bujor navrh
na zmenu programu zavere¢nych dni olympiddy. Jeho
navrh, aby sa v sobotu 19. 7. nekonal spolo¢ny vylet
delegatov a Ziakov do Curtea de Arges vzhladom na
neskory planovany ndvrat Ziakov zo zajazdu okolo Ru-
munska a aby sa sldvnostné vyhlasenie vysledkov a odo-
vzdanie diplomov prelozilo z nedele 20. 7. na 19. 7.,
prijala jury bez namietok.

V' zdvere popoludiiajsieho zasadnutia sa prihlasil o slovo
veduci madarskej delegdcie prof. E. Hddi, ktory predniesol
pozvanie na XII. MMO do Madarska. O usporladame
XIII. MMO vr. 1971 sa uchadza CSSR, o ¢om ¢&eskoslo-
venski zastupcovia v neoficialnych rozhovoroch informo-
vali zastupcov ostatnych delegdcii, ktori prijimali tato
spravu so suhlasom. V piatok 18. 7. mali veduci delegicii
a ich zastupcovia opit volny defi, ktory vicSina z nich
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venovala neuspesnym pokusom o ziskanie cestovnych
listkov, resp. letenieck pre navrat do vlasti so skorSim
datumom.

0O 20.30 hod. poriadal vybor Societatia de stiinte mate-
matice veCeru pre zahrani¢nych delegitov a organizaCny
vybor olympiddy. Vecera sa konala opat v Univerzitnom
dome a zucastnil sa jej tieZ namestnik ministra $kolstva
s. Traian Pop.

V sobotu 19. 7. o 10.00 hod. sa v aule lycea Nicolae
Bilcescu konalo sldvnostné vyhldsenie vysledkov a rozde-
lenie cien. Za pritomnosti nam. ministra $kolstva s. Traia-
na Popa prehovoril akad. Gr. C. Moisil, ktory vo svojom
prejave zhodnotil vyznam medzindrodnych matematic-
kych olympiad, ktoré se pred rokmi zacali konat z ini-
ciativy rumunskych matematikov a prave Rumunsko
uZ po treti raz hostilo desiatky nadejnych matematikov,
ktori si prisli zmerat sily v sutazi. V zavere prejavu
aprimne Zelal ucastnikom olympiddy, aby po cely Zivot
udrziavali a upevilovali medzinarodné priatelstva, ktoré
pocas svojho pobytu v Rumunsku uzavreli.

Po prejave odovzdal akad. Moisil diplomy o udeleni
cien a zvlaStnych cien odmenenym Ziakom a ucastnicke
diplomy ostatnym ucastnikom olympiady.

V mene zahraniénych delegacii podakoval za dobru
organizaciu a vynaloZenu starostlivost rumunskym hosti-
tefom veduci madarskej delegicie prof. E. Hddi, ktory
v zavere svojho prejevu opitovns pozval delegécie
vSetkych zuCastnenych zemi i1 Rakiiska, ktoré malo
v Bukuresti len svojho pozorovatela, na buduci rok do
Madarska na XII. MMO.

0 13.00 hod. sa v jedélni interndtu ,,Caminul 6. Martie
uskutocnil sldvnostny obed vSetkych ucastnikov olym-
piady, ktorym sa skoncil oficidlny program. Pred obedom
odovzdali rumunski hostitelia knizné a drobné vecné
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daréeky vSetkym zahrani¢nym tucastnikom olympiady.
Zvysok Casu do svojho odchodu vyuZivali jednotlivé
delegicie na prehliadku niektorych miest Bukuresti
a ndkup suvenirov a darcekov pre svojich blizkych.
Odchod delegdcii sa uskutocnil v nedelu 20. 7. popoludni
a v pondelok 21. 7. 1969. Zhodou okolnosti odchddzala
ako posledna z Bukuresti Ceskoslovenska delegdcia, ktora
opustila dejisko XI. MMO az v pondelok vecer.

Rumunski poriadatelia urobili vSetko pre to, aby XI.
MMO skondila plnym uspechom, pripravili Ziakom a ich
vedtcim tie najlep$ie podmienky pre pracu. Pocas celého
svojho pobytu sa vsetky delegacie stretavali s pozornostou
a pohostinstvom. Olympidde venovala pozornost aj
rumunska televizia, ktora 10. 7. veCer vysielala zdbery
zo sldvnostného zahdajenia sutaze a v sobotu 19. 7. vecer
zasa zabery z rozdelovania cien a rozhovor s akad. Moi-
silom, predsedom jury, a so vSetkymi 3 Ziakmi, ktori
ziskali 1. cenu.

2. O VYBERE SUTAZNYCH ULOH

Vyber 6 sutagnych uloh na rokovani jury v Snagove sa
ukdzal byt velmi zloZitym problémom. PretoZe pozvanie
na XI. MMO v Rumunsku doslo pomerne neskoro
(v polovici aprila), neposlali niektoré zacastnené Staty
(Anglicko, Bulharsko, Juhosldvia, Madarsko) Glohy vopred,
ale veduci delegdcii ich priviezli aZ so sebou do Snagova.
Sekretaridt MMO mohol potom vcas rozmnozit iba
texty tychto tloh. Ich autorské rieSenia neboli znime
a Clenovia jury nemali uZ Cas tlohy rozriesit a prestudovat.
To isté plati aj o sovietskych ulohach, pretoze SSSR
poslal do stanoveného terminu poriadatelom len texty
navrhovanych dloh bez rieseni.
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Rumunskd pripravnd komisia vybrala 12 uloh z tych,
ktoré prisli vCas, aby z nich jury vybrala 6 sutaznych uloh.
Medzi tymito tdlohami boli aj 2 ulohy Cceskoslovenské.
Dodato¢ne predloZzené ulohy vSak zmenili situdciu.
Prof. Ionescu-Bujor, ktory viedol zasadnutia jury pri
vybere loh, doplnil skupinu 12 tloh o dalsie navrhy, a to
podla jednotlivych usekov Skolskej matematiky. Pritom
sa ukdzal nedostatok vhodnych uloh zo Skolskej algebry,
planimetrie a trigonometrie, ale zato bol nadbytok uloh
napr. z Ciselnej tedrie.

Vyber sutaznych uloh sa previedol potom z upravenej
skupiny 12 uloh hlasovanim o jednotlivych ulohach. Tato
metdda vyberu, ktora bola pouZitd po prvy raz s nevelkym
uspechom na X. MMO v Moskve, sa prili§ neosvedcila
ani tento raz. Medzi satazné ulohy sa dostala celkom
nevhodnd #loha ¢. 1 z Ciselnej tedrie, ktora sa hodi skér
pre zZiakov niZSieho stupnia strednej $koly, malo vhodna
planimetrickd #loha ¢. 4, ktora nedava takmer Ziadne
moznosti elegantného rieSenia, a neobvykld a pre ziakov
znacne obtaznid wloha ¢. 6. Stereometrickd uloha ¢. 3
bola sformulovana tak, Ze jej rieSenie nevyzadovalo de-
tailné preskimanie najobtaznejSieho pripadu pre & = 3,
ktoré mal autor hlavne na mysli, ¢im sa prilis zjednodusila,
pretoze jej rieSenie sa opieralo v podstate len o pouzitie
trojuholnikovej nerovnosti.

Dalsia tazkost sa objavila pri stanoveni maximdlneho
poctu bodov dosiahnutelného za uplné rieSenie jednotli-
vych uloh. Predsedajuci prof. Ionescu-Bujor stanovil pre
pocet bodov hranice 5—8. PretoZe toto rozpitie bolo
vzhladom na rdznu obtaznost uloh napr. ¢. 1 a C. 6
prili§ malé, zdrzal sa Cs. delegat hlasovania o tejto otdz-
ke. Pri hlasovani bola tiez uloha ¢. 3 nadhodnotend
7 bodmi. Najlepsie boli vybrané a ohodnotené ulohy ¢. 2
(po uprave pdvodnej formulacie) a ¢. 5.
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Je pozoruhodné, Ze na XI. MMO sa_po prvy raz ne-
dostala medzi sutazné ulohy uloha z CSSR. Pri stale
rastucom pocte ucastnickych zemi je to vsak celkom pri-
rodzené a samozrejmé.

Pri celom rokovani jury o vybere uloh sa ukézalo, Ze
rozdielnost osnov tolkych zucastnenych Statov staZuje
vyber. Tématikou navrhovanych uloh je podla doterajsej
tradicie tzv. ,,klasickd* Skolskd matematika. Viacerym
zemiam, v ktorych modernizdcia vyucovania matematiky
viac pokrocila, to vSak nevyhovuje. Pravdepodobne uz
v blizkej budicnosti bude treba uvaZovat o zmene kon-
cepcie sutaznych uloh.

3. RIESENIE SUTAZNYCH ULOH

1. DEN (10. JULA 1969)

1. Existuje nekoneCne mnoho prirodzenych Ccisel a,
ktoré maju th vlastnost, Ze Cislo a + »* nie je prvocislom
pre Ziadne prirodzené Cislo n. Dokazte.

(NDR, 5 bodov)

RIESENIE. Polozme a = 4k%, kde % je prirodzené
Cislo, abysme Cislo a + n* vyjadrili ako rozdiel druhych
mocnin. Potom je a + n* = n* + 4k* = (n® + 2k%*)? —
— 4n?k* = (n* + 2k* — 2nk) (n® + 2k* + 2nk) =
= [(n — k) + K] [(n + k)* + 7]

Ak zvolime & = 2, su oba Cinitele v hranatych zatvor-
kach vicsie alebo rovné 4 pre kazdé prirodzené n a Cislo
a + n* nie je teda prvocislo.

2. Nech sa ay, ayy ..., a, (n = 1) realne konStanty
a nech f(x) = cos (a; + x) +%cos (ag + %) + ... +
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+§nl_—1- cos (a, + x) je funkcia realnej premennej x.
Ak je f(x,) = f(x,) = 0, potom je x, — x; = mmn, kde
m je celé Cislo; dokazte. (Madarsko, 7 bodov)

RIESENIE. Podla vzorca pre kosinus suétu uhlov
plati f(x) = A cos x — B sin x, kde

cos a Cos a; cos ay,
A = = 7726"'1 ""’21’2' + e + ’2_"_:1_ F)
o : . (D
sin a sin a, sin a
B - __2_0__1‘ _l,' T 2i - + ... + '2" _ln .
Podla predpokladu je
Acosx, — Bsinx; =0, (2)

A cosx, — Bsinx, = 0.

Nepriamo dokazeme, Ze nie je suCasne 4 = B = 0.
Nech plati opak, tj. A = B = 0. Potom, ak prvu rovnicu
v (1) vynasobime cislom cos @;, druha cCislom sin a,
a sCitame, dostaneme

n
1+ Zﬁl—l (cosa; cos a; + sina, sing;,) = 0,

. k=2
Cize

n
1
1—1—22,6—_1@03 @ —a)=0. 3)
k=2
Plati vsak

" N .
I )

k=2 k=2

cos (a; — ay)
k-1

156



1 n-1
< 1 i (E) 1
21—22—,‘:—3=1—§- :2n—1>0’
k=2 1—
¢o je spor s (3).
MozZeme preto predpokladat, Ze je napr. A # 0.
Ak vynasobime prvua rovnicu (2) Cislom 4 sin x,, druhu
Cislom — Asin x; a sCitame, dostaneme
A? (cos x, sin x, — €Os X, sin x;) = A?sin (x, — x;) =

PretoZze A # 0, je sin (x, — x;) = 0, tj. X, — x; = mm,
kde m je celé Cislo.

V pripade 4 = 0 musi byt B # 0 a dokaz sa prevedie
analogicky.

3. Prekazdézlisel & = 1, 2, 3, 4, 5 rieste tlohu: Urcite
nutné a postacujuce podmienky pre kladné cislo a, aby
existoval $tvorsten, ktorého % hran ma dizku a a zosti-
vajucich 6 — % hran ma dizku 1. (Polsko, 7 bodov)

RIESENIE. Kedze pripady 2 =4, k=5 moZno
volbou usecky velkosti a za jednotkovd previest na
pripady 2 = 2, & = 1, sta¢i vySetrovat len pripady
k=123

I. k= 1. Nech AB = a, AC = AD = BC = BD =
= CD = 1 anech M je stred hrany CD (obr. 50).

Potom je AM — BM — %vz‘, AB < AM + BM, &ize

0<a<]3. (1)

Podmienka (1) je vSak zrejme aj postacujicou podmien-
kou pre to, aby bylo mozné zostrojit Stvorsten typu I.

157



II. & = 2. Treba rozli§ovat 2 pripady: a) Hrany dIzky
a su mimobeZné, napr. AB = CD = a, AC = BC =
= AD = BD = 1. Pri oznaleni ako v obr. 50 potom plati

AM = BM = V > AB < AM + BM, (lize

a<2 l—z,zéohoa2<4—a2,éiie la] < V2_,ateda

0<a<V§, 2

o je opit aj podmienka postacujica.

8
Obr. 50 Obr. 51

b) Hrany, di#ky a sa réznobe#né, napr. AB = AC =
=a; AD = BD = BC = CD = 1. Oznalme N stred
hrany BC (obr. 51). Z existencie trojuholnika ADN
vyplyva: AD + DN > AN > |AD — DN, Cize

1% |/ 1 15
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odkial postupne dostaneme

<. 3, 1 ~ 3
1_V3+Z<“_Z<l+v3+2’

2—)3<at<2+]3,
V2=V3<a<)2+73,

z Coho po uprave surdickych vyrazov dostaneme nutnu
podmienku pre existenciu Stvorstena v tomto pripade
Vv tvare

26—V <a<L¥5+12). ®

Ak plati (3), je a > %, moZno preto zostrojit troj-

uholnik ABC so stranami AB = AC =a, BC =1
a urcit bod D tak, Ze bude AD = BD = CD = 1.

Kedze VZ—— V§ = é— (]/6 —12) < Vf, je nutnou a po-

staCujicou podmienkou k tomu, aby pre & = 2 existoval
Stvorsten uvedenych vlastnosti splnenie nerovnosti

0<a<2(8+V2),
ktort dostaneme z (2) a (3).

III. & == 3. MdZu nastat celkom 3 pripady: a) Hrany
dlzky a s strany trojuholnika; b) hrany dizky a vycha-
dzaju z toho istého vrcholu; ¢) dlzku a maji dve mimobeZné
hrany a ich priecka.

a) Nech je napr. AB = BC = CA = a, DA = DB =
= DC = 1. Kolmy priemet bodu D do roviny ABC je
stredom kruZnice opisanej trojuholniku 4ABC. Nutnou
a postaCujucou podmienkou pre existenciu Stvorstena
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tohto typu je, aby polomer kruZnice opisanej A ABC

bol mensi nez 1, tj. a ?3 < 1, Cize
0<a<|3=1732. (4)
b) Nech je napr. DA = DB = DC = a, AB = BC =
= CA = 1. Podobne ako v pripade a) dostaneme pre
polomer R kruznice opisanej A ABC podmienku
R < a, 1.

a> % /3 =0,577. (5)

Zo (4) a (5) dostdvame 0 < a, Co je zrejme nutni aj
postaCujuca podmienka pre existenciu Stvorstena uvede-
nych vlastnosti pre £ = 3 a o pripade c) netreba uvaZovat.

Nutnu a postacujacu podmienku pre existenciu $tvor-
stena uvedenych vlastnosti pre jednotlivé £ moZno zhrnat
v tabulke

E=1 0<a<]|3

k=2 0<a<%(l/6—+]/éj
k=3 0<a

foo %(V6——V5.)<a
k=5 +3<a

POZNAMKA. Ked?e skimanie pripadu IIIc je
najzaujimavejSie a podla zdmeru autora ulohy malo byt
jadrom rieSenia, rozoberme este tento pripad.
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Nech napr. AD = BD = BC = a, AB=AC=CD =
= 1. Zvolme si suradnicovu sdstavu v priestore tak, Ze
A=1[0,0,0], B=1[1,0,0], C= [u, v, 0], D = [x, , 2]

(obr. 52).

Potom plati
(AC*=)u? + 2 =1, (6)
(BC* =) (u — 1) + o* = a2, (7)
(AD? =) x® + y* + 2% = a?, (8)
(BD? =) (x — 1)? + y* + 2% = a?, 9)

Co2=)(x—ul+(@—ov2+22=1. (10)

Zo (6)a (7) od¢itanim do- |,
staneme

1)

2 .
uzl—%. (11)

Zo (6) a (11) po dosadeni
za u mame

— 2 )g 4
v—-2V4 a?. (12)4

Z (8) a (9) po odcitani
dostaneme

x = ?12 (13)
a z (9) a (10) po od¢itani

bude 2ux + 29y = a? z Coho po dosadeni z (11), (12),
(13) mame

Obr. 52

3aq2 — 2 n "-

= e, 14

Y 2a /4 — a® ()

Pata P vySky z vrcholu D na stenu 4BC mi suradnice
P[x,y,0]. Pre dizku AP plati AP = |/x* + y% Nutni
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a postacujiica podmienka existencie $tvorstena je 4D >
> AP cize AD* > AP, .

x4y < a?. (15)
Ak do (15) dosadime z (13) a (14), bude

3a® — 2)?

T+ ia2(4 ) 5=

z ¢oho po L’lprave mame
a8 —2a* —2a>+1<0. (16)

Stvorclen na lavej strane (16) sa vSak dé rozlozit,
a® — 2a* — 24 + 1 = (a® + 1) (a* — 3a® + 1), takZe
podmienkou existencie $tvorstena typu IIlc je splnenie
nerovnosti a* — 3a® + 1 < 0, Cize

V3—V'5‘ <a<]/3+V§'_
2 2
2. DEN (11. JULA 1969)

4. Je dany pravouhly trojuholnik 4BC s preponou
AB a jemu opisanad kruznica k. Oznatme D patu vysky
spustenej z vrcholu C na preponu AB, k, kruZnicu
vpisanu trojuholniku ABC k,, k; dve navzijem rdzne
kruznice, z ktorych kazda sa dotyka priamok AB, CD,
lezi v polrovine ABC a dotyka sa zvnudtra kruZnic k.
Dokazte, ze kruznice ky, k,, k; maju okrem priamky AB
eSte dal$iu spolo¢nu doty¢nicu. (Holandsko, 6 bodov)

RIESENIE. Ozname podla obr. 53 AB = ¢, BC = a,
CA = b, AD = p, BD = q. Dalej oznatme S;, S,, S;
stredy a 7y, 1y, 75 polomery kruznic &,, k,, k; v uvedenom
poradi. Ich dotykové body s priamkou 4B oznacme T7,
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T,, T, a stred prepony AB oznatme S. Predpokladajme
(bez ujmy na vseobecnosti), Ze je b = a.
Pre A S,T,S plati podla Pythagorovej vety (i vtedy,

. c 2 c\?
ked je T2:S):(§-r2) ~‘T§+(9+7’2—§)3
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z Coho vyplyva (r, + q)? = gc = a?, Cize

rn=a—4gq. (1)

Pouzitim Pythagorovej vety na /\ S373S analogicky
dostaneme

r3==b—p. @)

Pretoze je podla predpokladu b = a, lezi bod T, na pol-
priamke SB (obr. 54). Podla znameho vzorca je

rhn=s—c¢ AT, =s—a. 3)
Pre body T,, T,, T, (leZiace na polpriamke AB) a pre
body S;, S,, S, nastane teda situacia z obr. 55).

Sz

T\\\ S s

! : \\\TQ

iy !r, '

: r,

- ﬁ{; A A
A L, S IA 7 B

Obr. 55

Podla vztahov (1), (2), (3) pritom plati:
AT, =p+q—a, ATg=p+b—p=0b,
AT, =5 — a,
1 1
AT1:§(a+b+c)—a:vi(b+c—a)=
1
— 5 (AT, + ATy),
1 1 1
r1=—2—(a+b+c)—c=—2—(a+b—c):§(r2+r3),
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pretoze

prag=c.
Bod S, je teda stredom usecky S,S;. Priamka sumerne
zdruZena s AB podla priamky S,S; je preto dalSou spo-
lo¢nou doty¢nicou kruZznic k,, &, k.

5. Vrovine je danych z» bodov (n > 4), z ktorych Ziadne
tri nelezia v priamke. Potom existuje aspon % (n — 3).

.(n — 4) roznych konvexnych S$tvoruholnikov, ktorych
vSetky vrcholy su niektoré z danych bodov. Dokézte.
(Mongolsko, 7 bodov)

n
2)
danej mnoziny M po dvoch vyberieme najdlh$iu usecku
AB (tj. pre vSetky dvojice bodov X, Y mnoziny I
plati XY = AB). Bodom B vedieme priamku p | A4B.
Podla volby usecky AB leZia vSetky body mnoZiny It
okrem bodu B vo vnutri pol-
roviny pA (obr. 56).

Na priamke p zvolime body C
K, L tak, aby boli oddelo- S
vané bodom B a urcime také
body C, D mnoZiny i, aby
vo vnitri uhlov & KBC a —————
< LBD nelezal Ziadny bod = 28
mnoziny M. Potom vsetky =
body mnoziny It s vynimkou

RIESENIE. Medzi( Giseckami, ktoré spjajia body

i

bodov B, C, D lezia vo vnutri D

dutého uhla <t CBD. TL
Zvolme Iubovolné dva P

body X, Y z I rézne od B, Obr. 56
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C, D. Body X, Y leziavo vnutri uhla <t CBD. MbZe nastat
prave jeden z tychto 5 pripadov: a) Priamka XY pretina
obe usecky BC, BD; b) priamka XY pretina useCku
BD (BC) a polpriamku opacnu k CB(DB); c) priamka XY
pretina useCku BD(BC) a je rovnobezna s priamkou
BC (BD); d) priamka XY pretina polpriamku opaéna
k DB (CB) a je rovnobezna s priamkou BC (BD);
e) priamka XY pretina polpriamky opatné k CB, DB.
Jednotlivé pripady st nalrtnuté na obr. 57a)—e).
Stvoruholnik CX YD v pripade a) (obr. 57a) je zrejme
prienikom polrovin CDX, CXD, DYC a XYC. Ako
prienik konecného systému konvexnych mnoZin je to
teda konvexnd mnozina. Analogicky sa dokaze konvexita
Stvoruholnikov s vrcholmi X, Y vySrafovanych na obr.
57b)—e) v ostatnych pripadoch. Z kazdej dvojice bodov
X, Y dostaneme teda aspoii jeden konvexny Stvoruholnik
so stranou XY (na obr. 57d i 57e su také Stvoruholniky
tri: CXYB, CXYD, BXYD). Dvojic bodov X, Y je

(” ; 3) - % (n — 3) (n — 4). Tym je tvrdenie dokaza-

né.

6. Ak su x;, Vi, 21, Xo, Vo 2, redlne Cisla, pre ktoré
plati %, >0, x, >0, xy, — 2} >0, xy, — 25 >0,
potom plati

8 = 1
(%1 + %) (31 +22) — (21 + 2:)* = ;1 — 2%
1
s ()

XoYp — 23

-}

Dokazte. Najdite nutné a postacujuce podmienky pre to,
aby v (1) platila rovnost.
(SSSR, 8 bodov)
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RIESENIE. Oznaéme D, = x,y, — 22, Dy = X,y5 —
— 23. Potom plati

(%1 + %) (01 +22) — (21 + 22)> = Dy + Dy + %19, +
+ %91 — 222, = D, + D, + z‘l(Dz + 23) +
2

+£2(D1+z“{) — 222,=D; + D, + ﬁpz +’£ng +
%1 Xa Xy
iD, :D
w_l +

X1Xg

+ﬁz§ R ﬁzi — 22,2y = Dy +D, +
X X1

— — 2
e ( ﬁ22_‘I/x—221) §D1+D2+2VDilD;:
Xo X1

, = (D, + |D,)y,
tj.
(%1 4+ %) (31 +22) — (21 + 222 = (VBI + V52)2 . (2
Z toho

8 8

< —— =
(21 + %) (01 + 32) — (21 + 22 = (D, + |/ D)2
KedZe pre kazdé redlne Cisla a > 0, b > 0 plati

€©)

2ab —
a + b é Vab b
Cize
4a2b?
=<
@t ;=%
a tiez
a? + b?
<
ab = >
plati

4a%b? - a? + b
(a + b2 — 2
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z Coho

8
(a+b)2— 2+b2 (4)
Po dosadeni do (4) za a = VDI, b= l/D2 dostaneme
8
<=+ . 5
VDI I/D,): — Dy y D, ®)

Z nerovnosti (3) a (5) vyplyva (1).
Rovnost vo vztahu (1) nastane zrejme prave vtedy, ked
plati rovnost vo vztahu (2), tj. ked plati

X1 Vﬁz = X Vﬁl - (6)

—z = l/— EA ’ @)

a ak zaroven plati rovnost vo vztahu (5),t.j. ked plati

tieZ o o
VD1 - VDz i (8)
Vzhladom na (8) mame zo (6): x; = x,, v dosledku
¢oho zo (7) bude 2, = 2,2z (8) y; = ¥,
llziovnost’ vo vztahu (1) nastane teda prave vtedy, ked
pla

a sucasne

X1 = X35 Y1 = Yo 21 = 2.

4,JVYSLEDKY SUTAZE

« Prehlad poétu bodov, ktoré ziskali jednotlivi Ziaci
ukazuje tabulka 2. Dosiahnuté vysledky potvrdzuju to,
¢o sme povedali o vybere uloh. O obtaZnosti 6. ulohy
sved¢i napr. to, Ze plny pocet bodov za jej rieSenie
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dosiahlo len 7 Ziakov zo 112 (1 z Anglicka; 1 z CSSR,
3 z Madarska, 1 z Polska a 1 z SSSR). Celkove boli
vysledky podstatne horSie nez na X. MMO v Moskve,
ked plny pocet 40 bodov za rieSenie vSetkych 6 uloh do-
siahli len 3 Ziaci.

Tabulka 2 ukazuje, Ze v poradi druZstiev nedoslo
v porovnani s predchddzajicim rokom k podstatnym
zmenam. Do skupiny silnejsich (Madarsko, NDR, SSSR,
Anglicko) se opat zaradilo domdace Rumunsko a relativne
sa zlepSilo Bulharsko, ktoré malo tohto roku pomerne
vyrovnané druZstvo, a Juhosldvia. CSSR, ako uZ tradi¢ne,
uzatvara skupinu vyrovnanych druZstiev stredu. Na Celo
slabsej skupiny sa dostalo Mongolsko, ktoré v sucte bodov
predstihlo Polsko a Franciizsko. Svédsko prislo opit so
slabs$im druZstvom a najslabSich vysledkov dosiahli
Belgicko a Holandsko, ktoré prisli na MMO po prvy raz
s druzstvami bez 3pecidlnej pripravy, ktorych ¢lenovia
neabsolvovali Ziadnu domacu sutaz. Uspech Mongolska
nie je urcite ndhodny a v buddcich rokoch moZno ocaka-
vat dalSie zlepSenie jeho druZstva.

Pokial ide o ceny, hranice pre ich udelenie boli na
zdlhavom rokovani jury, na ktorom bol jednym z naj-
iniciativnejSich veduci sov. delegacie prof. V. ¥. Levin,
stanovené takto:

I. cena: 40 bodov; .
II. cena: 37—30 bodov;
III. cena: 29—24 bodov.

Podla tohto kluca ziskali ucastnici z jednotlivych zemi
ceny uvedené prehladne v tabulke 3. V protiklade s tra-
diciou, ked ceny dostdvalo priblizne 50 °/, Gcastnikov,
je pocet odmenenych nepomerne niZsi.

Okrem tychto cien boli udelené niekolkym Ziakom
2vldstne odmeny za origindlne a elegantné riesenie. Pri zlo-
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Zitom rokovani o tejto otdzke sa nedosiahlo v jury jednotné
hladisko na podsuzovanie metédy rieSenia, pouZitia
aparatu nepreberaného na strednej skole a z toho vyply-
vajucu kratkost ¢i tzv. eleganciu rieSenia, Sovietsky delegat
prof. Levin vyslovil napr. nazor, Ze Ziak, ktory pri rieSeni
ulohy vie pouZit diferencidlnych rovnic, sa nema zucast-
nit MMO, hoci inak (vekom a S$kolskym zaradenim)
podmienky spliuje.

Je zaujimavé, Ze nikto nedostal zvlaStnu cenu za rie-
Senie 1. a 4. ulohy, Co opét potvrdzuje nevhodnost ich
volby. Ani tuloha ¢. 3 v predloZenej formulacii nedala
mozZnost origindlnych a elegantnych rieSeni. Za riesenie
ulohy ¢. 2 dostali zvlaStnu cenu 1 anglicky, 1 Ceskoslo-
vensky (Tomds Masek) a 1 Svédsky Ziak, za rieSenie tilohy
¢ 5 po 1 Ziakovi z Anglicka, Madarska, NDR, Polska
a SSSR a za rieSente ulohy ¢. 6 jeden sovietsky Ziak.

5. CESKOSLOVENSKA DELEGACIA

Nasa delegacia sa skladala z wvediiceho, jeho zdstupcu
a dsmich Ziakov. Mend Ziakov i vysledky, ktoré dosiahli
su uvedené v tabulke 4.

Po vlanajsom relativnom uspechu, ked naSe druZstvo
ziskalo dve prvé a 4 druhé ceny, su tohtoro¢né vysledky
sklamanim. Pre druZstvo, v ktorom boli jeden pétna-
sobny (Sivdk), jeden trojnasobny (Masek) a 1 dvojna-
sobny (Vindrek) Gcastnik MMO je zisk len troch tretich
cien menej neZ chudobnym vysvedfenim. Najmenej sa
dal ocakavat neuspech Sivdka, ktory uz ako 13-rolny
na VII. MMO ziskal 3. cenu a na XI. MMO sa musel
uspokojit s diplomom ucastnika. No, ani ostatni ¢lenovia
druzstva — sndd aZ na Hadravu a Vindrka — nepodali
ocakdvané vykony.
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Najmenej mozno Ziakom vycitat maly aspech v #loke
6 (celkom 18 bodov), pretoze s tlohami tohto druhu sa
nestretli ani v $kolskej praxi, ani v $pecialnej priprave.
Najviac zardza nevalny vysledok v uloke 4, obe nuly
v stipci 1 a to, Ze tilohu ¢. 3 riesili s plnym bodovym
ziskom len 2 Ziaci. V predlozenej formulacii nemusela
robit problémy ani jednému z naSich Ziakov.

Pri patrani po pric¢inach nasho malého uspechu by sme
opdt museli opakovat to, ¢o sa v spravach o MMO
povedalo uZ niekolkokrat, a to, Ze Ziadna $pecidlna mimo-
skolska priprava nemdZe nahradit systematické, narocné
2 dobre vedené vyucovanie. Aj pri organizdcii Specidlnych
matemarickych tried by sme sa mali poudit z osvedCenych
zahrani¢nych skusenosti, kde sa takéto triedy zriaduju
len v miestach, kde s pre to podmienky a ucia v nich
prevazne vysokoSkolski ucitelia.

Nedostatkom, ktory sa zvlast vypukle prejavil u nasho

druzstva, je snaha pouZivat apardt vy$Sej matematiky,
ktory Ziak poriadne neovlida namiesto aplikicie stredo-
skolskych metod. Dale; sa stale prejavuje Castokrat kriti-
zované bezhlavé politanie bez predchadzajacej logickej
uvahy o rozumne;j ceste.
T Ako daldia pri¢ina pomerne malého uspechu nasich
ziakov sa javi opat ich nedobry nervovy stav, ich mala
sebaddvera, huaZzevnatost a vytrvalost v prekondvani
prekazok. Nazddvame sa, Ze korene tychto nedostatkov
treba hladat v nedostatkoch vo vychove, a to uz v nizsich
triedach.

Zaverom uvedme eSte dve riesenia ulohy &. 2, za ktoré
boli nasi Ziaci navrhnuti na zvla$tnu cenu, ale pod vply-
vom vysSie spominanych nazorov, ktoré sa presadili pri
rokovani jury, dostal ju len prvy z nich.

172



RIESENIE T. MASKA

n n
1 i i 1 i
f(x) = Re (2“27571 € “’”*“’) = Re (ex ‘_Iéﬁe“k) .
k=1 k=1
n
Polozme 2z = Z 2k1—1 ei% . Plati: 1 = |el%| =
k=1
n n
'l 1 ia| < 1y R
:*iz— 2’,‘*_76 = |2 + |2k_le =
' k=2 k=2

=2+ 1— ﬁlﬁ:i < |lz| + 1. Z toho vyplyva |z| > 0,

teda z = re'?, kde r = |2| > 0, ¢ su redlne Cisla.
Teda f(x) = Re (ei?2) = Re(rel@?) = r cos (x + ¢);
r > 0. Ak plati f(x,) = f(x,) = 0, potom cos (x; + ¢) =

= cos (x, + @) = 0, Cize x1+<p=%+ln, Xy + @ =

= g + pm, kde I, p st celé Cisla. Potom vSak x, — x; =

= (p — Dm = mm, kde m je celé Cislo.

RIESENIE B. SIVAKA

n
. . -1
Zrejme je f(—a,) = 1 + > k-1 ©08 (ax — a,). Potom

k=2

n
1 1
Ff(_al)—llézz—k_—lzlﬂz—nj<l>

k=2
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Cize
0<f(—ay) <2.

f(x) = — cos (a1+x)—%cos(a2+x)—... —

- 2111-4 cos (a, + x) = —f(x).

Funkcia f(x) vyhovuje teda dierencidlnej rovnici f"'(x) +
+ f(x) = 0, ktorej vSeobecné rieSenie ma tvar f(x) =
= A cos (x + ¢), kde A, ¢ st lubovolné konStanty.

Kedze f(—a,)=A cos(—a; + ¢) >0, je A#0.
Ak f(x,) = f(x,) = 0, potom cos (x; + @) = cos (x, +
+ ¢) =0ax, — x, = mm, kde m je celé Cislo sa dokaze
rovnako ako v predchddzajicom rieSeni.
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Tabulka 1

Vedici delegdcii a ich zdstupcovia

Krajina Veduci delegacie Zastupca ped. sprievodca)

Anglicko F. R. Watson, profesor | Lenon Beeson, profe-
University of Keele, sor Biskop Otter Col-
Staffordshire lege, Chichester

Belgicko Svens Marcel, in$pektor | Nachtere Jaele Jean,
Sint Martens-Latem in$pektor, Bruxelles

Bulharsko Doc. Kiril Dotev, ved. | Dimo Serafimov Ange-
katedry vy$3ej algebry, Mat.| lov, in$pektor, Sofia
fakulta Sofia

CSSR Doc. Jan Vydin, CSc., | Dr. Jozef Moraveik,
Mat. fyz. fakulta, KU, | CSc., odb. asistent
Praha V8D, Zilina

Franctzsko | A. Warusfel, profesor Geril Denis, profesor
Lyceé Louis le Grand, | Lycée Louis le Grand,
Paris Paris

Holandsko Prof. dr. Hans Freuden- | Ary van Tooren,
thal, Utrecht asistent, Haag

Juhoslavia Vladimir Mi&i&, magister, | Mila MrSevi¢, asist.
asistent Univerzity Univ. v Belehrade
v Belehrade

Madarsko Endré Hodi, vedtci ved. | Istvdn Reiman, ve-

pracovnik, Budapest

decky pracovnik,
Budapest
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Pokracovanie tabulky 1

Krajina Veduci delegacie Zastupcaped. sprievodcu

Mongolsko Doc. GunZe Gatavyn, ve- | Gombyn Zagdragca,
duci katedry mat. analyzy, | in$pektor, Ulanbator
Statna univerzita, Ulan-
bator

NDR Dr. Helmut Bausch, ve-| Doc. dr. Rolf Liiders,
duci ved. pracovnik, Berlin| Berlin

Polsko Doc. dr. Mieczyslaw Andrzej Makowski,
Czyzykowski, Polytechnika| magister, WarSawa
Warsawa

. Prof. dr. Willi Flick,

Rakiisko Univerzita Graz
(pozorovatel)

Rumunsko Zlate Bogdanov, profesor | Florea Pasarica, prof.,
Iycea Nicolae Balcescu, | Bukurest
Bukurest

SSSR Prof. Viktor Josifovi¢ Ivan Semjonovi¢ Pe-
Levin, doktor fyz. mat. | trakov, in$pektor-me-
vied, Moskva todik, Moskva

Svédsko Prof. dr. Thomee Vidar, |Dr. Ake H. Samuelsson,
Goteborg asist. Univer. Goteborg
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Tabulka 2

Poclty ziskanych bodov
Potet bodov Ziaka &. Celkovy
Krajina pocet
1]2|3]a|s5]6|7|s|bod
Anglicko 40 | 20|18 |30 | 22|18 | 24 | 21 | 193
Belgicko 5| 5(10 —1_0~ 3 5| 3|16 57
Bulharsko 25|28 |28 |20 |21|22|22|23| 189
CSSR 13 |25 [ 28|14 |20 |20 |28 22| 170
Francuzsko ; 4| 8 _1;)— 22 | 13 :?Tlg_
Holandsko 4|15 9|12 —1— 0 6| 4 51
Juhoslavia 22 (17 [25(30 (3227|1018 181
Madarsko 31 (34|40 |24 |35 |25 (37|21 24;—
Mongolsko 21 | 13 | 13 —; 17 | 10 | 25 4 120
NDR 35 (35|36 |20|32]24|25 24| 240
Polsko 34| 7|18| 9|20 |10 |13 | 8| 119
Rumunsko 15|37 (30| 27|21 |31|28|30]( 219
SSSR 40 | 30 |24 |27 |32 |27 |21 30| 231
Svédsko 1016 14| 8|11 [16| 9|12 ]| 104
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Tabulka 3
Prehlad udelenych cien

Polet ziskanych cien
Krajina Celkom

L | m |
Anglicko 1 1 1 3
Belgicko 0 0 0 0
| Bulharsko 0 0 3 3
CSSR 0 0 3 3
{ Francuzsko 0 1 0 1
Holandsko 0 0 0 0
{ Juhoslavia 0 2 2 4
| Madarsko 1 4 2 7
Mongolsko 0 0 1 1
{ NDR 0 4 4 8
] Polsko 0 1 0 1
Rumunsko 0 4 2 6
SSSR 1 3 3 7
Svédsko 0 0 0 0
{ Celkom 3 20 21 44
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