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VI. Jedenásta medzinárodná matematická olympiáda
v Bukurešti v dňoch 5.—20. 7. 1969.

1. ORGANIZÁCIA A PRIEBEH SÚŤAŽE

Na XI. МАЮ, ktorá sa konala v Bukurešti v dňoch
5. —20. 7. 1969, opáť vzrástol počet účastnických zemí,
keď sa súťaže po prvý raz zúčastnili družstvá Belgická
a Holandska. Z účastnických zemí X. MMO chýbalo
tentoraz Taliansko, takže bukurešťská olympiáda zazna-
menala rekordný počet — 14 zemí: Anglicko, Belgicko,
Bulharsko, ČSSR, Francúzsko, Holandsko, Juhoslávia3
Madarsko, Mongolsko, NDR, Polsko, Rumunsko, SSSR,
Švédsko. Ako pozorovatel’ sa na práci jury zúčastňoval
zástupca Rakúska.

Vedúci delegácií jednotlivých zemí (ich mená spolu
s měnami ich zástupcov — pedagogických sprievodcov
sú uvedené ^ tabulke č. 1), ktorí boli súčasne členmi
medzinárodnej jury, sa schádzali v Bukurešti v dňoch
4. a 5. júla 1969. Ihned’ po svojom příchode boli ubytovaní
v priestoroch tělovýchovného zariadenia Complexul
sportiv Snagov asi 35 km od Bukurešti. V Snagove sa
konali tiež zasadania jury v období přípravy vlastnej
súťaže, kedy boli vedúci delegácií dokladné izolovaní od
žiakov a pedagogických sprievodcov.

Predsedom jury bol akademik Gr. C. Moisil, předseda
rumunskej vedeckej matematickej spoločnosti Societátia
de stiinte matematice. Rokovania jury však viedol zváčša
jej podpredseda akademik N. N. Teodorescu, podpredseda
Národnej rady pre vedecký výskům a podpredseda ru-
munskej vedeckej matematickej spoločnosti. Ďalším
podpredsedom jury bol prof. C. lonescu — Bujor,
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profesor bukurešťskej polytechniky. Do vedenia organi-
začného komitétu súťaže patřili okrem menovaných ešte
prof. Gh. Rizescu, profesor matematiky na lyceu Dimitrie
Cantemir v Bukurešti, ako sekretář, prof. Stefan Vágái
z toho istého lýcea ako technický sekretář a prof. Simion
Cioatá, ústr. inspektor Ministerstva školstva RSR.

Prvé zasadnutie jury sa uskutočnilo v nedelu 6. 7. 69.
Delegáti boli na ňom zoznámení s programom olympiády
a s návrhmi úloh, medzi ktorými však chýbali návrhy
předložené delegáciami Anglicka, Bulharska, Juhoslávie
a Maďarska, ktoré ich neposlali vopred, ale priviezli so
sebou. O výbere úloh, ktorému boli věnované tiež za-
sadnutia jury v dňoch 7. a 8. 7., sa zmienime podrobnejšie
na inom mieste.

Jednotlivé delegácie, na čele se zástupcami vedúcich
ako pedagogickými sprievodcami, přicestovali do Buku-
rešti v dňoch 7. a 8. 7. 1969. Ubytovaní boli vo vysoko-
školskom internáte ,,Cáminul 6. Martie<í na bulváre
Gheorghe Gheorghiu-Dej v centre Bukurešti. Na rozdiel
od niekolkých predchádzajúcich olympiád zostali peda-
gogickí sprievodcovia ubytovaní spolu so žiakmi a ne-
zúčastňovali sa prvej etapy práce jury — výběru úloh
a ich překladu do materskej řeči súťažiacich žiakov.

V dňoch 7.-9. 7.1969 sa žiaci zoznamovali s miestom
súťaže a jeho najbližším okolím. V utorok 8. 7. podnikli
autokarový zájazd к zámku Mogosoaia nedaleko Bukurešti
а к jazeru Snagov. Predpoludnie dňa 9. 7. bolo věnované
prehliadke Bukurešti, ktorú žiaci absolvovali na autobusoch
s dvorná dlhšími zastávkami — na stadióne 23. augusta
a v Muzeul Satului (rumunský skanzen). Počas popo-
ludňajších horúčav mohli žiaci oddychovať v príjemnom
prostředí internátu.

Vedúci delegácií počas středy 9. 7. rozmnožovali texty
úloh vybraných pre súťaž a zavčas ráno dňa 10. 7. 1969 sa
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definitivně presťahovali zo Snagova do Bukurešti, kde boli
ubytovaní na zostávajúcu časť svojho pobytu v Rumunsku
v hoteli Ambassador na bulvári Magheru, najrušnejšej
tepne hlavného města.

Vo štvrtok 10. 7. 1969 o 9. hodině bolo v lyceu Nicolae
Bálcescu slávnostné zahájenie súťaže. Krátký přejav
к zhromaždeným členom delegácií predniesol po ru-
munsky námestník ministra školstva Traian Pop. Po
niekolkých organizačných pokynoch prof. Ionescu-Bujora
sa žiaci rozišli po jednom z každej delegácie do ósmich
tried lýcea, kde asi o 9.03 hod. začali pracovat’ na riešení
prvej trojice súťažných úloh. Vedúci delegácií boli potom
odvezení do Valca Cálegáreased (asi 70 km od Bukurešti),
kde si prehliadli vinárske závody a neskoro večer sa
vrátili do svoj ho nového bydliska — hotelu Ambassador.

Druhá časť súťaže sa začala v piatok 11. 7. o 9. hodině
a žiaci opáť riešili 3 úlohy za 4 hodiny čistého času. Potom
sa vedúci delegácií po prvý raz od příchodu do Rumunska
střetli so svojimi zástupeami a za vytrvalého dažďa
podnikli výlet do údolia rieky Prahový, kde si prezreli
královský zámok Peleš v kúpelnom městečku Sinaia, a do
Brašova. Do Bukurešti sa vrátili opáť neskoro v noci. Žiaci
večer pod vedením tlmočníkov jednotlivých delegácií
navštívili v bukurešťskom divadle Nottara vystúpenie ru-
munského súboru ludových piesní a tancov „Perinica“.

Ráno 12. 7. 1969 sa vydali z Bukurešti na sedemdňový
zájazd okolo Rumunska tri autobusy so žiakmi, tlmoč-
níkmi a rumunskými organizátormi. V prvý deň cesty
prechádzali mestami Buzau, Foscani, Marazešti, kde si
prezreli památník rumunských hrdinov z 1. světověj vojny,
a Bacau.

Dňa 13. 7. navštívili priehradu a jazero Rosu a město
Bicaz, město Piatre Neamt a cestu zakončili prehliadkou
monastýra Agapia, v ktorom nocovali.
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V následujúci deň sa presťahovali do města Suceava,
z ktorého podnikli výlety do klášterov Sucevica, Moldovica
(14. 7.), Humor a Voronec (15. 7.).

Dňa 16. 7. viedla trasa zájazdu zo Suceavy cez Gwra
Humorului, Fatra Domain Bistricu (návštěva pionierskeho
tábora) do Mureš.

V predposledný deň zájazdu navštívili jeho účastníci
mestá Sighišoara a Brašov. Dňa 18. 7. absolvovali cestu
z Brašova cez Predeal a Poianu Tapului do Sinale, kde si
so záujmom prehliadli královský palác Peleš a krátko před
polnocou sa vrátili do Bukurešti.

Počas dlhej a na dojmy bohatej cesty sa účastníci zá-
jazdu zoznámili s históriou Rumunska a vo všetkých
krajoch viděli desiatky nových tovární, ktorých počet
neustále rastie.

Pri ceste Rumunskom priam cítiť, ako sa polnohospo-
dársky štát mění na krajinu s vyspělým priemyslom.

V sobotu 12. 7. 1969 začali vedúci delegácií so svojimi
zástupcami opravu riešení súťažných úloh. O 14. hodině
sa v Univerzitnom dome zúčastnili na obede poriadanom
ministrom školstva RSR pre zahraničných delegátov
olympiády a organizačný výbor.

Opravy žiackych riešení pokračovali v lýceu Nicolae
Balcescu i v nedelu 13. 7. 1969, kedy sa začala zároveň
koordinácia opráv a hodnotenia riešení s rumunskými
koordinátormi.

Oprava, bodovanie a koordinácia klasifikácie úloh boli
stažené tým, že sa principiálně otázky nepřejednali
vopred na spoločnej schódzke vedúcich delegácií, ich
zástupcov a koordinátorov. Koordinátoři boli povodně
len štyria, až na žiadosť členov jury bol ich počet zvýšený
na šesť tak, aby pre každú úlohu bol zvláštny koordinátor.
Práce rumunských žiakov koordinovali — ako je to na
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olympiádách obvyklé — vedúci delegácií tých zemí, z kto-
rých boli autoři súťažných úloh.

Koordinácia riešení prebiehala tiež v dňoch 14. 7. a
15. 7. V utorok 15. 7. o 19.00 hod. navštívili vedúci
delegácií so svojmi zástupcami predstavenie súboru
Perinica v divadle Nottara.

V středu 16. 7. bol pre delegátov prakticky volný deň,
ktorý využívali na prehliadku Bukurešti a jej najbližšieho
okolia.

Vo štvrtok 17. 7. sa v lýceu Nicolae Bálcescu konali
závěrečné zasadnutia jury, ktorých sa bez hlasovacieho
práva zúčastnili aj pedagogickí sprievodcovia. Na pro-
grame predpoludňajšieho zasadnutia bolo schválenie
výsledkov jednotlivých žiakov a stanovenie podmienok
pre udelenie cien. Rokovanie o cenách bolo komplikované
a zdíhavé, takže rozhodnutie o udelení zvláštnych cien
za originalitu a eleganciu riešení bolo odložené na popo-
ludňajšie zasadnutie jury. Na predpoludňajšom rokovaní
předložil tiež podpredseda jury prof. Ionescu-Bujor návrh
na změnu programu závěrečných dní olympiády. Jeho
návrh, aby sa v sobotu 19. 7. nekonal spoločný výlet
delegátov a žiakov do Curtea de Argeš vzhladom na
neskorý plánovaný návrat žiakov zo zájazdu okolo Ru-
munska a aby sa slávnostné vyhlásenie výsledkov a odo-
vzdanie diplomov přeložilo z nedele 20. 7. na 19. 7.,
přijala jury bez námietok.

V závere popoludňajšieho zasadnutia sa přihlásil o slovo
vedúci maďarskej delegácie prof. E. Hódi, ktorý predniesol
pozvanie na XII. MMO do Madirska. O usporiadanie
XIII. MMO v r. 1971 sa uchádza ČSSR, o čom českoslo-
venskí zástupcovia v neoficiálnych rozhovoroch informo-
váli zástupcov ostatných delegácií, ktorí přijímali túto
správu so súhlasom. V piatok 18. 7. mali vedúci delegácií
a ich zástupcovia opáť volný deň, ktorý váčšina z nich
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věnovala neúspěšným pokusom o získanie cestovných
lístkov, resp. leteniek pře návrat do vlasti so skorším
dátumom.

O 20.30 hod. poriadal výbor Societatia de stiinte mate-
matice večeru pre zahraničných delegátov a organizačný
výbor olympiády. Večera sa konala opáť v Univerzitnom
dome a zúčastnil sa jej tiež námestník ministra školstva
s. Traian Pop.

V sobotu 19. 7. o 10.00 hod. sa v aule lýcea Nicolae
Bálcescu konalo slávnostné vyhlásenie výsledkov a rozde-
lenie cien. Za přítomnosti nám. ministra školstva s. Traia-
na Popa prehovoril akad. Gr. C. Moisil, ktorý vo svojom
přej ave zhodnotil význam medzinárodných matematic-
kých olympiád, ktoré se před rokmi začali konať z ini-
ciatívy rumunských matematikov a právě Rumunsko
už po třetí raz hostilo desiatky nádejných matematikov,
ktorí si přišli zmerať sily v súťaži. V závere prejavu
úprimne želal účastníkom olympiády, aby po celý život
udržiavali a upevňovali medzinárodné priatelstvá, ktoré
počas svojho pobytu v Rumunsku uzavřeli.

Po prejave odovzdal akad. Moisil diplomy o udelení
cien a zvláštnych cien odměněným žiakom a účastnické
diplomy ostatným účastníkom olympiády.

V mene zahraničných delegácií podakoval za dobrú
organizáciu a vynaloženú starostlivost’ rumunským hosti-
telom vedúci madarskej delegácie prof. E. Hódi, ktorý
v závere svojho prejevu opátovne pozval delegácie
všetkých zúčastněných zemí i Rakúska, ktoré málo
v Bukurešti len svojho pozorovatelů, na budúci rok do
Madarska na XII. MMO.

O 13.00 hod. sa v jedálni internátu „Cáminul 6. Martietl
uskutočnil slávnostný oběd všetkých účastníkov olym-
piády, ktorým sa skončil oficiálny program. Před obedom
odovzdali rumunskí hostitelia knižné a drobné věcné
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darčeky všetkým zahraničným účastníkom olympiády.
Zvyšok času do svojho odchodu využívali jednotlivé

delegácie na prehliadku niektorých miest Bukurešti
a nákup suvenírov a darčekov pre svojich blízkých.
Odchod delegácií sa uskutočnil v nedelu 20. 7. popoludní
a v pondelok 21. 7. 1969. Zhodou okolností odchádzala
ako posledná z Bukurešti československá delegácia, ktorá
opustila dejisko XI. MMO až v pondelok večer.

Rumunskí poriadatelia urobili všetko pre to, aby XI.
MMO skončila plným úspechom, připravili žiakom a ich
vedúcim tie najlepšie podmienky pre prácu. Počas celého
svojho pobytu sa všetky delegácie střetávali s pozornosťou
a pohostinstvom. Olympiádě věnovala pozornost aj
rumunská televízia, ktorá 10. 7. večer vysielala záběry
zo slávnostného zahájenia súťaže a v sobotu 19. 7. večer
zasa záběry z rozdel’ovania cien a rozhovor s akad. Moi-
silom, predsedom jury, a so všetkými 3 žiakmi, ktorí
získali 1. cenu.

2. o vybere súTažných úloh

Vyber 6 súťažných úloh na rokovaní jury v Snagove sa
ukázal byť velmi zložitým problémom. Pretože pozvanie
na XI. MMO v Rumunsku došlo poměrně neskoro
(v polovici apríla), neposlali niektoré zúčastněné štáty
(.Anglicko, Bulharsko, Juhoslávia, Madarsko) úlohy vopred,
ale vedúci delegácií ich priviezli až so sebou do Snagova.
Sekretariát MMO mohol potom včas rozmnožit iba
texty týchto úloh. Ich autorské riešenia neboli známe
a členovia jury nemali už čas úlohy rozriešiť a preštudovať.
To isté platí aj o sovietskych úlohách, pretože SSSR
poslal do stanoveného termínu poriadatelom len texty
navrhovaných úloh bez riešení.
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Rumunská přípravná komisia vybrala 12 úloh z tých,
ktoré přišli včas, aby z nich jury vybrala 6 súťažných úloh.
Medzi týmito úlohami boli aj 2 úlohy československé.
Dodatočne předložené úlohy však změnili situáciu.
Prof. Ionescu-Bujor, ktorý viedol zasadnutia jury pri
výbere úloh, doplnil skupinu 12 úloh o ďalšie návrhy, a to
podlá jednotlivých úsekov školskej matematiky. Přitom
sa ukázal nedostatok vhodných úloh zo školskej algebry,
planimetrie a trigonometrie, ale zato bol nadbytok úloh
napr. z číselnej teorie.

Výběr súťažných úloh sa previedol potom z upravenej
skupiny 12 úloh hlasováním o jednotlivých úlohách. Táto
metoda výběru, ktorá bola použitá po prvý raz s nevelkým
úspechom na X. MMO v Moskvě, sa příliš neosvědčila
ani tento raz. Medzi súťažné úlohy sa dostala celkom
nevhodná úloha č. 1 z číselnej teorie, ktorá sa hodí skór
pre žiakov nižšieho stupňa strednej školy, málo vhodná
planimetrická úloha č. 4, ktorá nedává takmer žiadne
možnosti elegantného riešenia, a neobvyklá a pre žiakov
značné obťažná úloha č. 6. Stereometrická úloha č. 3
bola sformulovaná tak, že jej riešenie nevyžadovalo de-
tailné preskúmanie najobťažnejšieho případu pre k — 3,
ktoré mal autor hlavně na mysli, čím sa příliš zjednodušila,
pretože jej riešenie sa opieralo v podstatě len o použitie
trojuholníkovej nerovnosti.

Dalšia ťažkosť sa objavila pri stanovení maximálneho
počtu bodov dosiahnutelného za úplné riešenie jednotli-
vých úloh. Predsedajúci prof. Ionescu-Bujor stanovil pre
počet bodov hranice 5 — 8. Pretože toto rozpade bolo
vzhladom na rožnu obťažnosť úloh napr. č. 1 a č. 6
příliš malé, zdržal sa čs. delegát hlasovania o tejto otáz-
ke. Pri hlasovaní bola tiež úloha č. 3 nadhodnotená
7 bodmi. Najlepšie boli vybrané a ohodnotené úlohy č. 2
(po úpravě povodněj formulácie) a č. 5.
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Je pozoruhodné, že na XL MMO sapo prvý raz ne-
dostala medzi súťažné úlohy úloha z ČSSR. Pri stále
rastúcom počte účastnických zemí je to však celkom pri-
rodzené a samozřejmé.

Pri celom rokovaní jury o výbere úloh sa ukázalo, že
rozdielnosť osnov tolkých zúčastněných štátov sťažuje
výběr. Tématikou navrhovaných úloh je podlá doterajšej
tradicie tzv. ,,klasická'1 školská matematika. Viacerým
zemiam, v ktorých modernizácia vyučovania matematiky
viac pokročila, to však nevyhovuje. Pravděpodobně už
v blízkej budúcnosti bude třeba uvažovat’ o zmene kon-
cepcie súťažných úloh.

3. RIEŠENIE SÚŤAŽNÝCH ÚLOH

1. DEŇ (10. JÚLA 1969)
1. Existuje nekonečne mnoho prirodzených čísel a,

ktoré majú tú vlastnost’, že číslo a + «4 nie je prvočíslom
pre žiadne prirodzené číslo n. Dokážte.

(.NDR, 5 bodov)

RIEŠENIE. Položme a = 4k4, kde k je prirodzené
číslo, abysme číslo a + nx vyjádřili ako rozdiel druhých
mocnin. Potom je a + w4 = w4 + 4&4 = (w2 + 2k2)2 —
— 4w2&2 = (и2 + 2k2 — 2nk) (w2 + 2k2 + 2nk) —
= [(n - kf + k2] [(» + k)2 + k2] .

Ak zvolíme k ^ 2, sú oba činitele v hranatých zátvor-
kách váčšie alebo rovné 4 pre každé prirodzené n a číslo
a |n4 nie je teda prvočíslo.

an (n ^ 1) reálne konštanty
a nech f(x) — cos (a1 + x) + cos (a2 + x) + . . . T

2. Nech sú a}, a2, . • O
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1
+ yn^i cos (aw + x) )e funkcia reálnej premennej x
Ak je f(xx) ----- f(x2) = O, potom je x2 — xx — rrm, kde

(.Madarsko, 7 bodov)rn je celé číslo; dokážte.

RIEŠENIE. Podlá vzorca pře kosinus súčtu uhlov
platí f(x) = A cos x — В sin x} kde

cos a2^ cos aA cos an

2n~1 3

sin an

2A^ '

4-2° 21
(1)

sin al sin a2B = -

2° 21

Podlá předpokladu je
A cos хг — В sin xx — 0 ,

A cos x2 — В sin x2 — 0 .

Nepriamo dokážeme, že nie je súčasne A — В = 0.
Nech platí opak, tj. A — В = 0. Potom, ak prvú rovnicu
v (1) vynásobíme číslom cos alt druhů číslom sin al
a sčítáme, dostaneme

(2)

П

(cosai cos Uk s^n s*n a*) — 0 ,1 +

k=2

čiže
П

1

2 (3)cos (ax — ak) — 0 .1 -! 2k~1
k=2

Platí však
П П

cos (a, — ak) 2
cos (at — ak)21 4- 4: 1 -2*-1 2k~1

k=2 к=2
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(Г'1 -
V_L = 1 _ 1
/_р-х 2

1
> 1 - >0,2п-11

к=2

čo je spor s (3).
Móžeme preto předpokládat’, že je napr. А Ф 0.

Ak vynásobíme prvú rovnicu (2) číslom A sin x2, druhů
číslom — A sin xx a sčítáme, dostaneme

A2 (cos xx sin x2 — cos x2 sin Xj) = A2 sin (x2 — Xj) =
= 0 .

Pretože А Ф 0, je sin (x2 — Xj) — 0, tj. x2 — xx — miz,
kde m je celé číslo.

V případe A — 0 musí byť B^Oa dokaž sa prevedie
analogicky.

3. Pre každé z čísel k = 1, 2, 3, 4, 5 riešte úlohu: Určité
nutné a postačuj úce podmienky pre kladné číslo a, aby
existoval štvorsten, ktorého k hrán má dížku a a zostá-
vajúcich 6 — k hrán má dížku 1.

RIEŠENIE. Keďže případy k — 4, k — 5 možno
volbou úsečky velkosti a za jednotkovú previesť na
případy k — 2, k — 1, stačí vyšetřovat’ len případy
k - 1, 2, 3.

I. k = 1. Nech AB = a, AC = AD = BC = BD =
= CD = 1 a nech M je střed hrany CD (obr. 50).
Potom je AM = BM = j]/3, AB < AM + BM, čiže

0 < a < ]/3 .

Podmienka (1) je však zrejme aj postačujúcou podmien-
kou pre to, aby bylo možné zostrojiť štvorsten typu I.

(Polsko, 7 bodov)

(1)
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II. k = 2. Třeba rozlišovat 2 případy: a) Hrany dížky
a sú mimobežné, napr. AB = CD = a, AC = BC =
— AD — BD = 1. Pri označení ako v obr. 50 potom platí

-V a2
1 - =r9 AB <AM+ BM, čiže4

1 — z čoho a2 < 4 — a23 čiže \a\ < ]/2, a teda

0 < a < 1/2,

AM = BM

Va <2

čo je opáť aj podmienka postačujúca.

b) Hrany, dížky a sú róznobežné, napr. AB = AC =
= a; AD — BD = BC = CD — 1. Označme N střed
hrany BC (obr. 51). Z existencie trojuholníka ADN
vyplývá: AD -f DN > AN > |AD — DN\, čiže

iV3<J/e*-I<i + iy3,
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odkial postupné dostaneme

1 — 1/3 + j < a2 — j < 1 + 1/3 + j,
2 — Уз < a2 < 2 + ]/3 ,

j/2-1/3 < a < 1/2 + 1/3 ,

z čoho po úpravě surdických výrazov dostaneme nutnú
podmienku pre existenciu štvorstena v tomto případe
v tvare

i (1/6 - 1/2) < a < i (1/6+ 1/2). (3)

1
Ak platí (3), je a > —, možno preto zostrojiť troj-

uholník ABC so stranami AB
a určiť bod D tak, že bude AD — BD = CD = 1.

Kedze I/2 — ]/3 = (]/б — |/2) < ]/2, je nutnou a po-

stačujúcou podmienkou к tomu, aby pre k = 2 existoval
štvorsten uvedených vlastností splnenie nerovnosti

0<a<-i(V6 + V2),

АС = a, BC = 1

ktorú dostaneme z (2) a (3).
III. k — 3. Možu nastať celkom 3 případy: a) Hrany

dížky a sú strany trojuholníka^; b) hrany dížky a vychá-
dzaj ú z toho istého vrcholu; c) dlžku a maj ú dve mimobežné
hrany a ich priečka.

a) Nech je napr. AB — BC = CA = a, DA = DB =
= DC — 1. Kolmý priemet bodu D do roviny ABC je
stredom kružnice opísanej trojuholníku ABC. Nutnou
a postačujúcou podmienkou pre existenciu štvorstena
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tohto typu je, aby poloměr kružnice opísanej Д ABC
bol menší než 1, tj. a < 1, číže

0 < a < УЗ = 1,732 .

b) Nech je napr. DA — DB = DC — a, AB — BC =
= CA = 1. Podobné ako v případe a) dostaneme pre
poloměr R kružnice opísanej Д ABC podmienku
R < a, tj.

(4)

a > 4 У3 = 0,577 .ó

Zo (4) а (5) dostáváme 0 < a, čo je zrejme nutná aj
postačujúca podmienka pre existenciu štvorstena uvede-
ných vlastností pre k — 3 a o případe c) netřeba uvažovat’.

Nutnú a postačujúcu podmienku pre existenciu štvor-
stená uvedených vlastností pre jednotlivé k možno zhrnúť
v tabulke

(5)

0 < a < УЗk = 1

0<a<i(l/6-+y2)k = 2

k = 3 0 < a

у (V6 ~]/2)<ak = 4

1 yr<k = 5 T

POZNÁMKA. Kedze skúmanie případu Hic je
najzaujímavejšie a podlá záměru autora úlohy málo byť
jadrom riešenia, rozoberme ešte tento případ.
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Nech napr. AD - BD = BC — a, AB=AC—CD =
= 1. Zvolme si súradnicovú sústavu v priestore tak, že
A = [0, 0, 0], В = [1, 0, 0], C = [u, v, 0], D = [*, j/, я]
(obr. 52).
Potom platí

(6)(АС2 =) w2 + í;2 = 1,
(BC2=)(u- lf + v2 = a2,
(AD2 —) x2 + У2 + z2 = a2,
(P£>2 =) (x - l)2 + у2 + *2 = a2,
(CD2 =) (л: - и)2 + (y-vf + z2 = 1 . (10)

Zo (6) a (7) odčítáním do-
staneme

(7)
(8)
(9)

a2
(И)и — 1 —x-

2 *

Zo (6) a (11) po dosadení
za и máme

—fy*
Z (8) a (9) po odčítaní
dostaneme

a2. (12)

1

2 <13)X — ~

a z (9) а (10) po odčítaní
bude 2их + 2vy = a2, z čoho po dosadení "z (11), (12),
(13) máme

3a2 - 2
(14)З’ =

2a ]/4 — a2
Pata P výšky z vrcholu D na stenu ABC má súradnice
P[x9y9 0]. Pre dížku platí AP — ]jx2 -f- y2. Nutná
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a postačujúca podmienka existencie štvorstena je AD >
> AP čiže AD2 > AP2, tj.

x2 + y2 < a2 .

Ak do (15) dosadíme z (13) a (14), bude
1 (3a2 - 2)2
4 + 4a2(4 - a2)

(15)

< a2,

z čoho po úpravě máme
a6 - 2a4 - 2a2 + 1 < 0 .

Štvorčlen na 1’avej straně (16) sa však dá rozložit’,
afi — 2a4 — 2a2 + 1 = (a2 + 1) (я4 — 3a2 + 1), takže
podmienkou existencie štvorstena typu IIIc je splnenie
nerovnosti a4 — 3a2 + 1 < 0, čiže

(16)

1/ЦР < a <

2. DEŇ (11. JÚLA 1969)

4. Je daný pravoúhlý trojuholník ABC s přeponou
А В a jemu opísaná kružnica k. Označme D patu výšky
spustenej z vrcholu C na přeponu AB, kx kružnicu
vpísanú trojuholníku ABC k2i k3 dve navzájem rožne
kružnice, z ktorých každá sa dotýká priamok AB, CD,
leží v polrovine ABC a dotýká sa zvnútra kružnic k.
Dokážte, že kružnice kx, k2, k3 majú okrem priamky AB
ešte dalšiu spoločnú dotýčnicu. (.Holandsko, 6 bodov)

RIEŠENIE. Označme podlá obr. 53 AB = с, BC = a,
CA — b, AD = p, BD = q. Ďalej označme S13 S2, S3
středy a r13 r2, r3 poloměry kružnic kx, k2, k3 v uvedenom
poradí. Ich dotykové body s priamkou AB označme Tl3
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Г2, Г3 a střed přepony АБ označme S. Predpokladajme
(bez ujmy na všeobecnosti), že je b ^ a.

Pre Д S2T2S platí podlá Pythagorovej vety (i vtedy,
■>

keď je T2= S): j

A

b
a

:

\Г1

Вc Ti
Obr. 54
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z čoho vyplývá (r2 + q)2 — qc = a2, čiže
(1)r2 = a — q .

Použitím Pythagorovej vety na Д S3T3S analogicky
dostaneme

(2)rs — b — p .

Pretože je podlá předpokladu b ^ a, leží bod Ty na pol-
priamke SB (obr. 54). Podlá známého vzorca je

rx = s — c, ATy = s — a .

Pre body Tly T2, T3 (ležiace na polpriamke AB) a pre
body Sy, S2, S3 nastane teda situácia z obr. 55).

(3)

*2
r

%
~rГ2 riA \r%

Г-1
A T2 S T,

Obr. 55

В5

Podia vzťahov (1), (2), (3) přitom platí:
AT2 = p -h q — a, AT3 = p + b — p = b,

ATу = s — a,
čiže

11
ATу — (а b ~r c) — a — -^(b -\~ c a) —

= ~{АТг + АТ2),

Г1 = J (a + b + c) — c = J (a + b — с) = у (r2 + r3),
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pretože
p - q — c .

Bod Sx je teda stredom úsečky S2S3. Priamka súmerne
zdrúžená s А В podlá priamky je preto ďalšou spo-
ločnou dotýčnicou kružnic kl3 k2i k3.

5. V rovině je daných n bodov (n > 4), z ktorých žiadne
tri neležia v priamke. Potom existuje aspoň ~ (n — 3).
. (n — 4) róznych konvexných štvoruholníkov, ktorých
všetky vrcholy sů niektoré z daných bodov. Dokážte.

(jMongolsko, 7 bodov)

j úsečkami, ktoré spájajú bodyRIEŠENIE. Medzi

danej množiny ЯЯ po dvoch vyberieme najdlhšiu úsečku
ЛВ (tj. pre všetky dvojice bodov X, Y množiny
platí XY ^ AB). Bodom В vedieme priamku p _L AB.
Podlá volby úsečky АВ ležia všetky body množiny 9JÍ
okrem bodu В vo vnútri pol-
roviny pA (obr. 56).

Na priamkep zvolíme body
K3 L tak, aby boli oddelo-
váné bodom В a určíme také
body C, D množiny aby
vo vnútri uhlov <£ KBC a
< LBD neležal žiadny bod
množiny Ш. Potom všetky
body množiny s výnimkou
bodov В, C, D ležia vo vnútri
dutého úhla <£ CBD.

Zvolme 1’ubovolné dva
body X, Y z 9)1 rožne od В,



C, D. Body X, Yležia vo vnútri uhla <£ CBD. Može nastat’
právě jeden z týchto 5 prípadov: a) Priamka XY přetíná
obe úsečky BC, BD; b) priamka XY přetíná úsečku
BD (BC) a polpriamku opačnú к CB(DB); c) priamka ХУ
přetíná úsečku BD(BC) a je rovnoběžná s priamkou
BC (BD); d) priamka XY přetíná polpriamku opačnú
к DB (CB) a je rovnoběžná s priamkou BC (BD);
e) priamka XY přetíná polpriamky opačné к СВ, DB.
Jednotlivé případy sú načrtnuté na obr. 57a)—e).

Štvoruholník CXYD v případe a) (obr. 57a) je zrejme
prienikom polrovín CDX, CXD, DYC a XYC. Ako
prienik konečného systému konvexných množin je to
teda konvcxná množina. Analogicky sa dokáže konvexita
štvoruholníkov s vrcholmi X, Y vyšrafovaných na obr.
57b) —e) v ostatných prípadoch. Z každej dvojice bodov
X, Y dostaneme teda aspoň jeden konvexný štvoruholník
so stranou XY (na obr. 57d i 57e sú také štvoruholníky
tri: CXYB, CXYD, BXYD). Dvojíc bodov X, Y je

3) (n — 4). Tým je tvrdenie dokáza-frH<«
né.

6. Ak sú x1} y13 z13 x23 y23 z2 reálne čísla, pre ktoré
platí xx >0, x2 > 0, xxyx — z\ >0, x2y2 — z\ > 0,
potom platí

18

(*i + *2) (У1 + ^2) ~ (^1 + Х\У\ — z\
1

(1)
X2Y2 — '

Dokážte. Nájdite nutné a postačujúce podmienky pre to,
aby v (1) platila rovnost’.

(SSSR, 8 bodov)
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RIEŠENIE. Označme D, = x1yl — z\, D2 = х2уг —
— z\. Potom platí
Oi + *2) Oi + у2)
+ Х2У1 — 2*1*2

Ol + -З'г)2 — Dj + D2 + ^1^2 H~

■Di _h D2 + — (D2 + +
*2

H—“ (Dx + zl) — 2zxz2 = Di + D2 + O D2 + —- /)х +
x2 *1*1

+ x\d
+ — zl + — zl — 2z1z2 = Dl +D2 + -1 +

XiX2X2 Xi

^-l/o) ^ Di + D2 -j- 2 11DxD2 —

= (1/Л, + 1/d2)2,

Oi + *2) Oi + у2) - Oi + *2)2 ^ (\Di + Vd2)2 . (2)
Z toho

+

tj.

88
(3)2 ^ (l/^ + l/Z),)2'Oi + x2) Oi + y2) - Ol + Z2)

Keďže pre každé reálne čísla a > 0, b > 0 platí
2ab

^ ]/ab,
a -f b

číže
4a2b2

2 O ab(a + b)
a tiež

a2 + b2
ab ^

2

platí
4a262 a2 + 62

(a + 6)2“ 2
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z čoho
8

^ 1 , I
0 + 6)2 ~~ a2 ^ b2 ‘

Po dosadení do (4) za a — ]/D1} b = ]/D2 dostaneme

(4)

8 1,1 (5)m + my- -d, + d2-
Z nerovností (3) a (5) vyplývá (1).

Rovnost’ vo vztahu (1) nastane zrejme právě vtedy, keď
platí rovnost’ vo vztahu (2), tj. keď platí

#1 УZ)2 — X2 УA. (6)
a súčasne

(7)

a ak zároveň platí rovnost’ vo vztahu (5),t. j. keď platí
tiež

1Id, = 1lDt.
Vzhladom na (8) máme zo (6): xx = x23 v dósledku

čoho zo (7) bude zx = z2 a z (8) = y2 •

Rovnost’ vo vztahu (1) nastane teda právě vtedy, keď

(8)

platí
*1 = *2> У1 = У25 *1 = *2 .

4.|КУ5ХШЖГ SÚŤAŽE
г Překlad poctu bodov, ktoré získali jednotliví žiaci

ukazuje tabulka 2. Dosiahnuté výsledky potvrdzujú to,
čo sme povedali o výbere úloh. O obťažnosti 6. úlohy
svědčí napr. to, že plný počet bodov za jej riešenie
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dosiahlo len 7 žiakov zo 112 (1 z Anglicka; 1 z ČSSR,
3 z Maďarska, 1 z Polska a 1 z SSSR). Celkove boli
výsledky podstatné horšie než na X. MMO v Moskvě,
keď plný počet 40 bodov za riešenie všetkých 6 úloh do-
siahli len 3 žiaci.

Tabulka 2 ukazuje, že v poradí družstiev nedošlo
v porovnaní s predchádzajúcim rokom к podstatným
změnám. Do skupiny silnějších (Madarsko,NDR, SSSR,
Anglicko) se opáť zařadilo domáce Rumunsko a relativné
sa zlepšilo Bulharsko, ktoré málo tohto roku poměrně
vyrovnané družstvo, a Juhoslávia. ČSSR, ako už tradičné,
uzatvára skupinu vyrovnaných družstiev středu. Na čelo
slabšej skupiny sa dostalo Mongolsko, ktoré v súčte bodov
předstihlo Polsko a Francúzsko. Švédsko přišlo opáť so
slabším družstvom a najslabších výsledkov dosiahli
Belgicko a Holandsko, ktoré přišli na MMO po prvý raz
s družstvami bez špeciálnej přípravy, ktorých členovia
neabsolvovali žiadnu domácu súťaž. Úspěch Mongolská
nie je určité náhodný a v budúcich rokoch možno očaká-
vať dálšie zlepšeme jeho družstva.

Pokial ide o ceny, hranice pre ich udelenie boli na
zdíhavom rokovaní jury, na ktorom bol jedným z naj-
iniciativnějších vedúci sov. delegácie prof. V. J. Levin,
stanovené takto:

I. cena: 40 bodov;
II. cena: 37—30 bodov;
III. cena: 29—24 bodov.

Podlá tohto klúča získali účastníci z jednotlivých zemí
ceny uvedené prehladne v tabulke 3. V protiklade s tra-
díciou, ked ceny dostávalo přibližné 50 % účastníkov,
je počet odměněných nepomerne nižší.

Okrem týchto cien boli udelené niekolkým žiakom
zvláštně odměny za originálně a elegantně riešenie. Pri zlo-
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žitom rokovaní o tejto otázke sa nedosiahlo v jury jednotné
hladisko na podsuzovanie metody riešenia, použitia
aparátu nepreberaného na strednej škole a z toho vyplý-
vajúcu krátkost’ či tzv. eleganciu riešenia. Sovietsky delegát
prof. Levin vyslovil napr. názor, že žiak, ktorý pri riešení
úlohy vie použit’ diferenciálnych rovnic, sa nemá zúčast-
niť MMO, hoci inak (vekom a školským zaradením)
podmienky splňuje.

Je zaujímavé, že nikto nedostal zvláštnu cenu za rie-
šenie 1. a 4. úlohy, čo opáť potvrdzuje nevhodnost’ ich
volby. Ani úloha č. 3 v predloženej formulácii nedala
možnost’ originálnych a elegantných riešení. Za riešenie
úlohy č. 2 dostali zvláštnu cenu 1 anglický, 1 českoslo-
venský (Tomáš Mašek) a 1 švédsky žiak, za riešenie úlohy
č. 5 po 1 žiakovi z Anglicka, Madarska, NDR, Polska
a SSSR a za riešenie úlohy č. 6 jeden sovietsky žiak.

5. ČESKOSLOVENSKÁ DELEGÁCIA

Naša delegácia sa skladala z vedúceho, jeho zástupců
a osmich žiakov. Mená žiakov i výsledky, ktoré dosiahli
sú uvedené v tabulke 4.

Po vlaňajšom relatívnom úspěchu, keď naše družstvo
získalo dve prvé a 4 druhé ceny, sú tohtoročné výsledky
sklamaním. Pre družstvo, v ktorom boli jeden páťná-
sobný (Sivák), jeden trojnásobný {Mašek) a 1 dvojná-
sobný (Vinárek) účastník MMO je zisk len troch třetích
cien menej než chudobným vysvědčením. Najmenej sa
dal očakávať neúspěch Siváka, ktorý už ako 13-ročný
na VII. MMO získal 3. cenu a na XI. MMO sa musel
uspokojit’ s diplomom účastníka. No, ani ostatní členovia
družstva — snáď až na Hadravu a Vinárka — nepodali
očakávané výkony.
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Najmencj možno žiakom vyčítať malý úspěch v úlohe
6 (celkom 18 bodov), pretože s úlohami tohto druhu sa
nestretli ani v školskej praxi, ani v špeciálnej príprave.
Najviac zaráža nevalný výsledok v úlohe 4, obe nuly
v stípci 1 a to, že úlohu č. 3 riešili s plným bodovým
ziskom len 2 žiaci. V predloženej formulácii nemusela
robit’ problémy ani jednému z našich žiakov.

Pri pátraní po příčinách nášho malého úspěchu by sme
opáť museli opakovat’ to, čo sa v správách o MMO
povedalo už niekolkokrát, a to, že žiadna špeciálna mimo-
školská příprava nemože nahradit’ systematické, náročné
r dobré vedené vyučovanie. Aj pri organizácii špeciálnych
matemadckých tried by sme sa mali poučit’ z osvědčených
zahraničných skúseností, kde sa takéto triedy zriaďujú
len v miestach, kde sú pre to podmienky a učia v nich
prevažne vysokoškolskí učitelia.

Nedostatkom, ktorý sa zvlášť vypukle prejavil u nášho
družstva, je snaha používat’ aparát vyššej matematiky,
ktorý žiak poriadne neovládá namiesto aplikácie středo-
školských metod. Ďalej sa stále prejavuje častokrát kriti-
zované bezhlavé počítanie bez predchádzajúcej logickéj
úvahy o rozumnej ceste.

Ako ďalšia příčina poměrně malého úspěchu našich
žiakov sa javí opáť ich nedobrý nervový stav, ich malá
sebadóvera, húževnatosť a vytrvalost’ v překonávaní
prekážok. Nazdávame sa, že kořene týchto nedostatkov
třeba hladať v nedostatkoch vo výchove, a to už v nižších
triedach.

Záverom uveďme ešte dve riešenia úlohy č. 2, za ktoré
boli naši žiaci navrhnutí na zvláštnu cenu, ale pod vply-
vom vyššie spomínaných názorov, ktoré sa přesadili pri
rokovaní jury, dostal ju len prvý z nich.

172



RIEŠENIE T. MASKA
n n

1 1

)= Re (e‘* z2^Л)'pi (an+x)
2k-l C/(*) = Re

k=l k=1

n

2' . Platí: 1 = | eiai í =2k-1 *Položme 2- =

k = l

n 71

24-1 1 1
éak =2*-! e'“‘ á |г| + 2k-i

k=~-2 k — 2

1
< |я| + 1. Z toho vyplývá \z\ > 0,= 1*1 + 1 - 2«-i

teda z = rei<r, kde r = \z\ > 0, 99 sú reálne čísla.
Teda f(x) = Re (e1^) = Re(rei(*+9))) = r cos (x + 99);

r > 0. Ak platí /(X]) = f(x2) = 0, potom cos (jcx + 99) =

= cos (x2 + 99) = 0, číže xx + 99 = + /тс, x2 + 99 =

= -^ + р-тг, kde /, p sú celé čísla. Potom však x2
— (p — /)7i = W27T, kde w je celé číslo.

- *1 =

RIEŠENIE B. SIVÁKA
П

1
Zrejme je /(— ax) = 1 -f ^ cos (ak — a {). Potom2k~1

k= 2

n

1 1

2i/(-«i) — II ^ 2k-l ^ 2n-1 ^ ^ 5
k=2
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čiže
O <f(-ax) <2.

f"(x) = — cos (a1 + x) — -y cos (a2 + x) — .

cos (a„ + x)
1

-/(*)•2”"1

Funkcia /(x) vyhovuje teda dierenciálnej rovnici/"(x) -j-
+ /(*) = 0, ktorej všeobecné riešenie má tvar /(x) =
= A cos (x + <p)} kde A, <p sú lubovolné konstanty.

Keďže /(—аг) = A cos {—ax + cp) > 0, je А Ф 0.
Ak f(xi) — /(x2) — 0, potom cos (xt + <p) — cos (x2 +
+ ф) = 0 a x.y — xx = mn, kde m je celé číslo sa dokáže
rovnako ako v predchádzajúcom riešení.
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Tabulka 1

Vedúci delegácií a ich zástupcovia

Vedúci delegácie Zástupca ped. sprievodcaKrajina

F. R. Watson, profesor
University of Keele,
Staffordshire

Lenon Beeson, profe-
sor Biskop Otter Col-
lege, Chichester

Anglicko

Svens Marcel, inspektor
Sint Martens-Latem

Nachtere Jaele Jean,
inspektor, Bruxelles

Belgicko

Dimo Serafimov Ange-
lov, inšpektor, Sofia

Doc. Kiril Dočev, ved.
katedry vyššej algebry, Mat.
fakulta Sofia

Bulharsko

ČSSR Doc. Jan Výšin, CSc.,
Mat. fyz. fakulta, KU,
Praha

Dr. Jozef Moravčík,
CSc., odb. asistent
VŠD, Žilina

Geril Denis, profesor
Lycée Louis le Grand,
Paris

Francúzsko A. Warusfel, profesor
Lyceé Louis le Grand,
Paris

Holandsko Prof. dr. Hans Freuden-
thal, Utrecht

Ary van Tooren,
asistent, Haag

Vladimír Mičič, magister,
asistent Univerzity
v Belehrade

Milá Mrševič, asist.
Univ. v Belehrade

Juhoslávia

Maďarsko Endré Hódi, vedúci ved.
pracovník, Budapešť

Ištván Reiman, ve-
decký pracovník,
Budapešť
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Pokračovanie tabulky 1

Krajina Vedúci delegácie Zástupcaped. sprievodcu

Mongolsko Gombyn Zagdragca,
inspektor, Ulanbator

Doc. Gunže Gatavyn, ve-
dúci katedry mat. analýzy,
Štátna univerzita, Ulán-
bator

NDR Dr. Helmut Bausch, ve-
dúci ved. pracovník, Berlín

Doc. dr. Rolf Lúders,
Berlín

Polsko Doc. dr. Mieczyslaw
Czyžykowski, Polytechnika
Waršawa

Andrzej Mqkowski,
magister, Waršawa

Prof. dr. Willi Flick,
Univerzita Graz
(pozorovatel)

Rakúsko

Rumunsko Zlaté Bogdanov, profesor
lýcea Nicolae Balcescu,
Bukurešť

Florea Pasarica, prof.,
Bukurešť

Ivan Semjonovič Pe-
trakov, inšpektor-me-
todik, Moskva

SSSR Prof. Viktor Josifovič
Levin, doktor fyz. mat.
vied, Moskva

Švédsko Prof. dr. Thomec Vidar,
Goteborg

Dr. Ake H. Samuelsson,
asist. Univer. Goteborg
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Tabulka 2

Počty získaných bodov

Celkový
počet
bodov

Počet bodov žiaka č.
Krajina

3 5 6 871 2 4

18 24 193Anglicko 20 18 30 22 2140

Belgicko 3 165 5 3 5 5710 10

Bulharsko 22 23 18925 28 2028 21 22

ČSSR 28 2213 25 28 14 20 17020

Francúzsko 30 14 188 10 13 1194 22

Holandsko 6 5112 44 15 9 01

Juhoslávia 1830 1022 17 25 32 27 181

Maďarsko 3731 34 24 25 2140 35 247

Mongolsko 2521 13 13 10 4 1201717

NDR 35 36 2535 32 24 24 24029

Polsko 1334 18 10 8 1197 209

Rumunsko 31 3015 37 30 28 2192127

SSSR 30 30 23140 24 32 27 2127

Švédsko 1610 16 12 10414 8 11 9
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Tabulka 3

Prehlad udělených den

Počet získaných cien
Krajina Celkom

I. II. III.

Anglicko 1 1 1 3

Belgicko 0 00 0

Bulharsko 30 0 3

ČSSR 30 o 3

Francúzsko 0 01 1

Holandsko 0 00 0

Juhoslávia 40 2 2

Maďarsko 2 71 4

Mongolsko 10 0 1

8NDR 40 4

Polsko 100 1

6Rumunsko 240

SSSR 3 731

Švédsko 0 00 0

Celkom 443 2120
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