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V. Ulohy Ill. kola kategorie A

1. Urlete vSechny dvojice racionalnich cisel x, y,
pro které plati

(x+y)52=17+3]5. (1)

RESENI. Budiz x, y dvojice racionélnich &isel, pro
kterou plati (1). Potom

xt+5y2 4 2xy )5 =7+ 3]5,

xt 45yt —7=(3—2xy) 5.
Kdyby bylo 3 — 2xy # 0, byla by
V§ _ x2 -+ 5y2 —17

takZe

3 — 2xy

raciondlni Cislo, coZ neni. Mame tedy 2xy = 3, tj.
3

=75 (2)
a ovSem také
) x2 4592 =17. (3)
Umocnime rovnici (3) dvéma; vyjde
x* 4 10x%y% 4 25y% = 49, 4)
Zaroven vSak podle (2) je
20x%y? = 45 . 5)
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Odecteme (5) od (4) a dostaneme

xt — 10x%y? + 2592 =4,
1.

(x* — 5922 =4,
Je tedy bud
% = 5_)72 =2, (6)
anebo
x*— 5y = —2. @)
Sectenim (3) a (6) dostavame 2x* = 9, tj.
9
e &
X =

coz neni mozné, nebot x je racionalni Cislo.
Sectenim (3) a (7) dostaneme 2x2 = 5, tj.
5
x2 = ’2" >
coz také neni moZné.

Ponévadz jsme z predpokladu existence dvojice racio-
nalnich cisel x, y vyhovujicich (1) dostali vzdy spor,
zadna takova dvojice neexistuje.

2. V rovine lezi pat bodov O, A, B, C, D. Pre ich
vzdialenosti plati O4 = OB = OC = OD.

Dokazte, ze pre obsah P konvexného S$tvoruholnika,
ktorého vrcholmi su body A4, B, C, D, vzdy plati

' Pg—;—(OA+OD)(OB+OC)

a zistite, kedy nastane rovnost.

RIESENIE. V lubovolnom konvexnom $tvoruholniku
KLMN nech je Q priese¢nikom uhloprieCcok KM a LN.

130



Pre obsah trojuholnika KLM zrejme plati

1
PKLM é?KMLQ’

pretoZe usecka LQ nie je kratSia neZ vyska v trojuholniku
KLM prisluchajica strane KM. Pre trojuholnik KMN
analogicky plati

Pry = 5 KM . NQ,

takze pre obsah Stvoruholnika KLMN vzdy plati

Pruy = 5 KM . LN,

pri¢om rovnost nastane prave vtedy, ked je KM | LN.
"~ Nech je R Iubovolnym bodom roviny KLMN. Podla
trojuholnikovej nerovnosti plati KM = KR + MR a
LN =< LR + NR, takze

1
Pgryn = 0 (KR + MR) (LR + NR).

Rovnost v tomto vztahu nastane prave vtedy, ked leZi
R jednak medzi bodmi K a M a jednak medzi bodmi L
a N (lize, ak je R = Q, kde Q je priese¢nikom navzdjom
kolmych uhlopriecok KM a LN.

V konvexnom S$tvoruholniku s vrcholmi 4, B, C, D
st uhloprieckami bud AB a CD, alebo AC a BD, alebo
AD a BC. Podla predchadzajucej uvahy plati potom
v prvom pripade

Pé%(AO + BO) (CO + DO),
v druhom pripade

P= %(AO + CO) (BO + DO)
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a v tretom pripade
P = 2 (40 + DO)(BO + C0),

priCom rovnost nastane vidy prave vtedy, ked O je
prieseCnikom navzdjom kolmych uhlopriecok.

Pretoze AO = BO = CO = DO, plati
(AO + DO) (BO + CO) — (AO + BO) (CO + DO)
= A0 .BO + BO.DO + AO.CO + CO.DO
— A0 .CO — A0.DO — BO.CO — BO.DO
= 40 .BO + CO.DO — AO.DO — BO.CO
= (DO — BO) (CO — 4A0) = 0O,
takze
(AO + BO) (CO + DO) = (AO + DO) (BO + CO),
pri¢om rovnost nastane vzdy prave vtedy, ked DO = BO
alebo CO = A40.
Analogicky tiez
(A0 + DO) (BO + CO) — (AO + CO) (BO + DO)
= AO.BO + AO.CO BO.DO + CO.DO
— AO.BO — AO. DO—BO CO—CO DO
= A0 .CO + BO.DO — AO.DO — BO.CO
= (DO — CO) (BO — A0) = 0,
takze
(AO + CO) (BO + DO) = (A0 + DO) (BO + CO),

pri¢om rovnost nastane vzdy prave vtedy, ked DO = CO
alebo BO = AO.

Plati teda vzdy
P = 2(40 + DO) (BO + CO).

[

e

Rovnost nastane prave vtedy, ked O je priese¢nikom
navzdjom kolmych uhloprieok Stvoruholnika XYZV,

132



kde X, Y, Z, V je takd usporiadand S$tvorica bodov
A,B,C,D, %2¢ OX=0A a OZ= OD.

3. Necht p je prvoclislo. Kolik existuje riznych po-
sloupnosti prirozenych Cisel

Qo> A15 Aoy« « o5 Any o« -

takovych, Ze pro kazdé pfirozené n = 1, 2, 3, ... plati
) ay p
4+ 24 ... 424 F—=1? 1
e Ta Tt s (1)

RESENI. Necht ay, ay, ..., ay, ... je posloupnost
vyhovujici podminkdm ulohy. Vztah (1) si napiseme pro
n=m -+ 1 an=ma pak odelteme:

a4 | 4 4 P _
RpRp 4 by,

Am+1  Am+e

a4 | 4 P _
Rt e

am Am+1

T Sl Y

Am+2 Am+1
takze

Ao = - A1 )

p—a
Tento vztah plati pro vSechna m = 1,2,3,.... Vyni-
sobime (2) pro m = 1,2,...,k
P k
a'3(14 ... ak+2 = (P - ao) . a2‘a3 o .. ak+1
a po zkraceni
P k
o= (52 ) a ©
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pro k = 1,2, 3, ... PonévadZ vSechna Cisla a, jsou pfi-
rozend, musi byt p — a, > 0, tedy 0 < @, < p. Zarovefi
musi byt bud p délitelné Cislem p — a,, anebo musi byt
a, délitelné libovolnou mocninou d¢isla p — a,; oboji
je v8ak mozné jen v tom pfipadé, Ze

=p—1. 4
NapiSeme si nyni vztah (1) pro » = 1 s pouzitim (4):
p—1 + 1 .
a4
tj.
play + ap) = (a; + Da, . 5)

Vidime odtud, Ze bud cislo @, + 1, anebo Cislo a, musi
byt ndsobkem prvocisla p.
I. Necht tedy za prvé a, + 1 = kp (k pfirozené Cislo).
Dosadime do (5); vyjde
p(kp — 1 + ay) = kpas ,
kp_ 1 +a2:ka2,

(kp — 1) = (k — 1)a, .
Ponévadz % je pfirozené a p = 2, je kp > 1, takZe nemuze
byt £ = 1; a mazeme délit ¢islem & — 1. Dostaneme tak

takZze

G@=7_71 2P +r =1 (6)

Ponévad? a, je pfirozené, musi byt Cislo p — 1 délitelné
Cislem & — 1. Zaroven vidime, Ze takovéto Cislo a, neni
délitelné Cislem p.

Ke kazdému pfirozenému Cislu £ — 1, jez je délitelem
Cisla p — 1, dostaneme ze vzorce (6) a z a; = kp — 1
dvojici Cisel

alzkp—l, a2:
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ponévad? vsak a, je ureno v (4) a a,, pro m > 2 vzorcem
(3), odpovida kazdému pfirozenému déliteli ¢isla p — 1
pravé jedna posloupnost vyhovujici tloze.

II. Nechta, = kp, k pfirozené. Dosadime do (5); vyjde
play + kp) = (a1 + Dkp,
a1+kp:ka1+k>
ayk — 1) = k(p — 1).

PonévadZk = lap = 2,nemuze byt £k = 1; muzeme tedy
deélit Cislem & — 1:

o=H52-D_ =T C

Ponévad? a, je pfirozené Cislo a p = 2, vidime opét, Ze je
Cislo p — 1 délitelné Cislem & — 1.

Ke kazdému pfirozenému Cislu & — 1, jez je délitelem
isla p — 1, dostaneme podle pfedchoziho dvojici Cisel

p—1+E—

p—1+P 13a2_kP3

ponévadz vsak Cisla a, a a,, (m > 2) jsou pak plné¢ urena
vzorci (3) a (4), odpovida kazdému prirozenému déliteli
Cisla p — 1 pravé jedna posloupnost vyhovujici uloze.

Zéroven je vidét, Ze posloupnosti, které dostaneme podle
I a podle II jsou rizné, nebot v pripadé¢ II je a, délitelné
Cislem p, kdeZto v pripadé I tomu tak neni.

Celkem tedy je pocet riznych posloupnosti vyhovuji-
cich uloze roven pravé dvojnasobku poctu pfirozenych
délitelu cisla p — 1.

4. Urcite vsetky komplexné Cisla 2, ktoré vyhovuju
nerovnosti .
' | 7
2 — |z + Izl — 121 3= 0 D
a zobrazte ich v rovine komplexnych cisel.
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RIESENIE. Nerovnost (1) je zrejme ekvivalentna
s nerovnostou
|z — |2+ 12]|]* = 3 2%, 2
ktorej evidentne vyhovuje ¢islo 2 = 0. Nech 2z =
= r(cos ¢ + isin ¢), kde r > 0, ¢ € <0; 27) su redlne
Cisla, je rieSenim nerovnosti (2). Potom zrejme plati
Ir (cos ¢ + isin @) — |r(cos ¢ + isin @) + r][2 = 3r%,
skadial po vyndsobeni ¢islom 22 vyjadreni absoldtnej
hodnoty vo vnutri vyrazu na lavej strane dostaneme
lcos ¢ — J/2(1 + cos ¢) + ising[2 >3,
Cize :
cos‘~’<p—2cos<pl/2(1 + cosg) + 2(1 + cosg) - sin?p = 3.
Po jednoduchej uprave mame
cos ¢ = cos ¢ |/2 (1 + cos ¢) . 3)
Z prevedenych uprav je zrejmé, Ze Cislo z 7%= 0 vyho-
vuje nerovnosti (1) prave vtedy, ked jeho amplitida

@ € <0; 27) splituje vztah (3).
Nerovnosn (3) vyhovuju zrejme vSetky tie Cisla ¢,

T 3n
pre ktoré cos ¢ = 0, tj. p=5 a9="75.
Nech cos ¢ > 0. Potom z (3) mdme 1 = ]/2(1 + cos@),
z ¢oho po umocneni na druht a jednoduchej uprave

dostdvame nerovnost cos ¢ = — 7> ktora je v spore
s predpokladom, ¢o znamen4, Ze uhly ¢, pre ktoré cos ¢ >
> 0 nerovnosti (3) nevyhovuju.

Nech cos ¢ < 0, potom z (3) dostaneme

1 =)20 + cos ),
z ¢oho rovnakym postupom ako v predchddzajucom pri-

136



pade dostaneme nerovnost
—%gcos<p<0, 4)

ktorej vyhovuju préve tie ¢isla ¢ z uvazovaného intervalu,
pre ktoré plati jeden zo vztahov
2n 4n 3n
5 <@= 3 3= se< > - 5)
Pre rieSenia nerovnosti (4) vSak zrejme plati:
2(1 +cosg) =1 &ize |/2(1 + cosg) =1 a

cos ¢ |/2(1 + cos ¢) = cos g, t. j. vyhovuji nerovnosti (3).

9
Obr. 46
o)
o~
0 o
ZAVER. Nerovnosti (1) vy-
hovuje Cislo z = 0 a tie {isla
2 = r(cos ¢ + isin ¢) # 0, pre
ktorych amplitady plati: &
Vi
‘ 2
5 =9 = ?n » TESp. A
%T—C =9 § (pozn obr. 46).
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INE RIESENIE. Ak poutijeme vztah |22 = 23,
z nerovnosti (2) dostaneme
(z—|a+12l) G—|z+I2l) = 32z
25— (2 +3) |5 + lal] + |2 + J2l] = 325,
—(z+2) |z + l2]| + (= + [2]) (2 + |2]) = 223,
z Coho po jednoduchej uprave vyplyva
(z+2) (2l — |2+ I2l) = 0, ©)
priCom je zrejmé, Ze nerovnost (6) je ekvivalentnd s ne-
rovnostou (2) a teda aj s nerovnostou (1).
Nerovnosti (6) vyhovuju vsak len tie komplexné {isla z,
pre ktoré plati bud
Z+E%O,§Z|—IZ+|ZII§0, (7)
alebo
2+ 2=0, |z — |z + [2]] S 0. (8)
Nech platia nerovnosti (7). Z druhej z nich méame
2] = 'z + Iz[], z ¢oho po umocneni na druht dostaneme
22 = (e + l2]) (B4 lo) Cize
2|12 = 22 + (2 + 2)|2| + |2|% skadial
(2 +2) 2l = — [2%. 9)
Vzhladom na prvia z nerovnosti (7) vyhovuje vSak nerov-
nosti (9) zrejme len cislo z = 0, ktoré splituje sustavu
(.
Ak platia nerovnosti (8), potom z druhej z nich analo-

gicky ako v predchadzajucom pripade dostaneme postup-
ne

2l = Jo 4 Izl 15 = (2 + l2) G+ laD)

122 =< 22 4+ (2 + 2) |2] + |2]% tj.

(2 + 2) |2| = —|2/% z Coho pre z % 0 dostaneme
—lzl=2+2=0. (10)
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Cislo 2z = 0 vyhovuje vSak tieZ nerovnosti (10) i predché-
dzajucej nerovnosti. Nech z = x +1iy, kde Xy y su real.
Cisla, je rieSenim nerovnosti (10) Potom je tato ekviva-
lentna s nerovnostou

— e Fyr=<2x=0, (11)
ktorej vyhovuju len tie dvojice redlnych cisel [x, y], pre
ktoré plati: x = 0, x®+4 y*> = 4x® Cize y* = 3x% tj.
lyl = V?\xl = —V?x. Z posledného vztahu pre y = 0
vyplyva y = — |/3.x a pre y =<0: zasa y < |/3. x.
Obratenim postupu sa lahko presvedcime, Ze dvojice
[%, 3], pre ktoré x <0 a y = —l/3_x20, resp. y =
= Vgx = 0 vyhovuju nerovnosti (11).

ZAVER: Nerovnosti (1) vyhovuju vietky tie komplexné
Cisla 2z, ktorych obrazy lezia v spoloCnej Casti polrovin
x =0,y = |3xapolrovin x =0,y = — |/3 x (pozri
obr. 46).

INE RIESENIE. Nech z = x + iy, kde x, y st
redl. Cisla, je rieSenim nerovnosti (1). Po dosadeni do
nerovnosti (2), ktora je s nou ekvivalentnd, dostaneme

vt iy —,V2(x2 xff 2+ y? +y2)l2 = 3(x* +y2),
5t — 2al/2(e2 + 2 [ 3T+ 30 +
+ 2 +a/at £ 37 + 97 + 32 =302 + Y,
z ¢oho po jednoduchej tprave vyplyva
AF Ty =20 ey, (2)

Nerovnosti (12) vyhovuji zrejme vSetky dvojice [x, y]
redl. Cisel, kde x = 0, y je Iubovolné.
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Nech x > 0. Potom z (12) dostaneme
V5% = Vot + a2 + 59,
z Coho postupne vyplyva
X% 4 y2 = 2(x? + 97 + 2x)/x? + 5%,
x2+y2+2xl/m§0,
¢o vSak neplati pre Ziadnu dvojicu [x,y], kde x > 0,
pretoZe na lavej strane je sucet dvoch kladnych a jedného

nezaporného Cisla.
Nech x < 0, potom

Vet 57 < Vo + /e + 5 + 52,
z Coho postupne mame
9t S 2 4 ) + 2407+ 5,
249> —2x|/x2+ 32 >0, (13)
a pretoze pre x < 0 je |/x* + »® > 0, je nerovnost (13)
ekvivalentnd s nerovnostou
V& +5 =z —22 >0,
ktorej vyhovuju vsetky dvojice [x,y], pre ktoré x << 0

ay=—|3x resp. y=|3x, o tom sa presvedtime
podobne ako pri rieSeni nerovnosti (11).

5. Jsou dany dvé kolmice p, ¢ a bod A4 jejich roviny,
ktery nelezi na zadné z nich. Oznaéme vzdalenosti bodu
X roviny pfimek p, ¢ od pfimek p, ¢ a bodu A po fadé
u, v, t. Urcete mnozinu viech takovych bodii X, pro néz
plati ¢ = |uv.

[Navod: zvolte za osy soufadnic osy danych dvou razno-
bézek.]
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RESENI{. Zvolme osy soumérnosti pfimek p, ¢ za osy
soustavy ortonormaélnich soufadnic. Orientaci os zvolme
tak, aby bod A4 nileZel 1. kvadrantu (obr. 47). OznaCme
soufadnice A — [%0s Vols %o =0, 3, =0, X = [x,3].

Obr. 47

Rovnice pfimek p, ¢ ]sou pak x + vy = 0. Podminka pro
body X hledané mnoZiny zni

12 = uv. (1)
Pouzijeme vzorcu:

R

lxﬁyl @)

Po dosazeni z (2) do (1) dostaneme

(- mr -y =22

v =
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Z (3) plynou dvé rovnice — bud

20x* +y° — 2x0x — 290y + x5 +35) = x* — %, (4)
nebo
20 +5° — 2ax — Doy + AN = — 2. ()
Po upravé (4) dostaneme

2 4
(¢ — 2x0)* + 3(y — 3 30)" = 4x3 + 5 95 — 25 — 295
(6)

Po upravé (5) dostaneme
2 .4
3 — 3 %) + (v — 20 = 5 a8+ 498 — 208 — 23 .

Y

Obracené z (6) a (7) plyne (4) a (5), odtud (3), a tedy
podle (2) i (1). Analytické vyjadreni vySetfované mnoZiny
je tedy ddno rovnicemi (6) a (7).

Oznatme Pg¢(P;) pravou stranu rovnice (6), (7) po
déleni dvéma.
Pak je

P, :xz—ly2 P, =yz———1—x2
(] o 3 0> 7 0 3 0

Upravime

3P = (%, /3 — 30) (|3 + 30)> (6"

P, = (yo - V%) (yo + V"?) . (7)

Pg = 0 je analytickym vyjadfenim dvou pfimek p’, ¢,
které maji od osy x odchylku 60° . P, = 0 je analytickym
vyjadifenim dvou pfimek p"', ¢'’, které maji od osy x
odchylku 30° (obr. 48). Nerovnost P; = 0 vyjadiuje
v 1. kvadranté thel s tlusté vytaZzenymi rameny, nerov-
nost P, = 0 vyjadfuje v 1. kvadranté tihel sevieny carko-
vanym ramenem a polopfimkou .
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Obr. 48

Vysetfovanid mnoZina bodu je tedy dina touto tabulkou

Bod A4 lezi

VySetfovana mnozina bodu je

Uvnitf Ghlu < p'y
nebo na rameni y

Elipsa (7)

Na rameni p’

Elipsa (7) a bod [Zxo s % yo]

Uvnitf ahlu <t pp”

Elipsa (6) a elipsa (7)

Na rameni p”’

Elipsa (6) a bod I:% X0 5 Zyo]

Upvnitf thlu < p”'x
nebo na rameni x

Elipsa (6)
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Symetriemi podle os a poCatku dostaneme situaci v ostat-
nich kvadrantech.

6. Je dana kulova plocha o poloméru délky 1. Na této
kulové plose jsou umistény shodné kruZnice k,, %y, ks,

.o ky(n = 3) o poloméru r. KruZnice %, se dotykd )
kazdé z kruznic ki, ks, . . ., k,. Déle se dotykaji *) kazdé
dvé kruznice k;, k;,, kde 1=1,2,...,n, pfiemz
kruznice &,,, a &k, jsou totoZné.

a) Najdéte vztah, ktery plati mezi Cisly r, n.
b) Zjistéte, pro kterda » muZe nastat popsand situace
a vypoctéte prisluSny polomér r.

| RESENI. a) Necht kruz-
i nice k, £’ o poloméru r lezi
na dané kulové ploSe a maji
dotyk. Jejich stredy S, §’
a stfedem O kulové plochy
je urCena rovina o, Kktera
protne kulovou plochuvhlav-
ni kruznici x; situaci v roviné
o znazornuje obr. 49. Ozna-
¢ime T bod dotyku kruZnic
ky k'; bod T lezi zfejmé
v roviné ¢. ProtozZe je TS =
=TS8 =r, OT = 1, dosta-
neme z pravouhlého troj-
uhelnika OST (OS'T)

0§ =08 =|1—7. (1)
Pro vzdilenost a = S§’ vyjde z deltoidu OSTS’ (po-

*) ,,Dotykem dvou kruZnic (nelezicich v roviné) rozumime pfi-
pad, kdy obé kruznice maji jediny spole¢ny bod a v ném spole¢nou
te¢nu.
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rovndnim dvojiho vyjadfeni obsahu)
1 .
B &= Vl —r?,
neboli
a=2r]1—7r%. (2)
Ozna¢me podle obr. 49 ¢ = <L SOS’; z trojuhelnika
A OST plyne
sing- = r. 3)

Stredy vSech kruznic kg, %, . .., k, jsou podle pred-
choziho vrcholy pravidelného jehlanu n#-bokého, jehoZ
vSecky hrany maji délku a. Polomér ¢ kruZnice opsané
podstavé tohoto jehlanu (je to pravidelny n-uhelnik
o strané a) je roven délce usecky S’P | OS (obr. 49).
Z pravouhlého trojuhelnika OS’'P plyne

0=S8P=08sing=|1—r2.sing (4)

Vi = .. @ : 0@
Q—Vl—r .2.sm—2 Vl — sin®5
a podle (3)

1.

o =2r(1— 12, 5)

Pro pravidelny n-uhelnik o strané a a poloméru o opsané
kruZnice dostaneme

sin = 2
n 20’

tj. podle (2) a (5)
1

. T
SII) =~ == s 6
PR [t (6)

Rovnice (6) je feSenim ulohy a) .
b) Z obr. 49 je patrné, Ze je S'P < S’S, neboli o < a.
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1 1

ProtoZe je r < 1, je /I — 2 < 1, a tedy 2Vi=r "
1
>,
2
Podle (6) je
T T T

nebot % je velikost ostrého twhlu. Z nerovnosti (7)

dostdvame feSeni n == 3, 4, 5. Sestavime tabulku

n 3 4 5
T 3 1
sin lE_ o= sin 36°
n 2 /2
. l/? 1 P N
3 ]/E 4 sin® 36°
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