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IV. Soutéini Glohy Il. kola

1. KATEGORIE A

1. Nijdite vSetky komplexné Cisla z, pre ktoré plati

22" + (14 3).[e" =141, (1
kde n je prirodzené Cislo. Kolko réznych takych cisel
existuje ? (6 bodov)

RIESENIE. Cislo z = 0 rovnici (1) zrejme nevyhovuje,
preto jej rieSenie mdzeme hladat v goniometrickom tvare
2 =r (cos ¢ -+ isin ¢), kde r > 0, ¢ su redlne Cisla. Po
dosadeni do (1) dostaneme

2r*(cos ng + isinng) + (1 + 3ip" =1 + i,

Co je splnené vtedy a len vtedy, ked Cisla r a ¢ vyhovuju
sustave rovnic

r*(2cos np + 1) = 1, r"(2sinng + 3) = 1. (2)
Zo sustavy (2) dostaneme
1 1
n — —
4 ~ 2cosnp +1  2sinnp + 3° 3)
z ¢oho pre ¢ vyplyva rovnica
cosnp = sinng + 1. 4)

Kazdé riesenie rovnice (4) spliiuje vSak aj vztah
cos?np = 1 + 2sin np + sin® nep
Cize
sin ng(sinng + 1) = 0. (5)
Skumajme teraz, ktoré z rieSeni rovnice (5) vyhovuju
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rovnici (4). Ak sinnp = 0, potom zo (4) dostaneme
cosnp = 1 a z oboch tychto podmienok vyplyva np =
= 2km, kde & je celé Cislo. RieSeniami rovnice (4) su teda

Gsla gy = 2%“, k celé &slo a po dosadeni do (3)

1 . N S I
dostaneme r; = —. Cisla r,, @y sU zrejme rieSeniami

/3
sustavy (2) a prislusné rieSenia rovnice (1) su preto dané
vzorcom

2y = . ( os “°F 4+ i sin 22 ) k celé Cislo. (6)
]/3

Ak sin np = —1, potom zo (4) dostaneme cos np = 0.
Obom podmienkam vyhovuja len tie ¢, pre ktoré np =
= 3—7—’: + 2km, kde & je celé. RieSenia rovnice (4) su
(4% + 3)=

2n
vztahov (3) dostdvame 7, = 1. Dvojice r,, @o; SU riese-
niami sustavy (2) a prisluSné rieSenia rovnice (1) maja
tvar

teda v tomto pripade @, = a pre r zo

Zop = cos(4kz——~—_:—3—)7~t + isin (}—%—323 , k celé &islo. (7)

KedZe kaZdé celé Cislo £ moZno zapisat‘ v tvare k =
_k gn + ki, kde g¢, 0(§ kh=n—1 st cc(zle asl:;, je
2k 2k 4k + 3)m 4k, +3)

n 2qm + n ° 2n = T 2m
Vzhladom na periodi¢nost funkcii sinus a kosinus
je kazdym zo vztahov (6) a (7) uréenych prave n rdznych
komplexnych Cisel, ktoré dostaneme napr. pre

E=0,1,2,...,n—1.
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Zdver: Rovnica (1) ma prave 2n roznych rieSeni, ktoré
su urCené vztahmi (6) a (7) pre £k =0,1,2,...,n — 1.

2. V roviné jsou diny dvé navzdjem kolmé pfimky
b, ¢ a bod A4, ktery ma od obou z nich tutéZ kladnou
vzdalenost.

Vysetfete geometrické misto bodd X, pro které vzda-
lenost AX se rovna souctu vzdalenosti bodu X od pfimek
?, q. (Pouzijte metody soufadnic.) (7 bodu)

RESENI. I. Piimky p,
q zvolime za osy kartéz-
skych soufadnic: p = «x,
g =y (obr. 28). Osy ori-
entujeme tak, aby bod 4
lezel uvnitf prvniho kvad-

A=[1.
[1:1] rantu, jednotku délky zvo-
Ay lime tak, aby obé sourad-
Ixi 'X = [ir] nice bodu A4 byly rovny

jedné.*)

ITF3/

y l:\ pP=x Budiz X = [x, y] pro-
0 ™ ménny bod hledaného geo-
metrického mista bodu;
= Obr. 28 podle podminky ulohy je
pak

o + Iyl =& -1+ & — 1) M

Rovnici (1) umocnime a upravime; vyjde
byl + 5 +y=1. 2)

Rozli§ime dva pfipady: a) LeZi-li bod X v I. nebo III.
kvadranté, je xy = 0, tj. |xy| = xy; rovnice (2) pak zni

xw+x+y=1, (2"

*) Volba soufadnic bodu A rovnych jedné neni nutni; pouze
zjednodusuje vypocty.
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neboli po upravé

E+D+1)=2. A3)
Rovnice (3) vyjadfuje rovnoosou hyperbolu 4, jejiz
asymptoty jsou pifimky x = —1, y = —1 a kter4 protind
osu x, popfipadé y v bodé
B = [1; 0], popt. C = [0; 1] . €
X=—1. y X= 1
\h

B8 X
(0}

\\\\QL~
______ —-:———-—-———-— ,.-1

I

I

|

Obr. 29

Body X geometrického mista bodi nileZeji jen t&m
obloukiim hyperboly 4,, které lezi v 1. a III. kvadrant&
(na obr. 29 tlusté vytaZzeny — vétev leZici ve 3. kvadrantu
neni na obr. 29 nakreslena).

b) LeZi-li bod X ve II. neb IV. kvadrantg, je xy < 0,
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tj. |xy| = —xy; rovnice (2) pak zni
xy—x—y+1=0, (2")

x—-D@—-1)=0. ®)

Rovnice (5) vyjadfuje dvojici kolmych pfimek x = 1
a y = 1. Body X geometrického mista bodu néleZeji
ovSem jen tém Castem piimek, které lezi ve II. a ve IV.
kvadrantu (na obr. 29 jsou tlusté vytaZeny).

IL Zb}’rvé dokazat, ze kazdy bod tlusté vytazené Cary
nalezi vySetfovanému mistu bodd. Tak v pfipadé a)
plati-li pro soufadnice x, y rovnost (3), plati (2); protoze
je xy = 0, platii(2) a tudizi(1). Obdobné je tomu i v pfi-

padé

neboli

3. Jedna pobo¢na hrana Ctyibokého jehlanu mé délku
x, vSechny ostatni jeho
hrany maji délku 1.

a) Vyjadfete objem
jehlanu jako funkci
proménné x.

b) Urcete, pro které
x je objem co nejvetsi.

(6 bodu)

RESENT. a) Podsta-
va jehlanu ABCDE je
rovnostranny Ctyfahel-

OB 20 nik (obr. 30). Oznacme

@ velikost ostrého uhlu

CAB. Pak je AS = CS = cos g, BS = DS = sin ¢.
Mizeme predpoklddat, Ze hrana DE ma délku x. Troj-
uhelnik ACE je rovnoramenny (dvé proté&jsi pobocné
hrany maji délku 1) — viz obr. 31. ProtoZe je AACB
& AACE (sss), je patrné SE = sin ¢. Situaci v roving
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BDE ukazuje obr. 32. Zde je DE = x, BE = 1. ProtoZe
bod E lezi na Thaletové kruznici se stftedem S a polomé-
rem sin ¢, je <& DEB pravy, tj. plati

1 4 x*=4sin?g. (1)

Vysku v trojuhelnika BSE
na stranu BS vypocteme
pomoci obsahu; je

v.singp = x
. x
1.
—_ 2)

Protoze obsah Ctyfuhelnika ABCD je sin 2¢, je objem
vy jehlanu ABCDE

ot

| x
y—~3—sm2<p.£in7——3—-xcoszp (3)

Dale vypoclteme z (1)
4cos2 p = 4 — 4sin?p = 4 — (1 + x?) = 3 — x2;
odtud plyne 2cos ¢ = |/3 — x2.
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Dosadime-li do (3), vyjde

y=¢l3==, @)

coz je vysledny vzorec.

b) y je maximalni pravé tehdy, je-li maximalni 36y2,
tj. x%(3 — x?). Soucin dvou d&isel (x2, 3 — x?), jejichz
soucet je Cislo 3, je maximalni pravé tehdy, jsou-li obé&
Cisla sobé rovna, tj. je-li

x2 =3 — x%.
Odtud plyne 2x* = 3, neboli

f— .

3 1
Ymax = - V l/ Qf—€—2~:,4~:0,25.

Zajimavé je, Ze maximalni objem nema pravidelny Ctyf-
boky jehlan, jehoz vSecky hrany maji délku 1. Tento

jehlan ma totiz vysku Vl—f a jeho objem je

1 1 15 1
_y:—3—.l.V§:€V2=O,236<Z—.

JINE RESENTI. a) Budiz ABCDV dany jehlan s pod-
stavou ABCD a necht AV = x; ostatni hrany maji tedy
délku 1. Zfejmé je ABCD rovnostranny Ctyiuhelnik
(kosoltverec, pfip. Ctverec) se stranami délky 1. Budiz
S prusecik jeho uhlopficek. Ponévadz AB = VB =
= CB=1= AD = VD = CD, lezi body A4, V, C na
kruznici, jeZ je prusecnici jednotkovych kulovych ploch
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se stiedy B, resp. D. Pfitom AC je prumérem této kruz-
nice, nebot stied usecky AC je totoZny se stiedem usecky
BD. Trojuhelnik ACV je tedy pravouhly, s pfeponou
AC a odvésnami AV a'CV. Jest AV = x, CV = 1, tedy
AC = ]/1 + x2. Také trojuhelnik ASB je pravouhly
s pfeponou AB délky 1 a s odvésnami AS a SB, takze
délku odvésny SB dostaneme opét podle Pythagorovy

véty SB = ||AB® — AS?, tedy

- 142 1y
SB_VI—— : _5]/3—x.

Jehlan ABCDYV si muzeme prfedstavit sloZzeny ze dvou
shodnych trojbokych jehlanu ABCV a ADCV, se spo-
le¢nou podstavou ACV a vyskou SB, resp. SD. Pro objem
jehlanu ABCDV tak dostavame vyjadfeni:

Ix 1
3722

3 1 5

V=2 V3~x2=€xl/3—x2.
b) Stanoveni maximdalniho objemu je stejné jako
v prvnim fefeni: souin x*3 — x*) bude maximalni

pii x> =3 — x?, tzn. pro x = V%, maximalni objem

je pak roven R

4. Pravouhly trojahelnik ABC ma pfeponu AB = c;
D je takovy bod prepony, Ze poloptimka CD je osa pra-
vého uhlu.

Vyjadiete vySku v na preponu 4B pomoci délek ¢ =
= AB, u = CD. Jaky vztah mezi ¢ a u je podminkou, aby
trojuhelnik ABC existoval ? (6 bodu)
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RESENT (obr. 33).
a) Ozna¢me m = AD, n = BD; podle kosinové véty
pro trojuhelniky ACD, BCD plati

n?=a®+ u — 2aucos—}2i,
(D
m2 = b? -+ u® — 2bu cos ;‘i .
Pro tytéZ trojuhelniky dostaneme ze sinové véty
b
m=-_.n. 2)
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Dosadime z (2) do druhé rovnice (1) a po Gpravé vyjde

b’n® = a®b* + a*u®* — 2a®bu cos % . (3)
Prvni rovnici (1) nasobime cislem 4% a dostaneme
bn? = a%? + bu? — 2abu cos % (4)
Odectenim (3) a (4) vyjde
(a® — b%u* = 2abu cos 5. (a — ). (5)

Je-li a = b, plyne z (5)

(a + b)u = 2ab cos % —ab|2, (6)

v _
2 V_

uhelnik ABC mame

nebot cos = Podle Pythagorovy véty pro troj-

2= a% -+ b%. @)
Ze vzorcu pro obsah trojuhelnika dostaneme
ab = cv . (8)
Ze (6), (7) a (8) eliminujeme a, b; vyjde
2¢%0% — 2cu’v — ctu? = 0. 9)
Rovnice (9) ma jediné kladné feSeni
2 2
v = uﬂ%jﬁ 7 (10)

Sestrojme nyni pravouhly trojahelnik s pfeponou ¢
a vySkou (na preponu) v, danou vzorcem (10); ozna¢me
v ném u, pfisluSnou usecku na ose uhlu y. Podle pred-
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choziho je pak
u, + ]/u‘;’ + 22
Uy —— .

v = 2% (11)
Porovnanim (10) a (11) zjistime, Ze nutné u; = u.
Vzorec (10) plati i v pfipadé, ze a = b = »l: .C.

/2

b) Je-li dano ¢, u, je uloha feSitelna pravé tehdy, jestlize

v = %c, tj. podle (10)

u+l/u2+202.u<_l_c

2c =2

Odtud

W+ ulu+ 232 < ¢,
neboli

u]/u2—1—202 <c*—u
a dale

ut 4 202 < ¢ — 2c%® 4 ut,
t).
4ctu? < ¢t
tj.
c
u é 5 .

To je hledand podminka feSitelnosti ulohy.

Ke konstrukci trojuhelnika ABC z danych ¢, u se
s vyhodou pouZije zndmé vlastnosti osy thlu (viz obr. 33).
Oznalime-li E prusecik polopfimky CD s kruZnici %
(nad pramérem AB), jest

& ACE — qABE:%y
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a obdobné

{ECB:{EAB:%;/.

Trojuhelnik ABE je tedy rovnoramenny a bod E leZi
na ose strany AB. Sestrojime bod D tak, Ze vypolteme
délku x = DE. Z podobnosti vysrafovanych trojuhelnika

. uc .
totiz plyne x = 25 tj.

C2
u + Jur + 2¢ ’
tuto délku lze snadno sestrojit z danych ¢, u.

X =

2. KATEGORIE B

1. Budiz / = 3 pfirozené ¢islo. Dokazte, Ze soulin

4+1nHE+2)...3l —4) (31— 3) (1)
je délitelny druhou mocninou kazdého pfirozeného Cisla
m=1. (5 bodu)

RESENI. Soutin (1) obsahuje (3] — 3) — (I — 1) =
= 2] — 2 za sebou nasledujicich pfirozenych Cisel. Stali
dokazat, Ze tento soucin obsahuje aspon dva nasobky cisla
m.
a) Je-lim = I, je 2] mezi témito Cisly (nebot 2/ — 2 >/
vzhledem k pfedpokladu / = 3). Proto obsahuje soucin
(1) ¢initele /1 27; je tedy nasobkem Cisla /2.

b) Je-lim < I, tj.m <[ — 1, obsahujé soucin (1) aspoi
dva nésobky cisla m, nebot 2/ — 2 == 2(/ — 1) = 2m >
> m. Proto i v tomto pfipadé je soucin (1) ndsobkem
Cisla m.
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2. Je dana rovina o, v ni bod 4 a mimo ni bod B;
pfimka AB neni kolma k roviné 0. Bod X se pohybuje
v roviné p tak, ze <¢ AXB je a) pravy, b) tupy, c) ostry.

vvvvv

tak vzniknou. (6 bodu)

RESENI (obr. 34). a) Oznalme B, patu kolmice
vedené bodem B na rovinu p. Vedme bodem A4 v roviné

8

Obr. 34

o libovolnou pfimku m. Protoze je BB, | o, maji kolmice
spusténé z bodd B a B, na pfimku m tutéZ patu X. Body
' X vyplni tedy kruZnici % sestrojenou v roviné ¢ nad pra-
mérem AB,, z niz je vylouCen bod A (je-li X = 4,
nevznikne totiz <~ AXB). MnozZina stfedi Y vSech stran
AX je kruznice k', kterd je obrazem k v stejnolehlosti se

sttedem A a konstantou 552 kruznice &’ je ovSem také
tfeba vyloucit bod A (obr. 35). Tézisté¢ Z kazdého troj-
uthelnika ABX lezi na uselce BY, a to tak, Zze BZ =

108



=%BY. Body Z vyplni tedy kruZnici &, kterd leZi

v roviné ¢ || ¢; o déli use¢ku BB, v poméru 2: 1. Stfed
S” kruZnice k' nélezi tseéce BS’ (obr. 36). Polomér

Obr. 36
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2.1 211
=3245=332
=—é—ABl. Z kruZnice k"' je tfeba vyloudit bod, ktery

kruznice %" je —§— AS’ AB, =

je prusecikem useCky 4B s rovinou o.
b) , ¢) Je-li bod U woniti kruhu k, plati podle véty
o vnéj$im uhlu pravouhlého trojuhelnika (UBX) -

< AUB > < AXB = 90°, (1)

tj. <X AUB je tupy (obr. 37). Je-li bod V owné kruhu &,
plati podle véty o pravouhlém trojihelniku (BXV)

J AVB < 90°, )

tj. <C AVB je ostry (obr. 37). Nerovnost (2) plati evi-
dentné i v pfipadé, kdyZ bod W lezi na tecné sestrojené
v bod¢ A4 ke kruznici & (obr. 38).

Ze vztahu (1), (2) vyplyva, Zze hledana mnoZina bodu
je v pripadé¢ b) vnitiek kruhu k£, v pfipadé c) jeho
vnéjsek.

Obr. 37 Obr. 38
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3. Urdite vietky kladné hodnoty parametra a, pre
ktoré ma sustava rovnic
|x —a| +a=Ix| + |y, )
x+2y=2
s neznidmymi x, y prave tri rieSenia. ,
(Ndvod: Zostrojte graf prvej rovnice ststavy (1)
napr. pre a = 1). (7 bodov)

RIESENIE. Graf prvej rovnice sustavy (1) zostrojime
tak, 2e vySetrime grafy funkcii

y=lx—a| +a—|xl, 2

y=—lx—al —a+ x| 3)

a utvorime ich zjednotenie. Pri vySetrovani kazdého

z tychto dvoch grafov rozdelime mnoZinu vSetkych
redlnych Cisel x na tri intervaly:

L. x<0; ILLO0=x=ga; IIlL x=a.

y
\,.
\,.
SN 2
S
"\\ X
-4 -3 2 -1 Y/ 2>3 4
o
A \
"~
-2
Obr. 39
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Funkcia (2) je v tychto intervaloch uréena v uvedenom
poradi vztahmi: I. y = 2a; II. y = 2(a — x); IIL. y = 0.
Funkcia (3) je zasa v uvedenych intervaloch urcena vztah-
mi: .y = —2a; II. y = 2(x — a); IIL. y = 0. Grafické
zndzornenie prvej rovnice sustavy (1) je pre a =1 na
obr. 39. Na obr. 39 je zdroven prerusovanou ciarou
znazornend priamka p, ktord je grafom druhej rovnice
sustavy (1). Obrazok ndm napovedad, Ze v tomto pripade
ma sustava (1) tri rieSenia. Lahko vypocitame, Ze s to

2 2 25 0]
3 b 3 [ > M

Ak rieSime druha rovnicu sastavy (1) so Siestimi rovni-
cami, ktorymi sme vyjadrili v intervaloch I., II., IIL
prva rovnicu (1), dostaneme:
pre interval I.: x = 2(1 — 2a), x = 2(1 + 2a),
_4a—2 _4a+2

3 % 5 °

dvojice realnych cisel [—2; 2], [

pre interval II.: x

pre interval IIL.: x = 2.

Druhy vztah pre I. nedava nikdy rieSenie, pretoZe je
2(1 4 2a) > 0, zatial Co prvy vztah pre I. dava rieSenie
len pre 1 — 2a =0, t. j. pre

a= -;— . 4)
Lo e i 4a — 2
Prvy vztah pre I1. dava rieSenie len pre 0 = 3 <a,
t. j. pre
% =a=x2. (5)
Druhy vztah pre II. ddva rieSenie len pre 0 = 4 ;— 2 =
< a,t. j. pre
a=2. (6)
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Vztah pre III. je rieSenim sustavy len pre
as2. (7N

Zo vztahov (4),(5),(6) a (7) je zrejmé, Ze pre 0 << a < %

ma sustava (1) len jediné riesenie (pozri (7), a to [2; 0].

Pre a = —;— ma sustava (1) dve rieSenia (pozri (4),

(5), (7)), a to [0; 1], [2; 0].

1 — i :
Pre 5 <a< 2 ma sustava (1) tri rieSenia (pozri

(5 (4 (Dyato A1 — 20320 [ 3 (4a — 2552 — )]
[2; 0].

Pre a = 2 ma sustava (1) dve rieSenia (pozri (4), (5),
(6), (7)), a to:[— 65 4], [2; 0].

Konecne pre a > 2 ma sustava (1) taktieZ dve rieSenia
(pozri (4), (6)),a to [2(1 — 2a); 2a],

1 2
[g (a+2); 22— a)].
Tri rieSenia m4 sustava (1) teda prave vtedy, ked plati

1
§<a<2.

4. Je dan thel <t AVC = ¢, kde 0 < ¢ = 90° a dile
druhy uhel velikosti «. Uvnitf useCky AV leZi dalsi bod
B

‘Na poloprimce V' C sestrojte body X, Y tak, aby platilo
X XAY = < XBY = «. (1)
(6 bodr)
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RESENI{. Rozbor. Na obr. 40 je znazornéno predpo-
kladané feSeni tlohy: plati tedy vztah (1) a podle véty
o shodnych obvodovych thlech velikosti « nad tétivou
XY lezi body A, B, X a Y na téZe kruznici k (uvaZzujme

Obr. 40

poradi bodii na kruznici 4, B, Y, X jako na obr. 40).
Proto také plati

X YAB= < YXB = ¢, 2)
X AXB = < AYB =y, 3
XYAYX = < ABX — o . (4)

S pouzitim vztahd (1) aZ (4) dostaneme pro soudet
vnitfnich Ghla ¢tyfahelnika ABYX

(e + ¢ + v + ) = 360°. ®)
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Podle véty o vnéj$im uhlu o trojuhelnika XVB
w=¢+¢&;
odtud dosazenim do (5) dostaneme
a+ 29+ y + e=180°,

29 + v =180° — (2 + €) ; (6)
uhel 2¢ + y je tedy z danych podminek sestrojitelny
a dostaneme jej jako uhel <t AXB’, kde B’ je bod sou-
mérné sdruZzeny s bodem B podle pfimky V'C. Odtud uz
plyne konstrukce.

1. Sestrojime bod B’ soumérné sdruZeny s bodem B
podle pfimky CV.

2. Nad useckou AB’ jako tétivou sestrojime mnoZzinu
viech bodu X, pro néz plati

X AXB =2¢ + v = 180° — (« + ¢);
tuto mnozinu tvofi dva kruhové oblouky m, n (obr. 41).

¢ili

Obr. 41 m
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3. Kazdy z téchto oblouku protne pfimku V'C (nebot
body A4, B’ jsou oddéleny touto pfimkou) v hledaném
bodé X, popi. X, (pokud lezi na polopfimce VC).

4. Prusecik polopfimky V'C s kruZnici opsanou troj-
uhelniku ABX,, popt. ABX, je druhy hledany bod Y7,
popt. Y,.

Zkouska. a) pro feSeni X;, Y, (viz obr. 41). KruZnice
ky,, opsana trojuhelniku ABX,; vzdy protne polopfimku
VC v dalsim bodé Y,; kdyby totiZ bylo X; = Y, duty
uhel < X;4Y, by byl nulovy, avSak « 7= 0 podle pred-
pokladu. Bod Y, lezi na polopfimce V' C proto, ze dvé
pfimky, obsahujici dvé ruzné tétivy této kruZnice, se
protnou bud ve vnéjsim bodé obou tétiv (tj. nas pfipad),
nebo ve vnitfnim bodé tétiv.

Dokazeme, ze tthel <t X;AY, = &£ ma danou velikost
«. Protoze body A4, B, Y,, X, lezi na kruznici k,,, plati

{ BAYI - { BX1Y1 . @: YIXIB, = Q.
Potom pro soulet vnitfnich uhli trojuhelnika X,V A4
plati
180° — (¢ + &) — @+ e+ &+ ¢ = 180°,
¢ili
§=ua;
potom také uhel <t X;BY, = «.

b) Pro feSeni X, Y,, pokud existuje, probéhne zkouska

obdobné, pouze poradi bodl na kruZnici & je A, B, X,, Y.

Diskuse. Konstrukce a feSeni a) je proveditelné vzdy
pravé tehdy, je-li « 4+ & << 180° (viz 2. bod konstrukce).
Reseni typu b) dostaneme jen tehdy, jestlize oblouk 7
protne polopfimku V'C ve vnitinim bodé X,. To nastane
pravé tehdy, je-li
< AXB' > X AVB’,
tj.
180° — (& + &) > 2e¢,
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¢ili 180° > o + 3¢.
Shrnuti.  Plati-li
o + 3¢ < 180°,
m4 tuloha dvé feSeni (pfi uvaZovanych poradich bodu
A, B, X, Y na kruZnici k), plati-li
«+3e=>180° > a + ¢,
ma feSeni jediné. Pro « 4 ¢ = 180° feSeni neexistuje.

3. KATEGORIE C

1. Je dan vypukly pétithelnik, kterému lze vepsat
kruznici.

a) Dokazte vétu: Jestlize vSechny strany maji celo-
Ciselné velikosti a obvod je sudé Cislo, potom také vSechny
useCky na jeho stranich, omezené vrcholy a dotykovymi
body, maji celociselné délky.

b) Je moZno vétu obratit?

(6 bodir)

RESENI. a) Veli-
kosti uselek nastranich
pétitthelnika oznacme
podle obr. 42 pismeny
X, Y, 2, U, v. Jsou-li
a, b, ¢, d, e po radé ve-
likosti stran AB, BC,
CD, DE a EA, dosta-
neme rovnosti

sy & ©

z
x+y=a,

y+z=5b, o
z2+u=c, (1)

u+ov=d,

v+x=c¢e
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Po vypoltu z rovnic (1) dostaneme napf.
2x=a—b+c—d-+e
¢ili
x:a+b+c—|—d+e_b_d. @

Obdobné ziskdme ’
yz—g«—c—e, 3)
z=%—d—a, 4)
u:%—e—b, (5)
vzg—a—c (6)

Protoze velikost obvodu podle pfedpokladu je sudé Eislo,
velikosti stran a, b, ¢, d, e jsou celociselné, plyne z rovnic
(2) az (6), Ze i délky useku x, y, 2, u, v jsou celoCiselné.

b) Obracena véta zni: Jestlize vSechny usecky na stra-
nach vypuklého pétithelnika, omezené vrcholy a dotyko-
vymi body vepsané kruZnice, maji celoCiselné délky,
potom délky stran jsou celoCiselné a obvod je sudé Cislo.

Véta je zfejmé spravnd; prvni tvrzeni o celociselnosti
délek stran plyne bezprostfedné z rovnic (1). Druhé tvrze-
ni dokdZeme sectenim rovnic (1); dostaneme rovnost

2 +y+z2z+ut+v)=a+b+c+d+e

z niZ je zfejmé, Ze velikost obvodu je sudé cislo.

2. V 8 hodin rdno vyjel cyklista z 4 do B (AB =
= 50 km). KdyZ ujel 10 km, pfedjelo ho auto, které
vyjelo z A v 8 hodin 25 minut. Tento automobilista
dojel do B, tam se zdrzel 1 hodinu 15 minut a potom se
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opét vracel do 4. Zpatecni cesta mu trvala o tfetinu krats{
dobu nez cesta do B. Naseho cyklistu potkal 5 kilometrii
pfed B. (Vsechny jizdy byly rovnomérné pohyby.)
V kolik hodin se automobilista vratil do A4?
(5 bodu)

RESENI. Ozname o, a v, po fad& rychlosti v km/h
cyklisty a auta na cesté do B. Ze setkani 10 km za 4 plyne
rovnice

10 10 25

ze setkdni pf*ed B rovnice
25 45
—~+ +—Jr§v2=j5;» (2)
Polozime-li
L B
U >0, ’

dostaneme spojenim (1) a (2) soustavu rovnic o nezna-
mych x, y:

10x — 10y=%,

1
160 5
45x — 3V =3
Soustava (3) mé refeni
_ 1 ,_1
U5 YT

o Cem? se snadno presvédéime zkouskou. Rychlost
cyklisty byla tudiz 15 km/h a rychlost auta na cesté do
B 40 km/h.
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Automobilista byl na cesté celkem
50 5 2 50 10
04 30 3
hodiny, tj. 3 h 20 min, takZe se do 4 vratilv 11 h 45 min,
o ¢emz se presvédcime zkouskou.

Zkouska. Auto se vratilo do 4 v 11 h 45 min, tj.
automobilista byl na cesté¢ 3 h 20 min. Z toho na jizdy
pfipadd 2 h 5 min. ZpateCni cesta do 4 mu trvala

0 é méné neZ z 4 do B; dojel tedy z A do B za (%
125
60
Z toho se snadno vypocte, Ze pfi jizdé z 4 do B byla
rychlost auta 40 km/h, pfi ndvratu 60 km/h. Cyk-
listu predjel na 10. km v (8 h 25 min + gh) = 8h

40 min, tj. cyklista za 40 min wujel 10 km, tj.
jel rychlosti 15 km/h. 5 km pfed B je tudiZz cyklista

min = 1h 15 min.

v(8h + % h) = 11 h. Automobilista je na tomtéz

misté skute¢né také v 8 h 25 min +§1%h + 1h 15 min +
ih— 11 h
60 )

POZNAMKA. Za neznimé by bylo mozno také zvolit
doby ¢, a t,, které potfebuje cyklista a auto k dojeti do B.
Je to vSak asi pro zédky méné obvyklé.

3. Je dana suastava troch rovnic

x+2y+32=a,
3x+ y+2z2=2a—11,
2x +3y+ z=a+1
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s neznimymi x, y, z a parametrom a. Urite vietky
hodnoty parametra a, pre ktoré ma dand ststava rieSenie
tychto vlastnosti: x, vy, 2 su celé Cisla a Ziadne dve z nich
nedavaju pri deleni troma ten isty zvySok.

RIESENIE. Danu ststavu budeme riesit obvyklym
spdsobom: z druhej a tretej rovnice a potom z prvej
a tretej rovnice vylucime 2. Dostaneme

x+ 5y =13,
5x + Ty = 2a + 3. (1)
Z rovnic (1) vypocitame
y=%(3l—a), xz—(}(sa—as). @)

Ak dosadime 2 (2) do tretej rovnice danej sustavy, dosta-
neme

e=g2a—9). 3)

Skiuskou sa presvedCime, Ze Cisla x, y, z dané vztahmi (2)
a (3) st v obore realnych Cisel skutoCne rieSenim danej
sustavy.

Ak hladame riesenie sustavy v obore celych Cisel, musi
byt zrejme a tiez Cislo celé a z prvého vztahu (2) vidime,
Zze musi byt Cislo 31 — a ndsobkom deviatich. Ako je
zname, Cislo a sa da vyjadrit prave v jednom z nasledu-
jacich tvarov

Ok, Ok + 1, 9k + 2, 9% + 3, 9% + 4, 9%k + 5, 9k -+ 6,
Ok + 7, 9% + 8, (4)

kde % je vhodné celé Cislo. Ak dosadime zo (4) do vztahu
(2) pre v, zistime, Ze y je celé jedine v pripade, ked plati
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[Napr. pre ® =1 méd dand ststava rieSenie x = 3,
y=2z=2]

Po dosadeni z (5) do (2) a (3) vypocitame

x=5k—2,y=3—k, 2=2k. (6)

Zo (6) vsak vyplyvay — 2z = 3 — 3k = 3(1 — k),
¢o znamend, Ze Cislo y — 2 je delitelné troma, CiZe Cisla
y a z davaju pre kazdé celé %, a teda aj pre kazdé pripustné
celé a ten isty zvySok pri deleni troma.

Neexistuje teda ziadne a, ktoré by vyhovovalo podmien-
kam ulohy.

4. Je déna useCka AB a jeji vnitfni bod C. Nad pru-
mérem AC je sestrojena kruznice k,, bodem B je vedena
pfimka p kolmd k AB. Budiz & kruznice, kterd protina
kruznici k£, v bodech X, Y a pfimku p v bodech X', Y.

Lezi-li body 4, X, X' v pfimce, lezi také body 4, Y, Y’
v pfimce; dokaZte. (7 bodu)

RESENT (obr. 43). Necht body A4, X, X’ leZi v ptim-
ce. Oznatme Y prisecik primek AY, p. Je-li X = C,
je X' = B a plati

AX.AX = AB. AC (1)
Je-li X =£ C, vznikne A ACX (/\ ABX') a podle Tha-
letovy véty je <¢ AXC pravy. Proto plati

A AXC~ N\ ABX' (uuu)

a odtud
AX _ 4B
AC AX’
¢ili opét plati (1). Z obdobného davodu plati
AY . AY"” = AB. AC. (2)

Porovnanim (1), (2) dostaneme AX . AX' = AY . AY",

122



x~

Obr. 43 P
neboli ﬂ - AY” 3)
AY  AX -

Z (3) vyplyva
AAXY" ~ N AYX' (% 7 i)

§
a odtud
JAY'X = < AX'Y,
neboli
JYYV'X =3 XX'Y. (4)

Protoze oba body X', Y’ leZi vné k, (na pfimce p), a tedy
v téze poloroviné uréené pfimkou XY, plyne z obriceni
véty o obvodovych uhlech, Ze bod Y leZi na k. Je tedy
Y'ekNp,tj. Y' =Y.

Tim je véta dokdzdna, nebot body 4, Y, Y’ leZzi v piimce.
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4. KATEGORIE D

1. Urlete viechny dvojice celych ¢isel x, y, pro které
plati

4x? — 4x — y2 = 20. (1)
RESENI. Rovnici (1) upravime na tvar

(2x — 1)2 —y2 =21, 2

Levou stranu posledni rovnice rozloZime pomoci vzorce
pro rozdil Ctverci. Dostavame

Cx+y—DER2x—y—1)=21.
Cislo 21 lze rozlozit v tyto soudiny celych &sel:
1.21 =3.7 = (—1).(=21) = (—3).(—7).
Sestavime tabulku:

2x +y—1 1|21 -1 =21 3 7 -3\ -7
2x —y —1 21 1 —21 —1 7 . 3 _—_7 -3
x 6| 6 -5 -5 3| 3 -2 | -2
y —10 | 10 _ 10| =10 | —2 | 2 2| -2

Kazd4 z 8 dvojic ¢isel x, y je feSenim ulohy, jak se pre-
svéd¢ime zkouskou.

2. Urdite vSetky Cisla a, pre ktoré koren rovnice
alx —2)+x—5=0 (1)
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s nezndmou x vyhovuje rovnici
x3—Tx2 +T7x +15=0. (2)
RIESENIE. Najprv riesme rovnicu (1). Po tprave

dostaneme
(@a+Dx=2a+5.
Ak a # —1, potom m4 rovnica (1) rieSenie

_2a+45
ako sa presved¢ime skaskou. Pre a = — 1 rovnica rieSenie

nema.

Cislo x dané vzorcom (3) za predpokladu a # —1 mé
vyhovovat tieZ rovnici (2), t.j. ma platit
2a + 5\3 2a + 5\ 2a + 5 B
(a+ 1) “7(74‘1\) T TB=0 @
Tym sme dostali rovnicu pre nezndmu a.

Z rovnice (4) po vynisobeni vyrazom (a + 1) % 0
a uprave dostaneme rovnicu

a®—4a=0,
ktort mozZno pisat v tvare
ala —2)a+2)=0,

z Coho vyplyva, Zze je bud a = 0, alebo a = 2, alebo
a = —2. Skuskou sa presvedCime, Ze danej ilohe vyho-
vuju vsetky tri tieto Cisla, t. j. loha ma tri rieSenia:
a=—2,a=0,a=2.

3. Do lichobeznika ABCD su vpisané kruznice k,, k.,
ktoré sa dotykaj stran a, ¢, d a a, ¢, b (pozri obr. 44). Pre
dizky strdn lichobenika plati: a + ¢ > b + d.

Dokéste vetu: Ak méd vyska lichobeZnika dizku
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-;-(a + ¢ — b — d), potom maju kruznice k,, k, von-

kajsi dotyk.

Obr. 44

RIESENIE. Body a dizky usetiek oznaéme podla
obrazku (Gsecky ohrani¢ené danym a dotykovym bodom
na dotycniciach vedenych z bodu mimo kruZnice ku kruz-
nici majt toti# rovnaké dizky). Potom je KLMN pra-
vouholnik. Dalej plati

a=x+y+z c=b+td—x—y+ 2.
S¢itanim oboch tychto rovnosti dostaneme
at+c=b+d+ 2z,
Cize
z=%(a+c—b—d).

Pravouholnik KLMN je teda Stvorec, vzdialenost S,S,
sa rovnad suctu polomerov kruZnic k,,k, a obe kruZnice
maju vonkajsi dotyk.

4. V roviné je ddna tsecka AM. Urlete geometrické
misto stfedi ramen AC vSech rovnoramennych trojuhel-
niktt ABC se zdkladnou A B, v nichz je useCka AM téZnici.
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RESENI. a) Budi? T t&zisté¢ trojuhelnikis ABC, tj. T
je bod usecky AM, pro ktery plati AT = 2TM. Oznaéme
N stfed ramene AC (obr. 45), pak BN je téZnice troj-
thelnika ABC. PonévadZ trojuhelnik ABC je rovno-
ramenny, je AM = BN, a tedy TM = TN. Bod N lezi
tedy na kruZnici & se stfe-
dem T a polomérem TM. ¢

b) Nyni jesté musime zjis-
tit, zda ke kazdému bodu
kruznice k existuje rovno-
ramenny trojuhelnik poza-
dovanych vlastnosti.

Oznacme M’ stfed usecky
AT (ktery je také bodem
kruznice k). Zvolme libovol-
ny bod N kruZnice k, rizny
od M, M’'. DokaZeme, Ze
existuje rovnoramenny troj-
thelnik ABC se zakladnou
AB a té’nicemi AM, BN.
Na poloprimce opacné k po- Obr. 45
loptimce TN sestrojime bod
B, aby platilo TB == 2TN. Dale sestrojime bod C soumér-
n¢ sdruzeny s bodem B podle bodu M. PonévadZ
N = M, M, lezi bod B mimo pfimku AM, body B, C
jsou oddéleny pfimkou AM, a tudiZ body A, B, C neleZi
v pfimce a jsou vrcholy trojahelnika ABC.

Protoze AM je téZnice trojuhelnika ABC (nebot
BM = CM) a protoze AT = 2TM, je T t&zisté€ troj-
uhelnika ABC. Protoze T je t€zisté trojuhelnika ABC,
lezi jeho téznice z vrcholu B v pfimce BT, a protoZe
BT = 2TN, je N stfedem strany AC. ProtoZe téZnice
AM, BN trojuhelnika ABC maji touZ délku, je trojihel-
nik ABC rovnoramenny se zdkladnou 4B.
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Odpovéd. Hledané geometrické misto bodu je kruZnice
k bez bodua M, M'.

POZN. 1. Kdyby N = M, nebo N = M’, leZely by
sestrojené body A, B, C v pfimce.

POZN. 2. Trojuhelnik ABC je rovnostranny, pravé
kdyz <x MTN = 120°.
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