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I1l. Sout&Zni Glohy I. kola

1. KATEGORIE A

1. Je dino n (n = 4) redlnych Cisel ve vzestupném

uspofadani a,, a,, as, ..., a,. Sestavte takovou jejich
permutaci by, by, b, . . ., b,, aby soucet absolutnich hodnot

Ib1 - bzl + 1b2 - bsl LRI = |bn-1 - bn[‘an - (bll)|

byl maximalni. PopiSte vytvofeni této permutace a na-
piSte vzorec pro maximalni soucet (1).

RESENT. a) Oznadime x,, Xy, X3 ..., X, libovolnou
permutaci danych ¢isel a dile ozna¢ime
s=x—%y| + [Xe— x5 + ... .. + |%p—1— Xa| + [Xn—2x,].
Plati-li pro tfi za sebou nasledujici Cisla, napf. x,, X3, X4,
nerovnosti

Xy < Xg < Xg 5 (2)
je
%o — x| + |x3 — x4 = x5 — x5 + X5 — x5 = X4 — Xy,
tj. plati-li (2), pak stfedni Cislo x, trojice (2) se vibec
neucastni tvofeni soutu s. Toto tvrzeni plati i pro
trojice X,_1, X,y X1 @ Xy, X1, Xo. K stejnému vysledku dospé-
jeme i tehdy, kdyZ misto nerovnosti (2) plati nerovnosti
Ko = Xg = 05
b) Necht pro néktera tfi za sebou nasledujici Cisla,
napr. pro x,, Xs, X3, plati nerovnosti
_ Xy < X3y Xy > Xy . (3)
Pak je
|y — xg|+|x5 — Xa| = x5 — Xy + x5 — x4 = 23— Xy — X,
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tj. stfedni Cislo trojice (3) se v souétu (1) vyskytne se
soulinitelem 2.

Necht pro nékterd tfi za sebou ndsledujici Cisla, napf.

pro x,, x3, X, plati nerovnosti

Xy > X3y Xz < Xg. (4)
Pak je
X — 3| + %3 — %] = X% — X%+ X3 —x3 = x +

+ Xy — 2x3 )

tj. stfedni Cislo trojice (4) se v soultu (1) vyskytne se
soulinitelem —2,
Zavér odstavcu a) a b):

Soucet s vypocteme podle vzorce:

s = kya; + kea, + kyay + ... kpay, . (5)
Koeficienty %,, ky, k3, . . ., k, urime takto: je-li Cislo a;
v cyklicky chdpané permutaci x;, Xy, X3, ..., X, mezi
sousednim mens$im a vét$im Cislem, je k; = 0; je-li Cislo
a; mezi dvéma mensimi Cisly, je k; = 2, je-li mezi dvéma
vétSimi Cisly, je k; = —2.

c) Pfi konstrukci permutace b,, b,, b3, . . ., b, se tedy
budeme snaZit, aby nejvétsi Cisla dané skupiny lezela
mezi mensimi. Pritom je tfeba rozliSit dva prfipady:

I. n = 2» je sudé Cislo. Pak sestrojime permutaci
by, by, by, . . ., by, takto:

Ay Ayiys Aoy QAyigy o oy Ayy Aoy -

Zde je kazdé z cisel a,iq, . . ., @y, mezi dvéma mensimi
Cisly a kterékoli z Cisel ay, ay, . . ., a, mezi dvéma vétSimi
Cisly. Vyménime-li mezi sebou kterdkoli dvé z Cisel
ays Ay, . . .5 a, Nebo kterakoli dvé z Cisel a,.q, @yi0y - - -5 oy
soulet s se nezméni. Naproti tomu pfi vyméné Cisla prvni
skupiny s Cislem druhé skupiny se soucet s zmensi. Je
tedy kyyy=...=kyy =2, Ry=ky=...=k,=—2 a
podle (5)

Smaxzz(avﬂ +ayot+ .ot Ay —a —a— ... — a,,).
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II. n = 2» + 1je liché &islo. Pak sestrojime permutaci
by, by, bsy . . ., b, takto:

A1y Ayios Aoy Apig « o oy Ayy opiys Apig - (6)
V permutaci (6) lezi kazdé z Cisel ay, ay, ..., a, mezi
dvéma vétsimi Cisly, kazdé z Cisel a0y @yigy « - vy Qopiy
mezi dvéma mensimi Cisly a Cislo a,,; mezi men$im a

vétsim Cislem. Je tedy Ak =k, =...=k = —2,
kyry = kg = ... = kyysy = 2, kyyy = 0 a podle ©)
S=2(ay12 + @iz + ... + a5 + Gyn—a1—a,— ... ——a(,%

Jako v pripadé I se dokédze i zde, Ze s dané vzorcem (7) je
maximalni.
JINE RESEN{. Méme n(n = 4) &isel
Q=a=a;=...=a,. (1)

Oznalmesid; = a;,; —a; =0,/ = 1,2,...,n— 1.
Pii 1 = < k = n plati zfejmé rovnost

laj —axl = dj+dja + ...+ dis 2
takze soucet

n
S = Z |b1 - bi+1|> (3)
j=1

kde by, b, . . ., b, je hledand permutace Cisel ay, . . ., a,,
by, = by, mUZeme vyjadfit ve tvaru

n—1
S=Scd, 4

j=1
kde koeficienty ¢; jsou jista cela nezaporna Cisla. Porovna-
nim (2) a (4) v1d1me, ze ¢; je pravé pocet dvojic b, by

Gi=1,2,...,n), b = a, by, = a; takovych, Ze plati
k§j<laneb01§]<k
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Ponévadz kazdé Cislo a; vystupuje v soultu (3) pravé
dvakrat, je vidét, Ze

¢ =2.min[j,n —j]. (5)
Stali nyni jen udat permutaci, ktera realizuje v (4) pravé
koeficienty ¢; = 2. min [j, n —j] — pokud existuje.

Ukazeme, Ze existuje. Vytvofime ji nejsndze tak, Ze
bereme C¢isla a; postupné z obou koncu posloupnosti
(1), tedy v poradi

Q15 Apy Aoy A1 « « « - (6)
V dal$im rozlis$ime dva prfipady podle toho, je-li n sudé
¢i liché.

1. nsudé, n = 2m.

Posledni dva ¢leny posloupnosti(6) budou a,,,@,. Utvor-
me soucet

n-1
S = Z |bj - bj+II (M
J=1

pro permutaci (6); ve vyjadfeni obdobném (4) to bude
S, — dl + 3d2+5d3 +. . +(2m_1)dm+(2m—2)dm+1+
+ ...+ 4dyy + 2dy . (8)
Avgak S - Sl + Iam+1—01]:S "Jr' dl + d2 + “ e + dm,
takZe podle (8) je
S =2d, +4d, + 6d; + ...+ 2m — 2)dy_, + 2md,, +
+ @m— 2y + ...+ 2dy,
tzn.
¢; = 2.min [j,n —j].
II. n liché, n = 2m — 1.
Zde budou posledni dva Cleny v (6): a1 a7 Pro soucet
n—1

S" =73 |b; — by| dostaneme vyjadfeni
=1
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S'=dy+3d,+ ...+ 2m — 3)dy_, + 2m — 2)d,, +
+Cm—4)dpy + ... +4dy s + 2d,, .

Avsak

S=S"+ |ap —ay], tz0. S=8"+ dy + dy + ... +dp;.
S=2d,+4d, + ...+ 2(m— D)dp, + 2(m — 1)d,, +
4+ 2(m — 2)dpt1 + ... + 4dp—y + 2dyy,s

tedy opét ¢; = 2.min [j, n — j].

POZNAMKA 1. Existuji i jiné permutace vedouci
k témuZ maximalnimu souctu S, napf. permutace

@15 Ami1s Bas Gmias - + +5 Bam—1s (Tom) - (6"

POZNAMKA 2. Snadno zjistime, e naopak vzdy ¢; = 2,
takZe minimadlni hodnota souctu S, odpovidajici permu-
taci (ay, @y . . .5 @y), j€ rovna

n—1
S= 2dj=2.la; — a,|.
=1

POZNAMKA 3. Uloha m4i tuto geometrickou inter-
pretaci. Méme dinu pfimku p se zavedenou soustavou
soufadnic a na ni body 4, A, . . ., An, které maji po fadé
soufadnice a,, @y, . . ., ;. Potom soulet s = |x; — x,| +
+ 1% — %3] + ...+ Xy —%a| + xn — x|, kdexy, x,

. Xp j€ permutace Cisel ay, asy ...y ap,s predstavu;e
délku uzavrené cesty po pfimce p z bodu [x,] pfes body
[x2]5 [%5], - - .5 [x,] nazpatek do bodu [x,].

2. Je dina jednotkovd krychle a urcita jeji télesova
uhlopficka ». Zvolime pfimku p tak, aby nebyla rovno-
béZna ani s uhlopfickou u, ani se Zadnou sténou dané
krychle. Kazdym bodem usecky # vedeme rovnobézku x
s pfimkou p a sestrojime stfed X dvojice bodu, v nichz
pfimka x protne povrch krychle.
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a) Dokazte, Ze mnoZina M vSech bodli X je pfi pevné
zvolené primce p bud usecka, nebo lomena ¢éra sloZend
ze tii usecek.

b) Dokazte, ze pfi libovolné volbé pfimky p ma Cira
M délku mensi nez 1 + J/2.

) \ ¢
/I \\\ X
N\ .
P #
II /l \\\
T LT NG
-~ T T
T~k S // p
II |/ it 4
7
P o SR Bl (
..'. ///
(Vs
/l X/ //
’ s
ity /’,
5
12 /P
A \ 8
Obr. 12

RESENI. a) Budi? ABCDA'B'C'D’ dani krychle
(AB = 1), A'C thlopfi¢ka u (obr. 12). VSechny rovno-
bézky x s pfimkou p, které protinaji pfimku 4’C, vyplni
rovinu g; rovina p protne rovinu AB'D’ v pfimce, kterou
ozna¢ime r. Rovina AB'D’ je kolméd k primce A'C (je
totiz jednak A4’ = B'A’ = D'A’ = 1, jednak AC =
= B'C=D'C=1]2) a protne ji v bod¢ S,. Z véty
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o tfech kolmicich vyplyvd, Ze bod S, je pruseikem vysek
rovnostranného trojuhelnika AB’D’; mimo to bod §,
leZi v roviné p a tedy i na pfimce r. Pfimka r protne obvod
trojuhelnika AB'D’ ve dvou ruznych bodech (obr. 13);
z toho vyplyva, Ze rovi-
na ¢ protne pravé dvé ze
stén A'B'BA, A'B'C'D’,
A'D'DA, které se sbihaji
ve vrcholu A’, a protne
ovSem také stény s nimi
rovnobézné. Prusek ro-
viny p s danou krychli
je tedy rovnobéznik; na
obr. 12 je tlusté vyzna-
Cen a je popsan A'PCQ.
Pfimky x | p vedené vse-
mi body usecky u = A'C
lezi v roviné rovnobéZni-
ka A'PCQ a nejsou rovnobézné se Zadnou z jeho stran
ani s jeho thlopti¢kou A'C.

Na obr. 14 je sestrojena mnoZina M v pfipadé, Ze
pfimka x, | p vedend bodem A’ protind stranu PC.

\" Q

Obr. 14
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Vedeme je$té pfimku x, | p bodem C, ktera protne stranu
A'Q, a oznacime pruseciky M;, M, podle obr. 13. Jsou-li
X, X, sttedy dvojic A'M, a CM,, skldda se hledana
mnozina M z téZnic PX;, QX, trojahelnikd A'PM,,
CQOM, (jak snadno dokaZeme stejnolehlosti) a ze stfedni
pficky X;X, rovnobéZnika M;CM,A’. V pripadé, Ze je
? | PQ, splyne hledand mnoZina M s iseckou u (obr. 15).

A / Q

Obr. 15

MnoZina M je narysovéna Cerchované na obr. 14, 15
i na obr. 12.

b) Z trojuhelnikové nerovnosti pro APX,P;, AOX,0,
(obr. 14) plyne

PX, < PP, + P, X,, 0X, < QQ, + 0,X,, a tedy
PX, + XX, + X,Q < PP, + P X; + X, X, +
+ X0, + 0.0 = PP, + P,Q, + 0,0 = PA" + PC,
neboli

PX + X, X, + X,Q < PC + CQ. (1)
Podle trojahelnikové nerovnosti pro AA'PC plyne
A'C < A’'P + PC, neboli

A'C < PC+ CQ. )
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Vztahy (1) a (2) vyjadfuji, Ze délka ¢ary M je v kazdém
pfipad¢é mensi nez soucet délek sousednich stran prisec-
ného rovnobéznika A'PCQ. Jde tedy o to vySetfit prubéh
délky y = A'Q 4 CQ, kdyz bod Q probiha usecku
B'C’ (obr. 12).

Ozna¢me K stied hrany B'C’, KQ = x; pak je 0 =
=x= % Z pravouhlych trojuhelnika A'B'Q, CC'Q
plyne

e R (e

neboli
5 5
y=VZ+x2+x+.l/Z+x2—x, 3)

kde 0 <x < % Mame dokazat, %e je y < 1+ |/2.

Tvrzeni dokdZzeme sporem. Pfipustime, Ze je y =1 +
+)/2'; pak z (3) dostaneme po umocnéni

%+2x2+2V(%+x2)2—xZg3+2V§

a po upravé

l/(%—%—xz)z—ng:}—#]/E—xz. (4)

ProtoZze na pravé strané (4) je kladné cislo, mame po
umocnéni a po upravé

22(1+1Hz 50 +12.

Odtud plyne x2 g% neboli x = % » COZ je nemoZné.
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(Ptipad x :% je vyloucen, nebot by bylo Q = C’,

tj. pll CC")

3. Je dand rovnica a2® + bz + ¢ =0, a % 0 s kom-
plexnymi koeficientami, ktord ma (komplexné) korene
21, 2. Zostavte rovnicu (s redlnymi koeficientami), ktord
maé korene |z|, |2,|.

RIESENIE. Pre korene 2,, 2, danej rovnice plati

b c
2+ 2= — 2 218 = 2° (21 — 2)? =" kde

az’
D = b* — 4ac. Pre zostavenie hladanej rovnice potrebu-
jeme vyrazy [z| + [z, [2] . |23l

Z podmienky 2,2, = ﬁ— vyplyva

c

(D

Ak oznalime z Cislo komplexne zdruZené k Cislu 2,

|21] « 28] = |212] =

potom z podmienky 2, + 2, = — g vyplyva 2, + 2, =

b ,
— —, takze
a

(21 + 2,)(31 + 25) = 2121 + 2122 + 212, + 2,2, =

_ (_ ﬁ). (_ ﬁ)
o a al’
z Coho dostaneme

12

_ _ b
12112 + (2,2 + 2,2, + 212, = l;i > (2)
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pretoZze 2z = |z|% Okrem toho plati

(21 — 22)%(21 — 2,) = (2121 — 2122 — 212 + 2%,)° =
DD |DJ
e
z Coho
2 | 2 - 5 D
|21|2 + [2q|% — (3122 + 3132) = 20 (3)

pretoze |z; — 2|* = (21 — 2)(21 — 2y) = 2181 — 212, —
— 2125 + 2,2, je zrejme nezaporné Cislo. Z podmienok
(1), (2), (3) dostavame

(lz1] + 122)? = |21]2 + [25]% + 2]24] . |22] =
Cc

BN )
2 all’

2
pe —| + 4.
Izl + l2al = —l—l/iubl + 1B + 4lac])
! 2 al ) 2 '

a
Hladana rovnica (s neznimou &) ma teda po uprave
tvar

+

z Coho

la| . £ — l/% (ID[ + 16> + 4lac|) & + || = 0.

RieSenim ulohy vSak moZe byt kazda dalSia rovnica,
ktoru z tejto rovnice dostaneme ekvivalentnou upravou,
alebo tieZ rovnica vyssieho stupiia, ktora dostaneme z tejto
rovnice vyndsobenim mnohoclenom f(&).

4. Je dany konvexny Stvoruholnik ABCD. Na pol-
priamkach AB, AC, AD st zostrojené v uvedenom poradi
body B’, C', D’ tak, ze plati AB'. AB = AC'. AC =
= AD’ . AD = 1. Dokdzte vety:
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a) Stvoruholnik ABCD je tetivovy prave vtedy, ked
body B’, C’, D’ lezia v priamke.
b) Pre kazdy konvexny Stvoruholnik ABCD plati
AC.BD = AB.CD + BC . AD ; (1)

v ktorom pripade nastane rovnost?

Obr. 16

RIESENIE (obr. 16). 1. Z konstrukcie bodov B, C’
vyplyva AB: AC = AC': AB'. Podla vety % u i— 0 po-

dobnosti trojuholnikov je

AABC ~ NAC'B' . 2
Zo vztahu (2) dostaneme B'C’: BC = AB': AC, t. j.
p— 1
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Zamenou pismen dostaneme z tohto vztahu

CD — CD .- 1

4c.4p® BP' =BD.4p 5. (b

Pretoze plati
B'D'<BC + CD’, 4)
dostaneme po dosadeni z (3a), (3b) do (4) a po vynasobeni
su¢inom AB . AC . AD nerovnost (1). Rovnost vo vztahu
(1) nastane prave vtedy, ked nastane rovnost vo vztahu
(4), t. j. ked bod C’ lezi medzi bodmi B" a D’.
II. Ak je Stvoruholnik ABCD tetivovy, je

X ABC + X ADC = 180°. (5)
Zo vztahu (2) vsak vyplyva, ze ¢ AC'B’ = <t ABC,
X AC'D' = < ADC, preto je podla (5) <t AC'B’ +
+ < AC'D" = 180°, ¢ize body B’, C’, D' lezia v priamke
(C’' medzi B' a D'). Z obratenia postupu vyplyva vzhla-
dom na odstavec I, Ze plati veta a). Rovnost vo vztahu
(1) nastane preto prave vtedy, ked $tvoruholnik ABCD je
tetivovy.

2. KATEGORIE B

1. Jestlize pro realna Cisla a, b, ¢ plati
a+ b+ — 3abc =0, (1)
potom bud a + b 4 ¢ = 0, nebo a = b = ¢. Dokazte.

RESENT{. Levou stranu rovnosti (1) vhodn& upravime.
Plati
(@+b-+cP = a®+ b® + & + 3a2 + 3ab® + 3a% +
-+ 3ac?® + 3b%* -+ 3bc® + 6abc ,
a proto
a® 4+ b + & — 3abc = (a + b + ¢)® — 3a% — 3ab® —
— 3a%c — 3ac* — 3b% — 3bc* — abc .
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Avsak

3a2%b -+ 3ab® + 3a%c + 3ac® + 3b% + 3bc® + 9abc =

= 3ab(a + b + ¢) + 3ac(a + b + ¢)+3bcla+b+c¢) =
= 3(a + b + c)ab + ac + &c).

Je tedy

at+ b+ —3abc=(@+b+c)[(@a+ b+ )P —
— 3(ab + ac + bc)] = (2)
1

=5@tbtolla—b6)+(a—cf+ 06— cl.
Je-li spInéna rovnost (1), pak bud
a+b+c=0,

(@—bF+@—cf+(®—c=0,
coZ lze splnit pravé tehdy, kdyZa — b =0,a — ¢ = 0,
b—c=0,tj. kdyz

nebo

a=b=c.

POZNAMKA. Pii rozkladu levé strany rovnosti (1)
na soucin (2) lze postupovat také nasledujicim zptisobem.

Dosadime-li do mnohoclenu a® 4 &% 4 ¢3 — 3abc za
a &islo —(b + ¢), dostaneme nulu. Délenim mnoho¢lenu
a® + b + ¢ — 3abc mnohoClenem a — (—(b + ¢)) =
= (a + b + ¢), pfiCemz oba mnoholleny povaZujeme
za mnohocleny v a, dostaneme

a® + b+ ¢ — 3abc =
=(a+b+c¢) (@®>+ b*+ ¢* — ab — ac — bc).

2. Budiz ABCD Cctyfstén té vlastnosti, Ze kazdé dvé
z hran AD, BD, CD jsou navzijem kolmé. Oznaéme U
téziSté trojuhelnika ABC a T bod usecky DU, pro ktery
plati DT = 3. TU. Dale ozna¢me S stfed kulové plochy,
kterd prochazi body A4, B, C, D. Vyjadfete polomér této
kulové plochy jako funkci vzdalenosti ST.
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A

RESENI{. Ctyfstén ABCD, znizornény na obr. 17,
m4 uvedené vlastnosti (<t ADB = <t BDC = <X CDA=
= 90°) a rovnéz téziSté U trojuhelnika ABC a bod T
jsou sestrojeny podle textu ulohy, tj.

DT =3.TU. (1)
Nyni sestrojime stfed S kulové plochy % o poloméru r,
kterd prochazi body 4, B, C, D. Kulova plocha » protina
rovinu ABD v kruZnici k, opsané pravouhlému trojtahel-
niku ADB; jeji stied O je stfedem prepony AB. Bod S
lezi na kolmici o v bodé O k roviné ABD. Protoze
CD | DB, CD | DA, je také CD | ABD, takze plati
CD | o )

a body C, D, O, S lezi v téze roviné.
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Rovina CDS protina rovinu ABC v primce CO, kde
useCka CO je zfejmé téZnici trojuhelnika ABC. Pfimka
SD protina tedy téznici CO. Konstruujeme-li obdobnym
zpusobem piimku m | ADC, kterd prochdzi rovnéz
bodem S, zjistime, Ze pfimka SD protina i druhou téZnici
BM trojuhelnika ABC; prochdzi tedy jeho tézistém U.

Body D, T,-U, S lezi proto v pfimce. VSechny tyto
body leZi v poloprostoru (ABD)C, nebot bod S lezi
v roviné soumérnosti usecky CD rovnobézné s ABD.
Vzdalenost bodu S od roviny ABD je tedy

1
SOZVZvCD.

Oznacime-li U’ patu kolmice spusténé z bodu U na
rovinu ABD, dostdvame z podobnosti trojuhelnikia OU'U

a ODC, ze

vy _Uo_ 1

cCD OC 3°
Je tedy UU’ = % CD < % CD = SO, takie body
D, T, U, S lezi v pfimce v tomto poradku.

Vzhledem ke vztahu (2) jsou trojuhelniky OSU a CDU
podobné podle véty uu, takze plati

Us Uo 1

UD - UC 2°
Odtud dostavame
Us — ;— UD . 3)

Situace na pfimce bodd D, T, U, S je zndzornéna na
obr. 18. Vzhledem k (1) a (3) tedy plati
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D T u S

O

37U T fup-21U
Obr. 18
1 1
ST=5DS=5r
&ili
r=2.8T,

kde r je polomér kulové plochy ». Tim je uloha vyfeSena.

3. Je dany Stvorec ABCD so stranou 2a. Vo vnutri
jeho stran AB, BC, CD a DA zvolte v uvedenom poradi
body K, L, M a N tak, aby sa plo$ny obsah $tvoruholnika
KLMN rovnal &islu 2a®> a aby existovala kruZnica k
opisand Stvoruholniku KLMN. Vysetrite geometrické
miesto stredu S opisanej kruZnice k.

RIESENIE. Nech KLMN je $tvoruholnik vpisany
Stvorcu ABCD uvedenym spdsobom tak, ze KM | AD.
Potom je zrejme plo$ny obsah trojuholnika KMN, resp.
KML rovny polovici plosného obsahu obdi?nika KMDA,
resp. KMCB. Pretoze plo$ny obsah Stvorca ABCD sa
rovnd 4a?, je plosny obsah S§tvoruholnika KLMN rovny
2a2.

Nech teraz KLMN je taky $tvoruholnik vpisany $tvorcu
ABCD uvedenym spdsobom, ze KM . ADa LN Y. AB
(obr. 19). UkaZeme, Ze plo$ny obsah tohto §tvoruholnika je
rozny od 22, Nech M’ je bod z vnutra strany CD, pre
ktory KM’ | AD. Podla vy$sie dokdzaného ma 3tvor-
uholnik KLM’'N plo$ny obsah rovny Cislu 2a2. Z druhej
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Obr. 19

strany vSak trojuholniky LNM a LNM’' maja spolo¢nu
stranu, ale ich vy$ky na tdto stranu maju rozne dizky
(pretoze LNY.DC), maja teda nerovnaké plosné obsahy.
Preto st aj plosné obsahy Stvoruholnikov KLMN a
KLM'N rozne, ¢im je dokaz prevedeny. Pre hladany
$tvoruholnik musi teda platit bud KM | AD, alebo
LN | AB. Z toho vyplyva, Ze stred S kruZnice opisanej
hladanému S$tvoruholniku KLMN lezi bud na priamke
p | AB prechadzajtcej stredom T Stvorca ABCD, alebo
na priamke ¢ | AD prechiadzajucej bodom T.

Nech k.= (S, r) je kruZnica opisanad niektorému z da-
nych §tvoruholnikov KLMN (obr. 20). Nech napr. S lezi
na priamke p, SB << SA. Pretoze kruZnica k pretina
useCky AD, BC, resp. saich dotyka, je nutne a + TS <

<r < SB=|a*+ (a — TS z &ho po uprave do-
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Obr. 20

a > v .
staneme TS < 4 Hladand mnoZina stredov S sa

sklad4 z dvoch otvorenych useciek leziacich na priamkach
p a g tak, Zze stred T Stvorca ABCD je stredom kazdej
a

5 -

K do6kazu tohto tvrdenia stali ukazat, Ze ku kazdému
bodu popisanej mnoZiny skutocne moZno ndjst Stvor-
uholnik KLMN a kruZnicu k = (S, r) so stredom vo
zvolenom bode tak, aby boli splnené podmienky ulohy.

Nech je teda S bod popisanej mnoZiny. Bez ujmy na
vSeobecnosti mozeme predpokladat, Ze S leZi na priamke
p> SA > SB. Potom je vsak tiez a + TS < SB a exis-
tuje redlne Cislo r tak, Ze a + TS < r << SB. KruZnica
k= (S,r) pretina zrejme vSetky Styri strany Stvorca

z nich a obe maju dizku
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ABCD vo vnutornych bodoch a z priesenikov so stra-
nami 4B, CD mozno zvolit pozadované body K, M
tak, aby KM | BC. Za body L a N moZno potom vziat
Tubovolny z priese¢nikov kruznice % so stranami BC a
AD. Takto zostrojeny Stvoruholnik md poZadované
vlastnosti, ¢im je dokaz Gplne prevedeny a uloha vyrie-
Sena.

4. Je dan lichy pocet 2n + 1(n = 2) redlnych Cdisel
Qqy Agy - - +5 Aopyq tak, Zeplati a; < a, < ay < .. .<aypyq-

Oznaéme x,, Xy, X3, . . ., Xy +; libovolné jejich uspotradani
a oznacme

s = |x; — Xy| + |xg— x5 + ... + [xz—xznﬂl +
+ [Xon+1 — %4l .

Dokazte, ze kazdy z téchto souctu s je mensi nebo roven
souCtu utvofenému z usporadani

Q15 Ap+os Aoy Aptgs - - 5 Apy Aop+1s Ap+1 - (2)
Najdéte vzorec pro tento maximalni soucet s.

RESENT. Soucet s ziskany z uspofadani (2) je
$1 = |ay — ap+q| + |an'+2 — ay| + @y — ap+gl + ... +
+ lan — asn+1l + l@n+1 — @ueal + lapy — @ =
= —(ay — @n+y) + (@n+a — @3) — (@2 — Aptg) + ... —
— (an — @) + (Gen+1 — an+1) + (@n+1 — @)
:2[(an+2+an+3+ +a2n+1) — (@4 a4+ ...+
+ a,)] » 3)

coZ je hledany vzorec.

Uloha m4 nasledujici geometrickou interpretaci. Mé&j-
me danu pfimku p se zavedenou soustavou souradnic a na
ni body A;, Ay, . . ., Asy+1, které maji po fadé soutadnice
Qqy gy .« . .5 dop+1. Potom souclet s predstavuje délku uza-
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A, A;\\AG%A,,/A,,‘,/A',,.? Arsy e Aoy oy

T

Obr. 21

viené cesty po pfimce p z bodu [x,] pfes body [x.],
[%3]5 . - -5 [*9n+1] nazpatek do bodu [x,[. Obr. 21 naznacuje
geometricky vyznam souctu (3).
Soucet s lze zfejmé vypocitat pomoci velikosti usecek
A;Ay, kde 1 =1 < k = n. Oznalme si
=aj+y—a;>0,j=12,..,n—1.
Pro 1 =j < k = » plati zfejm¢ rovnost

[aj—akl=dj—}—dj+1—|—...+dk_1, (4)
takze soucet s lze vyjadfit ve tvaru
s=cd; + cds + ...+ Cpadn—1 (5)

kde koeficienty ¢ j =1,2,...,n — 1 jsou jista celd
nezdporni Cisla. Cislo ¢; udava ,kolikrdt se pfi vyse
popsané cesté proSlo po useCce 4;A4;+, j=1,2,...,
n — 1% a proto je ¢; rovno poctu dvojic (x;, x;+,), kde
1=1,2,3,...,0 Xy4+1 = X15 X; = Qs Xi+1 = d;5 tako-
vych, Ze plati 2 =j <[ anebo / =j < k. Ponévadz
kazdé Cislo a; vystupuje v souctu (1) pravé dvakrat, je
vidét
s = 2.min [j:n _]]3 (6)
kde min [j, » — j] je minimum z Cisel j a n — J.
Nyni vypocteme soucet (3) pomoci Cisel dj;. Plati
s1=2.[(an+s — a) + (an+s —a) + ...+
+ (@on — @n—1) + (2n+1 —an)]l =
=2[d+dy+ds+ ... +dpy+ dy +dp+y +
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+dn—1+ dn+ dn+1 + dn+2 + ...+ d2n—1+

+dn+dn+1+dn+2 + ... +d2n—1+d2n] =
=2d, + 4dy + 6dy + ... + 2(n — Ddu—y + 2nd, +
+ 2nd,,+1 + 2(7’1 — l)dn+2 4+ ...+ 4d2n -1 + 2d2n .

Vsechny koeficienty ¢; v souctu (7) jsou podle (6) nej-
vét$i mozné, a proto soucet s, utvoreny z uspofadani (2)
je skute¢né maximdlnim souctem s.

POZNAMKA. Refeni této tlohy tvofi &ist fedeni
dlohy ¢. 1 z 1. kola kat. 4.

3. KATEGORIE C

1. Sachovy krouzek sehral klasifika¢ni turnaj. (Hrélo
se systémem ,,kazdy s kazdym‘). Z hraca, ktefi vyhrali
alesponl jednu partii, vyhral jeden vSechny partie aZ na
jednu, jeden vsechny kromé dvou, jeden vSechny kromé
tfi, atd., aZ kone¢né posledni z nich vSechny kromé deseti.
Nerozhodnych partii bylo celkem 20. Oznaéme x pocet
hraca.

a) Vypocltéte x.

X _2— 1 bodu,

b) Dokazte, Ze hrac, ktery ziskal pravé
nebyl ani na prvnim, ani na poslednim misté.

Poznamka. Na Sachovych turnajich se hodnoti vysledky
takto: za vitézstvi v partii dostane hrac jeden bod, za
nerozhodny vysledek pul bodu a za prohru nedostane
Zadny bod.
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RESENI{. a) Hrilo se systémem ,kazdy s kazdym*,
a proto kazdy hral sehral x — 1 partii. Z hraca, ktefi
vyhrali alespofi jednu partii, vyhral jeden hra¢ celkem
x — 2 partii, dal$i hra¢ x — 3 partii, dal$i x — 4 partie
atd., aZ kone¢né posledni z nich x — 11 partii. Partii,
které neskonlily nerozhodné, tedy bylo (x — 2) +
+x—=3)+@x—4+...+(x—11) = 10x — 65.
Nerozhodnych partii bylo 20, takZe hraci celkem sehrali

(10x — 65) 4 20 = 10x — 45

partii. Vzhledem k tomu, Ze se pouZilo systému ,,kazdy
s kazdym*, byl celkovy pocet partii

1

> x(x — 1),
takZe pro x dostdvame rovnici

10x—45=% x(x—1).

Resenim této rovnice dostdvdme kofeny x, = 15a x, = 6.
Kofen x, = 6 zfejmé nevyhovuje, nebot podle textu
ulohy bylo hraca aspon 10.

Zkouskou se snadno presvédcime, Ze kofen x, = 15 je
feSenim ulohy. Turnaje se tedy zucastnilo 15 hraca.

b) Je-li hraca x, pak pfi systému ,,kazdy s kazdym* se
sehraje > x(x — 1) utkdni. Pfi Sachovych turnajich je
souCet vSech udélenych bodd roven poctu utkdni, tj.

v naSem pfipadé bylo rozdéleno 1— x(x — 1) bodu Na
bodu

Neziskaji-li vSichni hraéi stejny podet bodu, coz je
zejména pii vétSim pocCtu hracu mélo pravdépodobné
a také v nadi uloze zfejmé tento pfipad nenastal, musi

jednoho hrace tedy pramérné prlpada i
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néktefi hraci (asponi jeden) dosdhnout nadprimérného
a jini zase (aspon jeden) podprumérného poctu bodu.

5 body tedy neni ani na prvnim, ani na

Hrad s
poslednim misté.
Jiné feSeni cCasti b)
Za vyhrané partie ziskali jednotlivi hraci
13, 12,11, 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 0, 0, 0, 0, O

bodu. Hraé se EZTJ — 7 body nemuZe byt zfejmé

prvni. K tomu, aby byl posledni, je nutné (ale nestaci),
aby poslednich 5 hraca sehrélo vSechny partie nerozhodné,
¢imZ by méli po7bodech. Toto vSak predstavuje 35 bodu,
coZ je spor s textem ulohy, podle néhoZ bylo nerozhodnych
partii 20 a bylo mozno tedy
za né ziskat celkem 20 bodu.

2. Sestrojte konvexni rov-
nostranny (nikoliv nutné pra-
videlny) pétiahelnik ABCDE,
v némz jsou dany délky uhlo-
pficek AC, AD, plati-li

4 BAE = 2. - CAD . (1)

RESENT. Rozbor (obr.22).
Necht ABCDE je takovy
konvexni pétiuhelnik. Pak je
uhel BAE mensi nez 180°
a vzhledem ke vztahu (1)
je thel

< CAD =
= < BAC + <t DAE (2)
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ostry. Ozname <t BAC = o, <c DAE = . Sestrojime-li
k bodu B bod O soumérné sdruzeny podle pfimky AC,
plati
X BAC = £ CAO = a; AB = AO.
Pak vzhledem k (1) a (2) je
X OAD = - DAE = p.

Protoze je AB = AE = AO a o+ = < CAD, je
bod O soumérné sdruzeny s bodem E podle pfimky AD.
(Bod O neni na obr. oznacen.)

Protoze AB — BC = a, je vzhledem k soumérnosti
podle pfimky AC také CO = BC = AB. Obdobné

dokazeme, z2e DO = DE = AE. Proto trojuhelnik OCD
je rovnostranny a plati

< COD = 60° .
Trojahelniku ACD je moZno opsat kruznici o stfedu

O a poloméru O4 = OC = OD; podle véty o obvodo-
vém a stfedovém uhlu je tedy

@:CAD:%{COD:30°.

Protoze bod O je vnitinim bodem trojuhelnika ACD,
je tento trojuhelnik nutné ostrouhly.

Z predchozich vztaht vyplyva zcela jednoducha
konstrukce. Podle véty sus sestrojime trojuhelnik ACD
(AC, AD a <x CAD = 30°), najdeme stfed O kruZnice
jemu opsané. Je-li trojuhelnik ACD ostrouhly, je bod O
jeho vnitfnim bodem. Sestrojime pak k bodu O bod B
soumérné sdruzeny podle pifimky AC a bod E soumérné
sdruzeny podle primky AD.

Zkouska toho, Ze za uvedenych podminek sestrojeny
pénuhelmk je feSenim ulohy, je jednoduchd. Snadno
zjistime, Ze vSechny jeho vnitfni whly jsou konvexni, tj.
kazdy ma velikost mensi nez 180°. Useéek AC, AD dané
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velikosti jsme pouzili pfi konstrukci a z pouZzitych sou-
mérnosti vyplyva, ze <t BAE = 2. <c CAD.

Diskuse. Za predpokladu, Ze trojihelnik CAD je
ostrouhly, dostaneme podle konstrukce zfejmé jediné
feSeni. Nyni uréime nutné a postacujici podminky proto,
aby trojuhelnik ACD, dany stranami AC, AD a thlem
<L CAD = 30°, byl ostrouhly. Na obr. 23a je znidzornén
tento trojuhelnik s pravym tuhlem pfi vrcholu D. Pak
plati

j% = cos 30° cili AD = 1/2;3 . AC.

A A

A A

p c

Obr. 23a Obr. 23b
Je zfejmé, Ze trojuhelnik ACD muZe byt ostrouhly jen pro
AD > V—Zg LAC. 3)
Pripustime-li, Ze thel ACD trojuhelnika ACD by byl
‘pravy (obr. 23b), dostaneme ze vztahu 4c cos 30°

AD
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dal$i podminku pro to, aby trojuhelnik ACD byl ostro-
uhly, je

AD < 2V3 4)
Spojenim vztaha (3) a (4) dostaneme
%Vé‘. AC < AD < %V?. AC,
coz je zfejmé podminka nejen nutnd, ale i postacujici
pro to, aby trojuhelnik ACD byl ostrouhly a tloha méla
reSeni. Toto feSeni je pak jediné.

3. Sustava dvoch rovnic s dvoma neznimymi x, y
ax—D+2y=1, ¢
bx—1)+cv=3

je neriesitelna, zatial Co ststava

a(x — 1) + 2y =1, (2)
bx— 1 +cy=3
ma rieSenie x = % , Y= % . Vypocitajte koeficienty

a, b, c.

RIESENIE. PretoZe ststava (1) je nerieSitelnd, je lava
strana druhej rovnice tejto ststavy k-ndsobkom lavej
strany prvej rovnice, ale Cislo 3 nie je k-nasobkom c¢isla 1,
Cize k # 3. Plati teda

b=rFka, ¢c=2k, k#3. 3)
Ak do (2) dosadime x = »Z—, y= %, dostaneme
1 5
—qa+3=1,
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1
4
z Coho vyjde po uprave
' a=1, (4)
2b 4+ 5¢ = 24.

Ak do druhej rovnice ststavy (4) dosadime zo vztahov
(3), pricom pouZzijeme vysledok a = 1, dostaneme

2k + 10k = 24,

5
b—l——8—023,

z ¢oho vyplyva
k=2

az (3) vyplyva b =2, ¢ = 4.

4. V rovine je dany rovnoramenny trojuholnik PQR
s pravym uhlom pri vrchole Q a bod A. ktory je priese¢-
nikom osi uhla QPR a strany QR. Dalej je dané kladné
&islo ¢. Urtite geometrické miesto vrcholu D obdi#nika
ABCD, ktorého obsah je ¢ a ktorého vrchol B lezi na
obvode trojuholnika PQR. Narysujte obrazok pre
c=240.

RIESENIE. Obvod daného trojuholnika sa sklada
z troch tseciek. Hladané geometrické miesto sa teda
sklada z geometrickych miest obdobnej lohy pre tsecku
PQ, tseCku PR a tseCku QR obsahujicu bod 4. Najprv
vysetrime dve pomocné ulohy:

I. V rovine je dand useCka EF a bod A, ktory nelezi
na priamke EF = p. Vysetrite geometrické miesto
vrcholu D obdlZnika ABCD, ktorého obsah je dané Cislo
¢ > 0 a ktorého vrchol B prebicha usecku EF.

II. V rovine je dand GseCka EF a bod A4 vo vnutri
tejto useCky. VySetrite geometrické miesto vrcholu D
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obdiznika ABCD, ktorého obsah je dané ¢&islo ¢ > 0
a ktorého vrchol B prebieha useCku EF.

Pri rieSeni ulohy I vyideme z vysledku pripravne;
ulohy ¢&. 2 kategérie C (obr. 8), kde bod B prebieha celu
danu priamku p. Najprv vysetrime (obr. 24a) ta Cast
geometrického miesta, ktora prislucha kladnej orientécii
oznalenia vrcholov obdiznika ABCD. Podla vysledku
uvedenej ulohy je to kruZnica k s priemerom AM =

c
 AH’
priamky a H je pata kolmice vedenej bodom A ku priamke p.

Krajnej polohe vrcholu B v bode E odpovedd na kruz-
nici bod E’. Ak sa bod B pohybuje po priamke p az do
bodu F, otica sa polpriamka AE’ az do polohy AF’,
kde F’ lezi na kruZnici k. Cast hladaného geometrického

kde AM a EF su sthlasne rovnobezné pol-
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miesta vrcholu D obdi¥nika s kladnou orientdciou
oznaCenia vrcholov tvori ten obluk E'F’ kruZnice #,
ktory neobsahuje bod A (na obr. 24a je hrubo vytiahnuty).

Vrcholy D obdi#nikov 4 B C D so zapornou orienticiou

oznalenia vrcholov vytvoria obluk E”F’ na kruZnici %,
ktory je simerne zdruZeny s oblukom E'F’ podla stredu
A (na obr. 24a je vytiahnuty ¢iarkovane).

Hladané geometrické miesto tvoria oba obliky E'F’
a E'F".

Teraz vyrieSime tlohu II. Bodom A vedieme priamku
n | EF (obr. 24b). Je zrejmé, Ze body hladaného geo-

Obr. 24b
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metrického miesta budi lezat na tejto priamke. Pre dané
¢ > 0 Iahko vypocitame ku kazdej zvolenej polohe bodu
B vzdialenost bodov A a D na priamke »n. Plati

e
AD = 4B

UvaZujme najskor o pripade, ked orientdcia oznaCenia
vrcholov obdiznika je kladnd. Bodu B = E zodpoveda
zaliatok E’ polpriamky (na obr. 24b hrubo vytiahnutej)
opacnej k polpriamke E’A4. Ak sa teraz bod B pohybuje
smerom k bodu A4, zmenS$uje sa rozmer AB obdlznika
a pri zachovani konstantného plosného obsahu ¢ sa druhy
rozmer AD zvacsuje. Bod D prebieha preto potom uve-
dent hrubo vytiahnuta polpriamku. Ak prebieha vrchol
B obdi#nika s kladnou orienticiou oznacenia vrcholov
usecku AF, prebieha prisluSny vrchol D polpriamku so
zaliatkom v F’ opacnu k polpriamke F'A.

Pri zdpornej orientécii oznalenia vrcholov obdiZnika
ABCD 1lezi bod D prisluchajuci bodu B usecky EF
na polpriamkach so zaliatkami F'' a E'’, ktoré sa v uve-
denom poradi opatné k polpriamkam F’A4 a E”A4 (na
obr. 24b su tieto polpriamky vytiahnuté hrubo Ciarko-
vane a pre nazornost st malicko posunuté z priamky #).
Hladané geometrické miesto tvori zjednotenie vSetkych
Styroch uvedenych polpriamok. K Iubovolnému bodu
tychto polpriamok, napr. k bodu D*, moZno zostrojit
obdlznik 4B*C*D*, ktory vyhovuje podmienkam tlohy.

Pristupme teraz k riefeniu danej #lohy. Na obr. 25 je
zostrojeny rovnoramenny trojuholnik POR s pravym
uhlom pri vrchole Q tak, ze PQ = QR = 2. Ak je bod
A priese¢nikom osi uhla QPR s tseckou QR a bod H
pitou kolmice vedenej bodom A ku strane PR, lezi H vo
vnutri prepony PR a plati

AH = AQ, HP = PQ =2. (1)
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Obr. 25
Na tsecky PR, PQ a QR aplikujeme vysledky pomoc-
nych uloh I a II. Prva cCast rieSenia (obr. 25) tvori obluk
R'P’ na kruZnici k,, oblik P’Q’ na kruZnici %, a polpriam-
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ky opané k polpriamkam R'A4 a Q’A, ktoré prisluchaju
polohdm bodu D pri kladnej orientécii oznacenia vrcholov
obdl?nika ABCD. Druht &ast geometrického miesta
tvori ttvar, ktory je s popisanou prvou castou sumerny
podla stredu A. Vzhladom na vztah (1) sG kruZnice
k15 Ry ks a kg zhodné. Pri inej volbe rozmerov trojuholnika
dostaneme obraz vysledného geometrického miesta ako
homoteticky podIa stredu A4 s vyssie popisanym rieSenim,
pretoze cely utvar je urceny napr. polohou bodu P”
na pevnej polpriamke vychddzajtcej z bodu 4.

4. KATEGORIE D

1. Urdete nejmensi pfirozené trojciferné Cislo 7, jehoZ
ciferny soucet je roven trojnasobku ciferného souctu ¢isla
n + 69.

RESENI. Kdy? pti slitdni dvou pfirozenych &isel
podle algoritmu je soucet dvou pod sebou stojicich cifer
véts$i nebo rovny deseti, nazveme tento krok prechodem.
Ciferny soudet Cisla 69 je 15, ciferny soucet Cisla n
oznacime s. Pfi s¢itdni #» + 69 muZe byt pocet prechodl
0, 1, 2, 3, jak ukazuji nasledujici numerické priklady:

| I L]
320 322 352 952

| 1] ||
69 69 69 69
| | J! |l
| N

389 391 421 1021

| | 1]
1 pfechod 2 prechody 3 pfechody:

Je-li s¢itdni n + 69 bez prechodu, je ciferny soucet Cisla
n + 69 roven s + 15, je-li s jednim prechodem, zméni se
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tento ciferny souet o (—10 4 1) = —9 a je tedy s + 6.
Vsecky mozné pripady udava prehledna tabulka:

Pocet prechodu } 0 i 1 ‘ 2 3

Ciferny soulet ¢&isla

n + 69 s+ 15

s+ 6 ‘ s—3 s — 12

Podle textu tlohy plati nékterd z rovnic

3(s 4+ 15) =5, 3(s +6)=s,
3s—3)=s, 3 —12)=s,
neboli
25 4+ 45 =0, 25 + 18 = 0,
25— 9 =0, 25 — 36 = 0. (1)

Prvni dvé-rovnice (1) maji feSeni zaporné, tfeti nema
fesSeni celoCiselné. Prichdzi v ivahu jediné situace s tfemi
prechody. Pak ovSem musi byt prvni cifra ¢isla # rovna 9,
druha cifra musi byt nejméné 3, aby vznikl pfechod. Tteti
cifra je pak 18 — 9 — 3 = 6 a hledané Cislo n je n == 936.
Skutecné plati

936... ciferny soucet 18
_% .
1005 . .. ciferny soucet 6

Cislo 936 je nejmensi islo #4dané vlastnosti.

2. Je din rovnobézinik ABCD. Uvniti stran AB, BC,
CD, DA zvolme po fadé body K, L, M, N tak, aby
KL | MN. Uvnitf tychz stran zvolme dalsi body K’, L',
M’, N' tak, aby K'L' | M'N’ | KL a aby vzdalenost
rovnobézek K'L’, M'N’ byla taz jako vzdalenost rovno-
bézek KL, MN. Dokazte, ze Sestithelniky AKLCMN
a AK'L'CM’N’ maji tyZz obvod.
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Obr. 26

RESENT (obr. 26). Ptedpokladejme, %e bod K’ lex
uvnitf GseCky AK (kdyby tomu tak nebylo, zamé&énime
oznaCeni bodu K, L, M, Na K',L',M',N"). Pak bod M’
lezi uvnitf use¢Cky DM a KK’ = MM'. Vedme body K,
M’ rovnobézky se stranou BC a ozname po fadé X, Y
jejich priseCiky s pfimkami K'L’, MN. Ziejmé& plati
AK'KX & AMM'Y. Oznatme KK = MM’ =r,
KX=MY =5, KX = MY = . Potom (také vzhle-
dem k vlastnostem stran pomocné vzniklych rovnobé&z-
nikd) dostdvame:

AK' = AK —r,
K'L' =KL +t,

L'C =LC—s,
CM =CM +r,
M'N'= MN — ¢,

N'A = NA + s
seCtenim téchto rovnosti dostaneme vztah
AK'+ K'L' + L'C + CM' + M'N’ + N'A = AK +
+ KL + LC + CM + MN + NA,
coZ znamend, Ze obvody obou Sestitihelniki jsou si rovny.
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3. Aksua, b, ¢ nezdporné Cisla také, Zea + b + ¢ = 1,
potom plati:

a) ab—}—ac+bc<l,

b) ab + ac + bc — abc <—%.

Dokézte.

RIESENIE. a) Umocnenim trojélena a + & 4 ¢ na
druha dostaneme: (a + b + ¢)* = a® + b% + ¢ +
-+ 2ab + 2ac + 2bc =1
Cize
a*+ b+ c2=1—2(ab+ ac+ bc) >0, (1)
pretoZe zo vztahu a + b + ¢ = 1 vyplyva, Ze Cisla a, b, ¢
nemdéZu byt sucasne vsetky tri rovné nule.
Zo vztahu (1) uz dostdvame
ab + ac + bec < %,
¢o sme mali dokazat.

POZNAMKA. Za danej podmienky a + b + ¢ =1
pre nezaporné Cisla a, b, ¢ mozno odhad velkosti trojclena
ab + ac + bc eSte zlepSit. Dikaz prevedieme takto:
Oznacenie Cisel pismenami a, b, ¢ zvolime tak, aby platilo
a = b = ¢. Umocnenim nezipornych dvojclenov a — b,
b — ¢, a — ¢ na druhd dostaneme

a? + b% = 2ab, b®+4 c2=2bc, a®+ 2= 2ac.

S¢&itanim lavych i pravych stran tychto nerovnosti dosté-
vame
a? 4+ b%2+ c2=ab + bec + ac. (2)

AKk do vztahu (2) dosadime zo vztahu (1) za a® 4 b* 4 ¢3,
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mame
1 — 2(ab + ac + bc) = ab + ac + be
Cize
1
3
b) Umocnenim troj¢lena a + b + ¢ na tretiu dosté-
vame

(@a+b+cP =a®+ b+ ¢+ 3abla + b) + 3 acla +
~+ ¢) + 3bc(b + ¢) + 6abc = a® + b® + ¢ + 3abla +
+b+¢) + 3acta+b+c) + 3bcla+b+c) —
— 3abc=1.

Pretoze a + b+ c =1, je
a® + b+ ¢ =1 — 3(ab + ac + bc) + 3abc > 0,

z ¢oho priamo vyplyva
ab + ac + bc — abc <

ab + ac + bec =

1
? b)
Co sme mali dokazat.

4. Je dén pravouhelnik ABCD, M je stied strany 4AB.
Uvniti asecek BC, AD sestrojte body E, F tak, aby péti-
thelniku MECDF bylo moZno opsat kruZnici. Vyjadrete
polomér této kruZnice i obsah pétithelnika pomoci délek
stran pravouhelnika ABCD. Urcete podminku feitelnosti
ulohy.

RESENTI. Situaci ukazuje obr. 27. KruZnice % opsani
pétinhelniku MECDF je opsina rovnoramennému troj-
uhelniku MCD. Jeji stfed S je prusecik osy usecky CD
a osy useCky MC. Oznaéme N stied strany CD, r polomér
kruZnice k, a = AB, b = BC délky stran pravouhelnika
ABCD. Pak je

1

SC=SM=r,SN=b—r,CN=—2~a,

93



tj. podle Pythagorovy véty plati
2
(b—r)2+az=r2. (1)

Z (1) dostaneme po upravé

_4b* + a?
Ze vzorce (2) vyjde vidy r > 0. Dale je r << b pravé kdyz
je 4b* + a® < 8b?%, neboli 4b* > a2, 2b > a, neboli

b>%. 3)

Nerovnost (3) je podminka reSitelnosti, jak plyne obrace-
nim postupu.
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Vypocet obsahu pétithelnika MECDF:
Protoze je /\ CES rovnoramenny, je

CE=DF =2SN=2b—1r). (4)

Dile je podle (4)
BE=BC—CE=b—2b—1r)=2r—5b. (5
Pétiahelnik MECDF vznikne sjednocenim pravothelnika

ECDF a rovnoramenného trojuhelnika MEF. Jeho obsah
P je tedy podle (4), (5)

P=a.2b—n+tyalr—b=206-2). (©
Dosadime-li za r ze vzorce (2) do (6), dostaneme po
upravé

3
P=ab— g—b , co% je vysledna formule.
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