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V. Ulohy Iil. kola kategorie A

1. Necht a,, a,, ..., a, (n >_2) jsou redlna isla, z nichz
nejvyse jedno je rovno nule. Reste v redlném oboru sou-
stavu

X1Xo = Qy,
XoXg = Qg

Xn1Xn = Au-1 >

K% = ay. [8 bodi]
RESENI. A. Zabyvejme se feSenim soustavy rovnic

XX = Q1

x2x3 - a2 )

S (1

XiXi1 == Ap

kdea; #0pro 1,2, ...,151 = 1.

Na pravych stranach téchto rovnic jsou Cisla rizna od
nuly, a proto musi byt x; 0 pro 1 = 1,2, ...,/ + 1.
Chceme-li ze soustavy (1) vypocitat x;, 7 = 2,3, ..., [ + 1,
je nutno rozlisit zda 7 je Cislo sudé nebo liché.

1. Necht 7 je Cislo sudé. Pro i = 2 dostavdme z prvni
rovnice

x2 S=— xl .
Necht 1 = 2k, kde k je ptirozené Cislo spliiujici nerovnosti
2 <2k =1+ 1. Vezméme prvnich 2k — 1 rovnic sou-
stavy (1) a pfepiSme je nasledujicim zptsobem

X1Xg = Ay,
Ay = XoXy,
XXy = Az,
: )
Ay—p = Xor-9Xor—1>
Xop-1Xar = Qar—1.
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Rovnice (2) spolu znasobme. Dostdvame
(1% oo X31)(@00y .. Boen) = (XoX3 .. Xy-1)(@1G5 .o App-1)-
Po upravé

(%% e Xop; D[1200,(54 .. Ggi2) — (@185 ... @gr1)] = 0,
odkud jiz plyne

Xok = ‘.L o 3

Pozndmka. Vztah (3) plati i pro i = 2, tj. k= 1, klademe-li
sy ... o 5 = 1 pro k = 1.

2. Necht i =2k + 1, kde & je pfirozené Cislo spliiujici
nerovnosti 3 =2k 1 =1/ 1. Z 2k-rovnice soustavy (1)
plyne

a
Xok+1 = ;z: >
tj. podle (3)
asa, Aok

tapg = i Bk @

a,a; ... Qg

Z tvaru vzorcu (3) a (4) je zfejmé, Ze X, @ Xop, dané (3)
a (4) vyhovuji 2k-rovnici soustavy (1) pro 2 =2k =/
a libovolné x; # 0; (2k + 1)-rovnici soustavy (1), (kde
3 =<2k + 1=1) spliwgji xy,,, dané (4) a x,4,, urcené
pomoci (3) pro libovolné x, % 0. Prvni rovnici soustavy
(1) spliuje x, dané vztahem (3) pro 2 = 1 pii libovolném
x; # 0.

Soustava (1) ma tedy nekonecné mnoho feSeni danych
vztahy x; =t a (3) a (4) pro xy, X, ..., X111, kde ¢ je libo-
volné redlné Cislo ruzné od nuly.

B. Vysledkt ziskanych v odstavci A. vyuZijeme pro
feSeni soustavy dané v tuloze. Je tieba rozliSovat nékolik
piipadd.
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1 Necht a,.45.....a, ;1 # 0. Potom feSeni z od-
stavce A., polozime-li / = n — 1, musi spliiovat podminku
XpX = ay. (5)

1.1 Je-li » sudé, pak podle (3) ma platit

a1a3 cee atl g an . (5“)
Asy ... Ay_g
Oznacme zlomek na levé strané nerovnosti (5«) pismenem
a. Jestlize a = a,, ma soustava nekone¢né mnoho feSeni;
v pripadé, Ze a < a,, soustava feSeni nemd.

1.2 JestliZe je n liché, potom ze vztahu (5) a (4) plyne,
Ze ma platit
Ay -o- An-1 2
aa; ... ay 5 =2 = Cae (5A)
Oznaéme zlomek na levé strané nerovnosti (5f) pisme-
nem b. Ziejmé tedy b +# 0.

1.21 Jestlize b > 0, potom

a
2 n
x2 > on
R )
a cisel x; # 0 spliiujicich tuto nerovnost je nekonecné
mnoho a soustava md nekonecné mnoho feSeni, pficemz
a, je libovolné redlné Cislo.

1.22 Jestlize b < 0, potom

a
2 < N
x3 ==
1=
Vzhledem k tomu, Ze musi byt x, 7 0, m4 soustava reSeni,
v . Ly a
a to nekone¢né mnoho, pravé kdyz "bﬁ

2 Necht g, = 0. Potom z prvnich dvou rovnic sou-
stavy plyne, Ze x, = 0, nebot a, # 0. Lze opét vyuzit
vysledki z odstavce A., oviem nyni jde o soustavu

> 0, tj. a, <O.
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XoX3 = Qg
XgXq = A3,

Xn—1Xn = An-1 >
takZe je tfeba nejdfive x; a a@; pfeCislovat (sniZit indexy
o jedniCku).
Reseni oviem musi spliovat podminku
. Xa¥y = Ay
tj.
%, .0 =a,.
Soustava md tedy pro a, < 0 nekonecné¢ mnoho feSeni
a pro a,> 0 nemd zidné feSeni (a, # 0, nebot a; = 0).

3 Necht aq; =0, kde i€ {2,3,..., n — 2}, pfiemzZ
n > 3. Potom x; = 0 nebo x;,; = 0, coZ vSak neni moZné,
nebot a; ; # 0 a a;,; # 0. Soustava nema tedy v tomto
pripadé feseni.

4 Necht a, ; = 0. Potom zfejmé x, =0 (x, , # O,
nebot a, , # 0). ReSeni opét ziskdime pomoci vysledkt
z odstavce A., polozime-li / = n —§2.

eSeni ovSem musi spliiovat podminku

. XXy = Aps
t.
0.x;, =a,.
JestliZe a,, < 0, m4 soustava nekoneéné mnoho feseni; pro
a, > 0 zadné feseni (a, # 0, nebot a, ; = 0).

Zdvér:

Soustava md nekoneéné mnoho feSeni, pravé kdyZz nastane
jeden z téchto piipadii:

a,.a,...a, 7+ 0, njesudé lislo, a = a, [viz1.1]

a.ay ... a, 1 7 0,njeliché Cislo, b > 0 [viz 1.21]

a,.a,...a, , 7 0, nje liché Cislo,

b <0,a, <0 [viz 1.22]
a, =0, a,<0 [viz 2]
ay,=0,a, <0 [viz 4].

123



Soustava nemad feseni, pravé kdyZ nastane jeden z téchto
pfipadu:
aay ... a,—, 7 0, n je sudé Cislo, a < a, [viz 1.1]
aay ... a, 1 # 0, n je liché Cislo,

b<0,a,=0 [viz 1.22]
a, =0,a,>0 [viz 2]
a; = 0,1€{2,3, ....,m — 2}, n>3 [viz 3]
a, ,=20,a,>0 [viz 4]

2. Je-li 7 celé Cislo, potom Cislo
_@+1V3r—(2-13
2|3
je celé. Dokazte a vySetfete, pro kterd = je a, délitelné
tfemi. [5 bo d]
RESENTI. a) Necht # je &islo ptirozené. Pouzijeme bi-
nomické véty. Potom

z[(k) 2k 3y — (¢ () 2. 3y

n

Gp— e 21/3,_ o o o
2[(';)2n--1.1¥3+( )2» 3(]/3)3 + ( ) 2% %(]/3)' = ]
- 6 _

__n ulk_nn‘i -~ n—>5 2
_.(1).2 e(3)2 3\()2 34

tj. a, je celé Cislo. VSechny dleny této fady s moZnou
vyjimkou prvniho jsou délitelné tfemi. Z tohoto davodu
Cislo a, je délitelné tfemi pravé tehdy, jestlize je

(’1’) L 201 — 5, 2% delitelné temi, . kdy% # je déli-

telné tfemi (nebot 2" ' neni délitelné 3).
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b) Pron = 0 plati:
a, == ! _;_'1— =0
2|/3
Cislo a, je tedy celé a délitelné 3.
c) Je-li n celé zaporné Cislo, pak uzijeme rovnosti

1
2’1’13"—2_ Vg—)
proto »
L —e—13) _
' 23
-3 —e+3_

T— —a_p.

2|/3

Cislo (—n) je pfirozené, a proto podle a) je &islo —a , =
= a, celé. Z a) dale plyne, Ze a, je délitelné 3, pravé kdyz
je —n, tj. také n, délitelné tfemi.

Zdvér: Dokazali jsme, Ze pro kazdé celé Cislo 7 je Cislo
a, celé a Ze Cislo a, je délitelné 3, pravé kdyz je n déli-
telné 3. .

Resil Tomds Masek,_
zak tridy 2. f SVVS, W. Piecka,
Praha 2

3. V rovine st dané dve zhodné useCcky AB, CD;
priamky AB, CD su rdznobezné. Vysetrite mnoZinu
vsetkych bodov §, ktoré maju tato vlastnost: sumernost
podla stredu S prevedie tiseCku AB na tseCku sumerne
zdruZenu s GseCkou CD podla vhodnej osi o. [6 bodov]

RIESENIE. Oznatme A’B’ tsetku sumerne zdruZent
s useCkou AB podla stredu S (obr. 47). Zrejme plati
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A'B" || AB. Rdznobezné priamky AB a CD maji dve
osi sumernosti; ozna¢me ich o, a 0,. Pretoze A'B’ || AB,
plati bud o || o, alebo o || 0,.

L

Obr. 47

1. Akje o|| 0, potom body simerne zdruZené s bodmi
C, D podla osi o leZia ra priamke ¢, resp. d, ktoré su
kolmé na os o a teda aj na os 0,, pricom bod C lezi na
priamke ¢, bod D lezi na priamke d. Vietky usecky A’'B’
su zrejme navzdjom rovnobeZné (pretoZze A’'B’ || AB)
a ich koncové body leZia na priamkach c a d (pretoZe su
sumerne zdruZené s useCkou CD podla osi 0). Bod S je
stredom tsecky A’A. KedZe bod 4’ prebieha priamku d,
prebieha bod S priamku p || d, ktord ma rovnaku vzdiale-
nost od bodu 4 a priamky d.

Ak je o || 0,, dokaZe sa analogickou vahou, Ze bod S
prebieha priamku ¢ rovnobeZnu s priamkou d’ (d’ je
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priamka rovnobeZnd s osou o, prechidzajuca bodom C)
a rovnako vzdialent od bodu A4 a priamky d'.

2. Teraz dokiZzeme, Ze kazdy bod priamky p i kazdy
bod priamky ¢ patri k hladanej mnoZine. Nech S je bod
priamky p. Potom bod A4’ simerne zdruZeny s bodom 4
podla stredu S lezi na priamke d || 0;, bod B’ sumerne
zdruZeny s bodom B podla stredu S leZi na priamke
¢ || o, a plati AB || A'B’. Osou sumernosti useCiek A'B’
a CD je priamka o, ktord je osou simernosti usecky 4'D,
resp. B'C.

Ak S je bod priamky ¢, sa analogicky ukaZe, Ze osou
sumernosti iseCky A'B’ simerne zdruZenej s seckou 4B
podla stredu S a useCky CD je priamka o, ktora je osou
sumernosti usecky B'D, resp. 4'C.

Obr. 48
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Zaver: Ukazali sme, Ze hladanou mnoZinou bodov S
je zjednotenie priamok p a ¢, ktoré maju tieto vlastnosti:
Priamka p || d je rovnako vzdialena od bodu A4 a priamky d,
kde priamka d je rovnobeZzka s osou o, vedena bodom D.
Priamka ¢ || d’ je rovnako vzdialena od bodu A a priamky

d’y kde d’ je rovnobezka s osou o0, vedend bodom C
(obr. 48).

Riesil Maridn Dénés,
ziak 9¢ ZDS, Kosicka, Bratislava

y

D=(0,c,+d]
A=(a,,0] B=[a,+d,0]
& e X

Obr. 49

JINE RESENI. V roviné (obr. 49) zvolme rovnobéi-
kovou soustavu soufadnou tak, aby 4 =[a;;0], B =

= [a, + d;0], C =[0;¢c]; D =[0, ¢, + d], kde d > 0.
Pr1 stredove soumérnosti je obraz primky rovnobezny se
vzorem, to znamend, ze useCka C’'D’ soumérné sdruzena
s useCkou CD dle né&jaké osy o leZi na pfimce rovnobézné
s AB. Oznacme tuto pfimku p; necht md rovnici

y=r.
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Na této pfimce p sestrojime otofenim usecky CD kolem
pruse¢iku R =p n CD dvé tusecky C'D’" a C"D".
Oznalme S, S’ stfedy soumérnosti usetek AB, C'D’
a AB, C"D". Plati
C=le—rrl, D =l+d—r,
C'=lr—asrl, D' =[r—c—dsrl,
¢ili
_A+B+C+D _ [al +eot+d—r, r]

S 4 . 2 *2
g AtBHC D" qamtr—c 1

o 4 - [ 2 2]
ProtoZe bod R probiha celou pfimku CD, probihd para-
r
=
Potom parametrické vyjadfeni mnoziny bodu S’ je

aytetd
X= =7 —1,
2
y==u
t € (—o0, 00);
parametrické vyjadfeni mnoZiny boda S’ je
X = &;Jg ._+. t,
y=1i
t € (—o0, o).
MnoZinou stfedt soumérnosti je dvojice navzijem kol-
mych primek, které jsou rovnobézné s osami uhla primek
AB, CD a prochézi bodem, jenZz ve vyse zvolené soustavé
2a, +d | 2¢c,+d
4 4 ] '

Resil Yan Masek, 74k 3f SVVS,
Praha 2, W. Piecka

metr r mnozinu vSech redlnych Cisel. Oznalme t.

soufadnic md souradnice [
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4. V priestore su dané Styri rozne body 4, B, C, D
také, ze AC | BD a AD | BC. Potom existuje gulova
plocha, ktora prechddza stredmi vSetkych tuseciek AB, AC,
AD, BC, BD, CD. Dokézte. [7 bodov]

RIESENIE. Ozna¢me stredy useliek AB, AC, AD,
BC, BD, CD v uvedenom poradi Sz, Sics Sin» Sges
Ssps Scp (obr.50). Nech je S stred tsecky S, 5S¢p (opri-

D

pade S,z = S¢p budeme uvazovat zvlast; zatial predpo-
kladajme, %e body S.p, Sics Sans Sses Saps Scp st na-
vzajom rozne). Podla zndmej planimetrickej vety je
S.sSap || BD a tiez SycScp || BD, z Coho vyplyva, Ze
SiSap!ll SpeScp. Analogicky sa ukaze, ze S,pScp |l
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[| S4pSgpe. Stvoruholnik S,;SpcScpS4p je teda rovno-
beznik a bod § je sucasne stredom usecky S,,Szc. Plati
preto: SS,p = SSpc=S8S8¢)=SS.4p a kedze AC | BD a
SapSgc || AC, SzcSen || BD, je SABSBC 1 SB(,S(‘I) a
rovnobeznik je zrejme obdiZnikom, ¢o znamend, Ze tieZ
S§8pc = SScp.
Analogicky sa dokéZe, Ze S,pSspScnSac je obdiznik
a teda plati: SSyp = SSpp = SS4c = SScp. Bod S je
teda rovnako vzdialeny od vsetkych bodov S,z, S.ics
Sip> Spes Spps Scp Cize existuje gulova plocha so stre-
dom S, ktord vSetkymi tymito bodmi prechadza.
Zostava nam eSte uvazovat o pripade S,; = Scp. Ak
by tento pripad nastal, boli by body 4, B, C, D vrcholmi
rovnobeznika ACBD, v ktorom AD || BC. Vzhladom na
predpoklad AD | BC nemdZe vsak tento pripad nastat.
Analogicky se vylucia pripady: S,¢ = Sgp, Sap = Sge.
Riesil Bohus Sivdk,
ziak 2a SVS, Zvolen

JINE RESENI. Zadné ti z téchto &yt bodi nemohou

lezet v pfimce. Po oznadeni podle obr. 51 by totiZ musel
byt <t DAC = 90°, takZe body A, B by splyvaly, coZ by

A

Obr. 51
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byl spor s predpokladem. Pfi jiné poloze bodt dojdeme
obdobnym postupem opét ke sporu.

Budou-li body A4, B, C, D lezet v roviné, budou body
A, B, C tvorit vrcholy trojihelniku a bod D bude orto-
centrem /A ABC (obr.52). Stfedy zminénych usefek ozna-
cené A,, B,, C;, Ay, B,, C, pak budou leZet na tzv.
Feuerbachové krugnici deviti bod.*) Touto kruZnici lze
prolozit nekonecné mnoho kulovych ploch.

Obr. 52

Nelezi-li tyto body v roviné, tvofi vrcholy Ctyfsténu.
Stiedy use¢ek AB, AC, AD, BC, BD, CD oznalme podle
obr. 53. Sestrojime-li pravouhly primét tohoto Cyt-
sténu do roviny ABC, bude obrazem vrcholu D orto-
centrum D’ trojihelniku ABC. Usetky BC a CA jsou

*) Pozndmka. Feuerbachova kruZnice trojuhelnika ABC prochazi
témito deviti body: a) stfedy stran A,, B,, C,, b) stfedy 4,, By, C;
usecek, uréenych vrcholy a prusedikem vysek a c) (v uloze nepouzitymi)
patami vy$ek tohoto trojuhelnika.
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totiz samodruzné, a proto se useCky AD a BD promitnou
opét jako jejich kolmice. Praméty boda 4,, B,, C; ozna-
¢ené na obr. 53 Ay, Bi, C; leZi na kruZnici deviti bodu
A ABC. Je to kruZnice opsani trojuhelniku A,B,C,.
Ponévadz trojuhelnik A4,B,C, se promitd ve skutecné

velikosti, je kruZnice jemu opsand shodnd s kruZnici
opsanou trojuhelniku 4,B,C, a tse¢ka spojujici stiedy je
kolmd k rovindm obou kruznic. Tyto dvé kruZnice tedy
lezi na kulové plose, tj. existuje kulova plocha, kterd pro-
chazi stfedy vSech usetek AB, AC, AD, BC, BD, CD.
Resil ¥ii Demel,
zak 3a SVVS, Valasské Mezifici
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