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IV. SoutéZni Glohy Il. kola

1. KATEGORIE A4

1. Jsou dana kladna Cisla ay, ay, ...,a, (n = 2). Najdéte
vSechna realna feseni soustavy

X1Xy = Ay XoX3 = Aoy «vvy Xp 1 Xy = Ap_1y XpXy = Qp. (1)

RESENI. Je-li xy,x,, ..., x, feSeni soustavy (1), jsou
vSecka Cisla x;, Xy, ..., X, rizna od nuly. RozfeSme sou-
stavu (1) pron = 2an = 3.

Pro n = 2 dostaneme soustavu x,X, = @y, XsX; = dy.
Tato soustava je feSitelna pravé tehdy, kdyz je

a) = ay; (2)

pak ma soustava (1) nekone¢né mnoho feseni.
Pro n = 3 dostaneme soustavu X;X, = dy, XyX3 = doy

a,a 143

- . .. a
X3%, = ay. Z ni vyjde xi = . Protoze je - > 0,

2 2
dostaneme dvé navzajem ruzna Cisla x, jako reSeni rovnice

) a,a v 12 X a
x? = "2, Ke kazdému x, vypolteme x, = ', X3 =
a, %
as : a,1a3 A
=0 Diéle x,x3 = P Soustava (1) md tedy pro

n = 3 pravé dvé reSeni.

Predchozi pokus ukazuje, Zze bude vhodné rozliSit »
sudé a n liché.

a) Je-li n Cislo sudé vétsi nez 2, plati

(120)(X3%4) + oov o (Xp1X) = (X0%X3)(XgX5). oov . (X,%1)5
po dosazeni z (1) dostaneme
a1a3 o see o a” 1 — a2d4 o see o a". (3)

Neni-li splnéna podminka (3), je soustava (1) nefeSitelna.
Plati-li (3), zvolime x, # 0 a z prvni aZ (n — 1). rovnice
(1) vypocteme postupné x,, Xs, ..., X,. Tim je zaruceno, Ze
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téchto n Cisel Xis Xps oois Xy spliyje prvmch n — 1 rovnic
(1); ovétime, Ze splnuu 1 posledni rovnici (1). Plati totiz
PP (x1x2)(x3x4) (xn 1xn) _ A3 ... Ap g (4)
w (xzxa) (xn 2% 1) @y ... Ayg
Podle (3) je prava strana (4) rovna a,. Tim je dokdzano:
plati-li (3), ma soustava (1) nekone¢né mnoho feSeni. To
plati i pro n = 2, kdy se podminka (3) redukuje na pod-
minku (2).
b) Je-li n liché ¢islo, vypocCteme

(xx0)(X3%)- - . (X%1) @@y ....ay, (5)

(x9%3). (4%5) « oot (X 1Xn)  @Qy . ee . Ay 4
Leva strana (5) je zfejmé rovna x3; prava strana je Cislo
kladné. Z rovnice

e a8y Ay (6)
oy v oee . Ay 4

vypolteme dvé ruzné hodnoty x,; z prvni az (n — 1).

rovnice (1) pak vypocteme k urcitému kofenu x, rovnice

(6) postupné x,, X, ... » X,. Tim je zaruceno, ze téchto

n Cisel X15 Xg5 205 X splfiuje prvnich » — 1 rovnic D)

ovéfime, Ze splnuu i posledni rovnici (1).

Vypolteme ;, . Plati

n

xl (x1x2)(ixﬁ4_) o siee e (xn 2Xn- 1) (7)
Xn (xzxg)(x4x5) : (xn— lxn)
G5 e oo < Cn

Prava strana (7) je rovna ~2_, cozje podle
N P Y
rovnice (6) rovno —*. Rovnice (7) mé tedy tvar
ﬂ

X1 x3 .
M
Xn a,
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a po déleni ¢islem x, (x, # 0) dostaneme x,x, = a,, COZ
je posledni rovnice (1).

Shrnuti. Pro n sudé je soustava (1) nefesitelnd, nepla-
ti-li podminka (3); plati-li (3), ma nekone¢né mnoho
feSeni. Pro n liché ma soustava (1) pravé dvé feseni.

2. Pre kazdé tri nezaporné Cisla x, y, 2 plati nerovnost
/

x(x — |32) 4+ y(v — V/x2) + 2(z — xy) = 05
dokéazte. V ktorych pripadoch nastane rovnost?
RIE§ENIE_. Pre kazdé dve nezdporné Cisla x, y zrejme
plati: 0 < (J/x — |/»)%, pri¢om rovnost nastane len pre
x = Y. Z tejto nerovnosti priamo vyplyva tzv. Cauchyho
nerovnost': V@ = X ;y , t. j. geometricky priemer ne-

zapornych Cisel je mensi alebo rovny ich aritmetickému
priemeru. S pouzitim Cauchyho nerovnosti dostaneme

x(x — |/32) + 3y — Vx2) + 2(z — |/xp) =
e R

2%(2x2—xy—xz—|—2y2—xy—yz+ 222 — xz —y2) =

= =P+ (v -2 20,

¢im je dana nerovnost dokdzana.

Rovnost v poslednej nerovnosti moZe zrejme nastat len
pre x =y = 2, kedy nastane rovnost aj v dokazovanej
nerovnosti.

Tym je tloha vyrieSena.

3. V prostoru jsou dany Ctyfi ruzné body A4, B, C, D.
a) Jestlize AC | BD, pak je AB? -+ CD* = BC*? +
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+ AD? a obricené: je-li AB®> + CD? = BC? + AD?,
pak je AC | BD.

b) Jestlize AC | BD a zaroven AD | BC, pak je
také AB | CD.

Dokazte.

N e b e

N
N
o
o
>

Obr. 33

RESENI. a) (Obr. 33.) Pfimkou AC vedeme rovinu o
rovnobéznou s pfimkou BD a oznalime B,, D, pruméty
boda B, D do roviny g; zfejmé BD || B,D,. Oznacime
BB, = DD, = v a v roviné p zavedme soustavu kartéz-
skych souradnic tak, aby polopfimka AC byla kladnou
poloosou x; pak jsou soufadnice bodu
A =[0;0], B, =[x;;0], C =I[x;0], Dy = [x35,].
Jestlize AC | BD, pak

xl - x3. (1)
Daile podle Pythagorovy véty (vzorce pro vzdalenost dvou
bodi)
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AB* + CD* = x3 +y§ + 04 (% —xy)® +y5 + 07 =
=xi + x5+ 25 + 1+ yi+ 207 — 2005 (2)
BC*+ AD?> = (%, — %2 + yi + v* 4+ x5 + 95 + 02 =
= x3 4+ x5 + x5 + ¥ + y5 + 20% — 2x3x,. 3)
Ob¢ rovnosti (2), (3) plati i v tom pfipadé, splyne-li né-
ktery z bodu B, D, s nékterym z bodu A, C nebo v pfi-
padé, ze v = 0.
Jestlize BD || B,D, | AC, pak x, = x3; z (2), (3) pak
plyne
AB? + CD? = BC? + AD?. (4)
Obracené, plati-li (4), pak podle (2), (3) xy(x; — x3) = 0.
Protoze x, # 0 (plati totiz A== C), pak x, = x;, tj.
BD || B,D, | AC.
b) Z ptfedpokladi plyne podle odst. a)jednak (4), jednak
(vyménou C, D) vztah
AB? 4 CD? = AC* 4 BD> 5)
Spojenim (4),(5) dostaneme AC?* + BD?* = BC?* 4 AD?
a opét podle odst. a) vztah AB | CD.

JINE RESENI. a) Plati-li o &tyfech rtznych bodech
A, B, C, D, z2e AC | BD, vedme pfimkou BD rovinu o
kolmou k pfimce AC. Ozna¢me P prusecik primky AC
s rovinou o. Zfejmé plati

AB? = AP? + BP2,

CD* = CP? + DP?
a obdobné

BC? = BP? + CP?,

AD? = AP? + DP2
Sectenim dostavdme ihned

AB?* + CD?* = BC? + AD>. (1)

Piedpoklddejme nyni, Ze o riznych bodech 4, B, C, D
plati (1). Ozna¢me P patu kolmice z bodu B na pfimku
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AC, Q patu kolmice z bodu D na pfimku AC. DokaZeme,
zZe P =Q.

Protote BC? — BP? + CP?% AB* = AP? + BP? je
BC?* — AB? = CP* — AP (2)
Obdobné ze vztaht CD? = CQ? + DQ? AD?> = AQ? +
+ DQ? dostavame
CD* — AD* = CQ* — AQ* (3)

BC? — AB? = CD? — AD?,
takze z (2) a (3)

CP? — AP = CQ* — AQ>. 4)
Na pfimce AC zavedme jednu soufadnici takto: bod A
bude pocatek se souradnici nula, bod C bude bod o sou-
fadnici 1. Oznacme p soufadnici bodu P, ¢ soufadnici
bodu Q. Plati tedy AP? = p2, AQ? = ¢*, CP? = (1 — p)?,
CQO? = (1 — q)% Ze (4) vyplyva, ze

I—pp—p=0—-¢*—¢"
neboli po upravé

Podle (1)

p=4q.

Plati tedy P == Q. To vSak znamend, 7e pfimka BD
lezi v roviné p vedené bodem P kolmo k pfimce AC.
Proto BD | AC.

b) Necht AC | BD a zaroveit AD | BC. Podle Casti
a) ’

a zaroven

AB? + CD?* = BC? -+ AD?
AB? + CD?* = AC? + BD>.
AC? + BD* = BC?* + AD?,
odkud podle a) vyplyva, Ze

AB | CD.
Tim je tloha rozieSena.

Proto také

98



4. Je dany $tvorec ABCD so stranou dizky 8 cm. V jeho
vnutri je dany bod M, ktorého vzdialenosti od strin AB,
AD st v uvedenom poradi 2 cm a 4 cm. VySetrite mno-
zinu stredov vSetkych useciek, ktoré obsahuju bod M
a ktorych koncové body leZia na obvode $tvorca ABCD.
(Pouzite metédu stradnic.)

RIESENIE. Bod M spojime so vietkymi vrcholmi
Stvorca ABCD a urcime prieseCniky A’, B, C’, D' tychto
priamok s obvodom S§tvorca (obr. 34). Teraz budeme

D C
&
\ /
\ ’
\ /
\ /
\\ J/
/
\ D/l C/;/
Blk———— ——;rA
T~ \ / -
e \ /-
AR ///’/
R
~ , \ ~ o
P 72 ‘\ e
A [ D' B
Obr. 34

skumat usecky XY obsahujtice bod M, ktorych koncové
body X, Y st bodmi obvodu $tvorca ABCD, a ktoré
lezia vo dvojiciach vrcholovych uhlov:

a) <x CMD a X C'MD’;
b) <« DMB' a X D'MB;
c) <XBMA a <X BMA’;
d) xAMC’ a <X A'MC.
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V pripade a) je castou hladanej mnoZiny M stredov
useCiek XY usetka C"'D”, ktora je prienikom strednej
priecky A’B’ s uhlom <t CMD (obr. 34). V pripade c)
dostaneme jediny bod M ako Cast mnoZiny M.

Zostava vysetrit pfipady b) a d). Ak vySetrime Cast
mnoziny M v pripade b), budeme poznat aj jej Cast v pri-
pade d), pretoZe obe Casti si zrejme stiimerne zdruzené
podla osi usecky AB.

Cast mnoziny M v pripade b) vySetrime metédou su-
radnic. Za kladné polosi kartézskej suradnicovej sustavy
zvolime polpriamky AB (x) a AD (y). Potom je M =
= [4; 2]. Budeme vysetrovat analyticky mnozinu P stre-
dov vsetkych useciek XY, ktoré obsahuju bod M, a kto-
rych koncové body lezia na priamkach 4B, AD. Do
uvahy pritom zrejme neprichadzaja usecky rovno-
bezné s osami AB, AD, preto mdzeme skimat len usecky
leziace v priamkach

y—2=1x—4, (D

kde ¢ je parametr. Rovnica (1) vyjadruje potom [ubovolnu
priamku prechddzajucu bodom M a réznobeznu s osou
y (= AD). Priese¢niky priamky (1) so suradnicovymi
osami su

X:[4—-§-;O], Y =1[0;2 — 4z]. (@)

Je totiz ¢ # 0, pretoze podla predchadzajiceho je priamka

(1) roznobezna tieZ s osou x(=—= AB). Suradnice stredu Z
aseCky XY st podla (2)

x:2—-1, y=1-—2z 3)

VyluCenim parametra ¢ z rovnic (3) dostaneme
-2 —-1)=2 4
¢o je rovnica rovnoosej hyperboly s asymptotami x = 2,
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y = 1, ktora obsahuje body [0;0] i [4; 2] (obr. 35).
Obratenim postupu zistime, Ze kazdy bod hyperboly (4)
patri do mnoziny P. Cast mnoziny M v pripade b) je
prienik hyperboly (4), (resp. jej vetvy leZiacej v prvom
kvadrante) s vrcholovymi uhlami <« DMB’"a <¢ D'MB.

y=AD
1 |
0] |
|
|
|
|
|
|
|
B
——— i_ ________
|
A | x=AB
| .
|
Obr. 35

Lahko zistime, Ze hyperbola (4) sa dotyka v bode M
priamky BB’. Tato priamka m4 totiZ rovnicu x + 2y = 8.
Ak dosadime stadial za x do (4), po uprave vyjde
y>—4y + 4 =0 Cize (y — 2)>= 0. Priamka BB’ mi
teda s hyperbolou (4) jediny spolo¢ny bod M = [4; 2]
a nie je rovnobezna s asymptotou. Je to teda skuto¢ne do-
tyCnica hyperboly. Pretoze vdaka vys$Sie uvedenej sy-
metrii je tym vySetrend aj Cast mnoziny M, ktora lezi vo
vrcholovych uhloch ¢ AMC" a < A’MC (pripad d),
mozeme doplnit obr. 34 na ,,erb*, ktorého obvod je hla-
dand mnozina M (obr. 36).
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Obr. 36

2. KATEGORIE B

1. Na kruhové drize vyjeli z téhoZz mista A v témz oka-
mZiku v opac¢nych smyslech dva cyklisté. Pomalejsi, ktery
jel rychlosti 6 m/s, potkal druhého cyklistu v prvnim svém
okruhu dvakrat, v druhém okruhu tfikrat, v tfetim okruhu
zase dvakrat, pritom vZdycky mimo misto 4. Najdéte co
nejuzsi meze pro rychlost druhého cyklisty.

RESENT. Je-li 7, doba (méfena v sekundach od pocatku
jizdy), v které se oba cyklisté potkali po k-té, je
6[]‘; + L, = k. Sy (1)
kde s je délka kruhové drahy v metrech a o rychlost dru-
hého cyKklisty v m/s. Z (1) plyne
ks

=g ©)

ProtoZe Z je doba, za kterou projel pomalejsi cyklista
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jednou kruhovou drahu, pak podle textu tlohy

z2<—s~<z t-<2—s<t- z~<3~s<t 3)
6 31 b 6 65 7 6 8>
tj. vzhledem ke (2)
2 s _ 35 52 65
6+ v 6 6+v’6+uw 6 6+ 9’
T 35 _ 8 @
6+ v 6 6o

Z (4) dostaneme po upravé
6 <v <12, 9<ov<l12, 8 <o <10, tj.
9 < v < 10. Rychlost druhého cyklisty je mezi 9a 10 m/s.

2. Na kruznici % je danych » bodov, z ktorych Ziadne
dva nelezia na tom istom priemere. Potom moZzno viest
stredom kruznice k takd priamku p, Ze kazda z opacnych
polrovin s hranicou p obsahuje z danych bodov rovnaky
pocet. Dokazte.

RIESENIE. Oznaéme M mno%inu danych bodov,
S stred kruZnice k. Ku kazdému bodu X kruZnice k pri-
radime celé Cislo p(X) = m — m’, kde m je pocet bodov
mnoziny M, ktoré lezia v tej polrovine »+ (X) s hranic-
nou priamkou SX, ktord vznikne otocenim polpriamky
SX o uhly 0° az 180° v kladnom zmysle, 7’ je poet bodov
mnoziny M, ktoré leZia v polrovine »-(X) opacnej k pol-
rovine v +(X).

Cislo p(X) modZeme zrejme vyjadrit tieZ inym sposo-
bom: Oznatme M’ mnoZinu sumernu k mnoZine M
podla stredu S. MnoZina M’ sa sklad4 taktieZ z » bodov
leZiacich na kruZnici k. PretoZe Ziadne dva body z mno-
Ziny M neleZia na tom istom priemere, nemaji mnoziny M
a M’ ziadny spolo¢ny bod. Cislo p(X) je preto tieZ roz-
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dielom medzi po¢tom bodov z M a poctom bodov z M’
(v uvedenom poradi), ktoré lezia v polrovine » +(X).

Zvolme teraz na kruZnici k£ lubovolny bod O, ktory
nelezi ani v M, ani v M’. Ozna¢me O’ druhy priesecnik
priamky SO s kruZnicou k. Ak je p(O) = 0, ma priamka
SO hladanu vlastnost. Ak je p(O) > 0, potom

p(0") = —p(0) <0. (D
Nech teraz premenny bod X prebieha polkruznicu OO’
kruznice % v polrovine » *(O) z bodu O do bodu O'. Vy-
Setrime, ako sa meni Cislo p(X). Cislo p(X) je celé a ne-
meni sa vo vnutri takého obluka polkruZnice, ktory ne-
obsahuje Ziadny bod z M ani z M’. Ak pride bod X do
bodu 4 z mnoziny M, Cislo p(X) sa v bode A4 zvacsi
o jednu, po prejdeni bodom A sa opit zvacsi o jednu. Ak
pride bod X do bodu A4’ z mnoziny M’, Cislo p(X) sa
v bode A’ zmens$i o jednu, po prejdeni bodom A’ sa
zmens$i opit o jednu.
PretoZe zaciato¢na hodnota p(X) v bode O je p(O) > 0
a koncova hodnota je podla (1) —p(O) < 0, nadobuda
funkcia p(X) na polkruznici OO’ vSetky celé hodnoty
medzi Cislami p(O) a —p(0), teda tieZ hodnotu O (resp.
i niekolkokrat). Ak je p(X,) = 0, je SX, hladana priamka,
pretoZe v polrovine » *(X)) aj v polrovine » -(X,) je ten isty
pocet bodov z M.
Ak je p(O) < 0, postupujeme analogicky alebo zatneme

z bodu O’ simerne zdruzeného s O podla S.
Tym je tloha vyrieSena.

Pozndmka. Podrobnejs$im rozborom mozno zistit, Ze
pre n parne je nekonecne mnoho rieSeni (priamka p moze
prechadzat Iubovolnym bodom X na niektorom obluku
medzi dvoma bodmi z M alebo M’), pre n neparne ma
uloha len konec¢ne mnoho rieSeni (priamka p vzdy pre-
chadza niektorym bodom z mnoziny M).
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3. Jestlize kvadraticka funkce
flx) = ax®> 4+ bx + ¢
nabyva v intervalu —1 = x = 1 pouze hodnot —1 =
= f(x) = 1, potom |a| = 2; dokazte. Muze byt |a| = 2°?

RESENI. Pro x = 0 plyne

o] < 1. 2
Pro x =1 a x = —1 dostaneme
a+b+e =1, l[a—b+c =<1 3)

Z (3) odvodime podle zndmého vzorce |x + f| = |x| +
-+ |p] tento vysledek
2042 =|(@a+b+c)+(@a—b+o) =
Z=la+b+c¢ +la—b+¢c =2
neboli
la + ¢ < L. 4)

Podle vzorce |x| — |f| = |« + p| plyne z (4)

lal — el =la+ ¢ =1,
neboli podle (2)

lal =1+ || = 2.

Hledany odhad je tedy skutecné |a| = 2.

Funkce y = 2x* — 1 (kde a = 2) spliiuje v intervalu
—1=x=1 podminku —1 =< f(x) = 1. Nebot pro x =0
nabyva hodnoty —1, pro x =1 hodnoty 1 a v intervalu
0 =x =1 je rostouci. Jestlize totiz 0 = x, < x, = 1, plati.

2x; — 1) — (2x7 — 1) = 2(x, — x)(x5 + x,) > 0.

V intervalu —1 = x = 0 nabyva tato funkce tychZ hod-
not jako v intervalu 0 = x = 1.

4. Jsou dany dva body A4, B a bod S lezici uvnitf
useCky AB. Sestrojte /\ ABC, pro ktery plati <t ACB =
= < ASC ajehoz téZnice 1, ma danou délku d. Provedte
diskusi vzhledem k délkam d, AB a AS.
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RESENI{. Rosbor (obr. 37). Podle véty uu plati
A ACB oo A ASC,
nebot ¢ ACB = £ ASC a <t CAB = <= SAC. Tudiz

AC 4B
AS — AC’
1.
CAC*— AB. AS. (1)

e
AN .
P
AN
S
Obr. 37

Z posledniho vztahu uZ plyne konstrukce. Nejdiive
sestrojime podle Euklidovy véty o vySce nebo o odvésné
uselku velikosti b = AC tak, aby platil vztah (1). Nyni se
uZ jednd o znidmou ulohu sestrojit trojuhelnik, je-li ddno
AB = ¢, AC = b, délka d téZnice 1,. UzZije se pomocného
A\ ABE, kde E je stied strany AC. Tento trojuhelnik se
sestroji podle véty sss. Bod C sestrojime na prodlouZeni
usecky AE za bod E tak, aby bylo EC = AE = g .

ZkouSka. Ztejmé ma sestrojeny /A ABC vrcholy A, B
a téZnici 7, o délce d. Je ovSsem nutno dokazat, ze plati

% ACB = < ASC. @)
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Pro trojahelniky A ACBa A ASC plati
X CAB = < SAC,

AC_ 4B

AS  AC’
coz plyne z (1). Tudiz A ACB oo A ASC, takze plati (2).
Diskuse. Uloha bude mit feSeni, pravé kdyZ pijde sestrojit
pomocny /\ ABE, tj. pravé kdyz bude platit

|AB — AE| < BE < AB + AE. 3)

Aviak AE = | b= J/AB.AS(plynez (1)),0 < AS <
< AB, takze |AB — AE| = AB — AE. Dosadime-li do
(3) BE = d a AE = ; /AB . AS, dostivime podmin-

ku resitelnosti ulohy

AB — ;,]/AB.AS <d < AB + ; VAB.AS. (4
Je-1i splnéno (4), ma tuloha jediné feSeni. Neplati-li (4),
nema4 uloha reseni.

3. KATEGORIE C

1. V dekadickém zdpisu Cisla 23A45B6 nahradte
pismena A, B ciframi tak, aby vzniklo cislo délitelné
devatenacti. Kolik ma uloha fesSeni ?

RESENT. Cislo je napsano v desitkové soustavé, a proto
plan 2345B6 = 230506 +A.10° + B.10, 0 =4 =9,
0 = B = 9. Protoze &islo 230506 dava pii déleni 19
zbytek 17, je &slo 2345B6 délitelné 19, pravé kdyz
A . 10° 4+ B. 10 dava pfi déleni 19 zbytek 2. Avsak 103
dava pfi déleni 19 zbytek 12, a tedy 4 . 10° - B. 10 dava
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pfi déleni- 19 tyz zbytek jako cislo 124 + 10B =
= 2(64 + 5B). Ponévadz cCislo 19 je prvocislo, dava
124 + 10B zbytek 2, pravé kdyz 64 -+ 5B dava zbytek 1.

Mame tedy najit vSechny dvojice ¢isel 4, B,0 = 4 =9,
0 = B = 9, tak, aby Cislo 64 + 5B davalo pii déleni 19
zbytek 1, tj. Cislo 5B musi davat pfi déleni 19 tyz zbytek
jako Cislo 1 —6A. Sestavme si tabulku zbytki téchto Cisel
pri déleni 19:

‘ A 164 B 5B
r - —
‘ 0 1 0 ‘ 0
‘ 1 14 1 5
j 2 8 2 ’ 10
1 3 2 3 , 15 ‘
; 4 15 4 1
5 9 5 6
6 3 6 ’ 11
7 16 7 1 16
8 10 8 2 |
9 4 9 ‘ 7 \
|

Z téchto tabulek vidime, Ze jediné dvojice, které davaji
tyZ zbytek, jsou

|

' A B ‘

\ - ;

\ 1

| 0 4 |

\ 3 8 ;
4 3 ‘

I ;

| 8 2

230 546, 233586, 234 536, 237576, 238 526.
Délenim 19 se o tom snadno presvédcime.
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2. Urcete vsSecky trojice prvocisel a, b, ¢, pro které
plati abc << ab -+ bc + ca.

RESENI. Zvolme oznaceni tak, aby platilo
a=b=c (1)
Jestlize a = 3, je pak
ab + bc + ca = 3bc = abc.
Pro kazdé reseni nerovnosti
abc < ab + bc + ca 2)

plati tedy a = 2. Z (2) pak plyne 2bc < 2b + bc + 2¢
neboli po tpravé

1 1 1
. ol
b ' ¢ - 2" 3
. . 1 1 1 1 2 1
% < < <z < - -
]esthzeSfb:c,)eb:5 c =52 b—i— ES 2

tj. neplati (3). Pro kazdé feSeni nerovnosti (2) plati tedy
b = 2 nebo b = 3. Trojice a = b = 2, ¢ libovolné, je
zfejm¢ feSenim nerovnosti (2). Jestlize b = 3, ¢ = 7, je
1. 1 1 1 1 1 1 1 1 P
b 32 c=7° b =3t Ty T
a=2,b= 3 mame tedy jen dv€ moZznosti pro ¢, a to
¢ = 3 neboc = 5.

(1A

Shrnuti. Nerovnost (2) ma tato prvociselnd feSeni:
2, 2, ¢ (¢ libovolné prvocislo); 2, 3, 3; 2, 3, 5.

3. Je dand usecka AB a bod S jej vnutra. Aky utvar je
mnozinou vrcholov C vsetkych trojuholnikov ABC, pre
ktoré plati st ACB = ¢ ASC?

RIESENIE (obr. 38). Nech je C jeden z bodov hlada-
ného utvaru U. Potom podla vety uu o podobnosti troj-
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uholnikov plati vztah

N ASC > A ACB. (1)
Z (1) vyplyva AC: AS = AB: AC (ize
° AC?* = AB . AS. 2)

Obr. 38 Obr 139

Podla (2) je teda vzdialenost AC konStantnd a bod C lezi
na kruznici % so stredom A a s polomerom r = |/ AB . AS.

Zvolme obrdtene Tubovolny bod C kruZznice % tak, aby
nelezal na priamke AB. Potom vzniknu tro;uholmky
A ASC, N\ ACB a pre dizky ich strdn plati rovnost
(2). Z rovnosti (2) vyplyva vztah AC: AS = AB: AC.
Okrem toho maji oba trojuholniky spolo¢ny uhol

<X CAS = < CAB. Podla vety i u i o podobnosti troj-

uholnikov plati teda vztah (1). Z (1) potom vyplyva zhod-
nost uhlov < ASC = < ACB, . bod C patri do
utvaru U.

Zdver. Utvar U je kruZnica % so stredom A a polome-

rom r = |/ AB . AS s vylaenim jej pnesecmkov s priam-
kou AB. Polomer r kruznice k zostrojime napr. pomocou
Euklidovej vety o pravouhlom trojuholniku (obr. 39).
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4. Je dina tselka AB a pfimka p kolmd k AB; oba
body A, B leZi v téze poloroviné s hranici p. Sestrojte
trojuhelnik ABC tak, aby vrchol C lezel na pfimce p
a aby platilo <x ABC = 2 ¢ BAC. Urcete podminku
fesitelnosti ulohy.

RESENI. Oznaéme Q priselik ptimek p, AB; dale
oznaéme a = AQ, b= BQ. Nézor ndm napovidd, Ze
uloha je nefesitelna, je-li

a <b. (1)
B
8
A
A=Q c P Q c

Obr. 40a, b

Skuteéné, je-lia = 0, tj. 4 = Q (obr. 40a), je <t BAC =
= 90°, <t ABC < 90°, proto neplati
< ABC = 2 <t BAC. 2
Je-li 0 < a < b (obr. 40b), je <t QAC < 90°, <t BAC >
> 90°, <t ABC = <x QBC < 90°, proto také neplati (2).
Je-li B = Q (obr. 41), jsou feSenim tlohy zfejmé dva
rovnoramenné pravouhlé trojuhelniky ABC,, ABC,.
Zbyva piipad 0 <b <a (obr. 42). Oznacime-li
<X BAC = «a, je <t ABC = 20, <. QBC = 180° — 2.
Ozna¢me A’ bod soumérné sdruZeny s bodem A podle
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Obr. 41
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pfimky p; pak je st BA'C = <x QA'C = ¢ QAC =
= <L BAC = a. Osa uhlu <t QBC = <¢ A'BC protne

useCku A'Cvbodé Maje xA'BM = ; JXQOBC = 90° —

— o, tj. BM | A’M. Bod M lezi tedy na kruZnici %
sestrojené nad prumérem A’'B. ProtoZe je <t A’'BM =
= <L CBM, <« A’MB = - CMB = 90°je N A’MB
> A CMB, a tedy A’M = CM. Bod M lezi tedy také
na pfimce r || p, kterd prochazi stfedem usecky A'Q,
neboli na ose r usecky 4'Q.

Bod M sestrojime jako prusecik kruznice £ s pfimkou r
(jsou dvé feSeni) a bod C (jsou opét dvé feSeni) sestrojime
jako prusecik primek p, A’, M.

Obraceni predchoziho postupu ukdZe, Ze takto sestro-
jené body C jsou skuteéné feSenim ulohy.

Zdvér. Uloha je fesitelnd, pravé kdyZ plati a > b; pak
ma dvé feSeni. Tento vysledek dostaneme spojenim uve-
deného fedeni s podminkou nefesitelnosti (1).

JINE RESENI. Proti del$im strandm trojiihelnika lezi
vétsi uhly a naopak. Je tedy vidét, Ze uloha nemuZze mit
reSeni, je-li bod A4 blize k prfimce p nezli bod B.

Predpokladejme tedy, Ze BQ < AQ, kde QO je prusecik
(viz obr. 43) pfimek p a AB. PouZijeme opét vlastnosti
obvodového a stfedového uhlu. Sestrojime kruZnici %
se sttedem B tak, aby dvojndsobek uhlu <~ ABC byl
uhlem stfedovym (je to uhel nevypukly, nebot < ABC
je tupy) a aby dvojndsobek uhlu <t BAC byl thlem obvo-
dovym. Za tim ucelem sestrojime opét bod 4’ soumérné
sdruzeny s bodem A4 podle pfimky p; kruZnici k# pove-
deme bodem A’. PonévadZ B a A lezi v ruznych polo-
rovinach s hranici p, protne kruZnice %k pfimku p ve dvou
bodech C,, C,. Trojuhelniky ABC,, ABC, jsou feSenim
ulohy, jak snadno dokidZeme.
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Ditkaz. Budiz A'A" pramér v k.
< A" A'C; je obvodovy tuhel prislusny k tétivé 4”C;.
<X A"BC; je stfedovy uhel prislusny k tétivé A" C;.
Aviak < A”"BC; = < ABC;, a na drnhé strané
X A"A'C; = < QA C; = < QAC; = X BAC;. Tedy
z véty o obvodovém a stfedovém uhlu plyne
2 < BAC; = < ABC;(i = 1,2).

Obr. 43 —
AI

4. KATEGORIE D

1. Dokazte, Ze vyraz
V=a>—ab+b—a+b+1

je kladny pro kazda dv¢ Cisla a, b.
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RESENI. Dany vyraz V zniasobme dvéma a pokusme
se upravit vyraz 2V tak, aby byl soutem druhych moc-
nin. Z prvnich tfi ¢lent vyrazu 2V sestavime druhou moc-
ninu dvojlenu (@ — b)* = a*> — 2ab + b% Plati tedy

2V—(a—bP=a*+b>—2a+2b+2. (1)

Z prvniho, tfetiho a patého clenu na pravé strané (1)
sestavime druhou mocninu (a — 1)? = @* — 2a + 1.
Plati tedy dale

2V —(a—0b2—(a—12=5b>+4+2b+ 1= (b+ 1)
a odtud
2V=(@—bF+@— 1+ @G+ 1~ 2

Z rovnosti (2) vyplyva, Ze V = 0. Jestlize V = 0, plyne
zQ2Qa—b=0a—1=0b+1=0,tja=ba=1,
b= —1, coz je nemozné. Proto nemuZe byt V =0
a pro kazdé a, b plati V' > 0.

2. Prirodzené Cisla 1, 2, 3, ..., » napisand v nejakom
poradi oznaéme a,, a,, as, ... , a;,. Ak je n Cislo neparne,
je sucin

(ay — 1)(ay — 2)(a3 — 3). ....(a, — n)
delitelny dvoma. Dokazte.

RIESENIE. Medzi ¢islami 1, 2, ..., 7 je pri neparnom n
neparnych Cisel o jedno viac ako parnych. Preto v uspo-
riadani a,, ay, as, ..., a, stoji aspon jedno nepérne cislo a;
na ,,nepdrnom‘ mieste k. Parnych miest je totiZ o jedno
menej. Rozdiel g, — % je potom delitelny dvoma a preto
aj sulin (a; — 1)(ay — 2)(ag — 3) ... (@, — n) je deliteIny
dvoma.
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3. Je dany $estuholnik ABCDEF zloZeny z obdiznika
ABGF s rozmermi AB = 12cm, AF = 4cm a z ob-
dlznika CDEG s rozmermi CD = 4cm, CG = 2 cm
(pozri obr. 44). Narysujte tento Sestuholnik a zakreslite
geometrické miesto stredov vSetkych useliek kolmych
k priamke BE, ktorych koncové body lezia na obvode
Sestuholnika. Geometrické miesto sa skladd z dsmich
useciek. Vypocitajte sucet ich dlZok.

RIESENIE. Na obr. 44 je narysovany dany Sestuhol-
nik. Vrcholmi C, E, D, A vedieme v uvedenom poradi
priamky p,, ps, pss Py kolmé k BE. Cast hladaného geo-
metrického miesta (mnoziny) M, ktora lezi v polrovine
1B, je vyska rovnoramenného pravouhlého trojuholnika
BCC’ (C' je priese¢nik priamky p, a useCky AB). Podobne
je tomu v polrovine p,F, kde prisluSnou ¢astou mnoziny M
je vyska rovnoramenného pravouhlého trojuholnika AFA’
(A’ je priesenik priamky p, s useCkou FG). V pasoch
(p1ps) @ (psp,) st prislusSnymi Castami mnoZiny M tsecky.
Lezia v osiach sumernosti dvojice rovnobeZiek AB, CD
a AB, EF. Najzlozitejsia je situdcia v pase (p,p,). Na obr.
45 je zakreslena priamka p tohto pdasu kolma k priamke
BE. Cislami 1, 2, 3, 4 st oznalené jej prieseéniky s ob-
vodom Sestuholnika ABCDEF. Dvojicami 12, 13, 14, 23,
24, 34 je oznalenych Sest stredov dvojic vybranych zo
Styroch bodov 1, 2, 3, 4. Ak priamka p prebieha pas p,ps,
dostaneme ako Casti mnoziny M hrubo vytiahnuté usecky
na obr. 45. Na obr. 44 su k jednotlivym useCkdm, ktoré
tvoria mnozinu M, pripisané ich dlzky.

Sucet tychto dizok je 10 + 8 /2 == 21,3.

4. Sestrojte pravouhly trojuhelnik ABC s preponou
AB, je-li dina délka jeho téznice ¢, a velikost Ghlu w, ktery
svird téZnice z, s osou tuhlu <t ACB. Pro kterd o m4 tloha
fesSeni?
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Obr. 44

Obr. 45
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RESENT{. Rozbor (obr. 46). Oznaéme S stfed prepony
AB. Podle Thaletovy véty S4 = SC = SB = t,. Troj-
uhelniky A ASC a A BSC jsou tedy rovnoramenné,
a proto

X ACS = L CAS = a,
X BCS = X SBC = §.

Obr. 46

Je-li w tihel, jenZ svira téZnice t, s osou tthlu < ACB =
= 90°, potom

«=45°+w, B=45°— o (1)
nebo

o« =45° — w, B =45°+ o. 2)

Z poslednich vztaht jiZz plyne konstrukce. Jde o kon-

strukci trojuhelniku podle véty usu: AB = 2.1, a uhly
a, f jsou urceny vztahy (1), resp. (2).

Zkouska. Ze vztahi (1), resp. (2), je zre]me, Ze sestro-
jeny A ABC je pravouhly ProtoZe je jeho pfepona rovna
2t., ma téZnice na pieponu predepsanou délku.

Diskuse. OvSem, aby uloha méla feSeni, musi byt uhly
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o, f dané vztahy (1), resp. (2), ostré, tj.
0° = w < 45°
Jestlize @ = 0°, ma tuloha jedno feSeni — sestrojeny
A ABC je rovnoramenny. Jestlize 0° < o < 45°, m4
uloha dvé reSeni.
Pro w = 45° nema4 uloha feSeni.
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