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I1l. Stitazné dGlohy I. kola

1. KATEGORIA A

1. Je dana tGsecka AB. MnoZina bodov M je definovand
takto:

a) obsahuje body 4, B;
b) ak obsahuje X, Y, obsahuje aj bod Z usetky XY, pre
ktory plati YZ = 3. XZ.

Dokazte, Ze kazda tGsecka leZiaca v useCke AB obsahuje
aspoii jeden bod mnoZiny M.

RIESENIE. Z vlastnosti a) a b) je zrejmé, e mnoZina M
obsahuje vietky mnoziny My, M, M,, ..., M,, ... tychto
vlastnosti:

M, obsahuje len body 4, B.

M, obsahuje okrem bodov A4, B také body C, D, pre

ktoré plati: AC = DB = }1 AB, CD = ; AB.

M, vytvorime rovnakym spdsobom z uselieck AC, DB,
CD a patri do nej desat bodov.

Z M, vytvorime analogicky mnozinu M;, z nej M,, atd.

Dlzka tse¢ky s koncovymi bodmi z M, je AB. Naj-
dlhsia z Gseciek s koncovymi bodmi z M, ktord neobsahuje

iné body z tejto mnoZiny, ma dizku CD = —; AB. Naj-
dlhsia z useliek s koncovymi bodmi z M,, ktord nema
inych bodov z M,, ma dizku %CD = %& AB. Matema-

tickou indukciou I'ahko dokiZeme, Ze najdlhsia z useciek,
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ktora ma s mnozinou M, spolo¢né len koncové body,
ma dlzku AB

Nech je teraz dand tsecka PQ s dizkou d < 1 leZiaca
v useCke AB. Predpokladajme, $¢ PQ neobsahuje Ziadny
bod mnoZiny M. Zvolme 7 tak, aby platilo

21 . AB < d. (1)

Ked?e PQ podla predpokladu neobsahuje Ziaden bod
mnoZiny M, neobsahuje ani Ziaden bod mnoZiny M,,
ktord je Castou mnoZiny M. To znamend, Ze kazdy bod
mnoZiny M, patri bud useCke AP alebo useCke BQ
(obr. 21).

Obr. 21

Nech je X bod mnoziny M,, najbliZsi k bodu P a leZiaci
v tseCke AP, Y bod mnoZiny M, najbliz§i k bodu Q
a leziaci v useCke BQ. Body X, Y su teda dva susedné
body mnoziny M, a plati pre ne jednak

XY = »2151 AB , (2)
jednak
XY =d. 3)

Z nerovnosti (2), (3) na zaklade tranzmvnosn relacie
usporiadania dostaneme nerovnost d < +— . AB, ktord

je vSak v spore s nerovnostou (1).
Tym je tvrdenie dokazané.
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2. Dokazte, Zze vSechny nerovnosti
sinx = sin2x = sin3x = ... €))
plati jen pro Cisla tvaru x = k. =, kde & je celé Cislo.

RESENT. a) Pro viechna x = kmx, & celé, jsou viechny
nerovnosti ziejmé splnény.
Necht x je nyni &islo, které neni tvaru kr, k celé,
a necht x vyhovuje viem nerovnostem (1). Potom plati
podle (1) pro vSechna pfirozena »
sin (n 4+ 2) x = sin nx,
tj.
] sin(n 4+ 2)x —sinnx = 0
neboli po upravé podle vzorce pro rozdil sint
2sinxcos(n + 1)x = 0. 2)
b) DokdZeme, Ze pro kazdé 2z, 0 < 2z < m, existuji cela
Cisla my, = 2, my, = 2 tak, ze
cos myz > 0, cos myz < 0. ' 3)

Interval o o a % o
4 (Zz ’ Zz) (22 ? 22)
maji oba délku Z > 1 a kazdy z nich tedy obsahuje aspon

jedno prirozené Cislo: prvni z téchto Cisel oznalime m,
druhé m,. ProtoZe je — 1, je 3 > EaL > cl

' z 227 22227 2°
tj. my = 2, my = 2. Je tedy

5
§n<mlz<§7t,

~5~ < myz < _Z T
2 T 2 2 ]
takZe nerovnosti (3) jsou splnény.
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¢) Vratme se k nerovnosti (2). RozliSujeme dva pripady:

A. Je sin x > 0. Potom existuje ¢islo 2, 0 < 2 < =, tak,
7e x = 2 -+ 2mm, m celé. Necht m, je celé Cislo z nerov-
nosti (3), pro které je cos myz < 0. Potom je i cos myx < 0
a (2) neplati pro pfirozené n = m, — 1, coZ je spor.

B. Je sin x < 0. Potom existuje Cislo 2, 0 < 2 < m, tak,
7e x = —z + 2m =, m celé. Necht m, je celé Cislo z (3),
pro které cos m;z > 0. Potom je i cos m;x > 0 a (2) ne-
plati pro pfirozené n = m; — 1, coZ je opét spor.

Tim je dokdzano, Ze Zadné Cislo, které neni tvaru km,
k celé, neni feSenim.

Uvedené feSeni je feSeni autorské a je dosti umélé,
zejména v Cisti b), kde se dokazuji pomocné nerovnosti
(3). Resitelé Zaci by jisté dovedli nalézt feSeni mySlenkové
jednodussi, i kdyz treba delsi.

3. Vysetfte mnoZinu M vsech boda roviny komplex-
nich ¢isel, jez jsou obrazy komplexnich Cisel z spliuji-
cich nerovnosti:

1 < <alz, 1

z ‘
i + |2

kde a je kladné ¢&islo. Zjistéte, pro kterd Cisla a je mno-
zina M prazdna.
RESENT. Nerovnosti (1) uvedeme nisobenim kladnym
islem |z| (plati totiZ z # 0) na tvar
5 <z + |2*| <alsl ¢)
Dosadme z = x -+ yi (x, y redlnd); (2) nabude tvaru
Vo + 3% <I(x + 2 + 3% + pi <alx? + »?),
neboli (po umocnéni dvéma)
x2 +y2 < x2 +y2 + (x2 +y2)2 + 2x(x2 +y2) <
< a¥(x® + y?)% ®3)
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Levou nerovnost (3) délime kladnym dCislem x* - y2
(plati totiZz 2 + 0) a dostaneme

(x+12%+3y>> 1. (4)
Nerovnost (4) vyjadfuje vnéjsek V', kruZnice &, se sttedem
S: =[—1, 0] a polomérem r, = 1.
Také pravou nerovnost (4) délime kladnym Cislem x2--
-+ »?; po tpravé vyjde
1—a®>)x>+y)+2x+ 1 <0O. (5)
Pri vySetfovani nerovnosti (5) rozliS$ime tfi pfipady:
l.a>1; 2. a=1; 3. a<1. Jestlizea > 1nebo
a < 1, vyjadiuje rovnice pfislusna k nerovnosti (5) kruz-
nici k,, kterd protind osu x v bodech 4, B (4B je pramér),
jejichZ souradnice jsou kofeny rovnice
Q—a)x>*+2x+1=0, (6)

. 1 1
t]°A“l:_1_*4a:0]> B:fl:—l;a', 0]

Nerovnost (5) pak vyjadiuje v pfipadé 3 vnitfek V, kruz-
nice k, a v pfipadé 1 vnéjsek V; kruZnice k,.

Jestlize a = 1, vyjadfuje nerovnost (5) vnitfek P polo-
roviny s hranici x = — »;

Vysetfovand mnozina je prunik V, 0 V, nebo V, 0V,
nebo V, 0 P.

Zjistime jeSté, pro kterd a plati, Ze mnozina M je prazd-
na. To maZe nastat jen v pripadé 3 a to tehdy, padnou-li
oba body A, B na pramér kruZnice k,, omezeny body
[_25 0], [0, 0]-

Jestlizea < 1,pak 1 +a>1— a> 0,tj.
1 1

0>—142” "1T—a
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= —2.

—a

Z této nerovnosti plyne a = ; a naopak.

Vysledek. VySetfovand mnozina M je prizdna pravé

Stali tedy vySetfovat podminku — i

tehdy, kdyz plati 0 <a = % .

4. Je dan Ctyistén ABCD. Vysetite a popiSte mnoZinu
vSech pfimek x, které prochdzeji vrcholem D a maji tuto
vlastnost: rovnobézka s pfimkou x vedend vhodnym vrcho-
lem ctyfsténu ABCD protne jeho protéjsi sténu v jejim
vnitfnim bodé.

RESENI. Obr. 22 znazoriuje situaci v roving¢ ABC.

‘\X\\ A l 8
Obr. 22
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Ptimky AB, BC, CA déli rovinu ABC v sedm C(ésti;
jejich vnitfky jsou oznaleny podle obr. 22: @ je vnitiek
A ABCG, £, 2,, 24 jsou vnittky thlta vrcholovych k thlim
trojuhelnika ABC, I1,, I1,, II; jsou vnitiky zbyvajicich
tfi Casti (napf. I/, je prunik vnitfka polorovin ABC,
ACB a vnittku poloroviny opacné k BCA).

Mnozinu vSech primek DX, které maji poZadovanou
vlastnost, oznatme M. Do mnoZiny M nenéleZi Z4dna
z pifimek DX, kde X je bod nékteré z pfimek AB, BC,
CA, nebot tyto primky jsou rovnobézné s nékterou sténou
Ctyfsténu, a proto rovnobézka se Zadnou z nich vedeni
vrcholem Ctyfsténu neprotne protéjsi sténu v bodé jejiho
vnitrku.

Do M nenalezi z téhoZz duvodu Zadna pfimka procha-
zejici vrcholem D a rovnobézni s rovinou ABC.

Do mnoZiny M ndleZi vSak kazdd pfimka DX, kde
X €®. Zbyva zkoumat primky DX, kde X €, nebo
Xellii=1,2,3).

a) BudiZ nejprve X € 2,. Pak bod 4 je bodem vnitiku
A BCX, nebot pfimka AX protina vnitfek useCky BC
v bodé Y (obr. 23a). Pfimka DX obsahuje hranu DX
tetraedru BCXD. Rovina DXA protne tetraeder BCXD
v trojuhelniku X YD (obr. 23b). Rovnobézka s pfimkou
DX vedend bodem A protne stranu DY v bodé Z jejiho
vnitfku. Bod Z zfejmé naleZi vnitfku stény BCD a bod X
naleZi tedy mnoZziné M.

b) Budiz za druhé X € /7,. Pak Ize snadno dokazat, Ze
sjednoceni trojuhelniki BCA4, BCX je konvexni Ctyf-
uhelnik ABXC (obr. 24a) a ABXCD je tedy (konvexni)
jehlan Ctyrboky.

Kazda z rovin DXA, DXB, DXC protne tento jehlan
v trojuhelniku; na obr. 24b je trojuhelnik DXA. Rovno-
béZzka s pfimkou DX vedend bodem 4 je sty¢nou pfimkou
A DXA a nema s nim mimo vrchol 4 Zadny dalsi spo-
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le¢ny bod. Obdobné tomu je s pfimkami, které jsou rovno-
bézné s DX a prochazeji vrcholy B, C.
Zavér odst. b): Pfimka DX nenaleZi mnoZiné M.

\
N

| \

\\\\\\\\ |

8 A\ X

Obr. 24 b

Shrnuti: Mnozina M se sklada ze vSech pfimek DX,
kde X naleZi sjednoceni oblasti @, 2,, 2, a Q..
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2. KATEGORIE B

1. Péticiferné Cislo N, jehoZ zapis v desitkové soustavé
obsahuje jednu nulu a kondi Cislici 1, dava pfi déleni
Cislem 43 trojciferny podil a tfikrat za sebou se pfi algo-
ritmu déleni opakuje tyz zbytek. Urcete N.

RESENI{. Budi

N =10000x + 1000y + 100 2 + 10z + 1; (1)
zapis Cisla N v dekadické soustavé je

N = xyzt 1.
ProtoZe podil je trojciferny, zalindme pfi algoritmu délit
od prvniho trojlisli; je tedy
100x + 10y + 2 =43 a + r, (2)

kdel <a =9 (acelé)a 0 =r =42 (r celé).
Pokracujeme-li v algoritmu déleni, dostaneme podle textu
ulohy

10r +¢=43b +r, 3)
kde 0 < b = 9 (b celé). Pfi tfetim kroku vyjde
10r + 1 =43¢ + r, 4)

kde plati opét 0 = ¢ = 9. Odectenim rovnic (3), (4) do-
staneme
t—1=1430b—¢)
a odtud plyne (levé strana je ndsobek Cisla 43)
t=1, b=c. (5)
Vypi$me ndsobky Cisla 43:

b 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

172 | 215 | 258 | 301 | 344 | 387 0

43 b 43 86 | 129

1711214 257 | 300 | 343 | 386 | —1

43b—1 42 | 85 | 128
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Podle rovnosti (3) a (5) je Cislo 436 — 1 ndsobkem deviti,
nebot
436 — 1 = 9r. (3"

Jezto 0 = b = 9, vyhleddvame v tfetim fadku tabulky
nasobky deviti; je to jediné Cislo 171 = 43 . 4 — 1. Plati
tedy podle (3")

b =4, r=19. (6)
Vypocteme nyni 43a + 19 = 100x + 10y 4 2 pro a =
=1,2,...,9; dostaneme tabulku

a 1 2 3 4 5 6 7 8 9

43a 43 | 86 | 129 | 172 | 215 | 258 | 301 | 344 | 387

43a+19 | 62 | 105 | 148 | 191 | 234 | 277 | 320 | 363 | 406

Cisla v tretim fadku (pocinaje ¢islem 105, nebot N je petl-
ciferné) urcuji cifry x, y, 2. Podmince o nule vyhovuji tii
&isla 105, 320, 406. Uloha m4 tedy tii feeni

N, =10511, N,=32011, N,;=40611.
O spréavnosti se pfesvéd¢ime zkouskou.

2, Ak su o, f, ¥ velkosti vnatornych uhlov Iubovol-
ného trojuholnika 4BC, potom plati

1
€OS o . COS f3.cCosy = g’
dokézte.

RIESENIE. Pre tupouhly alebo pravouhly trojuholnik
plati zrejme ostra nerovnost v danom vztahu, pretoZe
sulin na lavej strane je bud zaporny alebo nula.

UvaZujme preto dalej len o ostrouhlom trojuholniku.
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MboZeme predpokladat, Ze je

0° <y=p=a<90 (1)
V tomto pripade su vSetky Cisla cos o, cos f, cos y kladné
a mensSie neZ jedna. Specidlne mame

0 <cosy < 1.
Vieme, Ze pre Tubovolné «, $ plati

cos o . Cos § = % [cos (e« — ) —+ cos (o + B)].

Ak su «, f3, y velkosti vnutornych uhlov trojuholnika (t. j.
o+ f + y = 180°), plati cos (« + f) = — cos y. Teda
v trojuholniku plati

cos o . cos ff = }2 [cos (« — B) — cos ¥]. (2)

Zo vztahu (1) lahko usudime, Ze plati 0° = « — 8 < 90°,
teda 0 < cos (« — ) = 1. Z (2) potom vyplyva
cos o . cos f3 g%(l — COos ).

PretoZe cosy > 0, dostaneme stadial cos o« . cos 3. cos y=
1 171 1\*
= —_ 2 _ — — — —_
:2(c03y cos? y) 2[4 (cosy 2)]
Plati teda
€os o . cos 3. oS 9 <1_ ! cos y — 1y?
‘ A T ) A
a teda tym skor
cos. o . cos . cos y Sé
Tym je dand nerovnost dokdzand aj pre ostrouhly troj-

uholnik.
Rovnost modZe nastat len pre nejaky ostrouhly troj-
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uholnik, a to taky, pre ktory podla vztahu (3) musi byt
2

1 1 : |
5 (cos y — 5) =0,t.j.cos y = 5 Citey = 60°. Podla
vztahu (1) vSak potom v tomto trojuholniku musi byt
o = f = y = 60°. Rovnost nastane teda len pre rovno-
stranny trojuholnik. Tym je tloha vyrieSend.

3. Trojahelnik ABC ma tu vlastnost, Ze kruZnice pro-
chazejici stfedy jeho stran se dotyka kruZnice opsané.

DokaZte, Ze bod dotyku je jednim vrcholem trojahel-
nika ABC a Ze vnitfni thel pfi tomto vrcholu je pravy.

RESENT. - Stejnolehlost, ktera ma stfed v t&%isti T
trojuhelniku ABC a koeficient — ; ,» prevede vrcholy

trojuhelnika ve stfedy protéjSich stran; proto prevede
vy$ky trojihelniku (pfimky) v osy stran s nimi rovno-
béZné, pruselik vySek V ve stfed S kruZnice k opsané
trojuhelniku  ABC. Mimoto pfevede ovSem stied S
kruZnice & ve stfed S’ kruznice %', kterd prochazi stfedy
vSech tfi stran trojuhelniku 4BC.

Dokézeme, Zze S == T. Kdyby totiZ platilo S= T, pak
by platilo S = T = V, splynuly by osy stran a vysky,
trojuhelnik 4 BC by byl rovnostranny, kruZnice 2’ by byla
kruZnici jemu vepsanou a kruZnice k, 2" by nemély dotyk.

Protoze S =T, pak VT, VS a také §" =T,
8" =£ 8. Bod T oddélyje jak body V, S, tak body S’, S
a plati

1 1 L1 1
TS=, VT, TS=; VS, IS = , TS = L V5,
tj.

SS’:TS+TS’:; VS+éVS: ;VS. (1
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Je-li r polomér kruZnice %, je polomér kruZnice 2’ roven
%r ProtoZe dotyk kruZnic &, &’ je zfejmé vnitfni, pro-
cha21 kruZnice & bodem S, tj. podle (1) »1— r=388 =

5 V'S, neboli

r=VS.

Opsana kruznice & prochdzi tedy prusecikem vysek V.
Trojuhelnik ABC je pravouhly s pravym uhlem pfi
vrcholu V' = C. Bodem V zfejmé prochazi také kruznice
k'; bod V je tedy bodem dotyku obou kruZnic %, &’ (viz
obr. 25).

Obr. 25

4. V prostoru jsou dany Ctyfi body 4,, 4, A3, Ay
které nelezi v roviné. Je-li X libovolny bod prostoru,
oznaéme X, patu kolmice spusténé z X na primku 4,4,,
X, patu kolmice z X na A,4;, X; patu kolmice z X na
A;A,, X, patu kolmice z X na A,4,.

74



Dokazte, Ze mezi vSemi body X prostoru ma stfed
kulové plochy prochézejici body 4,, A,, As, A, tu vlast-
nost, ze soucet

(A:X0)* + (A2 X,)* + (AsX5)* + (A4X0)
je minimalni.
RESENT. Dokazme nejprve véu: Je-li X, pata kolmice
z X na 4,4,, plati (viz obr. 26 a, b, c, d, e).

X

I\\ A
A =X, A,

X
A, A,=X,
€=1 nebo €=-1 £=1
Obr. 26

(XA = 5 (A + 2 (ALK — (A,X)] +

1

Ty

(A1 X)? — (4. X)) (1
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Diikaz. Podle obr. 26 a, b, c, d, e plati totiz (i kdyz
X=X,
(A1X1)2 — (AlX)2 - (XX1)23
(A, X,)* = (4, X)* — (XX,)%
Vhodnymi upravami eliminujeme XX,;, 4,X; a A,X;;
nejprve dostaneme
(Ale)2 - (A2X1)2 - (AlX)2 - (AzX)2-
Diéle je pro ¢ = 1 anebo —1
Ay X, = [A1 4y — e4, X4, 1.
(4,X,)? = (4,4, — ¢A4,X,)>? takze
(A1 X1)? — (414, — 4, X1)? = (A1 X)? — (4. X)%
2¢A4,4,. A, X, — (4;,4,)? = (4, X)? — (4,X)>.
Odtud (4, # 4,)
1
(X0 = g g (X — (AX) + (AP,

(X0 = g (A1) + HAAP (ALK —

— (A X)7] + [(4,X)* — (4, X))

neboli po roznasobeni dostaneme vztah (1).
Obdobné plati

(Koo = 4 (Ao} + 5 [(AX) — (A,X)] +

1
4(A,A,

(XiA) = § (A + | [(AXF — (4] +

1 2 2712
+ 44,4, [(4,X)* — (4, X)*]

3 [(4,X)* — (4:X)*F
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SeCteme-li tyto rovnosti, dostaneme rovnost, kterou
oznacime (2):
(XlAl)2 + (XzAz)Z s (X3A3)2 + (X4A4)2 -

- éll ((414,)* + (A245)* + (4344 + (4,41)°] +
1

2 212 1 2
g (X7 AXFT 4 4 (40
— CAXPE g (X0 — (AT
1

+ X)) — (A X

x4,
Odtud ihned plyne, Ze je-li X stfed kulové plochy obsa-
hujici vSecky Ctyfi body A, Ay, Asy Ay je A X = A, X =
= A,X = A,X, tj. uvedeny soucet je roven prvnimu
¢lenu na pravé strané (2); pro kazdy jiny bod je soucet
vpravo veEtsi.

3. KATEGORIA C
1. Vysetrite a nadrtnite mnozinu vsetkych bodov v ro-
vine, ktorych pravouhlé suradnice vyhovuji nerovnosti
(x> — 13 +36 x)(x* — 17x* + 16) _ 0
(3" — 13" + 36y)(»* — 1792 + 16) =
RIESENIE. Hladant mnoZinu oznaéme pismenom M.
Citatela zlomku upravime na tvar
x(x? — 4)(x® — 9)(x® — 1)(x* — 16) =
=@+ +3)(x+2)(x + 1) x(x—1)(x—2)(x—3) (x—4).
Dosadenim y namiesto x dostaneme tvar menovatela.
Dana nerovnost je teda ekvivalentnd s nerovnostou

f(x)
}m =0, (1)
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kde f(x) = (x + 4)(x + 3)(x + 2)(x + )x(x — 1).

- (x — 2)(x — 3)(x — 4). Body priamok y =g (g=0,
j: 1, +2, +3, +4) do mnoZiny M zrejme nepatria, ale
body priamok x = p (p=0, 41, +2, +3, +4) okrem
bodov prv vylacenych do M patria, ako to vyplyva
priamo z tvaru (1).

Spominané priamky rozdelia rovinu na 100 obrazcov
(ohraniCenych 1 neohraniCenych), ktorych vnutra nazveme
oblastami a oznalime ich P, (a, 6 = 0, 1, 2, ..., 9) podla
schémy na obr. 27. Vezmime lubovolny bod [x, y] € Py,
Potom a je zrejme polet Cisel #» z mnoZiny N = { —4,
-3, —2, —1,0, 1, 2, 3, 4}, pre ktoré x —n <0 a b je
pocet ¢isel m z mnoZiny N, pre ktoré y — m < 0. Ak je

y
w9l Y Yol | o -
] ] [ " S ] n [0 "
> > x| x| x
/?90 PBO on P10 Poo y=4
For Py 1Py |1 y=3
y=2
) did
=0
y X
0 yut
y=2
y=-3
Rs s - s |Pos y=-4
POQ Ro |- P19 R
Obr. 27
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f(x)

a -+ b parne Cislo, je zrejme 25> 0 a ak a4 b je
fx) f)

neparne Cislo, je ) < 0. Z toho vyplyva, Ze M je

mnoZina bodov [x, y], ktoré su na obr. 28 vyznalené vy-
$rafovanim, priCom body vodorovnych hrani¢nych iar
do M nepatria a body zvislych hrani¢nych priamok okrem
priesenikov s vodorovnymi hrani¢nymi priamkami do
M patria.

2. Je dan pravouhly rovnoramenny trojuhelnik ABC,
* jehoZ zdkladna m4 stfed D a délku 2.

a) Dokazte, Ze pro kazdy bod M vysky CD plati
' AM + BM + CM =1 + |/3. (1)

b) Sestrojte ten bod M vysky CD, pro ktery je soucet
AM + BM + CM nejmensi.
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RESENT{.
a) Oznalme DM = x; pak CM = 1 — x a daile (viz
obr. 29)
AM+BM+CM =21 +x*+1—x (1)
C

X
A 1 D 1 B
Obr. 29

Vzhledem k (1) staci dokazat, Ze plati

1+ +1—x=1+4+)3 2
pro vsecka Cisla x, pronéz plati 0 =< x = 1. Z (2) plyne
AT+ z|3+= (22)
a po umocnéni
41+ x*) = 3 + 2x]/3— + x2 (2b)
neboli
3x2 — 2x|/3+1=0, (2c)
neboli
3 LY~ 3)
(- v§) ="

Nerovnost (3) plati pro kazdé x. Z ni plyne obricené
(2¢), z (2¢) plyne (2b), z (2b) plyne (2a) — nebot na obou
strandch (2a) jsou kladna ¢isla. Z nerovnosti (2a) plyne
(2) a vzhledem k (1") je tim dokdzdna nerovnost (1).

b) Jako nejmensi hodnota pro AM + BM + CM pfi-
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chazi podle (1) v vahu &slo 1 + |/3. Nastane-li tento
ptipad, pak v (3) plati vztah rovnosti, tj.
1

13"
V pripadé, Ze plati (4), je AM = l/l - 3 = 123 =

=2DM. Je tedy ¢ MAD =30°. Odtud plyne konstrukce
bodu M.

(4)

X —

3. Urcete délky stran vSech pravotihlych trojuhelniku,
které maji tyto vlastnosti:

a) délky stran v centimetrech jsou cela Cislas

b) obvod trojuhelniku v cm je roven obsahu troj-
uhelniku v cm?.

RESENI. Ozna¢me délky odvésen hledaného pravo-
uhlého trojuhelniku v centimetrech a, b a délku jeho pre-
pony v centimetrech ¢. Podle textu-ulohy (podminka b)

. ab=a-+ b+
)
1.
= ab—a—> (1)
=3 .
Rovnost (1) umocnime dvéma a dosadime podle Pytha-
gorovy véty ¢ = a® + b%; po Gpravé dostaneme
L a*?® -+ 2 ab — a*h — ab®> = 0,
tj.
ab(ab — 4a — 4b + 8) = 0.

Protoze a > 0, b > 0, dostaneme po déleni soucinem ab
ab — 4a — 4b |- 8 = 0,



1.

(a —4)(b — 4) =8. (2)
Kazdé z Cisel @ — 4, b — 4 je podle (2) délitelem cisla 8.
Sestavime tabulku:

a—4 1 B 2 4 8 | -1 | —2 | —4 | —8

boa| 8| a| 2| 1| 8| -a| 2| -1
a 5 6 8 12 3 2 0 ﬁ—;
b| 12 8 6 5 —4 0 2 34‘

B c| 13 | 10 10 13 - - - -

Uloha m4 tedy v podstaté dvé feSeni 5 cm, 12 cm, 13 cm,
a 6cm, 8cm, 10 cm.

Zkouskou se snadno presvédCime, Ze oba tyto trojuhel-
niky tloze vyhovuji.

JINE RESENI. Ulohu lze také fesit pomoci véty:
Jestlize a, b jsou délky odvésen a ¢ délka pfepony pravo-
uhlého trojuhelniku, pficem? a, b, ¢ jsou cela Cisla, potom
existuji takova prirozena Cisla k, m, n, m > n, ze plati

a = k(m* —n®), b=2kmn, c=k(m®+ n®).
Ziejmé plati i véta obracend.
Podle podminky b) v textu ulohy
% ab=a—+ b+ c

Po dosazeni dostavime
R2mn(m? — n®) = 2km(m + n).
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Cisla m, k, m -+ n nemohou byt rovna nule, a proto
kn(m — n) = 2.

Cisla k, n, m—n jsou pfirozens, tak%e z posledni rovnice

plynou tyto tfi moZnosti:

A k=1lL,n=1,m—n=2,t.a=8,b=6,c=10;

bk=1,n=2,m—n=1,tj.a=5b=12,c = 13;

QOk=2,n=1,m—n=1,t.a=6,b=8, c=10.

Resenim ulohy jsou tedy trojtihelniky o stranich 5 cm,

12cm, 13 cm a 6 cm, 8 cm, 10 cm.

D

C

Obr. 30

A B

4. Je dany $tvorec ABCD so stranou dizky 8 cm, ktory
je rozdeleny na spdsob Sachovnice na 16 zhodnych poli.
Zostrojte rovnostranny trojuholnik 4XY tak, aby vrchol
X lezal v rohovom poli pri vrchole B, vrchol Y v rohovom
poli pri vrchole D a aby dizka jeho strdn AX — XY —
= YA bola ¢o najvicsia.

RIESENIE (obr. 30). Nech je trojuholnik AXY taky
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rovnostranny trojuholnik, ktorého vrchol X lezi v roho-
vom poli pri vrchole B a vrchol Y v rohovom poli pri
vrchole D. Otocenie ¢ okolo stredu 4 o 60° v kladnom
zmysle prevedie bod X do bodu Y. Otocenie O prevedie
rohovy stvorec Qp (pozri obr. 30) do rohového Stvorca
Q 3. Bod Y patri do prieniku P’ Stvorca Q3 a rohového
Stvorca Q.

Prienik P’ je konvexny Stvoruholnik (na obr. 30 husto
vysrafovany), ktorého kazdy bod Y ddva jeden rovno-
stranny trojuholnik AXY. Prislusny vrchol X trojuhol-
nika AXY vznikne oto¢enim bodu Y okolo bodu A4
0 60° v zapornom zmysle a leZi teda v konvexnom $tvor-
uholniku P, ktory vznikne otoCenim P’ okolo 4 o 60°
v zdpornom zmysle.

Riesenie ulohy dostaneme, ak za vrchol Y zvolime ten
bod Stvoruholnika P’, pre ktory je vzdialenost 4 Y maxi-
malna. Je to zrejme jeho vrchol Y, (pozri obr. 30).

4. KATEGORIE D

1. Mirek dostal za domadci cvi¢eni znamou ulohu
o nadrzce a Ctyfech kohoutech, ale marné se snazil ji
roziedit. Uloha znéla:

Prvnim a druhym kohoutem nate¢e dohromady za
hodinu p hektolitr vody; druhym a tfetim natece za
hodinu o 30 hl vice. Tfetim a Ctvrtym natece za hodinu
dvakrat vice nez druhym a tfetim dohromady. Prvnim
a Ctvrtym kohoutem nateCe za hodinu o 20 hl vice nez
prvnim a druhym.

Kolik hl natee za hodinu kazdym kohoutem zvlast?
VyloZte, pro¢ Mirek nenasel feSeni tlohy.

RESENI{. Oznatime x, y, 2, ¢ polet hektolitrf, ktery
natece za hodinu po fadé prvnim, druhym, tretim a Ctvr-
tym kohoutem; déle ozna¢ime p pocet hektolitra, ktery
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nateCe za hodinu prvnim a druhym kohoutem dohro-
mady. Dostaneme soustavu rovnic

x+y=0p
z + t= 2(p + 30),
t +x=p+ 20.
Z prvnich dvou rovnic vylouc¢ime y odectenim; vyjde
x — 2z = —30. 2)

Z tfeti rovnice (1) a rovnice (2) vyplyva
x4+t = —30 4+ 2(p + 30),

x +t=2p + 30. 3)
Cisla x a ¢ musi spliiovat jak rovnici (3), tak i Ctvrtou
rovnici (1); to je mozné jen tak, Ze plati

2p + 30 = p + 20.
Odtud plyne p = —10, coZ je nemozné podle vyznamu
Cisla p (nemuze byt p < 0).

INE RIESENIE (bez pouzitia ststavy rovnic). Podla

textu ulohy plati:

(1) 1. a 2. kohutikom spolu natecie za 1 hodinu p hekto-
litrov vody,

(2) 2. a 3. kohutikom spolu nateCie za 1 hodinu p +
+ 30 hektolitrov vody,

(3) 3. a4. kohutikom spolu natecie za 1 hodinu 2(p + 30)
hektolitrov vody,

(4) 1. a 4. kohutikom spolu nateCie za 1 hodinu p +
-+ 20 hektolitrov vody.

Vsetkymi Styrmi kohtitikmi spolu natecie za 1 hodinu

(a) vzhladom na podmienky (1) a (3) p + 2(p + 30)
hektolitrov vody,

(b) vzhladom na podmienky (2) a (4) (p + 30) + (p +
+ 20) hektolitrov vody.

neboli
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Ak ma tloha rieSenie, potom musi teda platit

P +2(p + 30) = (p + 30) + (p + 20) Cize
3p + 60 = 2p | 50,
skadial vyplyva
p = —10.
Ulohe vsak médze vyhovovat len p > 0. Uloha teda nema
rieSenie.

2. Urcete Cisla a, b tak, aby pro kazdé libovolné zvolené
Cislo x platilo

a—b _ x — 2ab(b — a)
Wl;[a(x—a)+b(x_b)]—_a§1?b -
2
b—a’ (1)
RESENI. Zlomky v rovnosti (1) maji smysl, jestliZe
a+b+£0, (2a)
a—b+0. (2b)

Ob¢ strany rovnosti (1) vyndsobme vyrazem
(a + b) (a — b). Dostavame

(a — b)?. [a(x — a) + b(x — b)] = x(a — b) +

+ 2ab(a — b)? + 2(a + b).

Po dalsi apravé
(@a—b)?.[(a+b).x — (a+ b)*] = x(a — b) + 2(a + b).
Vyrazy s x pfevedeme na levou stranu, ostatni na pravou
stranu rovnosti

x.(a—0b).[(@a+ b)la—0b)— 1] =
—(@+b.[a—br.@+H+2. 3
Rovnost (3) bude splnéna pro kazdé x pravé tehdy, kdyz

86



bude zaroven platit
(@+b).[(a+b)a—b)—1]=0, 4)
(a+b).[(a—b)2.(a+ b)+ 2] =0. (5)
Uvazime-li platnost vztahd (2a) a (2b), plyne ze (4)

a (5)
(a+b) .(a—b)=1, (4a)
(@ —b)2.(a+ b)=—2. (5a)
Dosadime-li (4a) do (5a), mame
a—b=—2, (6)
coz zase dosadime do (4a) a dostadvame
1
a+b=— 5 @)
Resenim soustavy rovnic (6) a (7) nalezneme
5 3

—y by

a =

Zkouska:

:—2x——léz,

tedy L = P pro kazdé x.
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3. Trojuholnik ABC je pravouhly s preponou AB, D
je bod vo vnutri odvesny AC.

a) Ak plati BD* = AD.CD, potom plati AD?* =
— AB* — 3BD? Dokazte.

b) Zistite, ¢i mozno vetu a) obratit.

RIESENIE. a) Nech bod D je vntatornym bodom od-
vesny AC pravouhlého trojuholnika 4BC s preponou AB
(obr. 31) a nech plati

BD? = AD . CD. (1)

Obr. 31

Podla Pythagorovej vety pre trojuholnik ABC plati

AB? = (AD 4 CD)* 4 BC® (2)
Podobne pre trojuholnik BCD plati
BD* = CD? + BC> 3)

Ak wupravime vztah (2), dostaneme AB?* = AD> -+
- 2AD . CD + (CD? + BC?. Ak dosadime do posled-
nej rovnosti za AD . CD podla vztahu (1) a za (CD? +

- BC®) podla vztahu (3), dostaneme AB?>= AD? +
|- 2BD?* 4 BD?, skadial uZz vyplyva AD? = AB* —

- 3BD? Tym je veta a) dokdzana.

b) Nech D je taky vnuatorny bod odvesny AC pravo-
uhlého trojuholnika ABC s preponou 4B, Ze pren plati
AD* = AB* — 3BD? ¢ize 3BD* = AB? — AD>.
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Z poslednej rovnosti po dosadeni za AB* zo vztahu (2)

vyplyva

3BD* = (AD + CD)* + BC* — AD?,

skadial po uprave

3BD* = 24D . CD + (CD? + BC?)

a vzhladom na vztah (3) z poslednej rovnosti dostaneme

BD?

= AD . CD.

Vetu a) je teda mozno obratit.

4. Je dan Ctverec, jehoZ strana ma délku 6 cm. Bod M
mé od dvou sousednich stran Ctverce vzdélenosti 15 mm

a 20 mm.
Sestrojte lomenou ¢aru prochdzejici bodem M, ktera se
D Y' 8, Y’ c
AN <
\ N\ .
NN N \
AN N
B \ \ \ \
NN N\ ‘
)6 N \ \ & \
A O\ .
\ \\ \ \ X//
N\ o \ —F
\ \ \ \
7 B \ N
M, K= M\ \ \, \\
N\ b \\ N, N
) NN WY
\ NN
\ L
N LAY N :
A M, X, X b, x B
Obr. 32
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skladd ze stfedt vSech tseCek XY navzijem rovnobéz-
nych, jejichZ krajni body leZi na obvodu daného Ctverce.
Vypoctéte jeji délku.

RESENI{. Sestrojme &tverec ABCD o strané 6 cm.
Necht bod M ma vzddlenost 20 mm od strany AB
a 15 mm od strany AD (viz obr. 32).

Bod M sam musi byt stfedem jedné takové usecky XY,
o nichZ mluvi text ulohy, a proto bod M musi byt vnitinim
bodem ¢tverce ABCD.

Nejdfive budeme fesit dilét wlohu:

Na obvodu ¢tverce ABCD sestrojte body X, Y, tak,
aby bod M byl stfedem usecky X, Y.

Jsou-li X, Y, takové body, potom

a) nelezi na téze strané ¢tverce ABCD, nebot bod M je
vaitfnim bodem ¢tverce ABCD;

b) neleZi na rovnobéinych stranidch ctverce ABCD,
nebot bod M neleZi ani na jedné ze stiednich pricek
Ctverce ABCD;

c) nelezi na straniach AB a BC, BC a CD, nebot M

je vnéj$im bodem trojthelniku ABC a trojuhelniku BCD.

Zbyvaji tedy dvé moZznosti: X,a Y, leZi po fad¢ na stra-
nich AB a AD nebo AD a’DC.

UvaZujme pfipad, Ze X, je bodem strany AB a Y, je
bodem strany AD. OznaCme M, patu kolmice spusténé
z bodu M na AB a M, patu kolmice spusténé z bodu M
na AD. Potom ziejmé X, je bodem useCky M,B a Y,
je bodem useCky M,D. Plati

AM XM AMMY, (1)

nebot oba trojuhelniky jsou pravouhlé, <& M, XM =
= XL MMY, a XM = MY,. Tudiz plati

M, X, = 15 mm, M, Y, = 20 mm. (2)
Vzhledem k tomu, Ze strana Ctverce ABCD ma délku
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6 cm, body X,, Y, spliiyjici podminky (2) leZi uvnitf
useCek M;B a M,D, tj. na obvodu Ctverce ABCD.

Jsou-li X a Y, body lezici po fad¢ na useckdch M,B,
M,D, piicemz spliiuji podminky (2), pak plati (1) a tudi
M je sttedem useCky X, Y.

Uvazujeme-li moznost, Ze X,, Y, lezi po fadé na stra-
nach AD, DC, potom stejnou uvahou, jakd byla pravé
uzita pro strany AB a AD se zjisti, ze takové body X,
a Y, na obvodu Ctverce ABCD neexistuji.

ReSenim dil¢i Glohy mame urlen smér uselek XY.

Vedme rovnobézky s useckou X,Y, vrcholy D a B.
OznaCme body D, a B, dle obrazku. Necht E je stfed
useCky DD, a F je stfed GseCky BB,. Hledana lomena Cara
je AEFC, nebot

1. AE je téinice A AD,D, tj. je mnoZinou stfedu
vSech useCek XY || D,D, jejichz krajni body lezi
na strané AD, a na strané¢ AD (dokaZe se z podob-
nosti A\ AD,Dco N AXY);

2. EF je stfedni pficka rovnobéZniku D,BB;D, a je
tedy ‘mnoZinou stfedit vSech usetek XY || DD,,
jejichZ krajni body leZi na strandch D,B a DB;;

3. FC je téZnice A BCB, a je tedy mnoZinou stied
vSech useCek XY || BB, jejichZ krajni body lezi na
stranach BC a B,C.

Zbyva urcit délku lomené ¢ary AEFC. Bod F lezi na
stfedni pricce ¢tverce ABCD, a proto FC = FB. Ctyi-
uhelnik D;BFE je rovnobéZnik, tj, FC = FB = ED,.
Trojuhelnik AD,D je pravouhly, E je stfed jeho pre-
pony, a proto DE — AE. Z predchozich uvah plyne, Ze

AE + FC = DD,.

Délku tsecky DD, wurfime pomoci podobnosti
A M XMoo A AD,D.
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Plati
DA

"MM,
Uzijeme-li Pythagorovy véty pro A M,X,M, dostavame,
ze MX, = 2,5cm, tj.
DD, = AE -+ FC = 7,5 cm.
Ctyfthelnik D,BFE je rovnobéznik, tj.
EF = D,B;

DD, = MX, — 3. MX,.

dale plati
D,B = AB — AD,.
Z podobnosti trojuhelnika M, X,M a AD,D plyne, Ze

AD, —1,5.°

o cm = 4,5 cm,

tj.
EF = 1,5 cm.
Délka lomené cary AEFC je (7,5 + 1,5) cm = 9 cm.
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