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Il. PFipravné dGlohy I. kola

1. KATEGORIE A

1. Je déna funkce proménné x

x4+ 1 2x% — 3x2 + «x
1+|x+1]+x+2;+|x—a|~x° M
Urcete parametr a tak, aby graf dané funkce lezel v jednot-
kovém kruhu se stfedem v pocatku souradnic.

y=2

RESENT. Je-lix + 1 < Onebolix < —1,jelx + 1|=
= —x—1, jmenovatel prvniho zlomku je roven nule
a funkce (1) neni pro tato x definoviana. Obdobné je-li
x —a = 0 neboli x = a, je |[x — a| = x — a, jmenovatel
druhého zlomku je roven nule a funkce (1) neni pro tato x
definovana. Defini¢ni obor funkce (1) je tedy otevieny
interval

—1 <x <a, (2)
pfiCemz ovSem musi byt a > —1.
Pro vSechna x z intervalu (2) plati x + 1 > 0, tj.
x + 1 =x+4+1 a zdrovenn x —a <0, tj. |x — a| =
= a — x. Funkci (1) 1ze vyjadfit rovnici (po tpravé)

_ X+l 220 —3a f x
x + 1 a— x ?

neboli
—3x2 {—x

y=x*—x+1 + 3)
Polynom x* — x + 1 je v intervalu (2) omezeny; proto
musi byt omezeny v intervalu (2) i zlomek ve funkci (3).
Z toho plyne, Ze rovnice

% —3x24+x=0 (4)

a—X
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musi mit kofen x = a, nebot jinak by nabyval tento zlo-
mek pro x < a libovolné velkych hodnot a graf funkce
by nebyl omezeny. Za parametr ¢ muZeme tedy zvolit
jediné néktery z kofenu rovnice (4). Tuto rovnici upra-
vime na tvar

x(2x* — 3x + 1) = 0,
jez ma kofeny a, = 0, a, = 1, a; = ; .

Prvni kofen dava funkci

«y=2x— x° (4"
definovanou v intervalu —1 < x < 0. Zbézny nacrtek
ukaze, ze graf funkce (4) nelezi v jednotkovém kruhu;

skuteCné tomuto grafu nalezi napf. bod [~ ;, - Z] i
ktery nelezi v jednotkovém kruhu. Je totiz

1\? 5\> 29 _
(A

Kofen a, = 1 ddva funkci

2
y=x2—x+1+xngi—;3-3;+rl':x2—x+l+
gl—x)(l— 2x)
.{-x l_x b
neboli
y=1—2x (4"

Grafem této funkce je oblouk paraboly, ktery nalezi
jednotkovému kruhu. Plati totiz pro —1 < x < 1 stéle
y>0ay <1,t.y% <y.

ProtoZe podle (4”) x* + y = 1, plati x>  y* < x*> { y =
= 1, ¢imZ je tvrzeni dokdzano.
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Y y | .
Tteti kofen a, = 2 dava funkci

2x%(x — 1) (x - %)

Ly
2

y=x*—x+1+

neboli
y=—x*+x+4+1

. . . 1
Tato funkce je nyni definovana vintervalu —1 < x < X

Ihned je vSak vidét, Ze graf této funkce nelezi v jednotko-

vém kruhu, nebot napft. pro x = % je y = % -1
Graf funkce (1) tedy lezi v jednotkovém kruhu jediné
proa = 1.

2. Mnozina M sa sklada z n prvkov 1, 2, ..., n. Utvorte
kombindcie k-tej triedy z prvkov mnoZiny M. Scitajte
Cisla, ktoré vytvaraju kombindcie k-tej triedy. Utvorte sa-
Cet vSetkych takto ziskanych sultov a oznalte ho ;.
Urcite vzorec
a) pre Si;

b) presucet S = S, + S, + ... + S,.

RIESENIE. a) Uvodom je vhodné si uvedomit, e
sucet S, modZeme dostat aj sCitanim vSetkych Cisel 1 vy-
skytujucich sa v kombinaciach k-tej triedy z prvkov mno-
ziny M, vsetkych Cisel 2, atd., aZ vSetkych Cisel n vysky-
tujl';wcich sa v kombindciach k-tej triedy z prvkov mnoZi-
ny M.

Najskor zistime, kolkokrat sa v kombindcidch k-tej

33



triedy prvkov z mnoziny M vyskytuje lubovolny prvok m
z mnoziny M (1 =< m < n, m celé). To urobime takto:
Predpokladajme, Ze mame tvorit kombindcie k-tej triedy
z prvkov mnoziny M (teda z n prvkov), ktoré obsahuju
prvok m. Dostaneme ich tak, Ze ku kaZdej kombindcii
(k—1)-tej triedy z mnoZiny prvkov 1,2, ...,m — 1,
m -+ 1, ...,n (Cize z n — 1 prvkov) priradime prvok m.
Kombindcii k-tej triedy z prvkov mnoZiny M, ktoré
obsahuja prvok m, je teda C;_,(n—1). Z toho vyplyva, Ze
sucet vsetkych prvkov m vyskytujucich sa v kombindciach
k-tej triedy prvkov z mnoziny M je m.Cy (n+— 1).
Teraz uz sucet Sy lahko zistime.

Sk =1. Ck_l(n - 1) + 2. Ck,l(n — 1) + e +

+(n—=1).Coaln—1)+n.Cpy(n—1)=

=0 4+2+..+n.Ciyn—1),

skadial podla znamych vzorcov

nnt+1) m—1
s="0 R (0 00): ()
b) Je
Z Sy =8, + S + oo + St + Sy
k=1
a podla (1) preto plati

Z S, — n(n 1) (n — l) n(nﬁﬁi) (n T 1) .

o = [
+(”Tl) 2 6]
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Ak si uvedomime, Ze plati rovnost

1 w1 (n—1 _n—l
201 = (14 1) '—( . )+( 1 )+...+
n—1 n—1
o) )

z Sy =2"2%.n(n+ 1).
k=1

dostaneme

3. V roviné je dano pét bodu, z nichZ Zadné tfi nelezi
v primce. DokaZte, Ze aspon jeden z trojuhelnikil jimi
urenych ma vnitfni thel « = 108°.

RESENI. V dané roviné zvolme libovolnou pfimku p
a vedme s ni rovnobézky danymi body. Lze nalézt pas
roviny obsahujici pét danych bodd, jehoz hranice maji
smér (p) a kazd4 z nich obsahuje aspoii jeden z danych bo-
dt. BudiZ % jedna z obou hranic, A ten z danych bodu,
ktery na ni leZi (obr. 1). Bod 4 spojime polopfimkami AX
se viemi danymi body ; v§ecky tyto polopfimky lezi v jed-
né poloroviné s hranici 2. Mezi v§emi Ctyfmi polopfim-
kami AX lze vybrat dvé tak, Ze duty thel jimi uréeny
obsahuje obé zbyvajici (Z4dné tfi z danych bodu totiZ
nelezi v primce). Tyto polopfimky jsou na obr. 1 ozna-
Ceny AB, AE (B, E jsou dva z danych péti bodu); zby-
vajici dané¢ body C, D lezi uvnitf uhlu <t BAE.

Nyni rozlisime dvé moZnosti:
1. aspon jeden z bodt C, D lezi v poloroviné BEA;
2. oba body C, D leZi v poloroviné opaéné k BEA.
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Pripad 1 (obr. 2). Protoze Zadné tii z bodu 4, B, C, D, E
nejsou kolinearni, leZi napf. bod C uvnitt A ABE.
Protoze

< ACB 4 < BCE + < ECA ="360°,
ma aspon jeden z téchto tfi uhla velikost vétsi nebo rov-
nou 120°; plati tedy napt.
< ACB = 120° > 108°
a véta je v pripadé 1 dokazana.

Ptipad 2. Obsahuje-li A BEC bod D nebo A BED
bod C, uzijeme téhoz postupu jako v pfipadé 1 a dosta-
neme tvrzeni véty.

Zbyva tedy ptfipad, kdy ani bod D nenélezi trojuhel-
niku BEC, ani bod C trojuhelniku BED. Dokazeme, Ze
pak bod D nenélezi thlu vrcholovému k <. BCE. Pii-
pustime, Ze by tato situace nastala (obr. 3); pak by pfimka
CD prochazela thlem <& BCE a protala by useCku BE
v jejim vnitfnim bodé X. Pak by bod C naleZel tiseéce DX,
tj. trojuhelniku BED, coZ je spor.
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Protoze bod D naleZi poloroviné BEC, nalezi bud uhlu
<X CBE, nebo <t CEB; necht nalezi D napt. uhlu <cCBE

Obr. 2~

(oviem nikoli trojuhelniku BEC); viz obr. 4. Pak sjedno-
ceni trojuhelnikt BEC, CED je konvexni Ctyfuhelnik, jak
se snadno dokaZe pomoci tsecky YZ (viz obr. 4). Stejné
se dokaZe, Ze sjednoceni trojuhelniku ABE a ¢tyftuhelniku
BEDC je konvexni pétithelnik; ctyfuhelnik BEDC lezi
totiZ v thlu <t BAF.

Obr. 4 B8 E
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ProtoZe soulet velikosti vnitfnich uhld konvexniho
pétiuhelnika je 3. 180° = 540°, ma aspon jeden z téchto
uhla velikost « = 108°,

4. Vysky Stvorstena ABCD se pretinaji v tom istom
bode (CiZe Stvorsten ABCD je ortocentricky) prave vtedy,
ked pre dizky jeho hran platia rovnosti

AB?* 4+ CD* = AC? + BD* = AD?* + BC2. (1)
Dokazte.

RIESENIE. a) Najskdér odvodime pomocnii vetu P:
Nech je dany trojuholnik PQR. Potom mnozina M vset-
kych bodov X roviny POR, pre ktoré plati

PX? + QR*> = QX*+ PR? (2)
je priamka predchadzajuca vrcholom R a kolmd na priam-
ku PQ.

Pri dékaze pomocnej vety P pouzijeme metddu surad-
nic. Stradnicovu ststavu zvolime tak, ako ukazuje obr. 5.
Suradnice bodov zapiSeme takto: P =][0;0], O =
=[;0] (z > 0), R =[r;s], X = [x;y]. Rovnost (2) je

y Lk
R
X
X
P Q
Obr. 5
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vyjadrena pomocou suradnic v tvare

R4+ r—)2+st=x—0)2+y2+1r2+s%(3)
Po jednoduchej uprave dostaneme

X =i (4)

Z toho vyplyva: Kazdy bod X mnoZiny M leZi na priamke
urcenej rovnicou (4). Je to priamka & kolma na priamku
PQ a prechiadzajuca bodom R. Obritene: suradnice
kazdého bodu X priamky 4 vyhovuju rovnici (4), teda aj
rovnici (3). Pre bod X plati teda rovnost (2) a bod X patri
preto do mnoziny M.

Tym je veta P dokdzana.

Obr. 6

b) Nech je ABCD ortocentricky S$tvorsten. Vysky
V4, Vg, V¢ tohto Stvorstena sa premietaju pri pravouhlom
premietani do roviny ABC ako vy$ky trojuholnika ABC,
vySka v, sa premieta ako ortocentrum V (priese¢nik
vy$ok) trojuholnika ABC. Podla pomocnej vety P je
(pozri obr. 6):

AV? + BC?* = BV? 4 AC?,
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skadial
(AV? + VD? + BC? = (BV? + VD?* + AC?

AD? + BC? = BD? 4 AC2 (5)
Podobne dostaneme aj ostatné rovnosti vztahu (1).
Nech obrétene platia pre Stvorsten ABCD rovnosti (1).
Potom plati tieZ rovnost (5). Oznaéme M pitu vysky v;.
Potom je
AD? = AM? + MD?, ~ BD?> = BM* + MD> (6)
Ak dosadime do rovnosti (5) zo vztahu (6), po uprave do-
staneme

Cize

AM? + BC?* = BM? + AC>
Podla pomocnej vety P je bod M bodom vysky trojuhol-
nika ABC vedenej bodom C. Pouzitim ostatnych rovnosti
vztahu (1) podobne dokaZeme, Ze bod M je tieZ bodom
ostatnych dvoch vysok trojuholnika ABC. Jeteda M =V
a vySky v, vp, v¢ pretinaji vysku v,. Zdmenou pismen,
vzhladom na to, Ze oznacenie vrcholov Stvorstena nie je
podstatné, dostaneme, Ze kazdé tri vysky stvorstena A BCD
pretinaja jeho zostdvajucu vysku.
Stvorsten ABCD je teda ortocentricky.

2. KATEGORIE B

1. Jsou-li koeficienty kvadratické rovnice
ax>? +bx +¢c=0, a+#0 (1)
licha ¢isla, nemad tato rovnice raciondlni kofeny; dokazte.

RESENI. Ptipustime, e rovnice (1) ma racionilni

kofen —(p, g celd nesoudélnd, ¢ # 0). Dosadime-li

x = 2 do (1) a vynasobime Cislem ¢?, dostaneme
ap® + bpg + cg* = 0. ©)
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Prvni dva cleny (2) jsou délitelné Cislem p; protoZe p, ¢
(i p, g% jsou ¢isla nesoudélnd, je p délitel Cisla c. Protoze
je ¢ liché, je i p liché. Obdobné dokdZeme z (2), Ze ¢ je
délitel Cisla a, a Ze g tudiz je liché Cislo.

Jezto a, b, ¢, p, ¢ jsou Cisla licha, jsou vSecky tii Cleny
na levé strané (2) cisla lichd a jejich soucet nemiiZze byt
roven nule. Tim je spor nalezen.

2. Vysetrite a naclrtnite mnozinu vSetkych bodov
v rovine, ktorych pravouhlé suradnice x, y vyhovuju ne-
rovnostiam

1<l + 3 — lx—yl| < 2.

RIESENIE. Pouzijeme vztah |a| = | —al, ktory plati
pre kazdé redlne Cislo a. Vypoclitame hodnotu vyrazu
medzi znakmi nerovnosti pri dosadeni:

a) —y miesto y,

b) —x miesto x,

C) y miesto x a x miesto y,

d) —y miesto x a —x miesto y.

Dostaneme

a) llx + (=) — lx — (=) = llx — 3| — lx + 3I| =
= [lx + y[ — |Ix — yl|,
b) |[—x +yl — [—x —yl[ =[x —y| — Ix +y|| =
=[x+ — [x — vl
) lly +=xl —ly — =l =llx + 3 — lx — 3,
d) =y + (=) — |—y — (=)= [|—( + ) —
— lx =yl = llx + 3/ — lx — 3.
Dané nerovnosti sa teda nezmenia, ak namiesto bodu
[x, ¥] vezmeme Iubovolny z bodov [x, —y], [—x, ¥],
[y, x], [—y, —x] CiZe grafické zndzornenie hladanej mno-
ziny bude sumerné podla sdradnicovych osi a podla
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priamok y = x,y = —x (simernost podla priamky y =
= —x sme vSak dokazovat ani nemuseli, pretoze vyplyva
z predchadzajucich troch simernosti). Staci preto najst tu
Cast hladanej mnoziny, ktora lezi v uhle velikosti 45° vy-
jadrenom nerovnostami

0=y=x (1)
Pri tejto podmienke dostanti dané nerovnosti tvar

lslx+y—(@F—y) =2
1=y =2,

SEy=1 @

Mnozina bodov, ktoré sucasne vyhovuju nerovnostiam
(1) a (2) je znazornena na obr. 7. Zo spommane] samer-
nosti vyplyva, Ze graﬁckym znazornenim celej hladanej
mnoziny je vySrafovand Cast roviny na obr. 8.

y

3. Jsou dana dvé kladna
Cisla m, s apravy uhel <t ABC -
tak, Ze plati AB = 2m.

R Sestrojte  rovnoramenny
//‘% / trojihelnik AXY se zaklad-

== . < nou AY tak, aby mél obvod
2s, aby vrchol X lezel na po-

i i
| |

5 — X loptimce AB a vrchol Y na
z 1 poloptimce BC.

Nl

Obr. 7 RESENT. Je-li A AXY fe-

$enim tulohy, vznikne situace

zndzornénd na obr. 9. Oznalime Z stied strany AY, T
patu kolmice spusténé z bodu Z na pfimku AB; déle
oznalime AZ — YZ = x, AX = z. ProtoZe ZT je stfedni
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pficka trojuhelnika ABY, plati

AT=BT=—;»AB=m. (1)
Usetka XZ je vyska rovnoramenného trojthelniku AXY;
proto je <L AZX pravy a trojuhelnik AXZ pravouhly
s pfeponou AX.

mm
i

Obr. 8

Sestrojime /. AXZ na zakladé vypocltu: vypolteme
délky jeho stran x, 2. Podle textu ulohy plati

x4+ z=s5. (2)
Podle Eukleidovy véty o odvésné je vzhledem k (1)
x% = ma. (3)
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Z rovnic (2), (3) vylou¢ime z; dostaneme
x% + mx = ms,

m)? m
(=+2) = (i),
neboli (protoie x> 0,x |+ ;n > 0, Vm (% + s) > r;z)

ct
Y

neboli

X ﬂf//////g. \

v

z
Obr. 9

Podle vzorcu (4), (2) uré¢ime délky x, z.
Z pravouhlych trojuhelnikd AXZ, AZT plynou ne-
rovnosti:

x < z, m < X. (5)
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Vzhledem k (2) dostaneme z prvni nerovnosti (5)

s
x < > (6)
a spojenim (6) s druhou nerovnosti (5) vyjde
s
m < 2" (7

Dokdzeme: plati-li (7), spltiuji délky x, 2 vypoctené podle
vzorcu (4), (2) vSecky nerovnosti (5), (6).

Nepiimy dikaz: Kdyby platilo m = x, bylo by ; m =

=x 4+ r;z Po dosazeni z (4) a po umocnéni bychom

dostali Z m* = —}1 m* + ms, tj. 2m ='s, COZ odporuje

nerovnosti (7). Kdyby platilo x = - bylo by x + =

= > g_n} Po dosazeni z (4) a po umocnéni bychom

dostali ﬁ+ms —+ — Ca tj >3 CoZ
S 4 +4’ ) m—2,

opét odporuje nerovnosu (7). Dokazah jsme tedy, Ze plati
(6) i druha nerovnost (5); z (2) pak plyne x < 2, coZ je
prvni nerovnost (5).

Z vypoctenych délek x, z sestrojime pravouhly troj-
uhelnik 4 XZ tak, aby vrchol X leZel na polopfimce 4B
a vrchol Z v poloroviné ABC; to je mozné, nebot plati
x < 2. Obricenim postupu odvodime z rovnosti (4)
rovnost (3); odtud vyplyva, ze AT = m. Doplnime-li
trojahelnik AXZ na rovnoramenny trojuhelnik AXY,
lezi vzhledem k (1) bod Y na polopfimce BC.

Podminkou feSitelnosti lohy je tedy nerovnost (7);
je-1i tloha fesitelna, ma jediné feSeni.
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4. Je dan kvadr ABCDA'B’'C’'D’ o hraniach délek
AB = a, AD = b, AA" = ¢. Na hrané BB’ urlete bod,
jehoZz vzdalenosti od hran 4’'D’, CD maji soudet a) co
nejmensi, b) co nejvétsi. Oba tyto extrémni soulty vy-
jadfete pomoci délek a, b, c.

D' c'
|
|
AI \\' ‘; Bl
T~
|~
[ ~edX
| "
¢ | ‘\A
| i c
b,”
s
A a B

Obr. 10

RESENI. Situaci znizorfiuje obr. 10., vzdalenosti
bodu X hrany BB’ od hran A'D’, CD jsou délky usecek
A'X, CX. Rozvineme-li Cast plasté (stény ABB'A’,
BCC’'B’) do roviny podle obr. 11, plyne z trojuhelnikové
nerovnosti, Ze pro vSecky body X hrany BB’ plati

AX+ CX =AM+ CM, (1)
kde M je prusecik useCek BB’, A'C. Podle (1) je tedy M
bod s nejmensim soultem vzdilenosti 4'X, CX. Daile
plati pfi oznaleni z obr. 12 podle trojuhelnikové nerov-
nosti:

AY+ YX> A'X,YB + BC> YC= YX + XC.
2)
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Po secteni nerovnosti (2) a po upravé dostaneme
AB +BC=A4AY+ YB'+BC> AX + XC. (3)

Y g i
/
- 2 c
=, \
\‘_\" \ \\ .
c S \\
N\
K '\i\
™
A a B b C
Obr. 11
Al a - 8/ b C"
\
~ \
= \
\
c X\
M \
\
//////// \
—
A Q B C
Obr. 12

Podle (3) mé tedy bod B’ nejvétsi soucet vzdalenosti A’ X,
CXze vsech bodu tsecky B’ M. Obdobné ma bod B nejvétsi
soulet vzdalenosti A’X, CX ze vSech bodi useCky BM.

Zbyva tedy porovnat A'B’ 4+ B'C a A'B + BC.
V situaci na obr. 11 a 12. je a > b; sestrojime-li rovnobé&z-
nik CB’A’'Q, lezi bod Q uvnitf useCky AB (plati totiz
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AB'BC =~ NA'AQ). Z trojuhelnikové nerovnosti pro
NA'QBvyjde A'Q + OB > A'Baodtud 4'Q + OB +
+ BC > A'B + BC, neboli A'Q 4+ QC > A'B + BC
neboli z rovnobézniku CB’A'Q

B'C+ A'B"> A'B + BC.
Bod B’ ma tedy vétsi soulet vzdilenosti A'X, CX nez
bod B. Tento extrémni soucet vzdélenosti je

A'B' + B'C=a+ |[b®+ ¢ (4)
Soucet A'M ++ MC = A'C je zfejmé
A'C=](a+ b2+ (5)

Jestlize a = b, je patrné A'B’ + B'C = A'B + BC =
—a+ Jat + &

Odpovéd: Bod M ma minimalni soucet vzdalenosti dany
vzorcem (5). Maximdlni soulet vzdélenosti ma bod
B'(B), jestlize a = b (b = a). Tento soucet je dan for-
muli (4) nebo formuli, kterou z ni dostaneme vyménou
pismen a, b.

3. KATEGORIE C

1. Pismenem N oznalime prirozené Cislo, jehoZ zapis
v desitkové soustavé obsahuje tfi jednicky, z nich jednu
na pocatku, druhou na konci. Ostatni cifry zdpisu jsou
jen nuly.

Urcete vSecka tisiciciferna Cisla N, kterd jsou délitelna
sedmi.

RESENI. Kazdé z Cisel N lze napsat ve tvaru

10* + (10% + 1), €))
kde 7, k jsou pfirozena Cisla, n > k. Napf. Cislo N =
= 10010 001 1ze napsat ve tvaru N = 107 4 (10*4- 1).

Pocitejme zbytky =z po déleni sedmi u Cisel 107 a 10% + 1
a zapiSme je do tabulek:
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Z tabulek a ze zpusobu jejich sestrojeni je zfejmé, Ze se
zbytky po Sesti mistech opakuji. Tato opakovani jsou dina
poradim zbytka

3,2,6,4,5, 1 pro 10"

4,3,0,5,6,2pro 10 4 1.

Ma-li byt cislo N tisiciciferné, musi byt 7z = 999,
k < 999. V tabulce (I) je pro n = 999 zbytek z = 6,
nebot 999 = 166 . 6 + 3, tj. 2 pro n = 999 je totéz jako
pro n = 3. Ma-li byt Cislo 10%° 4 10* 4 1 délitelné
sedmi, musi zbytek po déleni ¢isla 10¥ 4 1 sedmi byt
roven 7 — 6 = 1. ProtoZe se vsak v tabulce (II) zbytek 1
vubec nevyskytuje, je tloha nefeSitelna.

a

Resitelnd varianta

Pro Sestisetcifernd Cisla N dostaneme 7z = 599, v tabulce
(I) 2 = 5. V tabulce (II) musi byt z = 2, tj. Cislo £ + 1 je
nasobkem Sesti neboli 2 = 6 — 1. Za & muZeme volit
postupné vsecka Cisla

5,11, 17, 23, ..., 593.

Napf. nejvétsi z téchto Cisel N = 10°%° + 10 4 1.

2. Rieste sustavu rovnic s neznamymi x, y

ax + |yl =1, (1)
x+y=a,

kde a je parameter. Prevedte diskusiu riesitelnosti vzhla-
dom na parameter a.

RIESENIE. Rozoznivajme dva pripady: a) y = 0,
b) y = 0. V pripade a) m4 sustava (1) tvar

ax +y=1, 2
x+y=a.
Odcitanim druhej rovnice sustavy (2) od prvej rovnice
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dostaneme
(@a—Dx=1-—a. (3)

Ak je a # 1, ma rovnica (3) jediné rieSenie x = —1.
Z druhej rovnice sustavy (2) potom dostaneme y =
= a + 1. Dvojica (—1, a + 1) je rieSenim sustavy (1)
prave vtedy, kedjea + 1 = 0 ¢ize a = —1.

Ak je a = 1, ma ststava (2) nekone¢ne mnoho rieseni,
a to vietky dvojice (x, 1 — x). Sustave (1) z nich vSak
vyhovuju len tie, pre ktoré x = 1.

V pripade b) ma sustava (1) tvar

ax —y=1, (4)
x+y=a.
Sc¢itanim rovnic ststavy (4) dostaneme
(a+ Dx=a+ 1. (5)

Ak je a # —1, ma rovnica (5) jediné rieSenie x = 1.
Z druhej rovnice sustavy (4) vypolitame y = a — 1.
Dvojica (1, a — 1) je vSak rieSenim sustavy (1) prdve
vtedy, kedjea — 1 <0 lize a < 1.

Ak je a = —1, md ststava (4) za rie$enia vSetky dvojice
(x, —1 —x), ktoré vSak vyhovuju sustave (1) len pre
—1 —x =<0¢z%ex = —1.

Zhrnutie znazornime na Ciselnej osi (obr. 13).

jediné riesenie dve riesenia jediné riesenie
(1;a—1) (1;a—1)a(—1;a+1) (—=1;a+1)
1 | .
] L
-1 1
a= —1 a=1
nekonecne mnoho rieseni nekonecne mnoho rieSeni
(x; —1—x) kde x = —1 (x; 1 —x kdex =1
Obr. 13

3. Je din cCtverec ABCD, bod X probihd vnitfek
useCky BC, bod Y nélezi usece CD aje XY | AX.
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Urcete vSecky body X, pro které plati
< BAX < < XAY < <2 YAD.

Y
D c
, N

Obr. 14

RESENT (obr. 14). Stranu &tverce ABCD zvolime za
jednotku délky. Vsecky tfi vySetfované uhly jsou ostré,
muzZeme je porovnat pomoci tangent. Oznacime-li BX =
= x, plati CX = 1 — x; protoze

A ABX oo A XCY  (un)
(plati totiz < BAX = 90° — < AXB — < CXY), plati

CY = x(1 — x). (1)
Z trojuhelniku XCY dostaneme podle Pythagorovy véty
XY=010—x))1+2 2)
a dale
DY=1—x(1—x)=x>—x+ 1. 3)
Mimoto plati podle Pythagorovy véty pro A ABX
AX =1 + &2 (4)
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' Plati tedy podle (2), (3), (4):

(11— x)], 1+ a2
tg X BAX=x, t XAY = =1—x
g g <~ Tt >
tg <X YAD = x> — x + 1. 5)
Jestlize tg <t BAX <tg <t XAY, pak x <1 — x ¢ili
x < -;— a obrdcené. Jestlize tg <t XAY < tg <¢ YAD,
pak 1 — x < x® — x + 1 neboli x2 > 0 a obricené.
Dokazovany vztah plati tedy pravé pro vSecky body X,
které lezi mezi vrcholem B a stfedem M strany BC.

4. Je dan obdélnik ABCD, jehoZ strany maji délky
AB = a, BC = b, a > b. Urcete bod U leZici mezi body
C, D abod V mezi body B, C tak, aby trojahelniky ABV,
AUV, ADU mély obsahy sobé rovné.

a) Vypoctéte délky CU, CV pomoci a, b.

b) Sestrojte body , V'U.

D a-x Uu «x c
y
b V
b-y
A a B
Obr. 15

RESENT (obr. 15).
a) Ozna¢me CU = x, CV = y. Pak pro obsahy A
trojuhelnika plati

AABV = Jalb—3), AADU= Jba—x. (1
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Pétivhelnik ABVUD ma obsah

P =ab — % xy. (2)
Podle podminek ulohy je vzhledem k (1), (2)
1 1 1
b —3) = 3 ab— <, )
1 1 1
> bla — x) = 3 ab — 6 (4)

Odeétenim rovnic (3), (4) dostaneme
ay = bx. 5)
Rovnici (3) znasobime Cislem 6a a dosadime za ay z (5):
3a%h — 3abx = 2a%h — bx?,
neboli (po kraceni Cislem b)
x2— 3ax + a® = 0. (6)
Rovnici (6) fesime doplnénim na dvojmoc dvojclenu

2
(=2 = Sars

2 4
odtud B
345
x=—"a
Protoze musi byt x < a, vyhovuje jediny kofen
% = 3;21/45 .a=0,382a < a. 7
Z (5) dostavame
y= 3—?2-]-/§ b 03825 <b. (8)

Obriceni postupu ukazuje, Ze body U, V, pro néZz plati
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CU = x, CV =y, kde x, vy jsou diny vzorci (7), (8)
spliiujici skutecné podminky ulohy.
b) Konstrukci usecky délky x ukazuje obr. 16.
Uloha m4 pro kazdé a, b jediné feSeni.

4. KATEGORIA D

1. DokdZte, Ze plati

1 1 1 1
(1 + 737)-(1 + 8)'(1 + 15)- -(1 +o i) <2
pre vsetky prirodzené n > 1.

~ RIESENIE. Premenny Cinitel vy3etrovaného sicinu s
je
1 R? k>
T e 1 1" =D&+ 1)
Sudin s moZno teda napisat v tvare

22 32 42 n?
§ = S

1.32.43.5 " nm—1n+1)
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28,32 .4, ...n°
T2 e =12+ 1)
Stadial po skrateni dostaneme

1 n
S=2n.;l'"+'1‘: 2.n_*:1‘<

S

2.

2. Prislavnosti sedi u kulatého stolu 6 hochu H,, H,, ...
..., Hg a 6 divek D,, D,, ..., Dg, rozmisténych tak, Ze
vedle sebe sedi stfidavé vzdy chlapec a divka (obr. 17).

Obr. 17

Pred koncem slavnosti odesli 2 chlapci a 2 divky. Pfitom
obé mista, ktera uvolnili chlapci, oddéluji obé mista
uvolnéna dévcaty. (Napf. mohli odejit H,, H;, D,, D,
ale nemohli odejit H,, H;, D4, Dy.)

Zjistéte, kolika zpusoby lze vybrat takovou dvojici
chlapct a dvojici dévcat.
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RESENI. Prozkoumime systematicky viechny mo¥né
pripady:

a) Mista uvolnéna chlapci jsou H,, H, nebo H,, H,
nebo H,, H, nebo H,, H; nebo H;, H; nebo Hg, H,. Pro
kazdou tuto dvojici chlapcii 1ze vybrat 5 = 5. 1 vhodnych
dvojic dévcat, tj. celkem 6.5 = 30 moZnosti.

b) Mista uvolnéna chlapci jsou H,, H; nebo H,, H,
nebo H,, H; nebo H,y Hy nebo H;, H, nebo Hy, H,. Pro
kazdou tuto dvojici chlapct lze vybrat 8 = 4. 2 vhod-
nych dvojic dévcat, tj. celkem 6 . 8 = 48 moZnosti.

c) Mista uvolnéna chlapci jsou H,, H, nebo H,, Hy
nebo H,, H. Pro kazdou tuto dvojici hochu lze vybrat
9 = 3.3 vhodnych dvojic dévlat, tj. 3.9 = 27 moz-
nosti.

Vsech mozZnych pfipadu je tedy 105 = 30 -+ 48 4 27.

3. Trojuholnik ABC m4i velkosti vnutornych uhlov
o = 45° f = 60°.
a) Vyjadrite dizky stran b, ¢ pomocou dizky strany a.
b) Vyjadrite pomer dlZok vSetkych troch vySok trojuhol-
nika ABC.

RIESENIE. a) Pre treti vnatorny uhol yplati y =
= 180° — (« + ff) = 180° — 105° = 75°. Pre dizky strén
teda plati

a<b<ec (1)

Oznaéme D pitu vy$ky na stranu ¢, E bod strany AB,
pre ktory plati BE = BC = a (obr. 18). Trojuholnik
BCE je potom rovnostranny. Je teda

CD = ; al3. (2)
Trojuholnik ACD je rovnoramenny so zakladiiou AC =
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= b. Je preto

b=CD.]|2. (3)
Dosadenim zo vztahu (2) do (3) dostaneme
b— % al/6. @)

Obr. 18

Okrem toho je AB = AD + BD = CD + BD (ize
podla vztahu (2)

c=;w@+g=ga+w) )

Vztahy (3) a (5) ddvaju rieSenie ulohy a).
b) Pre vy$ku v, plati podla (2)

vf:;avg. )

Obsah P trojuholnika ABC je dany podla vztahov (2"),
(5) vzorcom
1

P = —cov,

5 (1+13). —; al3 tize

__1_.a
202
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P=20+]3. (6)

Zo vztahu (6) vypocitame v, a s pouZzitim vztahu (4) aj v,:

va=—2§=%(3+]/-3_), (7)
=2 =2 (2 +V5). ®)

Zo vztahov (2), (7), (8) vyplyva
veivpiv, = (34 13): (2 + 1/6): 2)/3.
Numericky je priblizne: v,: v,: v, = 4,73 : 3,86 : 3,46.

4. V trojuhelniku ABC
jsou téZnice ¢, a 1, navza-
jem kolmé. Dile je dana
délka téZnice ¢, a polomér
r opsané kruZnice.

Sestrojte tento trojuhel-
nik a provedte diskusi fe-
Sitelnosti.

RESENI. Rozbor (obr.
19). Vime, z2e CS =1,
X ATB = 90°. KruZnice
opsana A\ ABCmastied O
a polomér r. Z pravouhlé- -
ho A ABT plyne ST = 4 +t S It 8
=S4 = SB (S je stfed
useCky AB), tedy AB = Obr. 19

1 2

t. Odtud konstrukece:
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1. Zvolime polohu tsecky AB = —g— ¢ a sestrojime jeji

stfed S.

2. Vjedné z polorovin vytatych pfimkou 4B sestrojime
bod O tak, aby bylo O4 = OB = r.

3. Sestrojime kruznice ¢ = (S, ) a k = (O, r).

4. Spole¢ny bod kruznic ¢, £ ozna¢me C.

5. Sestrojime A ABC.

Zkouska spravnosti konstrukce. Je jasné, Ze kruZnice
opsand sestrojenému trojuhelniku ma polomér r. Oznacme

T tézisté A ABC, pak ST = ; t. Protoze podle kon-
strukce AB = § t, plati SA = SB= ST. Bod T lezi

proto na Thaletové kruZznici nad prumérem AB, tedy je
<L ATB = 90°. Téinice AT, BT jsou tedy navzajem
kolmé.

Diskuse. Bod 2 z konstrukce je moZno provést, pravé
kdyz ‘

1

3 L ()

Bod 4: spole¢ny bod C kruznic ¢ = (S, 1), & = (0, r)
existuje tehdy a jen tehdy, plati-li

r—1 <SO<r+ut

Dosadime sem SO = ]/r? - (

upravé dostaneme

N

r

2
;z) (viz obr. 20); po
5
9 l. (2)

1\,

r
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Vztahy (1) a (2) plati souCasné pravé tehdy, jestlize

Protoze spole¢ny bod C kruznic ¢, £ nikdy nepadne na
piimku AB, mozno provést bod 5.

Podminka fesitelnosti tedy je

L

t — 9
Snadno vySetfime, Ze feSeni jsou dvé (symetrickd podle
primky o), pouze v pfipadé r = ot je TeSeni jen jedno

(rovnoramenny trojuhelnik s hlavnim vrcholem C).

61



