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VI. Devatd mezindrodni matematickd olympidda

1. NEKOLIK VSEOBECNYCH POZNAMEK,
ZEYMENA ORGANIZACNICH

Devata olympidda, kterd se konala ve dnech 3. az 12.
Cervence 1967 v Jugoslavii, v Cernohorském mésté Cetinji
a na pobrezi Jaderského mote, byla pozoruhodnd v néko-
lika smérech. Kromé tradi¢nich ucastnikit — deviti zemi
socialistického tdbora (Bulharska, Ceskoslovenska, Fugo-
slavie, Madarska, Mongolska, Némecké demokratické
republiky, Polska, Rumunska a Sovétského svazu) se ji
zucastnily letos poprvé i Ctyfi zdpadni staty (Anglie,
Francie, Itdlie a gvédsko)*). Pri oficidlnim jedndni i pfi
soukromych rozhovorech se ukazalo, Ze zastupci zdpad-
nich zemi maji dosti odli$né nazory na koncepci matema-
tickych soutézi a na matematickou napln olympidd. Zda
se, Ze rostouci pocet ucastnickych zemi a ruznost ndzoru
povede k opatfeni, o kterém se mluvilo jiZ na moskevském
kongresu r. 1966: Ze totiz pofadani soutéze se bude musit
ujmout néktera mezindrodni organizace, pravdépodobné
Mezindrodni matematickd unie.

Pii IX. MMO ucinila poradatelska zemé pokus zorga-
nizovat malé symposium o vyucovdni matematice, jak
navrhl r. 1966 v Sofii bulharsky ministr $kolstvi Goncev.
I kdyZz symposium nemohlo byt pro kratkost ¢asu dobfe
pripraveno a musilo se ve zna¢né mife improvizovat, byl
to pocin dobry; doslo k vyméné fady informaci, zejména
o matematickych soutéZich v jednotlivych zemich; velmi
oteviené se tu vyslovily i ndzory na pojeti téchto soutézi.
Bylo slibeno, ze sdéleni ucastnikd symposia budou jugo-

*) Jména vedoucich dglegétl i jejich zdstupct jsou v tabulce 1.
o
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slavskym pfipravnym vyborem rozmnoZena a rozeslidna
viem ucastnickym zemim.

Jugoslavsky svazovy sekretariat pro vzdélani a kulturu
svéfil poradani olympiady matematické spole¢nosti (Sa-
vez drusStava matematicara, fiziCara i astronoma Jugosla-
vije); jejim predsedou je akademik Danilo Blanusa ze
Zagreba, generdlnim sekretafem dr. Vojin Dajovid,
profesor bélehradské university. Pifedsedou Jury (mezi-
narodni komise) byla dr. Milica Ilié-Dajovié, také profe-
sorka bélehradské university. Koordinovani klasifikace
zakovskych praci provadéla osmiclenna skupina jugo-
slavskych koordinatoru, vesmés vysokoskolskych uditeli,
v jejimz Cele stal Milorad Bertolino, docent bélehradské
university.

Pripravny vybor umistil soutéZ vhodné do klidného
mésta Cerinje, obklopeného svéraznou Cernohorskou
krajinou, ktera byla vétsSiné ucastnikl zcela neznima Cést
praci jury se vSak konala v Budvé, na nejjiznéjsim cipu
jugoslavské riviéry, na okouzlujicim pobfezi Jadranu,
které vSak v plné sezéné neposkytovalo pravé nejlepsi
pracovni podminky.

Devata mezinarodni matematickd olympidda se konala
pod protektoratem presidenta §. B. Tita a za aktivniho
zajmu ministra Skolstvi Cernohorské republiky; o tom bude
jesté zminka pfi popisu prubéhu soutéze.

Hned na tomto misté je vhodné zminit se o budouci
olympiadé. Pfi zasedani Jury a pfi jednani symposia byla
prednesena dvé pozvdni na desdtou olympiddu: doc.
Morozova pozvala ucastniky jménem vlady své zemé do
Moskvy; obdobné pozvani prednesl i rumunsky delegat
prof. Ionescu. Oba delegati se pozdéji dohodli, ze X. MMO
bude uspofadiana v Moskvé. Jury tuto dohodu piijala
a doporucila, aby na X. MMO byly pfizvany dalsi
zapadni staty, zejména Norsko, Dansko, Belgie, Holand-
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sko, popfip. i USA. Dale doporucila Jury, aby se XI.
MMO konala v Bukuresti.

Letosni olympidda probihala v podstaté jest€ podle
statutu, navrzeného v r. 1962 Ceskoslovenskem; zda se
vSak, ze Sovétsky svaz navrhne v pfiStim roce nékteré
organizatni zmény (moZnd i sniZeni poCtu ucastnika
z jednotlivych zemi) a Ze pfedem prokoresponduje pfi-
pravované zmény s pozvanymi zemémi.

2. O MATEMATICKE NAPLNI SOUTEZE

Jugoslavci rozeslali pozvani na IX. MMO pomérné
pozdé; tim se asi stalo, Ze nékteré zemé poslaly navrhy
soutéZnich uloh opozdéné, nebo je nezaslaly vubec.
Ptipravny vybor pak nemohl podle slov predsedkyné
jury v kratké dob¢ pfipravit nékolik promyslenych variant
Sestic soutéZnich uloh, a zejména nemohl zpracovat
autorska feSeni v svétovych jazycich (za oficidlni jazyky
byly prohlaseny angliCtina, francouzstina, ital$tina, ném-
¢ina, rustina). Za této situace méli ¢lenové jury pfi volbé
uloh praci velmi svizelnou; tak se stalo, ze tlohy nebyly
vybrany nejvhodnéji a také jejich texty a ohodnoceni
maximalnim poctem bodu nebyly bez nedostatkil.

Uvadime ceské znéni textii uloh, které bylo pofizeno
piekladem z francouzstiny a némciny ; nékteré neobratnosti
v textu vznikly tim, Ze byl text schvaleny mezinarodni
komisi pfeloZzen pokud moZno doslovné. V zavorkach je
uvedena zemé, ktera ulohu navrhla, a nejvyssi pocet bodd,
kterym mohla byt tloha ocenéna.

1. den (5. Cervence 1967)

1. Budiz ABCD rovnobéZnik, jehoZ strany AB, AD
maji po fadé délky a, 1 a jehoZ thel <tDAB ma velikost o.
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Trojahelnik ABD necht je ostrothly. Pak jednotkové
kruhy se stiedy A, B, C, D pokryvaji*) rovnobéznik
ABCD pravé tehdy, kdyz plati

ca<cosx+ |3.sina.

Dokazte.
(Polsko, 6Db.)

2. M4-li jedind hrana Ctyfsténu délku vétsi nez 1, pak
je jeho objem mensi nebo roven —é . Dokazte.
(Ceskoslovensko, 7 b.)

3. Budte %, m, n pfirozena Cisla takova, ze m + & + 1
je prvocislo vétsi nez n + 1. Budiz ¢; = s(s 4+ 1). Pak
soudin

(emi1 — ck)(Cmia — k)« « - (Cmtn — Ck)
je délitelny soulinem c¢,c, . .. c,. DokaZte.
(Anglie, 8 b.)

2. den (6. Cervence 1967)

4. Jsou dany dva ostrouhlé¢ trojuhelniky A4,B,C,
a A,B,C,. Sestrojte néktery z trojuhelnikd ABC, podob-
nych trojuhelniku A4,B,C, (tak, Zze vrcholim A4;, B;, C,
odpovidaji po fadé vrcholy 4, B, C) a opsanych trojuhel-
niku A4,B,C, tak, ze strany AB, BC, CA prochazeji
po tadé body C,, A,, B,. Ze vsech takovych trojuhelnikt
ABC urcete pak trojuhelnik maximalniho obsahu a se-
strojte jej.

(Itdlie, 6 b.)

*) To znamenad, Ze kazdy bod rovnobéZniku nalezi aspon jednomu
z téchto kruht.
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5. Budiz ddna posloupnost
61:a1+a2+...+a8,

G=aitaid...+a2,

........................

kde a,, a,, ..., ag jsou redlna Cisla, ne vSechna rovna
nule. Necht dale nekonecné mnoho clent posloupnosti
{c.} je rovno nule. Urlete vSechna pfirozena Cisla n,
pro ktera je ¢, = 0.

(Sovétsky svaz, 7b.)

6. Pri sportovni soutéZi bylo rozdéleno v n po sobé
jdoucich dnech (n > 1) celkem m medaili. Prvniho dne
byla udélena 1 medaile a } ze zbyvajicich m — 1 me-
daili. Druhého dne byly udéleny 2 medaile a % ze zby-
vajicich, atd. Posledniho dne bylo udéleno poslednich »
medaili. Kolik dni trvala soutéZ a kolik medaili bylo
celkem rozdéleno?

(Madarsko, 8 b.)

Neé&kolik poznimek k ulohdm. Uloha 1 byla
pckna a vhodnd; k textu vsak bylo tfeba pfipojit vysvét-
leni slova ,,pokryvam“ Uloha ptipoustéla fadu ruznych
zpusobul feSeni (metoda souradnic nebyla pravé ne;—
vhodnem), zda se, Ze byla obodovéna pfili§ nizko, coz
se ostatn¢ ukdzalo i pfi jejim korigovani. Uloha 2 byla
pro strucnost textu i pro jasnost logické struktury feSeni
uznivana vétSinou delegith za velmi vhodnou. Uloha 3
spojuje prvky kombinatoriky a nauky o délitelnosti;
jeji feSeni se opira o zcela jednoduchy vypocet a o jedinou
pomocnou vétu, Ze totiZz souin » po sobé ndasledujicich
pfirozenych Cisel je délitelny Cislem »!
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Zcela nevhodna byla uloha 4, hlavné v té formulaci,
v které byla dana. Svadéla zédky k tomu, aby ji feSili
primitivné, aby si nevSimali geometrickych mist vrchola
A, B, C, a zejména aby zanedbavali otazku existence
v prvni i druhé Césti Glohy. Bez existenénich dikazl je
feseni velmi jednoduché, ale neuplné. Uplné feSeni je
dosti slozité.

Uloha 5 byla beze sporu nejobtiznéjsi; uz proto, Ze
k jejimu feSeni je tfeba Gsudkl obvyklych v matematické
analyze, na néZ nejsou zici stfednich $kol zvykli. I for-
mulace tlohy mohla byt jind (dokaZte, Ze pro vSechna
lichd n plati ¢, = 0). Toto znéni by bylo lépe odpovidalo
i hodnoceni ulohy sedmi body.

Text Glohy 6 vznikl pieformulovdnim textu ulohy
o rozdéleni dédictvi mezi » synt. Redlna situace uvedena
v textu je ponc¢kud ndsilnd a nezivotna. Vysledek je
neamérné jednoduchy a nezajimavy vzhledem k sloZitosti
feSeni. ReSeni # = 6, m = 36 lze uhodnout; ukolem pak
je jediné dokazat, Ze uloha nema4 jiné feSeni.

Celek soutéznich uloh obsahuje tfi tlohy geometrické
(1, 2, 4), coz delegati zapadnich statd nepfijali pravé
sympaticky. Dale je tu opravdovy nedostatek ,,fadné
algebry® i trigonometrie, 1épe feCeno goniometrie; v tloze
1 se vyskytuje trigonometrie jen okrajoveé.

Ulohy byly vybrany v duchu dosavadni koncepce
z riznych useku stfedoskolské matematiky. Francouzsky
delegat prof. Adler (ktery se neucastnil vybirani uloh,
nebot francouzskd delegace pfijela pozdéji) kritizoval
soutézni ulohy asi takto: tematicky jsou zastaralé, netvori
logicky a tematicky souvisly celek, ale jakousi trist
a neumoznuji ucastniku soutéZe zvolit si ulohy z téch
usekt stiedosSkolské matematiky, na které se pfi svém
individudlnim studiu zaméfil. Z téchto namitek je asi
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zhruba patrny odchylny nazor nékterych zadpadnich zemi
na koncepci olympiddy; jsou to hlavné zemé romdnské
sféry, ovliviiované silné bourbakismem.

3. RESENI SOUTEZNICH ULOH

1. Budiz ABCD rovnobéznik, jehoZ strany AB, AD
maji po fadé délky a, 1 a jehoz tthel <t DAB ma velikost o.
Trojuhelnik ABD necht je ostrothly. Pak jednotkové
kruhy se stfedy 4, B, C, D pokryvaji rovnobéznik*)
ABCD pravé tehdy, kdyz plati

a§cosa+l/§.sinoc.
Dokazte.

Reseni. a) Nejprve dokiZeme pomocnou vétu P:

Budiz XYZ ostrouhly trojuhelnik, » polomér kruznice
jemu opsané. Pak tfi kruhy se stredy X, Y, Z o poloméru
o pokryvaji trojuhelnik XYZ pravé tehdy, kdyz plati
o=r.

Dukaz. Oznaéme S stfed kruZnice opsané trojuhel-
niku XYZ (obr. 35); protoZe je trojuhelnik X YZ ostro-

*) To znamend, Ze kazdy bod rovnobéZniku naleZi aspon jednomu
z téchto kruhu.
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uhly, nalezi bod S jeho vnitiku. Oznacme dale X, Y, Z;
paty kolmic spuSténych z bodu S po fadé na primky
YZ, ZX, XY. Protoze je trojuhelnik XYZ ostrouhly,
~padnou body X, Y,, Z; do vnittku pfisluSnych stran.
Je-li o < r, pak bod S nenalezi Zadnému z kruht Ky =

= (X5 0), Ky=(Y; 0), Kz=(Z; 0). Je-li ¢ =1, pak
bod S nélezi kazdému z kruhtt K vs Ky, K. Protoze je
XY, < XS§, nalezi také bod Y, kruhu Ky, a tedy vSechny
body (vysrafovaného) trojﬁhelniku XY,S nélezi kruhu
K. Obdobn¢é se dokaze, ze kazdy z ostatnich trojuhelnika
XZ\S, YZ,S, YX.S, ZX,S, ZY,S nélezi nékterému
z kruhu Ky, Ky, K.

Tim je pomocnd véta P dokazana.

b) Necht jednotkové kruhy K, Kz, K., K se stiedy
A, B, C, D pokryvaji rovnobéznik ABCD. Pak kruhy
K,, Ky, K;, pokryvaji trojuhelnik ABD. Kdyby tomu
totiz tak nebylo, platila by podle pomocné véty P ne-
rovnost 1 << r, kde r znadi polomér kruznice opsané
trojuhelniku ABD. Pro stfed S této kruZnice by tedy
platilo

r=AS >1, CS =1, (D
nebot bod S by podle predpokladu nélezel kruhu K.
Z obr. 36, vnémz je BDC’ trojuhelnik soumérné sdruzeny
s trojuhelnikem BDC podle pfimky BD, plyne
AS =C'S< CS, (2)
nebot bod S lezi uvnitf poloroviny BDA opacné k BDC.
Z (1) dostaneme CS << AS, coZ je ve sporu s (2).

¢) Protoze kruhy K,, Kz, K, pokryvaji trojuhelnik
ABD, plati podle pomocné véty P nerovnost r = 1.
Vypolteme r; podle kosinové véty a podle znamého
vzorce je

BD?>=aqa%*>+1— 2acos o, (3)
BD = 2rsin «.
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Vylou¢ime-li z rovnic (3) BD a pouzijeme-li vztahu
r = 1, vyjde
a®+1—2acos a = 4sin?a,
neboli
a? —2acosax +1—4sin?ax =0,
neboli
(a — cos 2)* = 3sin? . 4)

Obr. 36.

ProtoZze trojuhelnik ABD je ostrouhly, padne pata jeho
vy$ky spusténé z vrcholu D mezi body A, B; proto je
a > cos « a z nerovnosti (4) dostaneme

a — Cos « gl/isinx,
neboli

a = cos o + I/isin o. (5)

d) Obracené, plati-li (5), plati i (4); odtud dostaneme
obracenim postupu 4r%sin®? o« = BD?* < 4sin® a, tj. r =
= 1. Z toho vyplyva podle pomocné véty P, Ze kruhy
K,, Kz, K, pokryvaji trojuhelnik ABD. UZzijeme-li
soumérnosti podle pruseciku uhlopticeck AC, BD,
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zjistime, Ze kruhy K, K, K, K}, pokryvaji rovnobéZnik
ABCD.

2. Ma-li jedina hrana Ctyfsténu délku vétsi nez 1, pak
je jeho objem mensi nebo roven % Dokazte.

Reseni. Budiz ABCD tetraedr, jehoZ hrany maji délky
AB=2x=1, AC=1, AD=1, BC=1, BD =1,
CD > 1. Oznalme u, v délky vysek trojuhelniki ABC,
ABD, spusténych na stranu AB.

Budiz o rovina stény ABC. Pak vrchol C néleZi vysra-
fované Casti roviny o, kterd je prunikem jednotkovych
kruht se stfedy 4, B (obr. 37).

Oznalime-li body P, Q, M, C’, R podle obr. 37, je
zfejmé

u=CR=<CR=PM=|1—2x
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neboli

u=]1—x. - (6)
Obdobné dostaneme z trojahelniku ABD
o< [T —x2. (7)

Protoze vyska Ctyisténu ABCD spusténa z vrcholu D
ma nejvyse velikost v (jsou-li stény ABC, ABD navzajem
kolmé), plati pro objem y Ctyfsténu ABCD tento odhad

1
9 = 3 xXuv ,

neboli podle (6), (7)
Y- (®)

R . o 3 1
Nasim ukolem je najit maximum funkce 3 (x — x9%)
. 1 . Y :
v intervalu 0 < x = 5 Dokazeme, ze tato funkce je
v uvedeném intervalu rostouci. Skute¢né, je-li x; << x5 =

1 ;
= 3° plati
1
‘3—(3‘2 == %) = _(xl —x3) =

=%(x2—xl) (1 —x} — xx, — x3) =

1 3
gg(xz—xl) (1 —Z)— 12 (x2 — %) >0,

tj.

%(xa_xz) > ;( —x}).
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Ze vztahu (8) pak dostaneme pro x = !

2
1/1 1 1
< (=—2)==.
Y= (2 8) 8
Tetraedr, jehoz hrany maji délky AB = AC = AD =
= BC = BD =1 a jehoz stény ABC, ABD jsou navza-
jem kolmé, ma objem % a jeho hrana CD ma délku
V3 y5_ V6
7-]/2 =5 >1.
Tim je dokdzana véta z ulohy 2 a zaroveil je ovéfeno,

Ze existuje tetraedr maximalniho objemu 8"

3. Budte %, m, n prirozena Cisla takovd, ze m + k + 1
je prvocislo vétsi nez n + 1. Budiz ¢; = s(s + 1). Pak
soudin

(Cm+1 - ck)(cm+2 - Ck) v (Cm+n — Ck)
je délitelny soulinem c,c, . . .c,. DokaZte.

Reseni. a) Nejprve zjistime rozepsinim soucinu
CiCy .+« . Cyy Ze plati

C1-CpuveecCyp=mnl (n+4+1)! 9)

Diéle vypolteme
Cmin —Ce=m + A —k+ (m—+ 2)?— k*,

tj.
Cpir—C=m-+A—k+m+2—k(m+ 1+ k)=
=m+ 2—km+ 2+ k+ 1); (10)
pfitom 2 je libovolné pfirozené Cislo. Pomoci rovnosti
(10) upravime dany souclin takto:

P=(cpy1— ) - (Cmrz — Ck)+ o+« (Cmin — €k) = P1Py,
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kde

Po=m+1—Fk).(m+2—Fk)..... (m+n—=Fk),
Po=m+k+2).0m+k+3)..... (m+k+n+1).
(11)

Soucin P, obsahuje n za sebou jdoucich celych ¢isel. Je-li
P R .
nékteré z téchto Cisel nula, j o e = 0, tj. Cislo celé.

Neni-li zadny z Cinitela P, roven nule, je P, aZ na zna-
meni rovno soucinu z po sobé jdoucich prlrozenych Cisel

a pak je také ;I:Tl Cislo celé. Plati totiz pro libovolnd

pfirozena Cisla «, f3, ze
@+Dw+ﬁ%~-%w+®:(+ﬂ)
p! p

je Cislo celé.

Tim je dokazano, Ze soucin P, je vzdy délitelny Cislem
n!

b) Nyni budeme vySetfovat soulin (m -+ k& + 1)P,.
Je to soucin n + 1 po sobé jdoucich pfirozenych Cisel,
proto je podle predchoziho délitelny cislem (n + 1)!
Plati tedy

(m+k+ 1P, =g.nl(n+1), (12)
kde g je prirozené Cislo. Prava strana (12) je délitelna
prvocCislem m + k + 1. Protoze je m + k + 1 vétsi nez
kazdé z Cisel 1, 2, ..., n+ 1, je m + k + 1 délitel

Cisla g, tj.

g=rim+k+1), (13)
kde r je pfirozené ¢islo. Dosadime-li z (13) do (12) a kra-
time-li Cislem m + k& + 1, vyjde

Po=r.n+ 1)1,
tj. souin P, je délitelny Cislem (n + 1)!.
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Podle (11) je tedy soucin P = P,P, délitelny Cislem
nl(n + 1)!, tj. podle (9) je soucin P délitelny soucinem
C1Cy .« . . Cpy jak jsme méli dokazat.

4. Jsou dany dva ostrothlé trojuhelniky A,B,C,
a A,B,C,. Sestrojte néktery z trojuhelniki ABC, po-
dobnych trojuhelniku A;B,C; (tak, Ze vrcholim A4,
B,, C, odpovidaji po fad¢ vrcholy 4, B, C) a opsanych
trojuhelniku 4,B,C, tak, ze strany AB, BC, CA pro-
chazeji po fadé body C,, Ay, B,. Ze vsech takovych troj-
uhelniki  ABC wurcete pak trojuhelnik maximdlniho
obsahu a sestrojte jej.

Reseni. a) DokiZeme nejprve pomocnou vétu P:
Je-li A,B,C, ostrouhly trojuhelnik a jsou-li «;, £, ¥4
tfi ostré uhly, pro néz plati «, + f, + y, = =, pak
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existuje uvnitf trojuhelniku 4,B,C,jediny bod M, z néhoz
je vidét tseCky A By B,Cop CoA4, po fadé pod uhly
T— Y1 T — & T —

Sestrojme kruznice k,,, kg, k¢ takto: k4 prochazi body
B,, C, a z kazdého jejiho bodu leziciho v poloroviné
B,C,A, je vidét tsecku B,C, pod thlem = — «;. Cyklic-
kou zdménou dostaneme kruZnice kg, ko (obr. 38).

KruZnice k,, kg se nedotykaji v bodé C,. Jinak by totiz
platilo podle vlastnosti usekovych Ghld = — o; + y, +
+ 7 — p; = 2= neboli yy = oy + f; = 7 — y;, COZ je
nemozné, nebot

vo = XA,C,B, je ostry, © — y, tupy.

KruZnice k4, kpse tedy protnou mimo bod C, jesté
v dal§im bodé M. DokéZeme, Ze bod M leZi uvnitf troj-
thelniku A,B,C,; vyvratime totiZ, Ze by bod M nélezel
nékteré z Sesti (uzavienych) oblasti oznaCenych na obr.
39 pismeny 2,, 2,, 2,’, 2;, 2 a Q,.

] \\\\“.

Obr. 39.
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Necht bod M néleZi oblasti 2, (obr. 40a); pak je
XAMB, = SAMC, + <CMB, = ©— f; + 7 —
— oy = ® + y;; aviak XA MB, = T, coZ je spor.

Obr. 40 abcd.

Necht bod M nilezi oblasti 2,; pak je (obr. 40b)

XCMB, < <CodoBy = 2% < 12‘ aviak > C,MB, —

T = v ¥ v
=T — % > 5, COZ je opét spor. Obdobné se vylouci

oblast £,’.
Lezi-li bod M v oblasti 2, (obr. 40c), je LA MC, >

~ JIBMCy, tj. py >mn — oy, coZ je nemozné, nebot
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B < %, T— oy >12t . Obdobné se vylouci oblast £,
Lezi-li konetné¢ bod M v oblasti 2, (obr. 40d), je

SAMCy + S CMB, = LAMB, < LA,CoBos 1.

B1 + oy <y €OZ je opét spor, nebot oy + f; = 7 —

™ kY
— "1 >’2", '}’0<’2 .

Obr. 41.

Protoze bod M lezi uvnitt A A4,B,C, (obr. 41), plati
SAMCy = = — fy, SBMC, = — ay, LAMB, =
=2r—(mn—oy) —(m—f) = o+ ) =7 — yp, 4.
bod M je spole¢nym bodem kruznlc ks kg k.

b) Sestrojme v bodech A, B,, C, po rade kolmice
k pfimkam MA,, MB,, MC,. Tyto pfimky se protnou
po dvou v bodech A,, B,, 62 (obr. 42). Vznikne tak
trojuhelnik A,B,C,, jehoZ vnitfni uhly jsou o«;, £y, ;.
Body A,, B,, C, lezi po fadé na kruznicich kg, kg, k.
Snadno dokazeme, Ze trojuhelnik A,B,C, ma maximalni
obsah ze vSech moznych trojihelnikui ABC. Trojuhelnik
A,B,C, ma maximalni obsah, ma-li maximalni jednu
stranu, napf. 4,B,. Na obr. 43 jsou kruZnice k4, kg, jejich
pruseciky C,, M, tseCka A,B, a strana AB libovolného
trojuhelniku ABC, prochazejici bodem C,. NatémZ obraz-
ku je sestrojena usecka A'B’ soumérné sdruzend s AB
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podle stfedné kruznic kg, ky. Z tétivovych Ctyfuhelnik
MCyA,A'y MC,B,B’ plyne, ze je A,A" | A'B,

Tim je dukaz proveden.
Maximalni trojuhelnik 4,B,C, zajistuje existenci aspoii
jednoho trojuhelniku Ziddanych vlastnosti. Intuitivné lze

A

Obr. 43.
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oviem sestrojit dal§i. Zvolime libovolny bod A na kruz-
nici k4 vné trojuhelniku A,B,C,; sestrojime pfimky AB,,
AC,. Protnou-li tyto pfimky kruZnice k., kp po fadé
v bodech C, B lezicich vné A A,B,C,, pak trojuhelnik
ABC je trojuhelnik Zzadanych vlastnosti.

Ka

2

c
Obr. 44.

Body B, A,, C lezi totiz v pfimce; pak plyne z nasle-
dujiciho dtikazu (obr. 44): pfimka BA, protne polo-
pfimku AB, v bodé C’ (tento prusecik vznikne,; nebot
o + 1< 7-) Z trojuhelniku ABC’ dostaneme, Zze
JSBC'A= 7w — o, — By = y,. Protoze bod C’ lezi
podle své konstrukce v poloroviné opacné k A,B,Cy,
je XA,C'B, = XBC'A = 7, tj. bod C’ nalezi kruZznici
ke 1 pfimce AB, a splyne tedy s bodem C.
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5. Budiz dana posloupnost

GG =a,+ay, + ...+ ag
¢, =ai +a:+ ...+ ai,
Cp=al +a + ...+ a?,

kde a,, a,, . . ., ag jsou redlnd Cisla, ne vSechna rovna nule.
Necht dale nekone¢né mnoho clent posloupnosti {c,}
je rovno nule. Urcete vSechna prirozena Cisla n, pro ktera
je ¢, = 0.

Reseni. a) Nejprve odvodime tuto pomocnou vétu P:
Budte o, %, ..., o, [ (v = 1) takova kladna Cisla, Ze
oy < fy #y < fi ..., a, < ff. Pak pro vSechna pfirozena
¢isla » od urcitého pocinaje plati

at + o ...+ ot << B (14)

Skutec¢né, podle pfedpokladu jsou vsechna cisla —%,

o «, . s .y
_/5%’ C /‘fl kladna a men$i nez 1. Podle znamé vlast-
nosti exponencidlni funkce existuji tedy pfirozend Cisla
My Moy . .., n,, takZe plati pro vSechna n = n,

(“‘~)n< - (15a)
Iy g
pro vSechna n = n,
(“—‘2—) <1 (15b)
I v
atd.; pro vSechna n = n, plati tedy
(i)< L (15¢)
p Y
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SeCtenim nerovnosti (15) dostaneme nerovnost

(%) + (F) TR (73_)< 2=,

neboli po znasobeni ¢islem " nerovnost (14). Ta plati pro
vSechna n = n,, kde n, je nejvétsi z Cisel ny, ny, . . ., n,.
b) Z predpokladu ulohy 5 (ay, ay, . . ., ag nejsou vesmes
rovna nule) vyplyva, Ze ¢, >0 pro vSechna sudd n.
Dokéazeme, ze ¢, = 0 pro vSechna lichd n.
Nejprve vynechame z Cisel ay, a,, . . ., ag ta, ktera jsou
rovna nule. Zbyvajici rozdélime do dvou skupin: kladna

oznacime Py, Poy - . -5 Pry ZAPOINA —qy5 —(Goy - - -5 — s
Podle podminky ulohy plati

P+t kP — g — ... —q =0,
neboli
LAt =g+t g (16)
pro nekone¢né mnoho lichych exponentu 7.
Cisla pys Pos -+ o Priqys Gos - - -5 g5 jsou kladnd a miizeme
predpokladat, Ze jsou usporadana sestupné, tj. Ze plati
PL=Pe= - =P =G =...=¢s. (17)
Kdyby bylo p; > ¢,, bylo by podle (17) p; > gos. . .sP1 >
> ¢s; podle pomocné véty P by pak platilo od urcitého
exponentu 7
=g+ g+ ...+
a tim spise
e e e e
To znamenad, Ze rovnost (16) by nemohla byt splnéna pro
nekone¢né mnoho lichych exponentd 7.
Stejné jako jsme vyvratili nerovnost p; > ¢,, vyvratime
1 nerovnost ¢; > p;; je tedy p; = ¢;. Obdobné dokaZeme
dale, Ze je p, = gy ..., pr = gqs (r = 5). Rovnost (16)
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pak plati pro vSechny liché exponenty 7, tj. ¢, = 0 pro
vSechna lichd n.

6. Pri sportovni soutézi bylo rozdéleno v n po sobé
jdoucich dnech (n > 1) celkem m medaili. Prvniho dne
byla udélena 1 medaile a % ze zbyvajicich m — 1
medaili. Druhého dne byly udéleny 2 medaile a % ze
zbyvajicich, atd. Posledniho dne bylo udéleno » medaili.
Kolik dni trvala soutéZ a kolik medaili bylo celkem roz-
déleno?

ReSeni. Oznatme 2, (k= 1,2,...,n) polet medaili,
které zbyly k-tého dne po udéleni £ medaili. Pak je

zk+1:zk_'%zk_k_ls
neboli po upravé
gzkzzkﬂ%—k—kl. (18)
Oznacme qg;; po¢et medaili vydanych k-tého dne; pak je
ak:k—}—%zk. (19)

Ze vzorcu (18), (19) dostaneme snadno rekurentni vzorec
pro a;; stali napsat (19) pro & + 1

11 ’
ar =k + 1+ ‘7— Rr+1 (20)
a ze vzorcu (19), (20), (18) vyloudit 2y, 2,5 po snadné
Upravé vyjde
7

Ay — “g g — 1. (21)

RozepiSeme-li rovnost (21) pro k= 1,2,...,n— 1,
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dostaneme

7 -
a1=ga2—l,
7
a2:€aa— l, (22)
7
an—1:—6_a"_1

2
Znasobime-li rovnosti (22) po fadé Cisly 1, %—, (%) s e

6

7 n—1 7 7 n—2
W =l = |
“ (6) ¢ [+6+ +(6) ]

ktery po upravé a po dosazeni a, = n dostane tvar

o = (%)1 (n—6)+6. (23)

n—2
.. ,(—) a seCteme, dostaneme vzorec

Vzorec (23) Ize dokazat matematickou indukci z rekurent-
ni formule (21).

ProtoZe je n > 1, plyne z (23), Ze Cislo n je nasobek
Sesti. Jedno feSeni je n = 6, a;, = a, = ... = a3 = 0,
m = 36 (vypolteme z (22)).

Je-li n > 6, poloZime n = 6k, kde k je pfirozené Cislo
vétsi nez 1. Pak koeficient » — 6 = 6(k — 1) v (23) je
délitelny mocninou 67! = 6% !, Protoze pro kazdé
k>1 plati

6k —1>Fk—1,
neni koeficient 6(k# — 1) délitelny mocninou 65+,
Uloha mé tedy jediné feSeni n = 6, m = 36.
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4. VYSLEDKY SOUTEZE

Prehled bodu, které ziskali jednotlivi Zaci, ukazuje
tabulka 2. Z tabulky je patrno, Ze francouzské druZstvo
mélo jen pét zaku, italské jen Sest. Pritom Italové se
zucCastnili obou soutéznich praci, Francouzi jen druhého
dne; mimoto pfijeli v noci pred 6. Cervencem, Zaci tedy
byli unaveni a nevyspali. Proto jsou vysledky Francouzt
iregularni. Naproti tomu u Italt lze dosaZeny vysledek

; tak dostaneme

pfepocCist znasobenim koeficientem I

pravdépodobny pocet bodu 147.

I kdyz se stile zduraziuje, Ze mezindrodni olympidda
je soutézi jednotlivcu, vyskytuje se vzdy pfi hodnoceni
posledni sloupec tabulky 2, ktery udava celkové pocty bo-
du jednotlivych ucastnickych zemi a ktery dovoluje sesta-
vit neoficialni ,,poradi‘. Je otazkou prestize (snad nezdra-
vé)kazdéhostatu, aby byl vtomto poradina pfednim misté.

Tabulka 2 ukazuje, Ze k tradi¢nim favoritim mezina-
rodnich olympiad pfibyl letos dalsi: Anglie. Vznikla tak
s>stind pétka (SSSR, NDR, Madarsko, Anglie a Rumun-
sko) celkem vyrovnanych druzstev. Od ni se dosti vyrazné
odliSuje (viz poCty bodi) skuplna slabSich, kterou vede
CSSR s Bulharskem; velmi spatne umisténi ma letos
Polsko, které¢ ziskalo jen jednu tfeti cenu. Do slabsi
kategorie patfi i novi Ucastnici Italie a Svédsko, o jejichz
perspektivach je vSak tézko néco prorokovat; staci uvé-
domit si neobycejny vzestup NDR v poslednich Ctyfech
letech.

Nyni jesté néco o cendch: nejvyssi dosazitelny pocet
bodi pro jednoho Zaka byl 42 (Zici, ktefi ho dosahli,
jsou v tabulce 2 v rdmeccich). Meze pro udéleni cen byly
v zavéreCném zasedani jury stanoveny takto:
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1. cena: 38 az 42 bodu;
II. cena: 30 aZ 37 bodu;
III. cena: 22 az 29 bodu.

Podle tohoto klice ziskali ucCastnici z jednotlivych zemi
ceny uvedené prehledné v tabulce 3.

Mimo tyto ceny byly udéleny nékolika zakum zvlastni
odmény za originalni a elegantni feSeni nebo za zobecnéni
uloh.

Jury chtéla udélit také zvlastni ceny nékterym fran-
couzskym zakim. Prof. Adler vSak takovéto ceny ,,pro
utéchu® odmitl s tim, Zze Francouzi se nepovazuu za
danych okolnosti za fadné ucCastniky soutéze, ale jen za
pozorovatele.

5. PRUBEH SOUTEZE

Ackoli pozvani na IX. MMO doslo z Jugoslavie po-
Catkem dubna, bylo oznimeno misto konani soutéze se
struénym Casovym programem teprve kolem 10. Cervna.
Tu byla uz velmi kratka lhata pro zaji§téni dopravy dele-
gaci, zejména kdyz Cetinje nem4 ani letecké, ani vlakové
spojeni a doprava autobusem z nejblizSich stanic nebo
letist (Dubrovnik, Titograd) je odkdzana na uzké silnice
v hornatém terénu — a to vzdy na vzdalenost 40 i vice
kilometru.

Delegati se sjizdéli v Cetinji 30. Cervna a 1. Cervence.
Jiz dne 1. 7. se konala v modernim hotelu Park, kde byli
ubytovani vsichni vedouci delegaci, prvni schtize netiplné
jury, na niz byl vyhlasen podrobnéjsi program. Po pro-
hlidce mésta Cetinje (zejména sidla Nikolova) odjeli
odpoledne delegati na motské pobiezi do ozdravovny
v lazenském misté Budva. Zde zacla zasedat jury rano

139



dne 2. Cervence v improvizované mistnosti; teprve béhem
zaseddni se dostavili reprezentanti Itdlie, Svédska
a Anglie. S anglickou delegaci prijel také pracovnik ustavu
pro fizeni védy Maurice Goldsmith, ktery se zucastnil jako
pozorovatel nékterych schizi jury i symposia. Oba dny
2. a 3. Cervence byly vénovany vybirani uloh, jejich ohod-
noceni body a precizovani textd ve svétovych jazycich.
Dne 3. Cervence vecer prijeli i zdstupci vedoucich (peda-
gogiCti pruvodci), nebot mezitim se sjela v Cetinji
zakovska druzstva. Také pedagogicti pruvodci zustali
pak ubytovani v Budvé, a tak byli Zaci dokonale izolovani
v Cetinji, kde bydlili ve dvou hotelich.

Pres noc na 4. Cervence se poridily preklady textt do
ndrodnich jazykt, béhem dopoledne je pedagogicti
pravodci rozmnozili. Od 10 h do 13 h se konala v Budvé
prvni ¢ast symposia, veCer byla v restauraci na plazi
recepce delegatu, kterou pofddal ministr $kolstvi ¢erno-
horské republiky Misicié.

Dne 5. Cervence odjeli Casné rano vsichni delegati
1 jejich zastupci autobusy do Cetinje; zde v budové
mistniho ndrodniho vyboru zahdjila prof. Dajovi¢ soutéz.
Promluvil ministr Misi¢i¢ a akademik Blanu$a. Zaci
zaCali pracovat asi v 9,30 a méli na prvni tfi ulohy
4 hodiny Ccistého casu.

Delegati a jejich zastupci pak podnikli vylet dopoledne
na horu Lovcen ; odpoledne se vratili do Budvy, kde vzhle-
dem k pracovnim podminkdm nebylo moZné zalit s kori-
govanim zakovskych uloh. Dne 6. 7. rdno odjeli delegati
se svymi zastupci do Cetinje k zahdjeni druhé casti
soutéze. Sem uz zatim dorazila také francouzska delegace
vedena prof. Adlerem; francouzsti Zzaci se pak zucastnili
druhé Casti soutéze. Tato ¢ast obsahovala opét tfi ulohy,
na které méli zaci Ctyfi hodiny Cistého Casu. Dny 6. az
8. Cervence byly vénovany opravovani a koordinovani
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uloh. Ulohy jugoslivského druzstva koordinovali delegati
téch zemi, které navrhly pfisluSnou ulohu.

Dne 8. Cervence vecCer v 18.00 hod. zacalo zavérecné
zasedani jury; probéhlo velmi rychle a hladce. Zde bylo
rozhodnuto o udé¢leni cen; sporné pripady nebyly. Na
této schuzi prednesli doc. Morozova a prof. Ionescu
pozvani na pristi olympiddu. Ve dnech 7. a 8. Cervence
jezdili Zaci autobusy do Budvy, kde stravili u mofe
prijemné dny rekreace.

Nedéle 9. Cervence byla vénovana celodenni exkurzi
vSech ucastnikd do monastyru Moraca a k Biogradskému
jezeru (asi 260 km cesty autobusy). Dne 10. Cervence
v 10 h pokracovalo symposium, veCer byla schuzka
s representanty narodniho vyboru mésta Cetinje. Pondéli
11. Cervence bylo vénovano vyletu do Dubrovnika, 12.
dopoledne bylo volno, pak nasledoval slavnostni obéd.
Odpoledne se konalo za pfitomnosti ministra slavnostni
rozdileni cen a diplomu, veCer byl ples mladeZe. Dne 13.
Cervence se delegace rozjizdély do svych domovt

Snad i z tohoto struc¢ného vyliceni prubéhu IX. MMO
je patrné, Ze vyZzadovala velké vypéti sil jak od delegatu
a jejich zastupcu, tak i od jugoslavskych organizatoru.
Pracovalo se Casto intenzivné za parnych dni od rdna do
vecCera, absolvovalo se (i s exkurzemi) na 700 km cest
autobusy po obtiznych horskych serpentiniach, které
vyZadovaly pevné nervy nejen u £idic, ale i u cestujicich.

Snad na tomto misté je tfeba se zminit o praci aspon
dvou jugoslavskych pracovnikd: prvnim z nich je pred-
sedkyné jury, prof. Milica Illié-Dajovié, ktera diky svym
jazykovym znalostem fidila vSechna jednani obratné,
taktné a pohotové; za jeji vykon ji pravem naleZi obdiv
a uzndni. Vskutku obétavym a neunavnym organizanim
pracovnikem byl také prof. cetinjského gymnasia Michal
Begovié, jehoZ rychlé a operativni zasahy rozfesily
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mnohou svizelnou situaci. Celkem je tfeba konstatovat,
Ze pohostinnost jugosldvskych soudruht byla opravdu
slovanska.

6. CESKOSLOVENSKA DELEGACE

NasSe delegace se skladala z vedouciho, jeho zastupce
a osmi zakd; jejich jména i1 vysledky, kterych dosahli,
jsou uvedeny v tabulce 4.

S vysledky nemiizeme byt ani letos spokojeni. Nejméné
lze zaktm vycitat maly aspéch v uloze 5 (celkem 18 bodu),
nebot s ulohami tohoto druhu se nesetkali ani v $kolské
praxi, ani ve specialni pfipravé. Vice zarazi slaby vysledek
v uloze 3, nejvice pak nevalny vysledek v uloze 4, kde
Casto nepodali ani intuitivni feSeni. Také obé nuly
v sloupci 2 jsou velmi zarmucujici a skute¢nost, ze nikdo
z naSich zaka nerozfeSil zcela spravné tulohu 1, nas
udivuje. Prohlédnéme tabulku 4 jesté jednou po fadcich:
na$ nejlepsi zak Bohu$ Sivak roziesil jen jedinou tlohu
bez chyby, zadny Zék nema vic nez dvé bezvadné rozfe-
Sené ulohy. A to je skutecné malo, uvazime-li, Ze jsme
v lonském Skolnim roce vénovali specidlni pripravé
olympioniktl zvla$tni pozornost. Piestoze slaby vysledek 3.
kola domaci olympiddy nam nedaval pfili§ rtzové per-
spektivy, prece jen jsme pokladali nase druzstvo za sil-
néj$i. Dva z ucastnika, ktefi byli na pfednich mistech
3. kola domaci olympiady, selhali Uplné a ani ostatni
nepodali oCekdvany vykon. Podle skute¢né kvality naseho
druzstva jsme jist€¢ mohli ziskat 5 aZ 6 cen, z toho mozna
i jednu prvni.

Nezbyvd ndm neZ opét patrat po pri¢inich naSeho
pomérné malého uspéchu. A tu musime zase konstatovat,
Ze nase stfedni $kola, a to i specidlni matematické tridy,
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neposkytuji nasim zékum tak dokonalou pfipravu jako
obdobné S$koly v zahrani¢i. Mame v ucebnim plénu
pomérn¢ mélo hodin matematického praktika a tedy méné
zkuSenosti a rutiny. Nase osnovy, ucebnice, a ze]mena
pfikladovy material je pro nadané zaky malo naroCny.
Casto to plati i o uditelich. Zd4 se, Ze specidlni matema-
tické tfidy by se mély zfizovat tak jako v zahranili jen
v mistech, kde jsou pro to podminky, a Ze by v nich méli
ulit prevazné vysokoSkolsti profesofi. Zadna specialni
priprava mimoskolni (napf. dvé hodiny semindre tydné)
nemuze nahradit systematické, niarocné a dobfe vedené
vyuCovani. Zkusime sice v $kolnim roce 1967—68 jiny
zpusob pripravy vybranych talentt, ale zazraky nelze
ocekavat. Nechceme zde propagovat vychovu matema-
tickych Zzakovskych primadon, ale na druhé strané
vyjime¢né nadani mladych lidi pro matematiku je hod-
nota, jejiz ztratu si nase spolecnost nemuze dovolit. Cim
dfive se talentovany zak podchyti (ovSem nikoli predcas-
nou specializaci), tim lépe pro jeho budouci rozvoj.
V tomto sméru v§ak maji mnoho dluht nase devitiletky,
které se stale staraji vice o to, jak douCovat déti zaostavajici,
neZ jak podporovat zaky nadané, ktefi jsou nadéji naroda.

Jako druhad pfic¢ina naseho pomérné malého tspéchu se
nam jevi opét nedobry nervovy stav nasich zaku, jejich
mald jistota, sebeduvéra, houZevnatost a vytrvalost
v prekondvani prekazek. Tyto zdporné vlastnosti jsou
zpusobovany nebo asponl posilovany nedostatky ve
vychové.

Snad bychom se méli na konci jesté zminit o nékterych
dosti dramatickych okolnostech, které doprovazely nasi
ucast na letoS$ni olympiddé. Prestoze informace o misté
konani soutéze dosly az v poloviné Cervna, snazilo se MS
zajistit Cs. delegaci co nejleps$i podminky pro cestu do
Cetinje a zpét. Zajistilo ob¢ cesty letadlem, ovsem vzhle-

143



dem k nedostatku volnych mist byla cesta do Jugoslavie
stanovena na 29. Cervna, cesta zpét na 12. Cervence. To
znamenalo pfedcasny prijezd a pred¢asny odjezd. Ackoli
Cs. delegace byla odhodlana absolvovat dvoudenni zpi-
tecni cestu vlakem z Titogradu pfes Sarajevo, Bélehrad
a Budapest, aby se mohla zucastnit zavérecnych slavnosti
dne 12. Cervence, nepodafilo se tento timysl provést.
Letenky na 12. Cervence nebyly Clenkou organizaéniho
vyboru v Jugoslavii v¢as vraceny, a tak se musela nase
delegace rozloucit dne 11. Cervence v Dubrovniku s ostat-
nimi ucastniky IX. MMO; nevratila se uz do Cetinje,
ale po pfenocovani odcestovala pies Split do Prahy. Nasi
zaci byli tak pripraveni o dojmy ze slavnostniho zakonceni
i o darky; jakousi nahradou za to snad jim byla pékna
plavba parnikem z Dubrovniku pfes Korculu a Hvar do
Splitu a pohodlny navrat letadlem do Prahy.
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Tabulka 1

Vedouci delegaci a jejich zdstupci

Zemé Vedouci Zastupce
Anglie Robert Lyness, inspektor | dr. Norman Rdutledge
Bulharsko prof. Spas Monolov Stojan D. Budurov,

inspektor
CSSR doc. Jan Vysin dr. Franti$ek Zitek,CSc.
Francie prof. André Adler —
Italie prof. Tullio Viola prof. Angelo Pescarini
Jugoslavie doc. Dusan Adnadevié¢ Vladimir Mi¢i¢,
magister
Madarsko Endre Hodi, véd. pracov. | prof. Istvan Reiman
Mongolsko doc. Urzin Sanzmjatav Aivan Duger, bag$
NDR prof. Hans-Joachim dr. Helmut Bausch
Weinert
Polsko prof. Mieczyslaw Andrzej Makowski,
Czyzykowski magister
Rumunsko prof. Constantin Ionescu

Sovétsky svaz

doc. Elena Morozova

Ivan Petrakov, metodik

Svédsko

doc. Lars Inge Hedberg

Lars Brandell, kand.
fil.
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Tabulka 2

Poclty ziskanych bodi

| Sel:

g ovy

Zemé i 2 P;Jéetl)odlgzakzé. = & gggﬁt
zemé

Anglie 24 28 18 36 34 28 41 22 231
Bulharsko 7 14 24 20 20 11 21 [42] | 159
Ceskoslovensko 16 27 30 24 9 13 11 29 159
Francie 4 10 9 6 12 — — — 41
Ttalie 20 35 19 7 26 3 — — 110
Jugoslavie 13 18 11 18 26 22 6 22 136
Madarsko 34 31 38 33 23 26 38 28 251
Mongolsko 10 11 26 5 6 9 7 13 87
Ném. dem. rep. [42] 30 23 [42] 39 35 13 33 257
Polsko 2 8 12 7 18 5 9 20 101
Rumunsko 34 [42] 22 17 29 19 28 23 | 214
Sovétsky svaz 37 35 32 [42] 27 38 39 25| | 275
Svédsko 16 10 15 28 9 20 14 23 135
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Tabulka 3
Prehled udélenych cen

Cena
Zemé Celkem
B I. II. III.

Anglie 1 2 4 7
Bulharsko 1 - 1 2
Ceskoslovensko — 1 3 4
Italie — 1 1 2
Jugoslavie - - 3 3
Madarsko 2 3 3 8
Mongolsko - - 1 1
Némecka demokraticka

republika 3 3 1 7
Polsko — — 1 1
Rumunsko 1 1 4 6
Sovétsky svaz 3 3 2 8
Svédsko — - 2 2
Celkem 11 14 26 51
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Tabulka 4

Prehled vysledku Ceskoslovenského druZstva

2 \ o~

a ]{r}éno Skolaatiids 1Poéet bodu v dloze &. E o
= zaka I — s R o B
) | Qoo
[ 1 2 3 4 5 6|0as0
1. Petr SVVS Praha, i

Kurka W. Piecka, 3. r. '3 0 05 0 8 16
2.| Pavel SVVS Velké

Polcar Meziridi, 2. r. 5 0 8 3 7 4 27
3.| Bohu$ | SVVS Zvolen,

Sivak 1.7 55 8 4 5 3 30
4.| Toma$ | SVVS Praha, . ‘

Masek W. Piecka, 1. r. 5 7 0 3 1 8 24
5.| Erich SVVS Banska

Wiszt Bystrica, 3. r. 1 20510 9
6. Martin | SVS Bratislava,

Machacek | Novohradska,3.r. |1 4 0 5 1 2 13

7.| Jan SVVS Plzen,

Kastl 3.r. 17 0 0 1 2 11
8.| Radovan | SVVS$ Praha,

Gregor W. Piecka, 3. r. 3 7 8 3 2 6 29

Celkem _ 24 32 24 28 18 33 | 159
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