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V. Ulohy IlI. kola kategorie A

1. Urcete vSechny takové trojice komplexnich disel
a, b, ¢, aby rovnice

xt—ax® —bx+c=0 (1)
m¢éla kofeny a, b, c.
Reseni. Rozlozme &tyiclen na levé strané (1) v soudin
kofenovych Cinitelt:
xt—ax® —bx + ¢ = (x — a)x — b)(x — c)(x — d), (2)

kde d je Ctvrty kofen rovnice (1). Po vyndsobeni na pravé
strané (2) a po porovnani koeficientlh pfi mocninich x
dostaneme soustavu rovnic pro a, b, ¢, d

at+b+c+d=a,
alb+c+d)+bc+ bd + ¢cd=0,
albc + bd + cd) + bed = b,
abcd = ¢ .

Po jednoduché upravé vyjde

b+ ¢+

bc + bd +

b(cd —

clabd — 1

Rozlisime pfipady &6 = 0 a b # 0.

I. Je-li b = 0, dostaneme z Ctvrté rovnice (3) ¢ = 0

a z prvni rovnice d = 0. Cislo @ mize byt libovolné.
Maiame jedno feSeni:

a libovolné, b =c=d=0. (4)
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IL. Je-li b # 0, plyne z tfeti rovnice (3) cd = 1, tj.
¢ #0,d +# 0. Z ¢tvrté rovnice (3) dostaneme abd = 1.
Miame tedy soustavu

abd =1,
d=—0b+c¢), (5)
cd =1

Vylouéenim d z druhé aZ Ctvrté rovnice (5) vyjde po

upravé
4+ bc+1=0, (6)
b2+ bc+ c2=0.
Vyloucenim ¢ z obou rovnic (6) dostaneme
b*=1,
tj. b = + 1. Pro ¢ pak dostaneme z prvni rovnice (6)
cE+c+1=0. (7
Oznacime-li & = ! Jrlj/é s &y = 1+ 1—1/3

& o
2 2 2 ’
ma prvni rovnice (7), tj. rovnice ¢ 4 ¢ + 1 = 0, kofeny
€15 — = &, ,druhd rovnice (7), tj. rovnice ¢* — ¢ + 1 =
€1 1
= 0, kofeny ¢,, L= e Hodnoty d vypocteme z tieti

2
rovnice (5), a z prvni rovnice (5). Celkem vyjde pét fesenti,

e | b | ¢ | a

libovolné| 0 | 0 0

oy | 1| & e

e | 1| e | &
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2. Ak platia pre dizky hran $tvorstena ABCD vztahy

AB? + CD? = AC? + BD? = AD? + BC?, (1)
potom je aspoil jedna jeho stena ostrouhly trojuholnik.
Dokazte.

RieSenie (obr. 30). Oznatme AB =¢, BC = a,
CA =b, AD = a', BD = b’y CD = ¢'. Potom vztahy
(1) moZno zapisat v tvare

a®+a'?=0b*+4b?%=c®+ 2. (1"

Obr. 30.

Vysetrujme velkosti uhlov <tBAD, <xCAD a <<BAC
pri vrchole 4. Oznaéme ich podla obrazku: <tBAD =
=¢, <SCAD = vy, <<BAC = w. Podla kosinusovej
vety je

2a'ccos p = a'? + ¢ — b'?, (2a)
2a’'bcos p = a'? + b2 — ¢'?, (2b)
2bc cos w = b% + ¢ — a®. (2¢c)
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Z (1") vsak vyplyva
a?—b'?+ ¢ =b%+c%— a2, (3a)
a?—c?4+ b2 =0+ c*— a. (3b)
Ak spojime vztahy (2abc) a (3ab), zistime, Ze &isla cos ¢,
cos p a cos w su suCasne vsetky tri bud kladné alebo
zédporné alebo rovné nule. Je teda bud
=1y =w=90°
alebo
@ < 90° << 90° < 90°
alebo
@ >90°% 1 >90° o >90°.

Rovnaky vysledok plati aj pre uhly pri vrcholoch
B, C, D Stvorstena ABCD.

Ak je teraz A ABC ostrouhly, nemame ¢o dokazovat.
Ak je AABC pravouhly alebo tupouhly, a to tak, Ze
w = 90°, potom je aj ¢ = 90°, » = 90°. Potom vSak pri
kazdom z vrcholov B, C, D je asponi jeden uhol ostry.
Podla predchadzajuceho su potom vsetky uhly pri
vrcholoch B, C, D ostré, tj. trojuholnik BCD je ostrouhly.

3. V tabulce cyklickych permutaci

1,2,..,n—1,n
2,3,...,n1

nyly,....,m—2,n—1

(n = 2) znasobime kazdé Cislo prvniho fadku tim Cislem
k-tého radku, které je ve stejném sloupci. VSechny tyto
souliny seCteme a vysledek oznalime s, (mapf. s, =
=1.242.3+...+m—1).n+n.1).

a) Odvodte vztah mezi s;_,, s; a z ného vzorec pro s;.

b) Zjistéte, pro které % je pfi daném 7 soulet s; nej-
mensi, a vypoCtéte tento soucet.
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Reseni. a) Vypiérhe napf. pity a Sesty fddek tabulky
(1) pro n = 8; dostaneme

5,6, 7:8, 1,2, 3, 4

6,7 8,1, 2,3, 4,5.

Kazdé Cislo druhého fadku (2) je o 1 2é1§f nez nad nim
stojici Cislo prvniho fadku (2) s vyjimkou Cisla 1, které je
0 7 mensi nez nad nim stojici Cislo 8. Zvétsime-li soulet
ss o 1.1+2.1+3.1+...48.1 a zmensime-l
jej 0 4 . 8 (Cislo 8 stoji totiz ve ¢tvrtém sloupci), dostaneme
S5 je tedy

ss=s%+(1+2+...+n—4.8. (3)

Rekurentni formule (3) se dd4 snadno zobecnit. Pre-
jdeme-li v schématu (1) od fadku k2 — 1 k radku &,
zvetsi se kazdé Cislo o 1 kromé Cisla n, které prejde v Cislo
1. Lze tedy Fici, Ze se Cislo n# zvétsi také o 1, ale soucasné
se zmenS$i o 7.

Cisla n vypliiuji v schématu (1) vedlejsi diagonalu;
v fadku £ — 1 stoji na misté vazfejméplatik — 1 4 » =
= n + 1, neboli

2

v=n—k+2. (4)

Odtud vyplyva: Ze soultu s, dostaneme soulet sy,
pri¢teme-li 1 + 2 + ...+ n = ¢ a zaroveil odeCteme
(podle (4)) &islo n. (n — k + 2); je tedy

Sp =S4+ 0 —nn—k+2). (5)
RozepiSeme vzorec (5) pro 2 = 2, 3, ..., k; dostaneme

Ss=38 +o—n*+ 2n—2n,
S3=258, +o—n*+ 3n—2n, (6)

Sp =Sy, +o—n*+k.n—2n.
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Secteme &£ — 1 rovnosti (6) a dostaneme

s =8+ (kR —1Do—(k— l)n2+n[}L(k;_L)— 1] .
—2k—1).n.

Dosadime-li sem o :—;— nin+1) a Vytkrieme-li ze

vSech ¢lent na pravé strané (vyjma s,) Cislo — n, vyjde

2
po jednoduché upravé

sk:s1+§[k2—(n+2)k+n+1], ©)

coZ je vysledny vzorec. Pfitom s, stale znaci soucet
s;= 12422+ .+ n?.
Vzorec (7) se pak dokdze indukci pomoci rekurentni
formule (5).
b) Soucet s, je pfi pevném 7 kvadratickou funkci
proménné k. Minimum funkce s, dostaneme, vySetfime-li
minimum funkce

flRy=Fk —(n+2)k +n+ 1.
Protoze plati

n+ 2\* n?
k)= bk — —) ——, 8
j) = (k=" %) =7 (8)
ma s; minimum pro%zz k.

Je tieba rozlisit dva pripady:

I. Je-li n sudé, jev = n+t 2 celé, a proto hledané mini-

2
mum je podle (7) a (8)

n3
.

SV:sl —
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n-+2
2
nastane pro nejblizsi celoCiselné hodnoty %; je to & =
n-+ 1 n+43
3 nebo % = 3
Minimum pak je

II. Je-li n liché, neni celé Cislo. Minimum s

, coZ jsou skuteCné celd Cisla.

R et
k 1 8 .

4. Do kruznice %k je vepsan ostrouhly trojahelnik
ABC. Ptimka m je vné&jsi pfimkou kruZnice &, je rovno-
béznd s BC a protina polopfimku AB v bodé D.

a) Je-li X bod kruZznice % leZici uvniti toho oblouku
BC, ktery neobsahuje bod A4, a je-li Y prusecik pfimek
CX, m, pak body A, D, X, Y leZi na jisté kruznici x.
Dokazte.

b) VySetfete vzajemnou polohu kruZnice x a pfimky m
v pripad¢, Ze body C, D, X leZi v pfimce.

Reseni (obr. 31).
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a) Dokazeme vétu predné pro situaci, Ze body X, Y
jsou oddéleny pfimkou 4B (na obr. 31 body X, Y;). Pak
trojuhelniky Z,BC, Z,DY; jsou homotetické podle
stftedu Z; (tj. pruseéiku CX, AB). Proto plati

XDY,Z, = <DY X, = <BCX, . (1)

Protoze body A, C naleZeji témuZ oblouku B/F(I, je
(podle véty o obvodovych uhlech)
IBCX, = ¥BAX, = ¥DAX, . (2)
Spojenim (1), (2) plyne, Ze
x<DY, X, = <DAX,,
tj. body A4, X;, D, Y, lezi na kruZnici, kterou nazveme x.

Jestlize pfimka 4B neodd€luje body X, Y (na obr. 31
body X,, Y,), ale existuje prusecik Z, prlmek CX,, AB,
pak postupujeme jako v predchozim piipadé. Homo-
tetické podle stfedu Z, jsou trojuhelniky Z,DY,, Z,BC;
odtud odvodime

{XzAB — %:X2AD = {ZzY2D )
tj.

*X,AD + < X,Y,D = 180°. 3)
Protoze cCtyruhelnik ADY,X, je konvexni, je tétivovy,
tj. body A4, D, Y,, X, leZi na kruznici x.

Je-li CX || AB (X; na obr. 32), nevznikne bod Z.
V tomto pripadé vsak je opét <X X;CB = I X;4AB =
= < X;4D (obvodové uhly) a mimoto < X,CB =
= 4 Y,CB = < Y,DB = < Y;DA (proté&jsi tihly rovno-
bézniku BDY,C); proto plati - .

IX;AD = < Y,DA,
lichobéznik ADY,X, je rovnoramenny, a tedy tétivovy.

b) Zbyva vySetfit situaci, kdy body C, X, D lezi
v piimce (X}, na obr. 33). Zvolime bod Q pifimky m tak,
aby lezel v poloroviné ABC; pak plati

4ODX, = ¥QODC = ¥DCB — ¥ X,CB ; (4)
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podle véty o obvodovych uhlech je viak
4 X,CB = X,AB = ¥ X,AD . (5)

g

] iil’l,ll!

/

Obr. 33.
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Spojime-li (4), (5), dostaneme vztah < X,AD = < QODX,.
Odtud vyplyva, Ze kruznice » prochézejici body 4, D, X,
se dotykd v bodé D piimky m.

Iné rieSenie. a) Vychodzia situicia je naznafend na
obr. 34, kde okrem toho K znamend priesecnik priamky
AX so stranou BCa Q prieseCnik priamky AX s priam-
kou m. Kedze BC [/ m, vyplyva stade, ze < CKX =

Obr. 34.

= 4X0Y a < XCK = gQYX, pretoze su to uhly
striedavé. Uhly <t XCB a <t XAB st obvodové uhly
prislichajice tomu istému obliku kruznice &, preto su
zhodné. Z toho vyplyva, zZe AXYQ ~ ADAQ (podla
vety u u). Z podobnosti oboch trojuholnikov vyplyva:

QX:0Y =0D:QAaleboQX.Q0A4A = QD.QY.(1)

Zo vztahu (1) vyplyva na zaklade vztahu pre mocnost
bodu ku kruZnici, Ze body 4, X, D, Y lezia na kruznici x.
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b) Ak body C, X, D, Y leZia na priamke, tou istou
avahou dostaneme, ze A XDQ ~ ADAQ, odkial
O0X:0D = 0QD:QA ¢ize QA.QX = QD?,
¢o znamena, Ze priamka m sa dotyka kruZznice » v bode D.
Riesil Erich Wiszt,
IIL.b SVS Banska Bystrica.
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