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I1l. Satazné Glohy I. kola

1. KATEGORIA A

1. Cisla a, b st prirodzené neparne Cisla, a < b.
Sucet vsetkych prirodzenych Cisel vacsich nez a a men-
$ich nez b sa rovna 1000. Urdite Cisla a, b.

RieSenie. Prirodzené Cisla vicSie nez a a menSie
nez b tvoria aritmeticki postupnost

at+1,a+2, ..., 6—1, €))
ktora obsahuje &6 — 1 — a Clenov. Sulet Clenov postup-

1
nosti (1) je ) (b—a—1) (a+0d);je teda

(b—a— 1)a+ b)=2000 = 2¢. 53 (2)
Zrejme je b —a — 1 < a + b, tj.
b—a—12<(®b—a—1)(a+b)=2.5,
Cize B
b—a— 1< 20]5=144,7. (3)
PretoZe a, b st neparne Cisla, je b — a — 1 tieZ nepirne
a podla (2) je delitefom cisla 2¢. 5% Neparnymi deli-
telmi cisla 2*.5° spliiujicimi podmienku (3) st len
Cisla 5, 25, 1.

Je teda bud
b—a—1=5,a-+b=400 (4)
alebo
b—a—1=25a-+b=280 (5)
alebo
b—a—1=1, a-+b=2000. (6)
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Z rovnic (4) vyplyva b = 203, a = 197. Z rovnic (5)
dostavame a = 27, b = 53 a z rovnic (6) a = 999, b =
= 1001. Hladané postupnosti si potom

198, 199, 200, 201, 202, 0
28, 29, 30, ..., 50, 51, 52, (8)
1000 . (9)

Skuska. Z rovnic (4), (5), (6) dostavame neparne Cisla
a < b. Ak vypocitame sucet Clenov postupnosti (7) 1 (8),
presvedcime sa o splneni druhej podmienky ulohy. Kazdy
zo suctov sa totiz rovna Cislu 1 000, ktorému je rovny
tiez jediny Clen postupnosti (9).

Zaver. Dand dloha ma tri rieSenia: a = 197, b = 203;
a=27,b=53;a=2999, b =1001.

2. V prostoru je dano z rovin, z nichZ zddné dvé nejsou
rovnobézné, Zadné tfi nejsou rovnobézné s toutéz prim-
kou a Zadné Ctyfi neprochdzeji tymZz bodem. Urcete,
na kolik oblasti déli tyto roviny prostor.

(Navod. Pfedpokladejme znalost této véty: n pfimek
roviny, z nichz kazdé dvé jsou rtiznobéZné a Zadné tii

TR T 1
neprochazeji tymZ bodem, déli rovinu na > n* + n+2)
oblasti.)

ResSeni. Ozname ¢, polet oblasti, na n& rozdéli
prostor n rovin vyslovenych vlastnosti. Dalsi rovina p
protne puvodni roviny v n pfimkdch, které spliuji
pfedpoklady pomocné véty. Rovina ¢ je jimi rozdélena

tedy v b, — %(n2 41+ 2) oblasti. Tolik také z c,

oblasti bylo rozdéleno rovinou p ve dvé, tj. rovina p dala
vznik b, novym oblastem. Plati tedy

cn+1 - Cn + b'ﬂ . (1)
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Z (1) odvodime
= Cp1 + by-1>
Cn-1= Cn-2 F bn-2>

......... (2)
C2 — Cl + bl .
Seftenim rovnosti (2) dostaneme
n—1
=t D b 3
k=1
n—1
Je tieba vypocitat Z by. Plati
k-1
n—1 n—1 n-1
2> b= >k + k+2n—1) (4)
k=1 k=1 k=1
Podle zndmého vzorce je
n—1 1
k=—nn—1). 5
D k=gntD (5)
k=1
n—1

Dale vypocteme Z k?. Indukci se snadno dokaZe vzorec
" k=1

4
Zk2 . % o + D2 4+ 1); je tedy

1

Zkz - -é—n(n —D2n—1). 6)
k=1
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Dosadime-li z (5) a (6) do (4), dostaneme
n—1

22 By — é n(n — 1)2n — 1) + %n(n—l)+2(n——— 1),
k=1

po upravé

[

n—

bk:—;—(n—l)(n2+n+6). @)

M

k=1

Dosadime-li ze (7) do (3) — vime, Ze je ¢; = 2 — vyjde
cn:%(n3—|—5n+6), (8)

coz je vysledny vzorec. Pfesvéd¢me se o tom znovu induk-
ci. Pro n = 1 dava (8) vysledek ¢, = 2; dale je podle (1)

an:%(n3+5n+6)+é—(n2+n+2)::

=%(n3+3n2—%—8n + 12):%[(n+1)3+5(n+1)+6].

3. Cast priamej hradze rybnika moZno povaZovat za
odvesnu QM pravouhlého trojuholnika PQM s preponou
PM. Plavec sa ma dostat z miesta P v rybniku Co najskor
do miesta M na hradzi. Zndmou rychlostou v, bude plavat
priamo do urcitého miesta X leZziaceho na hradzi medzi
Q a M a potom taktiez zndmou rychlostou v, pobeZi
z miesta X do miesta M. Vypocitajte velkost uhla

JOPX.

RieSenie (obr. 9). Oznalme PQ =10b, OM = a,
JXQPX = «. Doba r; potrebnd na preplavanie drahy
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PX je-L PX, Sie

(41
b
L = — . (D
v, COS &

P,

|

|®

~

| N
bl \\\

| \\\

DN\
ar = —M

Obr. 9

Doba t, potrebnd na prebehnutie drahy XM je % XM,
2
Cize
a—btgua
tp = ———————. 2
=t @
Je teda celkova doba

Lt t= (— L _® oc) b + 3)

V€08 & U

. a . Y . , ..
Pretoze oo ¢ konStanta, je lava strana vztahu (3) mini-

2
malna prave vtedy, ked je minimalny prvy Clen pravej

. . e . tg
strany, tj. ked je minimalny vyraz —— =]
~ v, COS o vy
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] PEIAPED S , .
Po vytknuti kladného Cisla 5. Stac vysetrovat funkciu
1

1 — sin
(%)
L O B @

. . v 9 .
Je zrejme v, < v,, t].b«l< l;atedal — ,—0—1 sin « > 0.
2 2
Preto je prava strana vztahu (4) minimdlna prave
vtedy, ak je minimalna jej druhd mocnina, t.j. funkcia

2
(1 — Y gin oc)
g=_ % 7 (5)

1 — sin® «
Vieme toti%, Ze pre nezdporné Cisla p, ¢ plati: p =< ¢
prave vtedy, ked je p? = g%
Ak polozime vo vztahu (5) sin « = x, hladdme mini-
mum funkcie

: . . v}
v intervale 0 << x << 1. Toto minimum je 1 — v;

. v .y P
a nastane pre x = sin « = ;‘ . DLahko totiz dokazeme,

2
e pre vSetky x z intervalu —1 << x < 1 plati nerovnost

v2
S "2 =1 -2
1—x2 = U ()
2
KedZe 1 — x* > 0, vyplyvaznerovnosti (6): (1 — ;ﬁx) =
2

22 v 2
> ( — v—;) (1 — x%) CiZe (;)—1 — \) = 0. Postup moz-
2

2
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no obratit. Rovnost vo vztahu (6) nastane prave vtedy,
y . v
ked je x = L.
Uy
Velkost ostrého uhla <CQPX = « uréime z rovnice

. U,
sin o = —.

vztahu (3)2.

Dobu ¢ =1, + t, vypolitame potom zo

4, Ctyistén ABCD ma4 vlastnost, Ze
AB=BC=CD=DA=1.

Dokazte, Ze jeho objem je nejvyse 227]/5 MuZe nastat
rovnost ? '

ReSeni. Abychom se mohli struéngji vyjadiovat,
budeme kazdy Ctyfstén, jehoZ Ctyfi hrany, z nichZ zidné
tfi nelezi v roviné, maji délku 1, nazyvat jednotkovy.

Ukazme nejprve, ze ma-li jednotkovy Ctyfstén Z tu
vlastnost, Ze odchylka stén proti nékteré z obou zbyvaji-
cich hran neni rovna 90°, pak existuje jednotkovy Ctyfstén
Z, o vét$im objemu, nez ma Ctyfstén Z.

Necht tedy ve Ctyfsténu ABCD je AB = BC = CD =
= DA =1 a necht napt. thel proti hrané¢ AC (tj. thel
rovin ABD, CBD) neni pravy. Objem tohoto Ctyfsténu
je roven % Py, kde P je obsah trojuhelniku ABD a v
vyska spusténa z vrcholu C na sténu ABD. Oto¢me rovinu
CBD okolo primky BD do polohy kolmé k ABD. Pri
tomto otoCeni piejde bod C v bod C’, jehoZ vzdalenost
v’ od roviny ABD je vétsi nez v. Ctyfstén ABC'D je
opét jednotkovy a jeho objem je % Py' > —; Po, jak
jsme chtéli ukazat.

55



Necht nyni ma jednotkovy Ctyfstén A4,B,C,D; vlast-
nost, ze proti obéma zbylym hranim A4,C, a B,D, leZi
pravé uhly. Potom, oznacime-li S; stfed hrany A,C,
a T, stfed hrany B,D,, plati A4,S, = 8,17, = T,B,,
a pritom usecky A4,C;, B;D, a §;T; jsou po dvou navza-
jem kolmé. Abychom to ukazali, vSimnéme si pfedné,
ze A,C,T, kolmo puli Gse¢ku B,D,; je totiz A,B, =
= A,D,, takze DB, |  A;T,; obdobné C,B, = C,D,,
takze D,B; | C,T,.Protoje D,B; kolmakroviné A,C, T},
ktera ji puli. Je tedy 4,C, T, kolma k A4,B,D, i C,B,D,,
takze trojuhelnik A,7T,C, je pravouhly rovnoramenny
s pravym uhlem pfi vrcholu 7,. Odtud je 4,5, = S,7T;.
Obdobné B;D,S; puli kolmo usecku A,C,, odkud
vyplyva ST, = T,B,. ProtoZe podle Pythagorovy véty

1 = A4,B, = /4,87 + §;T; + T,B: = 4,5, |3, je
A8, = §T, = T\B, = é,arovnéé C,S, =D, T, =
V3

. Je ihned zfejmé, Ze jsou-li obracené p, ¢ kolmé
rnlmobezky, jejichz nejkratdi (ke kazdé z nich kolmd)

pficka S,T; (kde S, je na p, T, na g) mé délku —é, pak

body A4, a C, lezici ve vzdalenosti —3—3- od bodu S, na p

a body B, a D, lezici ve vzdalenosti M; od bodu T, na ¢
tvori vrcholy jednotkového Ctyfsténu, proti jehoZz zbylym
hrandm jsou pravé uhly. Z uvedené analyzy vyplyva, ze
takovy Ctyfstén existuje a je aZ na polohu v prostoru
urcen jednoznacné. Vypocteme jeho objem. Ve stejném
oznacCeni jako nahote je obsah stény A,B;D, roven

B,T,. T4, = B,T\|T,S? + 5,42 = V3 V3]/— V32,
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vyska spusténa z C1 na 4,B,D, ma delku C\T,= V V2
takZe objem je - - ]/2— —=-|/3. Tim jsme po-
dle prvni casti dokazali, Ze kazdy jednotkovy Ctyfstén
ma objem nejvyse %]/—3—, a pravé u jednotkového Ctyf-

sténu, jehoz oba uhly proti zbylym hranam jsou pravé,
nastane rovnost.

Obr. 10.

Jiné feSeni (obr. 10). Oznalme P stied hrany BD;
pak je AP | BD, CP | BD. Oznalime-li jesté BP =
= DP =x, je

AP = CP = |/T — 2. (1)

Pokladdme-li nejprve sténu ABD za konstantni pod-
stavu Ctyfsténu ABCD (tj. x je konstantni), pak tento
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Ctyfstén ma maximalni objem y pravé tehdy, je-li rovina
BCD kolmai k roviné ABD, nebot pak je vyska Ctyfsténu
prislusnd ke sténé€ ABD maximalni. Tato maximalni
vySka ma podle (1) velikost l/l — x% Maximalni objem
v kazdého z uvaZovanych Ctyfsténa (pfi konstantnim x)
vypocteme vzhledem k (1) podle vzorce

LR E - le . o

Trojuhelniky ABD, BCD vzniknou pravé tehdy, je-li
x < 1. Mame tedy vlastn¢ vySetfit maximum funkce (2)
v intervalu 0 < x < 1.
K vySetfeni tohoto maxima pouzijeme obratu, ktery se
opird o goniometricky vzorec
sin 3¢ = 3 .sin o« — 4. sin® « . 3)
Do (2) dosadime x = k.sin ¢ a kladnou konstantu %
uréime tak, aby pomér koeficientdi pfi sin ¢ a pfi sin® ¢

byl — 1 Dostaneme y = k.sin ¢ — k3sin® ¢, takie
k 1 3 2 .
R odkud & = /3’ je tedy
2
X = ]/—§Sin P . (4)

Po dosazeni do (2) vyjde
l ( i sin ¢ )
= Vg 1/33111 P
—(3.sin¢p — 4. sin?
9V ( @ ?)
a podle (3)

= — 5 5
¥ 9V3.sm3<p. 5)
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Probiha-li x interval 0 << x < 1, probihd ¢ podle (4)
interval 0° << ¢ < 60°. Mame tedy ur¢it maximum funkce
(5) v intervalu 0° < 3¢ < 180°. Je patrné, Ze toto maxi-
mum nastane pro 3¢, = 90°, kdy je sin 3¢,, = 1. Odtud

vypolteme ¢,, = 30° a podle (4) x,, = -% . Pro toto x,,

nabyva objem y podle (5) maximélni hodnoty
2 2)3
ImToy3 T 27
Existenci Ctyfsténu s uvedenym objemem zjistime
obdobné jako v prvnim feseni.

2. KATEGORIE B

1. VySetfete prubéh funkce

y=Jl—x+1-1 (1)

a nacrtnéte jeji graf. Vypocltem rozhodnéte, ve kterych

intervalech je funkce rostouci a ve kterych klesajici. Déle

rozhodnéte, pro ktera x neprekracuji funkéni hodnoty
islo 2. .

(Poznamka. Blizsi vysvétleni tykajici se vySetfovani

p

prub&hu funkci najdete ve svazelku &. 4 z edice Skola
mladych matematikii od Sislera a Jarnika: O funkcich.)

Reseni. Z rovnice (1) dostaneme
b+ 1D)E=1—x+1, (2)
tj. pro x = 1 dostaneme z (2)
+12=2—x,

x—2=—(y+ 12, 3)

neboli
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Pro x = 1 dostaneme z (2)
(y+1)2=x. (4)

Z rovnice (1) je patrné, Ze pro vSechna x je y = 0.
Graf funkce (1) se tedy bude skladat z Casti (oblouku)
parabol o rovnicich (3) a (4), které lezi nad osou x.

Parabola P, dand rovnici (3) ma vrchol V, = [2, —1]
a prochazi body 4 = [1, 0], B = [1, —2]. Jeji vrcholova
tena 7 je pfimka x = 2 a parabola P; leZi v poloroviné
tA. Parabola P, dana rovnici (4) ma vrchol V, = [0, —1]
a prochazi také body A4, B. Jeji vrcholova tecna je osa y
a parabola P, lezi v poloroviné yA.

y t

Obr. 11.

Graf dané funkce (1) tvofi ty oblouky obou parabol,
které se stykaji v bodé A4 (obr. 11).

Funkce (1) je shora neomezena, je definovand pro
vSechna x.
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Z grafu na obr. 11 je vidét, Ze funkce (1) je pro x = 1
klesajici a pro x = 1 rostouci. To snadno dokazeme:

a) Pro libovolnd ¢&isla x; < x, = 1 vypolitame rozdil
funkénich hodnot y, — ¥;. Z rovnice (3) dostaneme

(e +1P=2—x,, 5)
O +1)P=2—x. (6)

Od rovnice (5) odecteme rovnici (6); dostaneme

Vit 2+ 1 -0 +2 +D)=%—x<0
¢ili

(¥ —2%) + 2. —y) < 0.

Po uapravé je

(Y2 =302 + 31 +2) < 0. ™
Vzhledem k (1) je y, > 0, y; > 0, a tedy i Cinitel y, +
+ v; + 2 je kladny; aby byla splnéna nerovnost (7),
musi byt y, — y; << 0, coZ znamend, Ze funkce (1) je
pro x = 1 klesajici.

b) Obdobnym postupem pro 1 = x; < x, zjistime, Ze
pro rozdil funk¢nich hodnot y, a y, plati

Y2 — 1 >0,

coZ znamend, ze funkce (1) je pro x = 1 rostouci.

¢) Dodatkova otdzka vyzaduje feSeni nerovnosti

JT—AFi—1=2.

Odtud dostaneme
1 —x[ =8

apo vypoctu jednak pro x = 1, jednak pro x = 1 zjistime,
Ze je y =2 pro —7=x=0.

2. Urcete nejmensi prirozené Cislo N, které mé pravé
15 délitelt. Urcete vSechna pfirozena Cisla mensi neZ N,
kterd maji vice nez 15 délitelu.
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Reseni. a) Je-li pfirozené &islo x rozloZeno v soulin
prvocinitelt

x=ph, ph, ..., Pl (1)

(P15 Pos - - -» P jSOU navzdjem ruznd prvocisla), pak pocet
jeho délitela je

v=_(a,+ Day+1)...(a, + 1),

nebot pfi tvofeni délitelt volime za exponenty u prvoci-
nitele p;, postupné vsechna Cisla 0, 1, .. ., a;. Je-li » =
=15=5.3,je n =2, a; = 4, a, = 2. Ma-li byt Cislo
N co nejmensi, musi byt prvocisla p;, p, co nejmensi,
tj. bud p, = 2, p, = 3, nebo p; = 3, p, = 2. Protoze
2% .32 < 3%, 2% je hledané dislo

N=24.32=144.

b) BudiZ x << N pfirozené ¢islo, jehoZ pocet délitelt
je » > 15; budiz (1) jeho rozklad v prvocinitele. Protoze
2.3.5.7 =210 > 144, je n < 4; je totiZ pfi vzestup-
ném uspofaddni prvocinitelt p, = 2, p, = 3, p; = 5,....

Je-li =3, je bud a; = a, = a; =1, » = 8, nebo
a; = 2,a, = a3 =1, v=12, nebo a; = 3,a, = a; =1,
vy =16, nebo a;, =a,=2, a;=1, »=18. Dalsi
pfipady neni tfeba zkoumat, nebot napf. pro a; = 4
je x > 144; je totiz p& pd pds = 24, 31, 51 — 240 > 144,
Z téhoz diavodu nevyhovuje pfipad a; = a, = 2,a5 = 1,
nebot je pd pd: pts = 22 . 32,5 = 180 > 144. Vyhovuje
a; =3, a, =ay;=1, x = 120.

Je-li n = 2, je bud a; = a, = 1, » = 4, nebo a, = 2,
a, =1, v =6, atd. az a; = 5, a, = 1, » = 12; pfipady
a; = 6, a, = 1 opét neni tfeba zkoumat, nebot p§: pg: =
= 25.3 = 192 > 144. Obdobné probirame pfipady a, =
=1, a,=2, a; =2, ay=2, ..., a1 =24, a, =
(zde je » =5.3 = 15). Pfipady a, =5, a, = 2 opét
nepfichdzeji v avahu, nebot pi: pg: = 2° . 3% = 288 > 144,
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Obdobné se zkoumaji pripady a; = 1,a, = 3, a; = 2,
a, = 3. Tim je ptipad n = 2 vyCerpan. Také n = 1 ne-
dava feSeni, nebot polet déliteld je ¢, + 1 a pritom
a; = 7, nebot p} = 2% = 256. Hledané x je tedy jediné
Cislo x = 120 s 16 déliteli.

3. Je dand ststava rovnic s troma neznamymi x, y, 2
a s parametrami a, b:

x + ay = b,
y—az=1, (D
az+x=0b-+1.

Urcite vSetky také hodnoty parametrov a, b, pre ktoré
ma danda sustava nekoneCne mnoho rieSeni.

RieSenie. Odcitanim tretej rovnice sustavy (1) od
prvej rovnice dostaneme
ay —az = —1. (2)
Rovnicu (2) zdruzime s druhou rovnicou sustavy (1).
Po vyluceni nezndmej y a po uUprave dostaneme
a(l —a¥)z=1++a. 3)
Koeficient a(1 — a?) = a(1 — a)(1 + a) je rovny nule
prave vtedy, ked je buda = Oaleboa = 1aleboa = —1.
Ak je a # 0, 1, —1, dostaneme z rovnice (3)
1
g =—,
a(l — a)
Po dosadeni za z do druhej a tretej rovnice sustavy (1)
dostaneme x a y, tj. sustava (1) ma v tomto pripade najviac
jedno rieSenie.
Pre a = 0 ma sustava (1) tvar
x=by=1Lx=0b+1, 1)
Co vSak je sustava nerieSitelna, pretoze b # b + 1.
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Pre a = 1 m4 sustava (1) tvar

x+y=by—2z=1z2z4+x=5+1. (1
Sc¢itanim druhej a tretej rovnice sustavy (1”) dostaneme
x + vy =>b+ 2. Pretoze b # b + 2, je tieZ v tomto pri-
pade sustava (1) nerieSitelna.

Pre a = —1 ma sustava (1) tvar

x—y=by—2z=1,—2+x=5b+1. (€9
Odc¢itanim druhej rovnice sustavy (1) od tretej dosta-
neme x —3y = b, Co je prva rovmica sustavy (1').
Sustava (1") ma nekonecne mnoho rieSeni x = b -+ y,
v, 2 =73y — 1, kde y je lubovolné realne cislo. Parameter
b mdZe byt pritom voleny Iubovolne.

Zaver. Sustava (1) ma nekonene mnoho rieSeni len
v pripade, ked a = —1; b mdZe byt volené ITubovolne.

4. Je dana krychle ABCDA'B’C’D’ o hrané délky 1
Sestrojte ve volném rovnobéZném promitdni na jejim
povrchu v§echny body X, pro néz plati DX = %a jejichZ

nejkrat$i vzdalenost od stfedu S stény BCC’B’ méfena
po povrchu krychle je rovna jedné.

ResSeni. Hledané body X néleZeji predné kulové

plose I, ktera ma stfed D a polomér % Plocha I' nema

Z4dny spole¢ny bod se sténou ABCD, nebot nejvzda-
lengjsi bod této stény od bodu D je vrchol B a plati

"DB=1]2< % Obdobn4 tvrzeni plati o sténdch ADD’ A’

a DCC'D’. Plocha I protne sténu ABB’A’ v Casti kruz-
nice, ktera ma stfed 4 a polomér

r—]/ —1——1/5
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Tato kruZnice protne hranu BB’ v bodé¢ M, pro ktery

plati AM =r, tj.
e 5 1
Ve — 71—/ -1 = =
BM =]r—1 V i 1=5
I cl
%
4 /
IN X -7 /
A, i 0—2—’ - // ,/
| TN/
| 1 ! \\ /I
| S
| // h
MT N
gL e
II
/ /
// I/
A 1 B
Obr. 12a.
Al N a’\ ¢
\\\ //
N //
N\ 7
\\\ //
R \M ,,X\S\
// \\\
4 N
/// \\
A v\ B8 c
Obr. 12b.
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Bod M je tedy stfedem hrany BB’. Obdobné protne
kulova plocha /" hrany A'B’ a B’C’ po fadé v jejich stie-
dech N, P. Stény, které neobsahuji vrchol D, protne I
ve trech obloucich kruZnic (viz obr. 12a).

Zidny z hledanych bodli X nelezi ve sténé¢ BCC'B’,
nebot kazdy bod stény ma od bodu S vzdalenost nejvyse

1.~
E]/.2 <L

Body stény ABB’'A’, které maji od bodu S nejkratsi
vzdalenost 1 méfenou po povrchu krychle, dostaneme
z Casti sité télesa (viz obr. 12b). Bod ndleZi jednak oblouku
MN, jednak oblouku URV kruZznice (S;1); pfitom R

znali stied stény ABCD.
Uloha ma dvé fe$eni X,, X, naznalena na obr. 12a.

3. KATEGORIA C

1. Osobny vlak idudci rychlostou v, (m/s) predchadzal
po vedlajSej kolaji rychlik iddci rychlostou v, (m/s).
Cestujuci osobného vlaku nameral dobu iz, sekand,
ktoru trvalo predchddzanie rychlika. Pozorovatel na trati
nameral 7, sekind, neZ ho minul osobny vlak a 7, sekind
od okamZiku, ked dostihla lokomotiva rychlika posledny
vozen osobného vlaku aZ do okamziku, ked minul posled-
ny vozen rychlika lokomotivu osobného vlaku.

Vyjadrite pomer rychlosti o, : v, pomocou #;, 7, Is.

RieSenie. Oznalme d, (v metroch) df*ku osobného
vlaku, d, (v metroch) dlzku rychlika. Rychlik ide vzhla-
dom na osobny vlak (ktory ako by stal) rychlostou v, — ;.
Z prvej podmienky ulohy vyplyva

- d

2
=1. 1
P— L €))
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: S d ,
Osobny vlak minie pozorovatela za 7, = 51 sekand.
1

Z tretej podmienky dostaneme: K tomu, aby uplne
prediSiel osobny vlak, musi rychlik urazit d, + d,
metrov, a to rychlostou v, — v;. Je teda
d, +d
I, = a4+ ap . (2)

Uy — U
Dosadime 2, = 571 a vztahy (1), (2), upravime:
1

dy = vyty, dy = (0, — V1)tyy dy + dy = (V2 — V)25

Ak sCitame prvé dve rovnice (3) a spojime s trefou rov-
nicou, dostaneme

) vty + (v — vt = (v, — V)t
Cize
vy(ty — 4 + 13) = vu(t; — 1y).
Stadial vyplyva
BT h
Vo ty— 1t + 13 ’
¢o je vysledna formula.

2. Zvolte si libovolné trojciferné Cislo (napf. 638).
A% zdpise tohoto ¢isla obratte poradi Cislic a z téchto Cisel
vypocxte;te nezaporny rozdil (napf. 836 — 638 = 198).
V zéapise rozdilu opét obratte poradi Cislic a tato dvé Cisla
seCtéte (napt. 198 - 891 — 1089). Vysettete, jaka isla
vychdzeji. Svou domnénku pifesné vyslovte a dokaZte.

Reseni. Zvolené &islo napiSeme ve tvaru
a = 100x + 10y + =z ;

Cislo, které vznikne obracenim potadi Cislic, ma v desitko-
vé soustave tvar
b =100z + 10y + x.
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Muzeme predpokladat, Ze x = z. (Jinak zménime
oznaceni.) Potom
a—b=100(x — 2) + (z — x) . (1)
1. Je-li x =2, je a — b = 0.
2. Je-li x >z, pak 2z — x< 0. Abychom zjistili
zapis Cisla (1) v desitkové soustavé, uZijeme Gpravy
a—b=100x —2—1)+ 100 + 2 — x =

=100x —2—1)+9.10 + u, 2)
kde 100 + 2 — x = 90 + u, neboli
u-+x—z=10. (3)

ProtoZe je 2 — x < 0, je x — 2 — 1 = 0. Musime tedy
rozliSit dva pfipady:a)x —2 — 1 >0,b)x — 2 — 1 =

a)' V tomto pfipadé je a — b trojciferné Cislo. Jestlize
pak v zapise Cisla (2) obratime pofadi ¢islic, dostaneme
c=10004+9.104+ (x —2—1).
Proto plati vzhledem k (3)
(@a—b+c=100(x—2— 1+ u) + 180 +
+ (u 4+ x — 2 — 1) =900 + 180 + 9 = 1089.
b)Je-li x —2—1=0, je a— b dvojciferné C¢islo.
Podle (3) je u = 9 a dale
¢c=10u +9 = 99.
Proto_ plati
(@a—b)+c¢c=99 + 99 = 198.
Vysledek. Mé-li dekadicky zapis zvoleného cisla na
prvnim a tfetim misté tutéZ Cislici, vyjde nula. Jsou-li
tyto. Cislice ruzné, vyjde bud 1089, nebo 198.

3. Jsou diny dvé nesoustfedné kruznice k&, = (S;;1;),
ky = (S557,) a kladné Cislo p. Sestrojte kruznmici x
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o poloméru o, kterd déli kruZnici k, ve dvé& polokruZnice
a je délena kruZnici k, ve dvé polokruZznice.

Obr. 13.

ReSeni. Necht kruZnice » ma stied M (obr. 13).
Oznalme A, B spoletné body kruZnic %k, a »; pak je
AB = 2r,. Je AM = BM; tj. ABM je rovnoramenny
trojuhelnik*) se zakladnou AB a rameny délky ¢. Je proto
nutné

ry<<o. (1)
Vyska MS, trojihelniku ABM ma tedy délku
v, = o2 — 13, )

*) Bod M nemuze nalezet prfimce AB, nebot v tomto pripadé by
kruZnice &, » splynuly a % by nedélila &, ve dvé polokruznice.
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kterou muZeme zjistit konstrukci. Proto bod M leZi na
kruznici k; = (S;; v,).

Ozna¢me dale C, D spoletné body kruZnic k, a x,
takze CD = 2¢p. Plati CS, = DS,; trojuhelnik CDS,
je tedy rovnoramenny se zakladnou CD = 2¢ a rameny
délky r,. Proto je nutné

0< 1y, 3)
Pro vysku MS, = v, trojihelniku CDS, plati
o= JrE =& @

bod M pak lezi na kruZnici ks = (S,; v,).

Je bezprostfedné patrno, Ze kruZnice x = (M; p)
spliiuje pozadavky ulohy (M je spoleény bod kruZnic %;
ak,).

Existence feSeni a jejich polet zavisi na spolenych
bodech kruZnic kj, k5. Tyto kruZnice maji aspoii spo-
le¢ny bod, tj. tloha ma aspoil jedno feSeni pravé tehdy,
plati-li pro vzdalenost d = §,S, nerovnosti

v — vl =d =9, + v,
neboli vzhledem k (2) a (4)

i =~ —ril=d =i~ + | —11. 5
KruZnice %, k; existuji pravé tehdy, plati-li (1) a (3),
Gili je-li

rn<e<rs. (6)
Nerovnosti (5), (6) vyjadfuji podminku feSitelnosti
ulohy.

4. Je dani kocka ABCDA'B'C’'D’ s hranou dizky 1.
M je stred hrany 4A’B’. Priamkou C’M je vedena rovina o,
ktora rozdeluje kocku na dve telesa. Teleso obsahujtice
vrchol B mé objem % Urcite, v akej vzdialenosti od
vrcholu B pretina rovina ¢ hranu AB.
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RieSenie (obr. 14). Oznalme N stred hrany AB, P
stred strany CD.

Rovina MNCC’ oddeli od kocky trojboky hranol 7 =
= NBCMB'C’, ktorého objem je % . % -1.1= :ll—
Cl

Rovina AMC’P oddeli od kpcky teleso zloZené z hranola =
a z trojbokého Sikmého hranola ANMPCC’, ktorého

objem je % . % 1.1 = % Objem oddeleného telesa
. . 1 1 1
je teda v tomto pripade 1 + TG

Zvolme bod X medzi bodmi 4 a N a oznaCme BX = «x.
Je teda

1
—<x<1. 1
5 (1)
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Objem telesa oddeleného rovinou p = MXC’ vypo-
¢itame ako v predchddzajucom pripade. Rovina pretne
hranu CD v bode Y a plati zrejme CY = NX = x — ;
Dalej je A XNM =~ A YCC'. Oddelené teleso sa sklada
z hranola 7 a zo Sikmého hranola XNMYCC’, ktorého
objem je % X — %) 1.1 = 7} (2x — 1). Objem od-
deleného telesa je teda

11 :
V=t 1) (2)

Podla podmienky ulohy je V' = ; . Ak dosadime do (2),

dostaneme rovnicu pre x, ktorej koren je x = 3" Tento

koreni vyhovuje aj nerovnostiam (1) a dava teda rieSenie
danej ulohy.

4. KATEGORIE D

1. Kdyz jsem vkroCil na namésti, odbijely pravé
hodiny na radnici 8 hodin, kostelni hodiny viak uz
ukazovaly 8°2. KdyzZ jsem presel nimésti a dorazil k zamku,
bylo na zdmeckych hodinach teprve 8%, ale na kostelnich
hodinach uz 8%. Mam v$ak uz s hodinami v naSem mésté
své zkuSenosti: zdmecké nikdy nejdou napied, radnicni
zato vzdycky jdou napfed a Cas na kostelnich hodinach
se neli$i od spravného Casu nikdy o vic neZ o 3 minuty.
Urcete (na minuty), jaky byl spravny Cas, kdy jsem vkrocil
na nameésti.

Reseni. Z idajt kostelnich hodin je vidét, Ze od vstupu
na namésti do prichodu k zdmku uplynuly 4 minuty.
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TudiZ v okamZiku vstupu na namésti bylo na zdmeckych
hodinach 757 h.

Zimecké hodiny nikdy nejdou napied, takze ukazuji-li
757, jsou mozné (uvazujeme-li jen celé minuty) nasledujici
Casové udaje

757, 758, 759, 800, 8oL (1)

Radni¢ni hodiny jdou vZzdy napfed, a proto kdyz
odbijeji 8 hodin, jesté 8 hodin neni a jsou mozné (uva-
Zujeme-li jen celé minuty) nasledujici Casové udaje:

759, 758, 757, %6, .. (2)

Cas na kostelnich hodinéch se neli$i od spravného &asu
nikdy o vic neZ o 3 minuty, tudiz kdyZz tyto hodiny ukazuji
8%2, jsou mozné (uvazujeme-li jen celé minuty) nasledujici
Casové udaje

759, 800’ 801’ 802’ 803, 804’ 805. (3)

Porovnidme-li mozné Casové udaje vSech tfi hodin, tj.
mnoziny (1), (2) a (3), vidime, Ze spravny ¢as (na minuty)
byl 7°° hod. Tento vysledek lze také dostat pomoci gra-
fického znazornéni (obr. 15).

;35 756 75’ 758 759 800 804 802 803 806 805 806 80)
Zémek s=sfecad O &> *r———0—>

Radnice <c—0——8——8——e——8---t--emtmmmehmmmmfmmm fmmet .

Kostel oo b= o——o—o PR,

2. Oldo si kontroloval po hodine ulohu z pisomky:
,»Mali sme upravit vyraz

x2—3 6x—17

x+1 2x — 1
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V (itateli mi vySiel nejaky mnohoclen ax® + bx* + cx +
+ d; koeficienty si uz nepaméitam. V menovateli bolo
2x* + x — 1. Vysla mi dobre skuska pre x =0, 1 a 2,
ale pre x = 3 uz nie. To vyslo na lavej strane 3,7 a na
pravej 4.

DokazZete z tychto udajov zistit koeficienty a, b, ¢, d
a rozhodnut, ¢i Oldovo rieSenie bolo spravne?

RiesSenie. RozrieSime znovu Oldov priklad:
-3 6r—7 (3 —3)2x — )+ + DEx—7)
x+1 2x—1 (x + 1)(2x — 1) '
V (itateli vyjde po vyndsobeni a sc¢itani

2x3 + 5x% — Tx — 4,

v menovateli vyjde skutoCne 2x* + x — 1, ako tvrdil
Oldo. Pre x = 0 malo vyjst na lavej i pravej strane Cislo 4.
Oldovi vysSlo —d. Pretoze mu skuska suhlasila, bolo
d = —4. Pre x = 1 malo vyjst —2. Oldo dostal

atbtc—4
5 .
Pretoze mu skuaska suahlasila, bolo
a+b+c—4: 2, 4.
2

a+b+c=0. (1)
Pre x = 2 malo vyjst 2. Oldo dostal ot oe ;— b
Z toho, Ze mu skuska suhlasila, po uprave dostdvame

4a +2b+c=11. (2)

Koneéne pre x = 3 malo vyjst 3,7. Oldo dostal
27a + 9b + 3¢ — 4
' 20
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t. j. po Uprave
9a + 3b + ¢ =28. 3)
Ak dosadime z (1) ¢ = —a — b do (2) a (3), dostaneme
sustavu
3a +b=11,
da +b=14" )
Od¢itanim prvej rovnice sustavy (4) od druhej vyjde a =
= 3, potom z prvej rovnice sustavy (4) mame b = 2
a zo vztahu (1) je ¢ = —5.
Oldov nespravny vysledok bol teda
3x% + 2x2 —5x — 4
2x% 4+ x — 1 )

3. Je dany trojuholnik ABC. VySetrite geometrické

miesta bodov X tohto trojuholnika, pre ktoré plati
AX = BX = CX. (1)

Pomocou velkosti stran a uhlov trojuholnika ABC
vyjadrite podmienky pre to, aby

a) geometrickym miestom bodov X bol patuholnik;

b) geometrickym miestom bodov X bol Sestuholnik;

c) geometrické miesto bodov X obsahovalo prave
jeden bod;

d) geometrické miesto bodov X neobsahovalo Ziadny
bod.

Riesenie (obr. 16). Geometrickym miestom bodov X,
pre ktoré plati napr. AX = BX, je polrovina 0,B, kde 0,4
je os useCky AB. PretoZe sa osi stran trojuholnika ABC
pretinaju v jedinom bode O, tvori geometrické miesto
bodov X, ktoré spliiuji podmienku (1), duty uhol w,
ktory je spoloc¢nou castou polrovin o04B a 0,C. Hladané
geometrické miesto je teda spolo¢nou Castou trojuholnika
ABC a uhla w.
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Vieme, Ze poloha vrcholu O, t.j. stredu opisanej kruZnice
vzhladom na priamku BC zavisi na tom, ¢i uhol <tBAC
je tupy, pravy alebo ostry. RozliSujeme preto tieto
pripady:

1. Uhol <tBAC je tupy. Potom O lezi v tej polrovine
o vytatej priamkou BC, ktora neobsahuje bod A. Pretoze
aj obe ramena uhla o leZia v polrovine o, lezi cely uhol w
v polrovine o, takZze hladané geometrické miesto bodov
neobsahuje ziadny bod.

2. Uhol <tBAC je pravy. Bod O lezi potom na strane
BC, obe ramena uhla o su opit v polrovine ¢. Bod O je
preto jedinym bodom hladaného geometrického miesta
(obr. 17).

3. Uhol <tBAC = « je ostry. Potom bod O leZi v tej
polrovine vytatej priamkou BC, ktora obsahuje vrchol 4.
Hladané geometrické miesto bodov potom obsahuje stred
S strany BC a dalsie body blizke k bodu §, teda aspon
dva rozne body. Z toho uZ vyplyva, Ze pripad d) v ulohe
nastane prave vtedy, ked o > 90° a pripad c) nastane
prave vtedy, ked « = 90°. Aby sme nasli rieSenie v pri-
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padoch a) a b), v§imnime si, kedy je spoloénou Castou
Iubovolného trojuholnika a Iubovolného dutého uhla
patuholnik a kedy Sestuholnik. PretoZe strany tejto
Casti, pokial je to mnohouholnik, st ¢astami-troch stran
trojuholnika a dvoch ramien uhla, je tychto strin najviac
pat. Nikdy teda nevznikne Sestuholnik. Pituholnik
vznikne prave vtedy, ked jeden vrchol trojuholnika
lezi vo vnutri uhla, zostdvajice dva mimo uhla tak, Ze
useCka, ktora ich spaja, pretne obe ramena uhla.

A @Zfé’
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Vratme sa k pripadu ostrého uhla <tBAC. PretoZe o
je spolona Cast polrovin o,C a 0,B a pretoZe B nie je
v 0,C, A nie je v 03B, nastane pripad b) prave vtedy, ked
C je v 0,B Cize a < b (C je vzdy v 0,C) a strana AB
pretne obe ramena uhla o (obr. 18). Strana AB pretne
rameno obsaZené v o,B prave vtedy, ked O lezi v tej
polrovine vytatej priamkou 4B, ktora neobsahuje bod C.
Potom v8ak uz AB pretne aj druhé rameno. Pripad a)
nastane teda prave vtedy, ked uhol y je tupy a uhol «
je mensi neZ uhol f alebo a << & (uhol « je potom skutocne
ostry).

Zaver. Podmienky, kedy nastand jednotlivé pripady,
su:
a) y >90°% a< f;

b) nikdy;

c) « >90°%

d) « = 90°.

4. Je dén ¢tvrtkruh SBC s polomérem SB = SC = r;
A je takovy bod oblouku BC, pro ktery plati <tASB =
= 60°; X je libovolny bod usecky SC (obr. 19).

a) Vyjadiete obsah P plochy omezené tseckami BX,
AX a obloukem AB pomoci délky x = SX.

b) Zjistéte, pro kterou hodnotu x je obsah P roven
poloviné obsahu ¢tvrtkruhu SBC, a porovnejte tuto
hodnotu x s délkou oblouku BC.

Reseni (obr. 19).
a) Pro obsahy obrazcu plati (podle obrizku)
P = (ABX) = (S4B) + (S4X) — (SBX). (1)
Podle znamého vzorce

(SAB) — % - @
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Trojuhelnik ASX ma stranu SX = x a k ni kolmou vys$ku
1

AR = — r; proto
2 p

(S4X) = :}rx . (3)
Pro obsah trojahelniku SBX plati
(SBX) = % rxX. 4)
Spojime-li (1), (2), (3), (4), dostaneme
1 1
P=—mrt— —rx. 5
p or F rx (5)

b) Z podminky tulohy plyne
1

—7rt — —rx = gnrz,

6
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neboli

1 S
—rx = —mr
4 24
a odtud
x = 1 T
6

Délka x je tedy tietina délky oblouku BC, tj. délka oblou-
ku AC.
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