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Il. PFipravné tlohy I. kola

1. KATEGORIE A

1. Jsou-li d,, d,, d; kladna &isla takova, Ze d; < d, = ds,
pak pro libovolnd nezaporna Cisla ¢, ¢,, ¢; plati
eg , € , ©
eidy + cody + csd. (—1+—2 _3)§
( 1“1 242 3 '3) dl d2 —}_dq
(d, + dy)°
(e + ¢y + 32—
( 1 2 3) 4d1d3
Dokazte.
(Navod. Dokazte nejprve, Ze
1
d
1 1
— _+_ —
di  dy
Reseni. DokaZme nejprve, e plati

d,
d, + dy

+ <1)

(D

&~
|
_*_'
-
&
IA

1
4, d,
Proto¥e (dy — dp)(dy — dy) = 0, je také
dy(d, + d;) = d? + dd, .
Odtud
d2 dqd,
dy(d, + dy)  dy(d, + dy)
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neboli

dy
dy + dy

N
A

1.

+

1,1

dy  dy

Protoze také d, = d, = d;ad; = d, = dj, plati i’
4

d+dy 1,1
dy, d,

_+_

dy 3 <
+ <1 3
G T, T =
dy ds

Necht nyni ¢, ¢,, ¢3 jsou nezdporna Cisla. Nasobenim
nerovnosti (1) Cislem ¢,, nerovnosti (2) Cislem ¢, a ne-
rovnosti (3) Cislem ¢, a seCtenim dostaneme

1
cdy + cody + cyd +o gy )g
4+%m1+22+3a+i+1( 2+
. di dy
=¢+c+cy.
ProtoZe aritmeticky prumér nezdpornych cisel

(wi+Q@+%%L1+ ((Gre+s)

d, ds
je nejvyse roven ¢, + ¢, + ¢y, je také jejich geometricky
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prumér nejvySe roven c¢; + ¢, + ¢4

4
(Cld +-cod, + Csda)( + )
1 1 d  d, d
dy +dy) ) A
!/( X ( e

=c¢ +etcs.
Umocnénim a upravou dostaneme odtud dokazanou
nerovnost.

Jiné FeSeni. Dana nerovnost plati pravé tehdy, kdyz
plati

4d,d,
+ cods + ¢ ( +o4 )
(d + ds)z( 1%1 242 3 3) dl d2 d.;
= (o1 + €63+ c3)% (1
Vyraz na levé strané nerovnosti (1) je soucin dvou Cinitela
2
X = m (c1dy + cody + c3ds)s
_ 2dids (ﬁ & +C_s) _
d, +d;,\d, d, d,

Tento rozklad jsme provedli proto, Ze aritmeticky pramér
Cisel x, y je velmi jednoduchy, jak snadno zjistime vypoc-
tem:

1
E(x +y) =
:;
d, + d,
tj.

[cl (dy + dg) + cy(dy + dy) + §<d1d3+d:)] ,
2

didy + di

(d, + d5)dy @

1
':,2"x+y) =6 T ¢t 6
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Snadno dokazeme, Ze koeficient pfi ¢, v (2) je mensi
nebo roven jedné. Skute¢né, kdyby bylo

_hd; + di

(@ + dd, ~ b

platilo by
didy + di > did, + dod, ,
neboli
di(dy — dy) + dy(dy — d3) >0,
neboli

(ds — dy)(dy, — dy) > 0,
coz je ve sporu s predpoklady d; < d, < d,. Protoze
koeficient pfi ¢, ve vztahu (2) je mensi nebo rovny jedné,
je '
1
5(x+y)§cl+c2+c3. 3)
Je znamo, ze geometricky prumér dvou nezdpornych

Cisel je mensi nebo roven jejich aritmetickému praméru;
plati tedy

Vo <5 G+). Q

Z (3) a (4) dostaneme po umocnéni
xy = (g + ca + ¢63)%
a to je nerovnost, kterou jsme méli dokazat.

2. Rovnica
x4 ax*+bx +c=0 (1)
s redlnymi koeficientamia, b, c ma jeden redlny koreni a dva
rydzo imaginirne korene prave vtedy, ak plati

c=ab, b >0. (2)
Dokazte.
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RieSenie. I. Nech rovnica (1) ma redlny koreil « a dva
rydzo imaginirne korene. Rydzo imaginarne korene su
potom navzdjom opacné Cisla + if, kde f # 0 je redlne
¢islo. Z rovnice (1) vyplyva

ao® + ba + ¢ = — od,
—ap® +bif+c= i, 3)
—af® —bif + ¢ = —ip®.

S¢itanim druhej a tretej rovnice vo vztahu (3) dostaneme

c=ap?. B (4)
Odc¢itanim druhej a tretej rovnice vyjde
b= p%. (5)

Po dosadeni z (5) do (4) dostaneme rovnost zo vztahov
(2). Kedze f # 0je redlne, je b = 2 > 0, Co je nerovnost
zo vztahov (2).
Pozndmka. Vztahy (2) mozno odvodit tieZ zo znimych
vztahov medzi korefimi a koeficientami rovnice (1):
a=—(a+if—if) = —a,
b= (ip)(—ip) + oiff — aiff = f* >0,
c=—a.if.(—iff) = —aff2 =ab.

II. Nech platia vztahy (2). Potom moZno rovnicu (1)
napisat v tvare

x3 4+ ax® +bx +ab=0,
x(x? +b) +a(x>+b)=0,
(x+a)x*+b)=0. (6)

Pretoze je 4 >0, ma rovnica x® + b= 0 dva rydzo
imaginarne korene - i]/b. Okrem nich ma rovnica (6)
eSte realny koreni —a.
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3. V triede je 15 dvojsedadlovych lavic a 27 Ziakov.
Urciti dvaja Ziaci maju sediet (z vychovnych ddévodov)
vedla seba v tej istej lavici a Ziadna lavica nemd zostat
prazdna. Kolkymi spdsobmi mozno Ziakov rozsadit ?

RieSenie. Najskor vyberieme miesta pre rozsadenie
ziakov. Obaja vybrani Ziaci budd sediet v jednej z 15
lavic. To je 15 moZnosti. Zo zostavajucich 14 lavic buda
tri obsadené len jednym Ziakom. V kaZdej z tychto troch
lavic bude bud pravé alebo lavé miesto prazdne. Pre
usadenie zostdvajucich (nevybranych) 25 Ziakov je teda

(14).2.2.2:(14).23 (1
3 3
moznosti. Celkom je teda podla (1)

15 (134) B —n @)

spdsobov, ako mozno vybrat miesta pre rozsadenie.

Pri kazdej z tychto » situdcii mozno vybranych Ziakov
usadit dvoma spdsobmi a okrem toho ostatnych nevybra-
nych 25 Ziakov 25! spésobmi. Pri kazdej z n situdcii je
teda

2.25! (3)

rozsadeni. Podla (2) a (3) je pocet vSetkych moZnych

rozsadeni
15.(134) .23.2.251,
t.j.
16. 15 (14) 251
3

4. Je dino n bodu (n = 3), z nichz Zadné tfi neleZi
v pfimce, a mnozina U skladajici se z n tsecek, které
spojuji vzdy dva z danych bodu.
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Pak lze z danych n» bodd vybrat 2 bodia A4, ...,
A (k = 3)tak, Ze vSechny GseCky A, Ay, AsAs, . . .y Ay Aps
A, A, nileZeji mnoziné U.

Reseni. Pro n — 3 je véta ziejma; pro libovolné »
ji dokaZeme matematickou indukci. Budeme pfedpokla-
dat, Ze véta plati pro vSecka k£ = n a dokazeme ji pro
n + 1. Pfi induk¢nim kroku rozliSime tyto dva pfipady:

a) Mezi danymi 7 + 1 body lze nalézt skupinu k-
bodu (& = n), které jsou spojeny %k useCkami z mnoZiny

5

b) zadna takova skupina % bodidl (& = 7) neexistuje.

V pripadé a) plati véta pro danych » + 1 boda podle
induk¢niho pfedpokladu.

V pfipadé b) vychazeji z kazdého z danych » + 1 boda
aspon dvé useCky mnoziny U, nebot kazdych #» bodi je
spojeno nejoyse n — 1 GseCkami z U; proto ze zbyvajiciho
(n 4+ 1)-ho bodu vychazeji asponi dvé useCky,mnoziny U.

.Budiz A,A, GseCka mnoziny U. Z bodu A, vychazi
mimo useCku A,A4, jesté tseCka A,A, mnoziny U.

Z bodu A, vychazi mimo useCku A;A, jesté usecka
A;A, mnoziny U, atd. Tak zkonstruujeme posloupnost
useCek mnoziny U

A1A23 A2A3> A3A43 LR AnAn+1 ® (1)
Zidny z boda
Al, A2> A3) A43 s e An+1

nemuze splynout se zZadnym z predchdzejicich bodd,
nebot pak by pro nékteré £ = n nastal pripad a) a nikoli
b). Posloupnost (1) obsahuje tedy » ruznych usecek
mnoziny U a body 4,, A,, . . ., A4, jsOu navzdjem razné.
Druhé tsecka vychazejici z bodu A4,,,; musi byt tedy
A,,4;, a tim je dokdzano, Ze véta plati 1 v pripadé b)
pro n + 1.
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2. KATEGORIE B

1. Funkce proménné x
y = alx| + blx — k| (1)
nabyva hodnoty 0 pro x = —1 a x = 3; nejvétsi hodnota,
které nabyva, je y = 2. Urclete konstanty a, b, k£ a na-
kreslete graf funkce (1).

Reseni. Pro x — —1 dostaneme z (1)
a+ b|]1 + k| = 0; (2)
pro x = 3 dostaneme z (1)
3a + b3 —k —0. 3)
Z (2), (3) vylou¢ime a; vyjde
b(13 — k| — 3|1 + k) =0. (4)

Je b # 0;jinak by totiZ vyslo z (2) také a = 0 a funkce (1)
by nenabyvala hodnoty y = 2. Z (4) pak dostaneme
|3 — k| = 3|1 + k|, neboli

3—k=+3(+%). (5)
Resenim (5) vyjde bud % = 0, nebo 2 = —3. Je tedy
tfeba vySetfovat dvé funkce

Yy =(a+b) x| (1)

y=alx| +blx+ 3. 1"
V ptfipadé £ = 0 dostaneme z (2) b = —a, funkce (1’) je
pak y = 0, a nenabyva tedy hodnoty y = 2. V pripadé
k = —3 dostaneme z (2) a = —2b; funkce (1"”) ma pak

rovnici
y = —2b|x| + b|x+3}. (6)

Zkoumejme prubéh funkce (6). Budeme vysetfovat tii
intervaly:

Lx=-31Il. 3=x=0,IIl. x=0.

a
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V intervalu I. miZeme rovnici (6) piepsat ve tvaru

y=1bx—3b (6a)
a v intervalu II. ji miZeme piepsat ve tvaru
y = 3bx + 3b. (6b)
Konec¢né v intervalu III. ji miZeme pfepsat ve tvaru
y= —bx+3b. (6¢)

Kdyby bylo b6 < 0, nabyvala by funce (6¢c) pro dosti
velka kladna x hodnot vétsich nez 2; kdyby bylo & = 0,
bylo by y = 0 pro vSechna x. Je tedy & > 0. Funkce
(6a) je rostouci a v bodé x = —3 dosahuje nejvyssi
hodnoty y = —6b. Rovnost y = 2 neni splnéna pro
zadné b > 0. Funkce (6b) je rovnéZ rostouci a v bodé
x = 0 nabyva nejvy$si hodnoty y = 3b. Funkce (6¢)
je klesajici a jeji nejvyssi hodnota y = 3b je rovnéz v bodé

x = 0. Musi byt tedy 36 = 2, tj. b :% az (2) pro

k = —3 dostaneme a = — ?. Hledana funkce tedy je

y———lxl+ Ix+3! (M
Graf funkce (7) je na obr. 1.
2. Urdite vSetky prirodzené ¢isla x, ktoré vyhovuju
rovnici
471 7.2 + 48 =x(x —1)...3.2.1. (1)
Riesenie. Cislo x — 1 zrejme nevyhovuje. Ak je
x = 2, je lavd strana (1) ndsobkom S$tyroch a teda aj stcin

x(x —1)...3.2.1 je nasobkom Styroch. Preto musi
byt x = 4.

Ak je x = 4, je lava strana (1) ndsobkom Sestnéstich
a preto aj Cislo x(x — 1)...3.2.1 je nasobkom Sest-
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nastich, ¢o vSak znamend, Ze
x=6. 2
Upravme (1) pre x = 6. Dostaneme
16.4*3 +7.16.2**4+3.16 =x.(x — 1)
...8.7.65.43.2.1. 3)
Obe strany rovnice (3) vydelime Cislom 16:
473 4 7.22 4 4+ 3 =x(x—1)...8.7.45. (4
Ak je x > 7, je prava strana rovnice (4) nisobkom

Osmich, teda parne Cislo. Lavad strana tejto rovnice je
vSak naproti tomu ¢islo nepérne. Preto je

x=T7. (5)
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Spojenim vztahov (2) a (5) dostaneme, Ze len dCisla
x =6 a x =7 mdzu byt rieSenim rovnice (1).

Skuskou zistime, Ze x = 7 rovnici vyhovuje, ale x=6
nevyhovuje.

Obr. 2.

3. Je dana kruznica k& = (S; ), bod A, pre ktory plati
AS = d >r a kladné ¢islo o > r. Zostrojte kruznicu
s polomerom g, ktora prechadza bodom 4 a deli kruZnicu
k na dve polkruznice. Urcite podmienku rieSitelnosti.

RieSenie. Rozbor (obr. 2). Oznalme x hladana
kruznicu, M jej stred. Spolo¢na tetiva BC kruznic &, x
je priemerom kruznice k, preto vznikne pravouhly
trojuholnik CSM, ktorého odvesna CS mi dlzku r,
prepona CM = p. Z tohto trojuholnika moZno urdit .
diZzku druhej odvesny

SM = o* — 2. ¢y
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Stred M hladanej kruznice x» leZi jednak na kruZnici

k= (S; ]/g — 1), jednak na kruZnici k" = (4; o).

Skuska. Obratene, ak je M spoloény bod kruznic
E'y k" a x kruZnica (M MA), potom »x splnu;e prvé dve
podmlenky ulohy. Z (1) dalej vyplyva, Ze

o—r< SM<o+r, 2

Jo—=r<Vo—r.Vo+r<o+rr.
KruZnica » pretne teda podla (2) kruznicu % v dvoch
roznych bodoch B, C. Kedze z (1) vyplyva o* = r? 4
+ SM2, su oba trojuholniky SMC, SMB pravouhlé,
BC je priemer kruZnice %, tj. x» deli 2 na dve polkruZnice.

Diskusia. Uloha m4 aspofi jedno rieenie prave vtedy,
ked kruZnice k', £” maja aspoil jeden spolocny bod, tj.
ked plati

dize

|ISM — o] =d = SM + o,
Cize podla (1)

ol —r=d=o+e*—r. (3)
Upravou nerovnosti (3) dostaneme
Ve#—r=d—o, Vo = =0 —d,
t.j. . B
Vo2 =7 = |d— ol . 4)

Nerovnost (4) je ekvivalentnd s nerovnostou, ktoru
dostaneme jej umocnenim, tj. s nerovnostou

0 — = d2 + o — 2do,
Cize
2dp = d* + r?. (5)
Nerovnost (5) je teda podmienkou rieSitelnosti ulohy.

4. Krychle o hrané délky 6 je rozdélena v 6% = 216
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jednotkovych krychli. Krychli je vepsdna koule o pruméru
6. Zjistéte, kolik jednotkovych krychli lezi v kouli a kolik
jich neobsahuje Zadny vnitini bod koule.

ReSeni. Oznadime S stfed vepsané koule a A, B, C
jeji dotykové body s tfemi sténami krychle, které maji
spole¢ny vrchol. Poloméry SA4, SB, SC jsou po dvou
navzijem kolmé. StaCi feSit ulohu pro oktant O =
= S(ABC) a vysledky zndsobit osmi; to vyplyva ze
soumérnosti koule i krychle podle rovin SAB, SBC,
SCA.

OznaCme po fadé x, y, 2 vzdalenosti toho vrcholu
jednotkové krychle, ktery lezi nejblize bodu S, od rovin
SBC, SCA, SAB. Dalsi vrcholy této jednotkové krychle
maji od rovin SBC, SCA, SAB vzdilenosti:

[x + Ly, 2], [%y + L, 2), [%y,2 + 1], [x+ L,y + 1,2],

(D
[x+ Ly, z+ 1] [xy+ 1,z + 1], [x + 1,y + Lz+1].
Z toho plyne, Ze Cisla x, v, 2 probihaji (navzajem nezavisle)
Cisla 0, 1, 2; tak dostaneme 27 jednotkovych krychli,
které nileZeji oktantu 0.

Jednotkova krychle nalezi vepsané kouli pravé tehdy,
nalezi-li ji vrchol nejvzdalenéjsi od bodu S; to je podle
(1) vechol [x + 1, y + 1, 2 - 1]. Jednotkova krychle
nalezi tedy kouli, plati-li

x4+ 124+ @+12+(E+1259. 2
Nerovnost (2) ma tato feSeni:

y+1 1)1

z+1 1)1

212 1]2]

| ]
x + 1 \12|11122

102221

To je 7 jednotkovych krychli v oktantu ¢; celkem 56
jednotkovych krychli, které lezi v kouli.
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Jednotkova krychle nem4 s kouli Zadny spolecny vnitfni
bod, jestlize nejblizsi vrchol k bodu S lezi bud na kouli,
nebo vné koule, tj. kdyz pro bod [x, y, 2] plati

X2+ 92+ 22=9. (3)

Nerovnost (3) ma tato reSeni

To jsou 4 jednotkové krychle v oktantu @; celkem 32
jednotkovych krychli, které neobsahuji Zzadny vnitini
bod koule.

Zbyvajicich 216 — (56 -+ 32) = 128 jednotkovych
krychli obsahuje jak vnitfni, tak vnéjsi body koule.

3. KATEGORIA C

1. Urdite vSetky rieSenia sustavy rovnic

xX(x + ) + 2(x — y) = 6,

¥y +2) + x(y —2) = =2, (D

2(z + x) + y(z — x) = 3.

RieSenie. Poktsime sa vylucit z. Pri roznasobeni si
vS§imnime, Ze z sa da z 1. a 2. rovnice vylucit tym, Ze sa
séitaju.

S¢itanim prvej a druhej rovnice sustavy (1) dostaneme

B4 xy+xz—yz+y +yz+xy—x2 = 4
Cize

(x+3)P=4. 2
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Podobne dostaneme séitanim druhej a tretej rovnice
sustavy (1)

+2Pr=1 3
a sCitanim tretej a prvej rovnice sustavy (1)

(z+x2=09. (4)
Z (2), (3), (4) vyplyva

x Yy = + 2 >

y+z=+41, 5)

2+x=+3.

Odc¢itanim druhej rovnice sustavy (5) od tretej rovnice
tejto sustavy dostaneme pre x — y Styri mozné hodnoty:
2, —2, 4, —4. Dalsi vypocet prevedieme pomocou ta-
bulky

[

x4y 2 2 2 2 | -2 | -2 | -2 | -2
x—y|| 2 | 2| 4| -4 | 2 |-2]| 4 |-4
x 2 0 3| -1 0 | -2 1| -3
v o 2 | -1 3 -2 ] o0 -3 1
z 1 | -3 | o | -2 B | -1 2 0
!

Posledny riadok tabulky bol urleny tak, aby bola splnena
druhd a tretia rovnica ststavy (5).
Ststava mateda 8 rieSeni, ako sa presved¢ime skuSkou.

2. Necht prvocisla p;, p, jsou ruzna od cisel 3 a 5.
Pak ¢islo pt — pi je nasobkem patnicti. Dokazte.
Reseni. Celé Cislo je nasobkem patnicti pravé tehdy,
kdyZ je soucinem dvou celych ¢isel, z nichZ jedno je
nasobkem tfi, druhé ndsobkem péti nebo jedno je ndsob-
kem tfi i péti. V naSem pfipadé je
pt— pi = (P + p2)(PT — P3) .
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Provedeme-Ili nékolik numerickych vypoltu, zjistime, Ze
p3 — p3 je vidy nasobkem tifi, a aspoii jedno z &isel
pi + pi, pi — p5 je nasobek péti. Pokusime se zjistit,
zda tomu je tak v kazdém pripadé. Cisla p,, p, davaji
pri déleni tfemi zbytky bud 1, nebo 2. Proto kazdé z Cisel
p3, p3 dava pri déleni tfemi zbytek jediné ¢islo 1. Proto
je p? — pz vzdy délitelné tfemi.

Cisla p,, p, dévaji pti d&leni péti zbytky bud 1, nebo 2,
nebo 3, nebo 4. Proto kazdé z Cisel p3, pi ddva pfi déleni
péu zbytek bud 1, nebo 4. Je-li totiZ napft. p; = 50 + 2
)e pl =25 o® + 20 «+4=58+ 4. ]sou-h oba zbytky
pfi déleni p3, pi péti sobé rovny, je p1 — pi nésobkem
péti, jsou-li tyto zbytky razné (1 a 4), je pi + pi
nasobkem péti.

Dokazali jsme: Cislo p? — pZ je vzdy délitelné tiemi;
aspoi jedno z Cisel p; — p3, pi + p3 je délitelné péti.

Protoze Cisla 3, 5 jsou nesoudélni, je

Pl Pz - (P1 + y2 )(Pl PS)

délitelné patndcti.

3. Sestrojte rovnoramenny trojihelnik ABC se za-
kladnou AB, je-li dan souclet s vySek na zdkladnu a na
rameno a duty thel y proti zdkladné.

Reseni. Rozbor (obr. 3). Oznaéme A’, C’ paty vysek
spusténych z vrchold A, C. Bod C’ je stfedem zakladny
ABj; patu kolmice spusténé z bodu C’ na piimku BC
oznaéme D. Potom usecka C’D je stfedni pfickou v troj-
uhelniku 4A4’B, a tedy plati

1 1
CD==-44"=—v,. 1
5 5 Ve (D

Oznaéme déle E stfed vysky CC’ = v,. Bod E je stfedem
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pfepony pravothlého trojuhelniku CC’D, takZe je

EC’zEC:ED:%vc. )

Obr. 3.

Spojenim (1) a (2) dostaneme
1 1 1
ED 4+ C'D=—9v,+ —v, =—5. 3
- 2 . 2 2 3

ProtoZe trojihelnik DCE je rovnoramenny se zdklad-

nou DC, plati pro jeho vnéjsi uhel

g 1 1
{CEDZE)’“FEV:?M 4)

Rovnoramenny trojuhelnik C’DE je tedy ddn souctem

zdkladny a jednoho ramena [viz (3)] a thlem proti
zékladné¢ [viz (4)]. Konstrukci tohoto pomocného
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trojuhelniku ukazuje obr. 4; je totiz
XEC'D = XEDC’ = % (180° — 7) = 90° — _; "
takze
<XED'D = %(180‘> —y) =45° — i— Y.

Obr. 4.

Konstrukce. Nejprve sestrojime trojuhelnik ED’D,

v némz <tD'ED = y, <C ED'D = 45° ——% y, ED" =

1 1
=5(va + v,) = 3% -
Osa o strany DD’ protne stranu ED’ v bodé C’. Snadno

doplnime bod C, pfimku CD a body B, A tak, aby troj-
uhelnik ABC byl rovnoramenny se zakladnou AB.
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Zkouska. Sestrojeny trojuhelnik ABC ma <tACB =
= y, nebot podle konstrukce vzhledem ke (4) je <t ECD==

:% y. Podle konstrukce je téZ rovnoramenny, plati

pro n¢j (3), a tedy v, + v, = s.
Diskuse. Trojuhelnik ED'D lze sestrojit, nebot

y+4?—iy=4?+%y<4?+%dm%:wm

Osa o protne stranu ED’ vidy ve vnitfnim bodé C’,
nebot plati

y+2(6°—iy):9m+“%y<1mﬂv

Sestrojeni boda C, B, 4 je vidy proveditelné, a proto
ma uloha vzdy feSeni.

4. Je dana kruZnica k& = (S; r), bod 4 z vnutra kruhu
ohrani¢eného kruZnicou % a kladné ¢islo d. Bodom A je
vedend tetiva kruZnice tak, Ze tento bod ju rozdeluje na
dve tusecky, ktorych dlzky maja rozdiel d.

a) Vyjadrite dIZku ¢ tejto tetivy a jej vzdialenost od
stredu S pomocou parametrov r, d, v — SA4.

b) Zostrojte pomocou vysledku z tlohy a) vsetky tetivy
danej vlastnosti.

RieSenie. a) Ozna¢me AP > AQ useCky vytvorené
na tetive podla textu ulohy. Potom plati (pozri obr. 5)
AP - AQ — 1,
AP — AQ = d;
*) Pouzivame véty:
Osa strany BC trojuhelniku ABC protne stranu AB ve vnitfnim
bod¢ pravé tehdy, plati-li pro uhly trojuhelniku ABC
x4+ 28 < 180°.
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z Coho vyplyva 24P =t + d Cize AP = %t —i—%d.
Usetka MA mé preto vefkost’% d. Vzdialenost tetivy

PQ od stredu S kruZnice ozna¢me u = SM. Z pravo-
uhlého trojuholnika ASM podla Pythagorovej vety

vyplyva

t—ut ot (a) 1)
02 =u? 4 (= d).
()
Z pravouhlého trcjuholnika QMS dostaneme
2
r? = u® + (lt) . 2
2
Odc¢itanim rovnice (1) od rovnice (2) vyjde
A
r2— o =——= 3
v 3)
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a po uprave
;= l/4r‘~’ + d* — 492, (4)
Zo vztahu (1) vypocitame

u:]/ve_%dz. 5)

Vzorce (4) a (5) st rieSenim ulohy a).

b) Mnozina stredov vSetkych tetiv kruZnice k, ktoré
maju dlzku ¢ dana vzorcom (4), je kruZnica » = (S; u),
pricom u je dané vzorcom (5). KonStruktivne ziskame
polomer u ako odvesnu pravouhlého trojuholnika s pre-

ponou v a druhou odvesnou —;i - (pozri A AMS na obr. 5).

Hladané tetivy vytina kruZnica %k na dotyCniciach
vedenych z bodu A ku kruZnici ». Bod 4 lezi vzdy mimo
kruznice x.

PretoZe podla textu tlohy je v < r, je tieZ 4r* — 402 >
> 0 a vzorec (4) da vzdy kladné z. Toto Cislo ¢ je mensie,
alebo rovna sa 2r prave vtedy, ak je vzhladom na vzorec (4)

4r? + d? — 4% = 12 < (2r)?
Cize d? — 49% = 0, skadial
d=2v. (6)
AKk je splnena nerovnost (6), da vzorec (5) redlne u <

<ov<r.
Nerovnost (6) je teda podmienkou riesitelnosti.

4. KATEGORIE D

1. Je dan &tverec ABCD o strané délky a. Ctverec
ABCD je rozdélen dvéma pfimkami, z nichZ jedna je
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rovnobéznd s AB a druhd s BC, ve Ctyfi obdélniky
PA’ PB) Pc, PD) prltom PA(PB, Pc, PD) ]e Obdelnlk
ktery obsahuje bod A(B, C D). Pro obsahy obdelmku
platl PA PB Pc—2 3:

Vyjadrete jejich rozméry p0m0c1 aavypoltéte Pp: Py.

D c
-
5| 8 R

\
~ | R R

.

A | — ) N - ) B

x a-x
Obr. 6.

ResSeni. a) Ozna¢ime-li x, y rozméry obdélniku P,
pak plati pro obsahy (viz obr. 6)

Py=xy, Pp=(a—x)y, Pc=(a—x)(a—2),
Py = x(a — y). (1
Podle (1) a podle podminky ulohy je

xy:(a—x)yy=2:3,(a=~x)y:(a—x)(a—y)=3:4,
tj.
a—x

3
T 2 ER 9

- b
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Z (2) plyne

2 3
X=—-ay=—aa—X=—a a—Yy=—a. 3
5 @ y 7o 5P y 7 3)
Vzorce (3) jsou hledana vyjadfeni rozmért obdélniki
pomoci Cisla a.

b) Nyni vypolitime pomér Pp: Pg; podle (1) je
P, :Pp=x(a—y):(a—x)y.
Po dosazeni ze (3) dostaneme
2 4 3 3
P, : Py :ga~—a:—a.7a

7 5
a po dalsi apravé hledany pomér
PD: PB =8:9.

2. Autobus prechadzal trat skladajucu sa z troch
rovnako dlhych usekov. Prvy usek prechadzal rychlostou
v km/h; v druhom tseku S$iel rychlostou o 10 km/h
mensou, v tretom useku Siel rychlostou o 5 km/h mensSou
nez v druhom.

a) Vyjadrite priemernd rychlost autobusu na trati
pomocou .

AN 3y . , . , , y v
b) MozZe byt pre niektoré v priemernd rychlost E?

Riesenie. a) Rychlost autobusu vyjadrend v km/h
na jednotlivych usekoch bola: 2, v — 10, v — 15.
Ozna¢me s dlzku jedného useku trate v km a z dobu,
ktoru autobus potreboval na prejdenie celej trate, v hodi-
nich. Priemerna rychlost x (km/h) je taka rychlost,
ktorou by musel ist autobus vo vSetkych troch usekoch,
aby presiel trat 3s za Cas t. Doby, ktoré autobus potreboval
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S o v a ; s s
na prejdenie jednotlivych tsekov, st po rade >

. v —10°
———— . Pre celkova dobu 7 plati teda
v— 15
s s s
= —+ ; 1
v 9—10 - v — 15 m
Okrem toho vsak plati 3s = xz, Cize
3s
r=-. (2)

Spojenim vztahov (1) a (2) po uprave dostaneme rovnicu
pre x:

3 1 1 1
x_v+v~1o+v—15' 3
Stade
3 (v —10) (v — 15) + v(w — 15) + v(v — 10)
x (v — 10) (v — 15)

a po uprave

v 3v(v® — 250 + 150)
3% — 500 + 150
Vzorec (4) dava rieSenie tulohy a).

(4)

;. yv. . " Ay ) v
b) Sktsime, ¢i pre niektoré v mdZe byt x = PR

Dosadime —g za x vo vztahu (4). Po odstraneni zlomkov
dostaneme
(302 — 500 + 150) = 69(v?* — 252 + 150). (5)

Ak vydelime obe strany rovnice (5) kladnym d&islom v,
prevedieme vSetky Cleny rovnice na pravu stranu a obe
strany rovnice vymenime, dostaneme

302 — 1000 + 750 = 0
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—lgﬁwzsozo.

2

Dalej plati

2 2
( 50) _ 200 250 — o, cize (v—@) _ 20
9 3) o

3
Stade vyplyva

%)

0

v—_
3

=
3

t.j. bud v = 22, alebo v = 11—;. Vzhladom na text tlohy

vyhovuje len v = 22 (km/h).

3. Je dan ¢tverec ABCD o strané délky a; S je prusecik
jeho uhlopficek, A’, B’, C’, D' jsou po fadé stfedy usecek
AS, BS, CS, DS.

Vypoctéte obsah Casti ¢tverce ABCD, ktera je pokryta
trojuhelniky A'C'B, A'C'D, B'D'A, B'D'C, i obsah
osmiuhelniku, ktery je spoleCnou c&ésti Ctyfuhelniki
AB'CD' a BC'DA'.

ReSeni. Oznatime P pruseik uselek AB’, A'B
(viz obr. 7); tyto useCky jsou téZnicemi trojuhelniku
ABS, proto je bod P jeho téziStém. OznaCme Q stied
useCky AB. Usecka SQ je potom tfeti téZnice trojthel-
niku ABS. ProtoZe trojuhelnik ABS je rovnoramenny, je
usecka SQ zarovenl vySkou trojihelniku ABS a useCka

PQ =10 je vjkou trojuhelniku ABP. Obsah
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trojahelniku ABP je tedy

Obdobné je obsah kazdého z nevysrafovanych trojahel-

s 1
niki roven -—— a2.

12
Obsah hvézdice je tedy
1 2
P,=a>—4.—a>= —a%. 1
! B 3 (1)

Oznaéme P, obsah kazdého z trojuhelnikd A4'C’B,
A'C'D, B'D'A, B'D'C, P, obsah osmiuhelniku. Pak
plati

4P, — P, =P, . 2)
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Protoze je

©)

Obr. 8.

4. Na obr. 8 je ctverec ABCD o strané délky 9 cm
a dale 12 shodnych rovnostrannych trojahelnika T,
T,,..., T, Pievedeme trojuhelnik T, v T,, T, v T,
... I, v T vidy otocenim kolem spoleéného vrcholu
obou trojuhelnikd, provedenym ve ¢tverci ABCD.

a) Sestrojte Caru, kterd je drahou vrcholu X ve vsech
téchto otolenich.
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b) Vypoctete jeji délkua porovne)te jis délkou kruZnice
opsané i kruznice vepsané Ctverci ABCD.

ReSeni. a) Cira je vyznalena v obrizku tlusté.
Skladéd se ze Ctyf obloukd kruZznice o poloméru AX =
= 3 cm pfislusnych k stfedovému ahlu 120° a ze Ctyr
obloukt kruZnice téhoZ poloméru prislusnych k stfedo-
vému uhlu 30°.

b) Délka ¢ary je (v cm)

67
d—4—+4T2—f10n. (1)
Délka kruznice opsané Ctverci ABCD je
d=n.9.)2=127x, 2)
délka kruZznice vepsané Ctverci ABCD je
dy = 9= (3)
Je tedy podle (1), (2), (3)
dy, < d<d,.
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