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VI. Ulohy III. kola kategorie A

1. Je déna soustava nerovnost{
y—xz 1 —lx—1], )
[y —x —y+x=2.

Znazornéte feSeni kazdé z danych nerovnosti v roviné a uréete
vSechna feSeni tlohy.

ReSeni. a) Pro znizornéni feSeni prvni nerovnosti (1) roz-
lisime pfipady 1) x < —1,2) —1=x=1, 3) x = 1. V pii-
padé¢ 1) je x +1=0, x — 1 =< 0 a prvni nerovnost (1) zni
y—x=—x—1+4x—1 neboli

yzx—2. (x=-1) )

V piipadé 2) je x +1 =0, x — 1 = 0 a prvni nerovnost (1)
zni y —x=x+ 1+ x — 1 neboli

yz3x. (—1=x=1) 3

V pfipadé 3) je x —1 =0, x +1 = 0 a prvni nerovnost (1)
zni y —x=x+1—x -+ 1 neboli
yzx+2. (x=1) @
b) Pro zndzornéni feSeni druhé nerovnosti (1) rozliSime
pfipady 1) y = x, 2) y < x. V pfipadé 1) zni druh4 nerovnost
y—x—2y -+ x =2 neboli
‘ 0=2.
Druh4 nerovnost neni tedy splnéna pro Zadnou dvojici x, y,
pro niz plati y = x.
V piipad¢ 2) zni druhd nerovnost —y 4+ x —y 4+ x =2
neboli (po kracent)
y=x—1. ()
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Grafické znazornéni je na obr. 66.
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Obr. 66.
Redeni soustavy jsou déna nerovnostmi:

¢y) x=—1, x—2=sy=<x—1, [(@aB)]
M -1=:=—2, =ys=s—1.  [3a()

(4) a (5) nedévaji feSeni (jsou ve sporu). Graf je &st roviny
sklédajici se z Casti pasu omezeného polop¥imkami BB,, CC,
a useCkou BC (tfeSeni I) a z trojihelnika ABC (¥eSeni II).
Body 4, B, C maji soufadnice

1 3
4= ["7’—7]’ B=[-1, —2], C=[~1,-3].

2. V rovine je danych #» kruZnic, z ktorych kazdé dve sa
pretinajt prave v dvoch bodoch a Ziadnym bodom neprech4d-
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zaju tri z tychto kruZnic. Urcite celkovy pocet Casti, na ktoré
deli sustava kruznic rovinu. (Napr. tri kruznice uvedenych
vlastnosti delia rovinu na osem casti.)

Riesenie. Pocet Casti, na ktoré deli rovinu z kruZnic uvede-
nych vlastnosti, ozna¢ime a,,. Pridajme k tymto » kruZniciam
dal$iu kruznicu % tak, aby sustava # -+ 1 kruznic mala poZado-
vané vlastnosti. KruZnica % pretina kazdd z » pévodnych kruz-
nic v 2 bodoch. Celkom na % vznikne 2%z bodov, ktoré ohrani-
¢uju 2 jej oblikov. Ku kazdému z tychto oblikov patri jedna
Z a,, Casti roviny, ktord nim bola rozdelena na 2 Casti. To zna-
mend, Ze kruzZnica % zapricinila vznik 2n dalSich casti roviny.
Je teda

Apyy = ay + 21, €))
Zo vztahu (1) odvodime vzorec pre a,,.

a, =a,4+2mn—1),
A1 = Gy + 2(n — 2),
Aps=ap3+2(n —3), @

a, =a +2.1.

S¢itanim vSetkych rovnosti (2) dostaneme
n—1
a, = a, + ZZk. 3)
A=1

n—1

Plati Z 2k=—;—(2+2n—2).(n-1)=n(n— 1). KedZe
i1

a, = 2 (vnutro a vonkajSok kruZnice), je

ap=nn—1)4+2=n*—n-+2. 4)

Spravnost vzorca (4) dokédZeme teraz pomocou vztahu (1)
matematickou indukciou: Pre n=1 da vzorec (4) skutotne
a; = 2. Nech plati (4), potom a,., = a, + 2n=n* —n +
+24+2n=m*+n+2=m+12—m+1)+2.
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3. Je dany § $tvorec ABCD so stredom’S a stranou s = AB =
— 1. Dalej st dané dva body E, F leziace v uvedenom poradi
na priamkach BC, AD vo vatitri polroviny opacnej k CDA.
ke Urcite na zédklade vypoctu vsetky také trojuholniky X YZ, Ze
vrcholy X, Y, Z leZia v uvedenom poradi na useckich CD, AD,
BC a priamky XY, YZ, ZX prechadzaji v uvedenom porad1
bodmi E, S, F. (Poznamka. Vypoitom urlujte napr. diZku
CX.)

o~
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Obr. 67.

RieSenie (obr. 67). Oznaéme s diku strany $tvorca, a, b
dizky CE, DF a x dizku CX. Trojuholniky CEX, DYX
a trojuholniky DFX, CZX st rovnolahlé podla stredu X.

Z toho vyplyva

X b, DY:s—x

§—X X

CZ = 0

DiZka strednej prietky lichobenika (obdiznika) DYZC je
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. 1
vzdialenost stredu S od priamky CD, t. j. rovna sa-s. Preto
plati CZ + DY = s, Cize podla vztahu (1)

< b—|~s_xa:s.. (2)

§ —X X

Po tdprave vztahu (2) dostaneme pre x rovnicu 2. stupna

(@ + b+ s)x* — (2a + s)sx + as? = 0. 3)
Diskriminant rovnice (3) je
D = (s* — 4ab)s>. 4)

Ak je D=0, mé rovnica (3) dva (r6zne alebo splyvajtice)
korene

e (2(1-}—3)5;{:1/5 (5)

2a-+b+s)
Kazdy z korefiov (5) je kladny, pretoZe (2a + s)s = VB. Ak
by totiz bolo (2a + s)s << VD , dostali by sme po umocneni
a + s << — b, Co je spor. Oba korene (5) su taktieZ mensie alebo
rovné s, pretoze (2a + _s)s + VD = 2(a + b+ s)s. Ak by
totiz bolo (2a + s)s + VD > 2(a + b + s)s, dostali by sme po
dUprave a umocneni D > (s + 2b)%?* Cize —a > s + b, Co je
spor. Podmienkou rieSitelnosti ulohy je teda
D=0.

Zostrojenie sa prevedie konStrukciou korenov (5), kde D je
dané vzorcom (4). Pre D = 0 mé uloha jediné rieSenie, pre
D > 0 dve rieSenia.

4. V prostoru jsou umistény dva trojuhelniky ABC a ABD
se spolecnou stranou délky c. Trojtihelnik ABC je pravothly
s pfeponou 4B, trojihelnik ABD je rovnostranny, roviny ABC,
ABD maji odchylku ¢.
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a) Vyjadfete vzdalenost bodtt C, D pomoci délek stran obou
trojuhelnikd a isla @; urcete tuto vzdélenost konstrukci.

b) Najdéte takovou odchylku ¢, aby ctyistén ABCD mél
Ctyfi shodné hrany.

Obr. 68.

Reseni (obr. 68). a) Oznatme délky stran trojuhelnika ABC
obvyklym zpusobem; oznacme M stied tseCky AB, P patu
kolmice spusténé z bodu C na ptimku AB. Pak plati

ab

Cc . ,—

a dale
c a?

c

PM = |BM — BP| = @)

Situaci v prostoru ukazuje obr. 69. CPMQ je obdélnik;
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proto plati podle (1), (2)

2
MQ=CP=£;—, CQ = PM = 2 “C
P c
PM 1 MDQ -/
CQ1 MDA . .
/ Q
R Pl
§4 ne{/fio"_jo
7
v
7
7
7
//
D
Obr. 69

Podle kosinové véty je .

DQ* = DM? + MQ?* + 2DM . MQ . cos ¢
neboli podle (1), (3)

DQ2:———+ :}:ab]/3 cos @ .

Podle Pythagorovy véty (v A DCQ) plati
CD?* = DQ?* + CQ?
neboli podle (3), (4)
at

CD2=—62—|——b:i:abV3 cos<p+———}———a2
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po tpravé

a? _
CD2=c2—i—'c—2(a2 + 6% & bcl/3cos<p—a2,

c2

1.
CD = Vc2 + ab Vgcos Q, 5)
coZ je vysledny vzorec.
Konstrukce: Sestrojime (ve skutecné velikosti) pravouhly
trojuhelnik DMQ a pak sestrojime (ve skutecné velikosti) pravo-
ahly trojuhelnik CDQ; provedeni ukazuje obr. 70.

no o (54

nje
Q

Obr. 70.

b) Ma-li ¢ryistén ABCD (Ctyti shodné hrany, je CD = ¢,
nebot BC = a << ¢, AC = b << ¢. Ze vzorce (5) pak plyne

=%} abV3_. cos @,
tj. cos p = 0°, takZze ¢ = 90°.
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