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V. SoutéZni Glohy Il. kola

1. KATEGORIE A

1. Urcete vSechny dvojice prirozenych cisel x, y, ktera jsou
feSenim rovnice
1 1 1
— 4 === 1
Ty T s (1)
Reseni. Rovnice (1) md v oboru ptirozenych &isel taz feSeni
jako rovnice
18(x +3) = xy. )
Rovnice (2) mé4 v oboru piirozenych Cisel tdZz feSeni jako
rovnice

18x
e 3
Y=—"Ts €)
Rovnici (3) upravime takto:
18x — 182 + 182 182
y x—18 BT @

Z (3) vyplyva, ze je x > 18, nebot je x > 0, y > 0. ProtoZe y
je celé Cislo, je podle (4) x — 18 kladny délitel cisla 18% = 324.
Sestavime tabulku:

|
\

x — 18‘1 1 2 3 4 6 9 12 18
|

x |19 | 20 | 21 | 22 | 24 | 27 | 30 | 36

y “ 342 180 126 99 72 54 45 36

115



DalSich osm feSeni dostaneme vyménou x, y. O tom, Ze nale-
zené dvojice Cisel x, y jsou skutecné feSenim rovnice (1), se
pfesvéd¢ime obrdcenim postupu.

2. Mnozina vSech pfimek v roviné, jejichz vzdalenosti od
boda 4 = [1,0], B = [0,0] (v tomto pofadi) maji rozdil druhych
mocnin rovny cislu 1, je mnozina vSech tecen paraboly

Yy =2x. (D
Dokazte.

Reseni. Oznatme u (v) vzdalenost p¥imky dané mnoziny M
od bodu 4 (B). Podle podminky tlohy je

u? — o2 =1. (2)
Budiz
ax +by +c=0 3)
rovnice libovolné pfimky mnoziny M. Pak plati
U= L*.LCI_— 5 = —__Jc_i—__“* . (4)
o T @+ o

Dosadime-li z (4) do (2), vyjde po upravé

a* + 2ac = a® + b?
a dale
2ac = b*. (5)
Znasobime-li rovnici (3) Cislem 2a¢ a dosadime-li z (5) za
2ac, dostaneme
2a*c + 2aby + b2 =0, (6)
coz je rovnice kterékoli pfimky mnoziny M. Zkouskou se
presvédlime, Ze kazda pfimka dana rovnici (6) [kde ovSem je

a # 0] spliuje podminku (2). Je tedy (6) rovnici mnoZiny
pfimek M.
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Zkoumejme spolecné body piimky (6) a paraboly (1). Do
rovnice (6) dosadime za 2x z (1); vyjde:

a*y* + 2aby + b= 0. (7

Rovnice (7) ma diskriminant 4a2* — 4a*? = 0 a proto ma
jediny kofen y. Pfimka (6), kterd neni rovnobéznd s osou
x (a # 0), je tedy tecnou paraboly (1).

V mnoziné M je po jedné pfimce kazdého sméru. Rovno-
béZku s osou y dostaneme pro b = 0. P¥imku o smérnici 4 7 0
dostaneme pro a = —A4, b = 1. ProtoZe parabola (1) ma jedinou
te¢nu kazdého sméru rizného od sméru osy x a protoze kazda
piimka mnoZiny M je tenou paraboly a protoZe mnozina M
obsahuje pfimky vSech smért ruznych od (x), naleZi tecna
paraboly (1) mnoziné M.

3. Je dané kruZnica k; = (S;; r;) a kruznica k, = (S,; 1),
kde r, << r;. Tieto kruZznice maji vnutorny dotyk v bode A4.
Zostrojte kruZnicu %, ktord ma vnuatorny dotyk s kruZnicou &,
vonkajsi dotyk s kruznicou k&, a dotyka sa priamky A4S;.

Obr. 53.
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RieSenie (obr. 53). Nech je 2 = (S§; r) a nech P je bod do-
tyku kruZnice % s priamkou AS,;. Dalej oznaéme x &islo, pre
ktoré |x| = S,P a také, Ze x << 0, ak bod P lezi na polpriamke
§;4 a x > 0 pre P na polpriamke opacnej k polpriamke S;4.
Pre P = S, je samozrejme x = 0. Potom pri kazdom usporia-
dani bodov S, S,, P bude platit

SP=r, —1r,+x.

Z trojuholnika S;PS dostaneme rovnost (r; — r)* = r* +
-+ x2%, Cize

2rr =12 — &%, (n

% vtrojuholnika S, PS dostaneme (r, + )% = 7> + (r; —ry + %)%,

Cize

2ror = 12 — 211y + 2(r; — 7o) x + x%. (2)

Z rovnic (1) a (2) vyla¢ime r. Vyjde kvadratickd rovnica pre x:

(r1 + 1) x2 + 2r(r; —ry)x + 13 —3rir, = 0. (3)

Diskriminant rovnice (3) je

D = 4r§(ry — rp)* — 4(ry + 1)) ri(ry — 3ry) =

= 4r? . 4r3 = 16r3r% . (4)
Pomocou (4) dostaneme dva korene rovnice (3)
3r, —ny
=r .2t 5
X =T Ty ®)
a x' = —r; (ktory nevyhovuje).

Uloha m4 rie$enie prave vtedy, ked je |x| < 7y, t. j. ak plati
podla (5)
|3ry — 14

< 1.
Tt 1y
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Tato nerovnost je ekvivalentna s dvojicou nerovnosti

Bry — 1y <71+ 1y CiZe ry<r; a r; — 3ry <1 + 1y CiZe
0 << 7y, ktoré st vzdy splnené.

Skuskou sa presvedCime, Ze Cislo r z rovnice (1) vyhovuje
podmienkam tlohy (x moZe vyjst aj zdporné). K tomuto Cislu »
prislichaji dve rieSenia simerne zdruzené podla priamky A.S;.

KonS$trukcia. Pomocou podobnych trojuholnikov (Stvrtd
geometncka timernd) zostrojime tusetku dizky !x[ , pomocou
nej bod P a potom podla obr. 54 bod S. Priamka o je os usecky
8,0, kde PQ = r,.

(i
l/'
|/
As
////. |
L s
A
5 \7/ l
- / el
A So7~ S, I
\ b 73-) l]
. \\ |
’ a
/'0 |
Obr. 54.
4. Dokazte véty:
a) Ma-li rovnice
22 +az+b=0, (1)

kde a, b jsou komplexni ¢isla, aspoil jeden kofen tvaru ki
(k je realné cislo), pak plati

(a + a) (ab + ab) = (b—b)?. 2)
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b) Plati-li pro koeficienty a, b rovnice (1) podminka (2),
je-li @ # 0 a rovnice (1) FeSitelna, pak mé4 aspon jeden kofen
tvaru ki (& je realné Cislo).

ReSeni. a) Vyhovuje-li &slo z rovnici (1), vyhovuje i rov-
nici konjugované

2z24+az+b=0. 1)
Odectenim rovnic (1), (1") dostaneme
az —az+b—b=0. 3)
Je-li 2 = ki (k redlné), je z = —z; dosadime-li za z do rovnice
(3)s vyjde
(@a+a)z=0b—b. (4)
Nyni je tfeba eliminovat z z rovnic (1), (4). S pouzitim vztahu
z = —z prepiSeme (1) do tvaru
—2% 4 az + b= 0; (1"

abychom se vyhnuli déleni ¢islem a + a, o némz nevime, zda
je rizné od nuly & nikoli, znisobime rovnici (1) Eislem
(a + a)? a pouzijeme (4); dostaneme

— (b —b?+aa+a)b—b+@+apb=0
a odtud po jednoduché upravé plyne (2).

b) Pfi dokazovani véty b) nam pomuizZe rovnice (4). Z od-
stavce a) totiz vime, Ze ma-li rovnice (1) kofen z = ki, pak
plati vztah (4); je-li mimo to je$té a + a # 0, dé se tento kofen
vypocitat z rovnice (4); vyjde

P Sl 5)
a-+a
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Budeme tedy nejprve predpokladat, ze plati (2), mimo to Ze je
a + a # 0, a zkusime, zda cislo 2z dané vzorcem (5) vyhovuje
rovnici (1). Dosadime za z do levé strany (1);
po tupravé vyjde

1

(@a+a)?
ProtozZe plati (2), zjistime kratkou Gpravou, Ze vyraz v lomenych
zévorkach v (6) je roven nule. Cislo (5) je tedy skute¢né kofenem
rovnice (1).

Zbyva vysSetiit ptipad, Ze je a + a = 0, neboli a = —a.
Z podminky (2) pak plyne b — b. ProtoZe predpokladime, Ze
rovnice (1) ma feSeni, plati to i o rovnicich (1"), (3).Vzhledem
k podminkém a = —a, b = b nabude (3) tvaru

alz +2)=0.

ProtoZe je a # 0, je 2 + 2 = 0, tj. kofen rovnice (1) je 2 = Ai.

[ ®—82+aa+a)b —b)+(a+ ayp|. (6

2. KATEGORIE B

1. Jsou-li a, b dvé pfirozena C(isla takova, Ze Va —+—Vb je
rovnéz piirozené Cislo, pak kazdé z Cisel a, b je druhou moc-
ninou ptirozeného Cisla. Dokazte.

Reseni. Podle predpokladu je
Va_ + VI;— = n (kde n je pfirozené (islo).
Dvojim umocnénim a dpravou dostaneme

nt —2n%(a +b) + (a — b2=0,
(@—bR=n[2a+b) —nY. )

tj.
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(@ — by

Cislo 2(a + &) — n? je podle (1) rovno o je to tedy

druha mocnina racionalniho ¢isla; protoze je celé, je to druha
mocnina pfirozeného Cisla p. Je tedy 2(a + b) — n? = p?
neboli

2Aa +b) =n?+ p*. @)

Z (2) vyplyva, ze Cisla n, p jsou téze parity, nebot na levé strané
je Cislo sudé. Dosadime-li do (1) a (2) a pfedpokladame-li
a = b, vyjde a — b = np, neboli

2(a —b) =2np. 3)
Spojenim (2), (3) dostaneme
4a = (n +p)’ 4b=(n —p)*.

n+p n—p
2 2 2

_(rteY o, (o pY
(e ()

jak jsme méli dokazat.

Cisla n 4 p, n — p jsou suda, celd; je tedy

2. Nech je a pevné realne Cislo, pre ktoré plati 0 << a <<1.
Potom pre vSetky x také, Ze —1 << x < 1 plati nerovnost
(1 — ax)?

[ =1—a?. ()

Dokézte ju a ukazte, Ze rovnost nastane len pre x = a. Na-
(1 — ax)?

. . 1
kreslite graf funkcie y = 2 Prea=-.

RieSenie. KedZe 1 — x> > 0, z nerovnosti (1) vyplyva
(1 —axp=z(1—a)(1 —27, 2
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stadial

1 —2ax +a*x* =1 — a® — x* + a%?, 3)
z Coho
a* —2ax +x*=0, 4
Cize
(@ —x2=0. 4"

Obréatene zo (4") &ize zo (4) vyplyva (3), z (3) vyplyva (2)
a pretoze 1 — x? > 0, vyplyva z (2) vztah (1).
Ak nastane rovnost v (1), nastane rovnost i v (4), t. j. x = a.

. 1 — ax)? 1.
Graf funkcie y — ( j,l a = —- je na obr. 55.
1 — x? 2

, y |

; |

! i

| |

| |

| : I

I ! i

| |

: 1 3 } :

! ‘U | .
-1 0 1 1

Obr. 55.

3. Vypoctéte pomér délek stran rovnoramenného trojuhel-
nika, jehoZz prisecik vysek lezi na kruzZnici vepsané.

Reseni. Budiz ABC rovnoramenny trojthelnik se zakladnou
AB (obr. 56), ktery mé uvedenou vlastnost. Pak prusecik vysek
V lezi na vysce CD (D je stied zakladny AB); to je dasledek
soumérnosti /\ ABC podle ptimky CD. Oznatme velikosti
stran a uhld trojuhelnika obvyklym zpusobem a oznatme p
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|
iD B
|

Obr. 56.
polomér vepsané kruznice % a P patu vysky AV. Pak plati

< ACD = 90° — <t CAD = 90° — a =
=90° — < CBD = <x VAD ,

1.
<L ACD = <t VAD
a proto
AN ACD ~ A\ VAD . (1)
Z (1) plyne
CD:AD = AD: VD
neboli
C2
200 = 7 ©)

kde v znadi velikost vy$ky CD. Daéle je podle zndmého vzorce
pro obsah trojihelnika*)

cv cv

0= = 3)
2(a—{—%) 2a + ¢

*) P = ps, kde P je obsah trojuhelnika, s jeho polovi¢ni obvod.
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a kone¢né podle Pythagorovy véty

Pt o @)
4

Dosadime z (3) do (2), tj. eliminujeme p; vyjde

2cv? c?
2atc 4 ©)
Dosadime z (4) do (5), tj. eliminujeme v; vyjde
2c (az—%:):@a—l—c)i:—. (6)
Rovnici (6) délime Cislem ¢; po dalsi tpravé vyjde
8a® — 2ac — 3¢*=0. @)

. i C . . a .y,
Rovnice (7) je kvadratickd rovnice pro pomér —; jejim feSenim
c
dostaneme
3

a*zi]/4+96<z
¢ TN
2

Zaporny kofen nevyhovuje; je tedy a:c¢ = 3: 4.
Zkouska se provede obricenim postupu.

4. Su dané dva body A, M, priamka p, ktora ich oddeluje,
a kladné cislo d. Zostrojte trojuholnik 4BC tak, aby vrchol B
lezal na priamke p, taZnica ¢, mala diZku d a leZala na priamke
a aby priamka BC obsahovala bod M.

RieSenie. Ozna¢me D stred strany AC. Vrchol C je obrazom
bodu D v rovnolahlosti » so stredom A4 a koeficientom 2. Preto
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lezi vrchol C na priamke ¢ || p, ktord je obrazom priamky p
v rovnolahlosti zx.

1. Ak leZi bod M na priamke g, je C = M. Zostrojime prie-
se¢nik D priamok AC, p a na priamke p dva body B, B, tak,
aby bolo B;D = B,D = d (obr. 57). Uloha ma dve rieSenia.

2. Ak nelezi bod M na priamke ¢, vedieme nim priamku
r || g. Ak je /\ ABC rieSenim ulohy, pretne priamka r priamku
AC v bode M’ (obr. 58) a plati
/\ CBD ~ \ CMM';

skadial
MM':BD = CM:CB=u:v, ¢))

126



kde v je vzdialenost rovnobeZiek p, ¢, u je vzdialenost rovno-
beziek ¢, r. Ak v (1) dosadime BD = d, dostaneme

MM = L) s
v
z Coho vieme zostrojit usecku MM’, bod M’ a vrcholy C, B.
Uloha ma tiez v tomto pripade 2 rieSenia (obr. 59). Bod M
moze lezat mimo pasu (pq).

Iné rieSenie. Rozbor: Predpokladajme, Ze sme hladany
trojuholnik ABC zostrojili (obr. 60). Stred strany AC oznaéme
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D. Plati D = p.AC, BD = d. Bodom A vedme priamku
a | p. Jej priesecnik s priamkou BM = BC oznacme E.
Plati

EB:BC=AC:DC=1.

Z toho vyplyva, ze EB = BC, ¢o znamen4, Ze taznica BD je
strednou prieckou trojuholnika AEC a teda plati

AE=2DB =2d.

Z toho vyplyva kon§trukcia: Bodom A vedieme priamku
a rovnobeznu s priamkou p. Na priamke a zostrojime bod E,
pre ktory plati AE = 2d. Priesecnik priamky EM s priamkou p
oznac¢ime B. Tento priesecnik vzdy existuje, pretoZe podla pred-
pokladu body A, M a teda aj body E, M lezia v opacnych pol-
rovinach s hrani¢nou priamkou p. Na polpriamke BM zostro-
jime bod C, pre ktory plati BC = EB. Body 4, B, C su vrchol-
mi hladaného trojuholnika.

Doékaz: Podla konStrukcie body B, D a teda aj taZnica ¢,
lezia na priamke p, bod M lezi na priamke BC, AE = 2d,
BC = EB a AE ||p. Z toho dalej vyplyva, ze AD:DC =
= EB:BC =1 a teda AD = DC. To znamen4, Ze bod D je
stredom useCky AC, bod B je stredom dsecky EC a taznica BD
je strednou prieckou trojuholnika ACE. Podla vlastnosti
strednej priecky je BD = % AE = % 2d = d.

Zostrojeny trojuholnik vyhovuje teda vSetkym podmienkam
ulohy.

Diskusia: Na priamke a existuju dva rézne body, ktorych
vzdialenost od bodu 4 je 2d. Z toho vyplyva, Ze tiloha ma dve
rieSenia.

Riesila Sabina Sitdrovd, ziacka II. ro¢. SVS
v Turcianskych Tepliciach
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3. KATEGORIE C

1. Pri priamej ceste lezia za sebou $tyri obce 4, B, C, D.
Medzi obcami B, C je krizovatka K. Téato krizovatka lezi
uprostred medzi A, D a v tretine cesty z C do A. Vzdialenost
CD je mensia nez 10 km, zato vzdialenost AB je vilSia nez
16 km. Vzdialenosti kazdych dvoch miest v km sd vyjadrené
celymi cislami. Vypocitajte ich.

A
% 8 K. ¢ D
Obr. 61.

RieSenie (obr. 61): Oznatme KC = x, BK = y. Potom je
AK =2.CK = 2x a teda CD = DK — CK = x. Dalej je
AB = AK — BK = 2x — y, AD = 4x.

Okrem toho plati CD < 10, AB > 16, t. j.

x< 10, o)
2x —y >16. (2)
Z (2) vyplyva
16
x> ;“y ~8. 3)

Z (1) a (3) dostaneme x = 9 a dalej z (2) potom je y << 2.
Jeteda x =9,y = 1,t.].
AB =17, BC =10, CD = 9, AD = 36.

Vysledok overime skd$kou.

2. Je déna soustava dvou rovnic o dvou nezndmych x, y:
(@a—1x+2y=3b—1, 1
G+4Hx+4y=3a—2. )
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Zvétsime-li kazdy z parametri a, b o jednu, dostaneme novou
soustavu, kterd ma nekonecné mnoho feSeni. Vypoltéte para-
metry a, b a feSeni soustavy (1).

ReSeni., Nova soustava zni

ax +2y=23b+2, @
b+5x+4y=3a+1.
Podle textu tlohy ma soustava (2) nekonecné mnoho feseni. Je
tedy druhéd rovnice (2) dvojnisobkem prvni rovnice (2) (viz
koeficienty pii y). Plati tedy
b+5=2a, 3
3a +1=2(3b+2),
po tprave
2a —b=5,
a—2b=1.
Soustava (3) ma jediné feSeni a = 3, b = 1; to jsou hledané
hodnoty parametrd a, b.
Dosadime-li @ = 3, b = 1 do (1), dostaneme soustavu

x+y=1,
5 +4y=17. )
Soustava (4) mé jediné feSeni x = 3,y = —2.

3. Rovnoramenny lichobéznik 4BCD ma tyto vlastnosti:

1. jeho zékladna CD ma délku 1;

2. lze mu vepsat kruZnici;

3. kruZnice, kterd prochazi vrcholy C, D a dotyka se pfimky
AB, prochazi stiedy obou ramen.

a) Vypoctéte délky AB, BC = AD.

b) Sestrojte lichobéznik ABCD.
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Reseni (obr. 62). a) Oznaéme délky stran lichobéZnika ob-
vyklym zpisobem AB = a, BC = AD = b; podle textu ulohy
je CD = 1. Body E, F jsou po fadé stfedy ramen BC, AD
a body G, H po fadé dotykové body kruZnice k; na téchto
ramenech. Z vlastnosti teCen kruZnice plyne

a

AH=BG=AN=BN= -, 1)
DH=CG=DM=CM=—;—; )

pfitom M, N jsou po fad¢ stfedy zdkladen CD, AB. Protoze

jeAH+DH=BG+CG=b,plynez(l),(Z)% —|~%=b,
neboli

a+1=2b. 3)

<L FNA je usekovy thel nad tym? obloukem FN jako obvo-
dovy thel < FDN. Proto plati podle véty uu

A ADN ~ A ANF. 4)
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Z (4) plyne AD: AN = AN:AF,nebolib:%z % =§ , 1.

a* = 2b%. )
Dosadime-li do (5) z (3), dostaneme
2a* = (a + 1)%,
tj.
a*—2a—1=0. (6)
Rovnice (6) mé jediny kladny kofen a = 1 + VE; z (3) vy-
1.
pocteme b = 1 —}—'5]/2.

b) Sestrojime rovnoramenny lichobéznik, jehoZ strany maji
délky a=1+ 2, b=d=1 +%V§, ¢=1. Tento lL-
chob&Znik lze sestrojit, nebot je a — c = V_Z_, b>a—c¢
b<b -+ (a—c). Obricenim postupu se presvédCime, Ze

sestrojeny lichob&Znik mé Zadané vlastnosti.

4. Je dana kruznica £ = (S;7) a bod A4 leziaci zvonku mimo
nej. M je priese¢nik tsetky AS a kruZnice k. Zostrojte troj-
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uholnik ASX tak, aby vrchol X lezal na kruZnici 2 a aby os
strany AX rozpolovala tseCku SM. Prevedte diskusiu tlohy.

RieSenie (obr. 63): Oznacme N stred tsecky SM, Y stred
usetky AX. Dalej oznaéme P bod polpriamky AS, pre ktory
plati AP = 2 AN. Potom priamka o = YN je strednou priec-
kou trojuholnika APX. Je teda PX || YN a preto

PX | AX. €))

PodTa (1) lezi bod X na kruZnici m, zostrojenej nad priemerom
AP, a sti¢asne tieZ na kruZnici k. Z tohto rozboru vyplyva
konStrukény predpis: Zostrojime body N, P, kruZnicu m
a urc¢ime spole¢né body &, m.

Skiska vyplyva z obritenia postupu rozboru.

Diskusia. Oznaéme AS = d. Potom je

AN =d — % ®)
Riesitenost ulohy zavisi na existencii spolo¢nych bodov kruZnic
k= (S;7), m= (N; AN), pri¢om je SN = % . Uloha je riesi-

telna prave vtedy, ked sa obe kruZnice pretinaji (bod X nesmie
lezat na priamke AS), a m4 potom dve rieSenia. Podmienka
rieSitelnosti vzhladom na vztah (2) teda je

r r r r
d—z—rl<z<d—s+4r=d+Z. 0

Pravé nerovnost vo vztahu (3) plati vZidy. Podmienka rieSitel-
nosti je teda

r

3
‘d——z——r <?,
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.. 3 1 . .
tJ. )ednakd——5r<_2_r Cized < 2r, ]ednak%r——d<

r oo y : , : -y e
< 5 tize d > r, ¢o zrejme plati. Podmienka rieSitelnosti je

teda
r<<d<?2r.

4. KATEGORIE D

1. Jsou-li a, b libovolné dvé isla, pak plati
(a® +0%° —(a® + 0% =0. €))
DokaZte a zjistéte, pro kterd a, b nastane rovnost.

ReSeni. Na levé strané vztahu (1) vypolitime mocniny
dvoj¢lent a upravime. Dostaneme

3a%b% — 2a3b% + 3a%* = 0.
neboli a*%(3a® — 2ab + 39 = 0. @)

V zévorce na levé strané vztahu (2) vytvofime druhou mocninu
dvojclenu (a — b), takze plati
a?? [(a — b)® + 2a® + 2b%] = 0. 3)

Ziejmé& lze postup obritit, tj. z nerovnosti (3) dostaneme
postupné (2) a pak (1). Proto vztahy (3) i (1) plati pro taz
Cisla a, b.

Rovnost ve vztahu (1) nastane tedy pravé tehdy, kdyz nastane
rovnost ve vztahu (3), tj. plati-li asponi jeden ze vztahd:

a®? = 0; (a — b +2a® + 20* = 0. S
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Prvni rovnost je splnéna, je-li asponl jedno z Cisel a, b rovno
nule. Druhd rovnost je splnena jen v piipad¢, Ze obé Cisla a, b
jsou zéroven rovna nule; vyraz na levé strané je pro libovolna
Cisla a, b, z nichz aspon jedno je od nuly rtizné, kladny. Protoze
a*? pro libovolnd nenulova cisla a, & je kladny, dostdvame
celkem tento vysledek:

Je-li aspon jedno z Cisel a, b rovno nule, plati ve vztazich (3)
i (1) rovnost, neni-li Zddné z Cisel a, b rovno nule, je vyraz na
levych stranach ve (3) i (1) kladny.

2. Predstavte si, Ze piSeme za sebou vSecky ndsobky Cisla tfi
s koeficienty 1, 2, 3, 4, ... . Dostanete tak sled Cislic

3691215182124... . ¢))
Zjistéte, ktera Cislice je na dvoutisicim misté sledu (1).

ReSeni. Jednociferné nasobky jsou t¥i, totiz Cisla 3, 6, 9,
a zaberou celkem tfi mista ve sledu (1).

Dvojcifernych nésobku je celkem
99 —9
3

=30,

nebot 9 je nejvetsi jednociferny nasobek a 99 nejvétsi dvojci-
ferny nasobek cisla 3. Tyto nédsobky zaberou ve sledu (1)
celkem 2 .30 = 60 mist.

Trojcifernych ndsobku je celkem

999 — 99

3 =300 ;

protoZe 99 je nejvétsi dvojciferny nidsobek a 999 nejvétsi troj-
ciferny nésobek ¢isla 3. Tyto nasobky zaberou ve sledu (1)
celkem 3.300 = 900 mist.
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Ctyfcifernych nasobki je celkem

9999 — 999

3 = 3000

a zaberou celkem 4 . 3 000 = 12 000 mist ve sledu (1).

Nésobky 1 az 3ciferné zaberou 3 + 60 + 900 = 963 mist.
Drvoutisici misto sledu (1) bude tedy naleZet nékterému Ctyt-
cifernému nasobku; vypoc¢teme kolikdtému. Plati

2000 — 963 = 1037,
1037 =4.259 +1. ©)

Ze vztahu (2) plyne, Ze pred dvoutisicim mistem sledu (1) je
259 Ctyfeifernych néasobkil; dvoutisici misto je tedy obsazeno
prvni Cislici 260-tého Ctyfeiferného nésobku tii.
Tento 260-ty Ctyfciferny nésobek ti je Cislo
999 +260.3,

tj. 1 779; jeho prvni Cislice je tedy 1.

Ve sledu (1) stoji na dvoutisicim misté Cislice 1.

3. Je dany pravouhly trojuholnik AMN s pravym uhlom pri
vrchole A. Zostrojte rovnoramenny trojuholnik ABC so zi-
kladtiou AB tak, aby vrchol C lezal na prediZeni usecky AN
za bod A, aby priamka BC prechidzala bodom M a aby platilo

AC=CM — AN. (1)

RieSenie. Rozbor. Na obr. 64 je zndzornené predpokladané
rieSenie lohy. PretoZe bod C leZi na prediZeni tsecky AN za
bod A4, plati -

CN = CA + AN . @)
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Z podmienky (1) vyplyva |

CM = AC + AN, '

takZe vzhladom na vztah (2) je
CN=CM.

Trojuholnik CMN je teda rovnora-
menny so zékladiiou MN, a preto bod
C lezi na osi o Gsecky MN.
KonS$trukcia. Zostrojime os o
useCky MN a ak existuje jej priesec-
nik s prediZenim tsecky AN za bod

N

S

Z

su zrejme dva: B a B’, takZe dosta-
neme dva trojuholniky ABC a AB'C.

Dokaz. Oba zostrojené trojuhol-
niky st zrejme rovnoramenné s vrcho- Obr. 64.
lom C proti zékladni. Ak bod C lezi
na predlZzeni tsecky AN za bod A, prechidza priamka BC
(pripadne B’C) bodom M. PretoZe bod C lezi na osi tsecky
MN, plati CM = CN a pretoZe bod C je na prediZeni usecky
AN za bod A4, dostaneme

AC = CN — AN = CM — AN,
¢o je vztah (1), ktory je platny pre oba trojuholniky ABC
a AB'C.

Diskusia. Ak je pravouhly trojuholnik 4 MN rovnoramenny,
ide os 0 bodom A, takze A = C a uloha nema4 rieSenie.

Ak je AN > AM, lezi bod A vo vnttri polroviny oM a body
A, N lezia v opacnych polrovinidch s hranicou o. Preto prie-
se¢nik osi 0 s priamkou AN lezi medzi bodmi 4, N a nespliuje
podmienku tlohy.

A, je to hladany bod C. Bod B je /!
potom priese¢nikom priamky CM / !
a kruznice £ = (C; CA). Také body / il"

i

T
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Ak je
AM > AN, (3)

pretne os o priamku AN v bode C 3£ A, ktory leZi na prediZeni
usecky AN za bod A. Vtedy dostaneme dve rieSenia. Pod-
mienkou rieSitelnosti je tedy splnenie nerovnosti (3).

4. Je dan obdélnik ABCD, jehoZ strany maji délky AB = a,
BC = b, a > b. Na poloptimkich BA, CB, DC, AD sestrojte
po fadé body B’, C’, D', A’ tak, aby platilo 44" = BB’ =
= CC' = DD' a aby A'B'C’'D’ byl kosoltverec.

Vypoctéte nejprve velikost tiseku 44" = x a pak kosoltverec
sestrojte.

Obr. 65.

ReSeni. Budiz A'B'C’'D’ kosoitverec (obr. 65). Oznalme
AA" = BB’ = CC' = DD’ = x.Pakje AB' = CD' ='|a — x|
(nevime, zda je @ > x nebo x > a); obdobné je BC' = D4’ =
= |b — x|. Podle Pythagorovy véty je

BB + BC® = B'C",
CC™ + CD™ = C'D™. )

138



ProtoZe je B'C' = C'D’, plyne z (1)
- BB'? 4 BC'?* =,CC"? + CD"?*;
protoze je BB’ = CC’, mime
(b — ) = (a — 2. @)

Odtud plyne a — x = b — x nebo a — x = x — b. Prvni rov-
nost je vyloucena, ponévadZ je a > b. Z druhé rovnosti plyne

1
== (a +0). (2)
Obrécenim postupu zjistime, Ze A'B’'C’D’ je pfi takto zvoleném
x skute¢né kosoctverec. Vzorec (2) zaroven ukazuje, Ze je

b<x<a,

tj. body C’, A’ lezi vné obdélnika, B’, D' na jeho stranich
(viz obr. 65).

Konstrukce. Na polopfimce opacné k AB sestrojime bod
M tak, aby bylo AM = b. Pak je BM = a + b a B’ je sttedem

useCky BM, nebot je BB’ = —;—BM = —;— (a + b). Dalsi body
A', C'y D' snadno doplnime.

Poznamka. Predpokladame-li, Ze na obr. 65 je zndzornéno
feSeni ulohy, zjistime, Ze

A B'BC' 22 A C'CD'

(podle véty Ssu, nebot oba trojihelniky jsou pravouhlé a plati
B'B= (C'C=x, B'C'= C'D’). Proto je

BC' = CD/,
tj. |a — x| = |b — x| a obdobnou tuvahou jako v uvedeném

feSeni zjistime platnost vzorce (2).
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