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IV. SoutéZni Glohy I. kola

1. KATEGORIE A

1. Urcete nejmensi kladny zlomek, jehoZ soucet s jeho druhou
mocninou je vétsi neZ Sest a jehoz Citatel a jmenovatel maji sou-
Cet mensi nez 100.

(Poznamka. Ze vSech zlomkid s danym jmenovatelem o
a vétsich nez Cislo 2 vyberte nejmensi zlomek.)

Reseni. Hledany kladny zlomek budiz % , kde u, v jsou cela

Cisla bud obé zaroven kladna nebo zaroven zaporna.
a) Necht # > 0, v > 0. Podle podminek ulohy plati

u u>
> + r > 6, €))
u 4 v <100. 2
Nerovnost
*4+x—6>0, (1"
kde x = -Z— , mé kladna feSeni
x> 2
Je tedy
L) a1
” .

Nejmensi kladny zlomek vétsi nez 2 s danym jmenovatelem v
je
u 20 4+ 1

v v

€)
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Spojime-li (2), (3), dostaneme po upravé
v <33, (4)
20, + 1 20, + 1
U ’ Py
plati v, << v,, je

Jsou-li dvé racionalni ¢isla, pro néz

200 +1 2041

U Vg

| . vr
- Je co nejmensim Cislem Cislo

Ze vsech cisel tvaru

s co nejvétsim jmenovatelem; v nadem pripadé je to tedy
podle (4)
v =32.
fwrq s 05 o .

Hledané cislo je 375 toto Cislo spliiuje nerovnost (1), tedy
i(1)a(l).

b) Necht u << 0, v << 0 jsou cela &isla; pak podminka (2)
je splnéna. Podminka (1) plati jako v odst. a); plati také nerov-
nost (1'"); z ni plyne (jezto v << 0)

u<<2v. _ "
Nerovnost (1"") spliuji napt. ¢isla u = 2v — 1; pak je
w_ -1, 1
v v v

1 67 65
3 . 9= 33 2 — — = < —,
nebot v << 0. Pro v 33 dostaneme " 3 < %)
Je-li x > 2 libovolné racionalni ¢islo, které vyhovuje podmin-
kam tilohy, muZeme najit zaporné celé Cislo v tak, Ze

1
2 — —<x
v
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1 2v —
a pritom podle predchoziho ¢islo 2 — P = . ! také spl-

fiuje podminky dlohy.

Neexistuje tedy v pripadé b) nejmensi ¢islo Zadanych vlast-
nosti, tj. tloha je nefeSitelna.

2. V rovine je danych péit bodov, z ktorych Ziadne tri nelezia
na jednej priamke. KaZdé dva z tychto bodov st spojené Cerve-
nou alebo modrou useckou tak, Ze Ziadne tri z tychto useliek
nevytvoria trojuholnik tej istej farby. ‘

a) Dokazte, ze z kazdého z danych pit bodov vychadzaji
dve tsecky Cervené a dve modré.

b) Dokazte, Ze existuje uzavretd lomend Ciara zloZend z pia-
tich Cervenych dseciek a uzavreta lomen4 Ciara zloZend z piatich
modrych tseciek, z ktorych kazd4 obsahuje vSetkych pét danych
bodov.

c) Zistite, kolkymi spdsobmi mozno dané body spojit erve-
nymi a modrymi useCkami tak, aby bola splnenid podmienka
ulohy.

(Poznamka. RieSte len dvahami, nie vypoc¢tom. V pripade
a) uvazte, ¢i je mozné, aby z jedného vrcholu vychadzali tri
usecky tej istej farby, t. j. prevedte tzv. nepriamy dokaz.)

RieSenie. a) Pripustme, Ze by z daného A
bodu A vychadzali tri Cervené usecky (dané
body oznatme A4, B, C, D, E). Nech su to
napr. tsecky AB, AC, AD — pozri obr. 26
(Cervena je tlste vytiahnut).

Podla podmienky tlohy musia byt potom ¥
usecky BC, BD, CD modré a vznikne ,,mod-
ry trojuholnik, ¢o odporuje podmienkam
ulohy.

Podobne nie je mozné, aby z bodu A vychadzali aspon tri
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modré usecky. Zostava tedy jedind moznost, Ze z kazdého bodu
vychadzaju dve Cervené a dve modré uisecky (vyznacené dlhymi
Ciarkami).

b) Podla odst. a) vychaddzaju teda z bodu A dve Cervené
useCky — nech su to napr. AB, AC; zostavajuce dve usecky
AD, AE st modré — pozri obr. 27. Z podmienky tlohy potom
vyplyva, Ze Gsecka BC je modra, usecka DE cervend. Z bodu D
vychidzaji podla odst. a) dve Cervené usecky. Usetka CD je
teda bud Cervend (obr. 27) alebo modra (obr. 28). V pripade
z obr. 27 je podla podmienky ulohy CE modra a podla odst. a)
(pouzitého na body D, E) je BD modra a BE Cervend. Podobne
doplnime obr. 28. Hladané lomené diary sd na obr. 27
ABEDCA (Cervend) a ADBCEA (modr4); na obr. 28 ABDECA
(Cervena) a ADCBEA (modr4).

Obr. 27. Obr. 28.

c) Ak vyjdeme z bodu 4 a ak zvolime obe Cervené tusecky,
ktoré z neho vychidzaji, dostaneme dve rézne moznosti. Cer-
vené usecky vychadzajtice z bodu 4 moZno volit (3) = 6 roz-
nymi sposobmi. Dostaneme teda 2.6 = 12 rbéznych situdcii.

3. Do jednotkové kruznice se stfedem S je vepsan pravidelny
n-thelnik 4,4, . ..A, . Body S, Ay, A, jsou po fadé obrazy
komplexnich ¢isel 0, 1, .

a) Vyjadiete vzdalenost A Ax(k = 1,2, ...,n — 1) pomoci .
b) Vypoctéte soudet Aod: + Agds + ... + Aods-,.
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ReSeni. a) Zfejmé je

60° 360°
. + isin 0.

t = COSs

1)
Bod A, je obrazem komplexniho ¢isla #;, jehoZ absolutni hod-
nota je 1 a jehoz amplituda je & . -3% . Jetedy podle Moivreovy

véty a podle (1)

60°k . . 360°%
1y, = cos -+ 1sin P
360° . . 360°\%
= (cos + isin > ) =tk 2)
n n

Uvazujme o komplexnich &islech t* — 1, #*~% — 1;jejich obrazy
jsou podle (2) body A, A, , které vzniknou z bodd A, 4,

—
posunutim o dany vektor 4,S (na obr. 29 je k=2, n= 7).

y

£

Obr. 29.

Komplexni ¢isla % — 1, "% — 1 maji za amplitudy opac¢na
Cisla, jejich absolutni hodnota je velikost usecky 4,4, ; je tedy
podle Moivreovy véty
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=1 E** —1) = 4,4% . [cos (p — ) +isin(p — ¢)] =
= A3,
tj.

Ady =]/ =) @ F —1). 3)

Rovnice (3) je fe$enim tulohy a).
b) Vypocteme
0=AA} + A A} + ... + A2 =@ -1 ("1 —1) +
+@-D@E"2—-D+...+0@"t—-1D@¢—1),
1.
o=t"—t— "1 414+ -2 -2+ 1 4.+
+ " — "t — 1. (4)
Protoze je t" — 1, dostaneme z (4)
c0=2n—1) =2+ +...+ ") =

1]
a dale
2
— 22— )+ (1= )
= a T #
tj.

og=2n. 5)
Vzorec (5) je feSenim tlohy b).

360°k

Jiné feSeni tlohy a). Plati ¢ = «Podle kosinové vé-

ty je (viz obr. 30)
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Obr. 30.

(6)

tento vzorec plati i v pripadé, Ze ¢ = 180, tj. kdy A,4; pro-
chézi bodem S.

Podle Moivreovy véty je
60°% . . 360°
-+ 1sin

Ay} =2 —2cos g = 2(1 —cos¢) =2 (1 — cos 2607k
t 2

>

t* — cos
koo 360° (n — k) 1 isin 360 (7711 — k) _

360°k . . 360°k
— 1sin

= COS

a dale
tk "% = 2 cos cacalt @)

Dosadime-li ze (7) do (6), vyjde
AAg =2 —tF — " *F = (F — 1) (" F — 1),

71



nebot #* = 1. Je tedy
Ay =/ —1) (" F —1) = |2 —F — ¢ F,
coZ jsme méli dokazat.

4. V roviné je ddna tseCka AM, déle je dan duty thel o
a kladné cislo . ,

a) Sestrojte rovnoramenny- trojuhelnik ABC, ktery mé
vniténi thel & BAC = o a jehoz zékladna BC je bodem M
délena v poméru BM : CM = k.

b) Vysetite geometrické misto stiedii zdkladen BC vSech
takovych trojuhelnikii, nabyva-li pomér & viech kladnych
- hodnot.

Reseni. a) Rozbor. ProtoZe je <- BAC = w, je - ABC =
= < ACB = 90° — —;~ . Proto nilezi bod B (obr. 31)
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oblouku o,, ktery je geometrickym mistem bodd X leZicich
v poloroviné g, s hranici AM, pro néZ plati

<}£AXM:90°—%w.

Obdobné nélezi bod C oblouku o,, ktery je geometrickym
mistem boda Y leZicich v poloroviné g, opacné k g,, pro néz
plati

qAYM:QOO—le.

Oblouky oy, 0, jsou zfejmé soumérné sdruzené podle primky
AM. Stejnolehlost se sttedem M a koeficientem (—£%) prevede
vrchol C ve vrchol B, oblouk o, v oblouk o, ktery lezi v polo-
roviné g, a je sestrojen nad tétivou MA’, kde A'M = k. AM.
Vrchol B je tedy spole¢nym bodem oblouki oy, 0, riiznym od
M. Tim je rozbor tlohy ukoncen.

Konstrukce. V kazdé z polorovin ¢,, 9, vytatych pfimkou
AM sestrojime oblouk, jehoZ vnitini body patfi do mnoziny
1

vSech bodu, znichz je vidét useCku AM pod dhlem 90° — > w;

tyto oblouky nazveme 0y, 0. Ve stejnolehlosti (M; —k) sestro-
jime oblouk oy, ktery odpov1da oblouku 0,. Bod B je spolecnym
bodem obloukll 0, a o, riznym od M. Bod C sestrojime ve

stejnolehlosti (M 5 — z) jako bod odpovidajici bodu B.

Zkous$ka (tzv. dikaz spravnosti). Oblouk o, nalezi kruznici
ky, jejiz stred S, lezi uvnitf poloroviny ¢, na ose usecky AM.
Oblouk o, nalen kruznici ky, jejiz stted S, lezi také uvnitt polo-
roviny o, na ose usecky A'M. Oznacme po fadé P,, P, stfedy
usecek AM, A’M; bod M oddéluje body P;, P,. Proto bod B
soumérné sdruzeny s bodem M podle prlmky S, S, nalezi
vnitiku poloroviny p;, a ovSem i obéma kruZnicim kl, kys tj.
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obloukim o;, 0,. Odvodime-li z tohoto bodu B bod C jako
prisecik oblouku o, s pfimkou BM, je BM : CM = k (bod C
vznikne, nebot je obrazem bodu B ve stejnolehlosti se stie-

dem M a koeficientem — —;;) . Dale plati

{ABM:QO"—%@(}:{ACM,

tj. trojihelnik ABC je rovnoramenny se zdkladnou BC a je
<L BAC = w.

Diskuse. Uloha m4 tedy dvé feSeni, ktera dostaneme, vy-
ménime-li poloroviny g, a g, (a oblouky o,, 0,). Tato feSeni
splynou pro 2 = 1.

Obr. 32.

b) Stfed S zédkladny BC je pata kolmice spusténé z vrcholu
A na zakladnu BC. VSechny tyto body S leZi tedy podle Tha-
letovy véty na kruznici » sestrojené nad primérem A4AM
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(obr. 32). Ptimky BC vsak nevypliuji cely svazek se sttedem M,
ale jen dva vrcholové uhly omezené te¢nami #,, ¢, sestrojenymi
v bod¢ M po tadé ke kruznicim %, k,. Oznacme V, U po fadé
praseciky teCen t,, t, s kruZnici ». Pak kazdad primka, kterd
prochéazi bodem M a nalezi thlu <t UMV a tihlu vrcholovému,
protind jen jeden z obloukt o;, 0, mimo bod M; kazd4 jina
pfimka prochézejici bodem M protind oblouk o, v bodé¢ B
a oblouk 0, v bodé C; body B a C jsou oddéleny bodem M.
Odtud je patrné, Ze kazdy ze stfedd S padne dovnitf oblouku

UMYV kruzZnice x a obricené kazdy bod vnitfku tohoto oblouku
je sttedem S nékteré z usecek BC.

Hledané geometrické misto bodi je tedy oblouk UM V kruz-
nice % bez bodd U, V.

5. Vysetite mnozinu vSech bodl v roviné, pro jejichZ kar-
tézské souradnice x, y plati nerovnost

x5 + 1yl < Yo — 12+ (v — 12. (1)

ReSeni. Umocnénim a tpravou dostaneme z (1) nerovnost:

eyl <1 —x—y. (2)

Z nerovnosti (2) obracené plyne nerovnost (1), jak zjistime obra-
cenim postupu. Je tedy také (2) analytickym vyjadfenim hleda-
ného geometrického mista bodd. RozliSime dva ptipady:

l.x=0, y=0 nebo x =0, y = 0;
2.2=20, y=0nebo x=0,y=0.

V ptipadé 1 je |xy| = xy a nerovnost (2) lze upravit na tvar
E+D+1<2. ©)

Rovnice (x + 1) (y 4+ 1) = 2 vyjadfuje rovnoosou hyperbolu,
jejiz asymptoty jsou piimky x = —1, y = —1. Nerovnost (3)
vyjadfuje tu uzavienou oblast O, omezenou obéma vétvemi
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hyperboly, v niz lezi bod [0, 0]; bod [0, 0] totiZ spliiuje ne-
rovnost (3). Pfipojime-li k nerovnosti (3) je§t&¢ nerovnost
xy = 0, dostaneme prinik P, I. a III. kvadrantu s oblasti O,.

V piipad¢ 2 je |xy| = —xy a nerovnost (2) lze upravit na
tvar

1—x)(y—1<0. 4)

Rovnice (1 — x) (y — 1) = 0 vyjadfuje dvojici ptimek x = 1,
y = 1. Nerovnost (4) vyjadfuje ten pravy thel sevieny témito
piimkami, v némz lezi pocatek [0, 0]. Pfipojime-li k nerovnosti
(4) jesté nerovnost xy =< 0, ktera vyjadfuje sjednoceni II. a IV.
kvadrantu, dostaneme ¢ast roviny sloZenou ze dvou polopasii
P,, P,. Hledani mnoZina je sjednocenim mnoZin P, P;, P,.

Situace je znazornéna na obr. 33, kde je mnoZina vySrafovana.

=

|
|
|
l
i 4
|
|

Obr. 33.
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6. Zistite, pre ktoré ostré uhly o plati nerovnost
2 1
=6. 0

sin o cos 2o
Dokazte, Ze rovnost vo vztahu (1) nastane len pre o = 30°.
(Pozndmka. Ak poznite jeden korefl mnohoclena treticho
stupnia jednej premennej, moZzno tento mnohoclen pomocou
delenia koreflovym ¢initelom rozloZit na st¢in mnohoclenov
nizsich stupnov.)

RieSenie. Je zrejmé, Ze musi byt o 7 45°, pretoZe ak je
o = 45° je 200 = 90° cos2x = 0. Budeme rozliSovat dva
pripady: & << 45° a o > 45°.

a) Nech je o << 45°. Potom sin o > 0, cos 2o > 0. Obidve
strany nerovnosti (1) vyndsobime suicinom sin o cos 2o a do-
staneme

2 cos 2cc + sin « = 6 sin o . cos 2 . (2)
Pouzijeme vzorec cos 2 o« = 1 — 2 sin? o, dosadime do (2) a po
uprave vyjde
12sin® o — 4sin?« — 5sina +2=0. 3)
Ozna¢me kvoli struénosti sin o« = x. Nerovnost (3) ma potom
tvar

12x3 — 4x2 —5x +-2=0. (3a)
Dosadenim si overime, Ze rovnice
12x3 — 4x* —5x +2=0 (4)

. . 1 .. 1 ,
ma zrejme koren x = > (pretoze sin 30° = 7) . Tito sku-

tocnost pouzijeme na rozklad Stvorclena na Iavej strane nerov-
nosti (3a). Vo vztahu

12x3—4x2—5x+2=(x—%)(aszrbxo{—c) NG
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ur¢ime koeficienty a, b, c. Vynasobime pravu stranu a porov-
name koeficienty pri mocnindch x s rovnakym exponentom na
oboch stranach rovnosti (5). Dostaneme

a=12, b—%a=~4, c—-;—b:—S, ——%—c:Z.
Stadial vyjde
a=12,b=2, c = —4.
Rozklad teda po tprave znie
1293 —4x? —5x +2=Q2x — 1) (6x> +x —2). (6)

Rozlozime este kvadraticky troj¢len 6x* 4 x — 2 pomocou
korenov kvadratickej rovnice 6x> + x — 2 = 0. Tieto korene su

I 3 1]
1,2—'*‘—‘—'"12 5
. 1 2 ) , :
t. . X=Xy = —g.Hladanyrozkladje
652 +x —2=(2x —1)(3x + 2). (7

Ak dosadime zo vztahu (7) do vztahu (6), prevedieme ne-
rovnost (3a) na tvar

@x —1)2.(Gx+2)=0. (8)

Nerovnost (8) je splnena pre kazdé x > 0, t.j. nerovnost (1)
je splnend pre kazdy ostry thol o << 45° (to sa dostane obra-
tenim postupu). Rovnost vo vztahu (8) nastane jedine pre

F=5 ize pre o = 30°.
b) Zostava vySetrovat pripad 45° << o <C 90°. Postupujeme
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pri tom ako v pripade a). PretoZe tu je 90° << 2a << 180°, je
cos 2 <Z 0 a namiesto nerovnosti (2) dostaneme nerovnost

12sin® o« — 4sin2 ¢ — 5sina +2=<0.
Po rovnakych upravach ako v odst. a) dostaneme namiesto ne-
rovnosti (3a) nerovnost
1293 —4x* —5x +2=<0. (3b)
Nerovnost (3b) je ekvivalentnd s nerovnostou
2x —12%.B3x+2)<0. )
PretoZe je x >0, je 3x 4+ 2 > 0 a nerovnost (9) prejde na

1 . .
rovnost len pre x = Fax=—75. Pretoze vSak uhol « je

ostry a vicsi ako 45°, nemdze byt ani x = 7 ani x = —

Vztah (9) teda nie je splneny pre Ziadne x € (45°; 90°).

?.

Vysledok. RieSenim nerovnosti (1) su vSetky ostré uhly
o << 45°. Rovnost nastane jedine pre o« = 30°.

2. KATEGORIE B

1. ,,Vzorec pro umocnovani tfemi‘

(2a* —a + 1)* = 8a® — a® + 1 (1)

plati pro a = > Najdéte vSechna redlna Cisla a, pro néZ tento

»vzorec plati.

(Poznamka. Kofen polynomu lze nékdy bez feSeni pfislusné
rovnice najit zkusmo. Budete-li znat jeden z kofenti polynomu
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vyssiho stupné, lze tento polynom rozlozit pomoci déleni kote-
novym Cinitelem v soucin polynomd nizich stupnd.)

Re$eni. Umocnime-li

(2a? —a + 13 =8a% —a® + 1 + 12a* 4 642 — 12a® + 6a* -
4+ 3a® — 3a — 1243, dostdvame za predpokladu, Ze pro Cislo a
plati (1), rovnici

—12a® + 18a* — 12a® + 9a®> —3a = 0. (2)

Mnohoclen na levé strané rovnice (2) lze rozepsat jako soucin

—3a.(4a* — 6a® +4a* —3a +1)=0. 3)

Rovnice (2) mé tedy kofen a = 0, ktery vyhovuyje i rovnici (1).

V textu tlohy je uvedeno, Ze rovnici (1) vyhovuje a = %
Ziejmé a = % spliuje také rovnici (3) a tedy i rovnici

Pla) =0,
kde P(a) = 4a* — 6a® + 4a® — 3a + 1. Po déleni mnoho-

_ 1
¢lenu P(a) kofenovym Cinitelem (a — 7) dostaneme

Pa) = (a . %) (4a° — da® + 22 — 2). (4)

PouZijeme-li vztahu
4a®* — 4a* +2a — 2 =2(a —1)(2a® + 1),

dale rovnosti (4) a dpravy, kterou jsme obdrzeli rovnici (3), lze
rovnici (2) psat po zkraceni ve tvaru

a.(a~-é—).(a:l).(2a2+l):0,
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odkud jiZ plyne, Ze vSechny redlné kofeny rovnice (2) a tedy
i rovnice (1) jsou ¢isla 0, % , 1. Mnohoclen (2a%+- 1) totiz neni

v oboru redlnych Cisel rozlozitelny.

Zavér: Vzorec (1) plati pravé pro Cisla 0, 5 1.

2. Znazornéte graficky pribéh funkce

y=%‘(l/l—si112x + /1 +sin2x). ¢y

(Poznamka. Vyjadfeni funkce nejprve vhodné upravte tak,
aby vyraz na pravé strané obsahoval goniometrické funkce
argumentu x.)

ReSeni. Protoze —1 = sin 2x = 1, je funkce dani pted-
pisem (1) definovana pro vSechna realnd x. Funk¢ni predpis (1)
si nejprve upravime timto obratem: umocnime-li na druhou,
dostaneme

e cos2dy
¥ = %(2 + 2T —sintzm) = LT Jeost2x _ 1+ joos 2x]

2 2
Protoze odmocnina je definovina jako nezaporné Cislo, plati
y = 0, takze
g= Vl - |<;os 2x| ] @

Funkce |cos 2x| je periodicka s periodou —th— , tedy 1 nimi

vySetfovand funkce, jak plyne z predpisu (2), je periodickd

. T y vr P s e o1y .
s periodou 5 takZe staci graficky zndzornit jeji prabéh v inter-

valu (0, -’21> .
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Nyni budeme rozliSovat dva piipady:

a) Je-li cos2x =0, pak |cos 2x| = cos 2x, takze predpis (2)
zni :
= |cos x| . 3)

wr 1oz . L vy
Pfipad a) nastidva v intervalu <0, E> pro ta x, pro néz

O§x§%. Avsak pro 0§x§%je | cos x| = cos x, tedy
(3) zni
Yy =Ccosx. (3a)

b) Je-li cos 2x << 0, pak |cos 2x| = —cos 2x, takZe piedpis (2)
nabyva tvar
y = sinx]. 4

Ptipad b) nastava vSude tam, kde nenastal piipad a). V nalem
ptipadé se jedna o interval (-} 123> kde viak |sinx| =

= sin x a tudiz (4) zni

y=sinx.
y
1
| | ! :
| VRN z ' ) |
! SN
LN X
dx -t Yor dx 3 '
in-dn O In fx 3n = 2n
Obr. 34.

Vysledny graf je na obr. 34. V intervalu <0, % >se uziva
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funkéniho predpisu (3a) a v intervalu <—} 5 12t—> predpisu (4).

Jiné ¥eSeni. Upravime danou funkci

1 : -
y= -2—(l/sm2x—i—cos2x—281nxcosx)+

-+ (l/sin2x + cos? x -+ 2sin x cos x ),

1
y=7 (J/(sin x — cos x)* + J/(sin x + cos x)2) »

y = %(bin x — cos x| + [sin x + cos x|) . 5)

Rozlisime tyto ¢tyii pripady:
a) sinx — cosx = 0, sin x + cos x = 0;
b) sinx — cos x = 0, sin x + cos x = 0;
) sinx — cos x = 0, sinx + cos x = 0;
d)sinx —cosx =0, sinx +cosx=0.

Jak zjistime snadno napf. pomoci graft, plati v intervalu
(0, 27t) nerovnosti

5Tt\

sinx — cos x =0 proxe<—Z—, T/;

— < N
sin x — COS X 0pr0xe<0 4> \4 , 21

/,
. 3r Vb
smx+cosx20proxe<0,—4—>, <T’ 27'C>;
sinx+cosx§0proxe<z47£, -12
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Nastane tedy ptipad:

a)proxe<—}, %/,
b) pro x ¢ %,%ﬁ/,
c) pro x € <0, Z->,<7§,2ﬂ:>, (6)
d) pro x € 5%,7%>

V jednotlivych ptipadech a) az d) dostaneme z (5)
a) y =sinx,

b) y = —cos x, ‘ ™
C) y=Cosx,
d)y= —sinx.

Zobrazenim funkci (7) v intervalech (6) dostaneme graf
dané funkce.

3. Stvorec ABCD je rozdeleny $tyrmi prieckami na devit
zhodnych Stvorcov. Kazdé z tychto deviatich poli ma byt na-
treté jednou zo Styroch danych farieb tak, aby Ziadne dve su-
sedné polia neboli rovnakej farby. Za susedné polia pokladdme
$tvorce, ktoré majd spolo¢nd bud stranu alebo vrchol.

Zvolte pevne farbu stredného a lavého dolného Stvorca
a zistite pocet roznych moznosti zafarbenia ostatnych poli.

D c RieSenie. Polia ozna¢me malymi pisme-

R nami podla obr. 35. Farbu, ktorou je natre-
i . , A
té pole a, ozna¢me 1. Farby, ktorymi sd

e|f natreté polia b, d oznacme v uvedenom pora-
alole di 2, 3. Potom pole ¢ je natreté farbou 4.

A 8 Pre pole ¢ su podla podmienky tlohy dve
Obr. 35. moznosti: farba 1 alebo farba 3 (obr. 36).



Pre pole f potom vychidza ur-
Citd farba: v prvom pripade 3,

v druhom pripade 1. Zostiva 31413 3|41
doplnit prvé riadky oboch ta- 11219 11213
buliek z obr. 36. Lava tabulku

mozno doplnit dvoma spdsob- Obr. 36.

mi (obr. 37). Pole 2 mé6Ze mat

totiz bud farbu 1 alebo farbu 2. p 2| 1
Druhu tabulku z obr. 36 moZno
viak doplnit len jednym spo- 3143 3|43
sobom: pole % musi mat farbu 11211 11211
2 (obr. 38).

Farby 1 a4 poli a a e st pev- Obr. 37.

ne zvolené. Za farby 2 a 3 moz-
no teda volit z ostdvajucich dvoch farieb a su
prave dve mozZnosti. VoIba kaZdej z oboch moz- 11213
nosti vedie ku trom spdsobom zafarbenia poli 341
(pozri obr. 37, 38).

Pocet réznych moznosti zafarbenia poli, ak
su pevne zvolené farby stredného a lavého dol- Obr. 38.
ného $tvorca, je teda

2.3=6.

4. Je dané kruznica % a jej dva rdzne priemery AB, CD.

Vysetrite geometrické miesto stredov vSetkych useciek XY,
ktoré maju tieto vlastnosti:

a) XY | CD;

b) XY = CD;

¢) body A, B, X, Y lezia na kruznici.

RieSenie. Oznacme (obr. 39) § stred kruZnice k. Nech m je

lubovolna kruznica prechddzajica bodmi A a B. Jej stred M
lezi teda na osi o useCky AB. Néajdeme vietky usecky XY vy-
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hovujice podmienkam a) a b) tlohy a také, Ze X aj Y leZia na
kruZnici m. Ak je M = S, je m = k a CD je jedin4 takd tsecka.

Obr. 39.

Nech je teda Mz S. Z podmienky b) vyplyva, Ze tak
tsecka mé dizku CD = AB. Vetky tetivy kruZnice m dizky
AB sa vsak dotykaju kruZnice k&, = (M;MS). Medzi nimi st
prave dve tetivy X;Y; a X,Y,, ktoré vyhovuji podmienke
a) dlohy, t. j. XY, || X,Y, || CD. Dotykové body Z;, a Z,
tychto tetiv na kruZnici %, leZia na priamke p idicej stredom
M a kolmej k CD. Pretoze Z; a Z, si v uvedenom poradi
stredmi tetiv X, Y, a X, Y, patria k hfadanému geometrickému
miestu. Oznacme eSte 7 druhy priesecnik (okrem §) priamky o
s kruZnicou k;. Potom st Z,Z, a ST dva rdzne priemery kruz-
nice %, a plati Z,Z, | CD, ST | AB. Body S, Z,, T, Z, st
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teda vrcholmi obdiZnika, ktorého uhloprie¢ky st kolmé k uhlo-
prietkam obdiZnika ACBD. Preto strany oboch obdiznikov st
rovnobezné a body Z,, Z, lezia na osiach ¢;, ¢, uhlov ASD, ASC
roznobeziek AB, CD. Tieto osi obsahujui tedy vSetky body
hladaného geometrického miesta.

Ukazme teraz, Ze aj obratene kazdy bod oboch osi je stredom
niektorej dsecky XY. Pre stred S to plati (XY = CD). Ak je
Z, £ S bodom osi ¢, vedme nim kolmicu k priamke CD. T4
pretma o0 v bode, ktory oznacime M, druhd os ¢, v bode, ktory
oznacime Z,. Pretoze body Z;, S, Z, s troma vrcholmi ob-
diznika (s uhloprie¢kami kolmymi k uhloprie¢kam obdiZnika
ACBD), prechidza kruZnice k, = (M;MS) bodmi Z;, Z,.
Jej doty¢nica v bode Z; pretina kruinicu m= (M; MA) v bo-
doch X, a Y, vyhovujlcich podmienkam tlohy. TaktieZ pre
kazdy bod Z, £ S osi ¢, sa dokdZe, Ze patri k hladanému geo-
metrickému miestu.

Zaver: Hladané geometrické miesto je zloZené z oboch osi
¢1> ¢» obdlZnika ACBD.

Poznamka. Pretoze plati CS || X,Z;, CS = X,Z, podla
podmienok_ulohy, je pre S5 Z, Stvoruholnik CSZ, X, rovno-
beznikom. Dalej je AC || ¢, = SZ,, takze bod X, leZi na priamke
AC. Podobne dokazZeme, Ze bod X, lezi na priamke CB, bod Y;
na priamke BD a bod Y, na priamke AD.

5. Sestrojte trojuhelnik ABC, jsou-li dany délky téznice 7,
a vysek vy, v,. Provedte diskusi Fesitelnosti.

ReSeni. Rozbor (obr. 40). Oznaéme A’ stted strany BC; je
tedy AA" = t,. Déle oznalme po tadé B;, C; paty kolmic
spusténych z bodu A" na pi¥imky AC, AB. Stejnolehlost se

sttedem B a koeficientem %, ptevede vrchol C v bod A’

B , T 1 :
a vysku v, v tseCku A'C;; proto je A'C, =7 % Z obdobné-
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Obr. 40.

. 1 ‘
ho davodu je 4'B; = 5 U primky p = AB, ¢ = AC se tedy

dotykaji po fadé kruzZnic k, = (A’;%vc) , k= (A’; %vb)
a pfitom bod A’ leZi uvnitf uhlu BAC.

Konstrukce. Nejprve sestrojime tsecku AA4’, pak kruznice
kys ke a vedeme k nim z bodu 4 te¢ny. Z nich vybereme tecnu p
ke kruznici &, a tenu g 2 p ke kruzZnici k,. Pravé jeden ze Ctyf
" 4hld urlenych pfimkami p, ¢ obsahuje tsecku AA’; na jeho
ramenech lezi vrcholy B, C. Smér pfimky BC urcime takto:
Sestrojime rovnobéznik AB,MC, tak, aby body C,, B, leZely
na obou ramenech thlu, ktery obsahuje tsecku AA’; pfitom
bod C, lezi na pfimce p, bod B, na pfimce ¢ (M znaci bod
vnitfku tsetky AA’). Pfimka BC prochizejici bodem A’ je
rovnobézna s primkou C,B,.
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Zkouska. Je zfejmé, Ze podle pfedchoziho sestrojené primky
] .1 1 A

p» ¢ maji od bodu A" po fadé vzdélenosujvc > 5 U déle, ze
useCka BC je pilena bodem A', tj., Ze trojuhelnik ABC ma
téZznici AA" délky ¢,. Konetné je patrné, Ze vySky spusténé
z vrcholit B, C maji po fadé délky vy, v,.

Diskuse. Usetku AA’ a kruZnice k,, k, lze sestrojit za
vSech okolnosti. Teény p, ¢ 1ze vést pravé tehdy, je-li

Uy = 25,0, = 2t,. e))

Tecny p, ¢ nesplynou (jsou riznobézné) pravé tehdy, kdyz
ve vztazich (1) plati asponi jedna ostrd nerovnost. Rovnobézka
vedend k pfimce C,B, bodem A’ protne obé pfimky p, g.
Vztahy (1), v nichZ nastane rovnost v nejvyse jednom piipadé,
udavaji tedy podminku feSitelnosti tlohy.

Obr. 41 ukazuje, jak miZeme vybrat dvojice tecen p, g v pii-
padg, Ze k, ==k, (v, # v,) a plati obé ostré nerovnosti (1).
Obr. 42a znazoriiuje ptipad, kdy 2¢, = v,, 2t, > v,. Na obr.
42b je ky = ky(vp = v, < 21,).

89



Obr. 42a, b.

Mozny vybér dvojic teCen na obr. 41 je pg, pq¢’s p'q, p'q’s
na obr. 42a jsou dvé dvojice pg a pq’; na obr. 42b je jedina
dvojice pg (nehledime-li na soumérnost podle pfimky A4").

6. Strany rovnobéznika ABCD oznacme AB = CD = a,
BC = DA = b a jeho thlopticky AC = e, BD = f.

a) Dokazte, Ze o velikostech stran a thlopficek libovolného
rovnobéznika ABCD plati rovnost

e+ f2=2(a® + b?).
b) Pouzijte této rovnosti a vyjadiete vzdalenost stfedd hran
AB, CD &tytsténu ABCD pomoci délek vSech jeho stran.

ReSeni. a) 1. Pomoci kosinové véty (obr. 43).
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V trojihelniku ABC a v trojuhelniku ABD plati
e* = a% 4 b* + 2abcos o,  f%= a® + b% — 2ab cos «;
seCtenim téchto rovnosti dostaneme
e* + f2 = 2(a® + b?).
I1. Bez kosinové véty (obr. 44).

D
N
\\
b PN
//X\
™
o
a
A a
Obr. 44.

Zavedeme oznaceni podle obr. 44. Plati podle Pythagorovy
véty v trojuhelnicich AMC a BMC

(a+x?+22=¢e, x4 o%=02,
Odectenim obou rovnosti dostaneme
a® -+ 2ax = e — b?. (1)
Obdobné pro trojuhelniky BND a AND plati
(@ —x? +22=f2, «x%4 o2=02,
tj.
a® —2ax = f* — b*. (2)
Sectenim (1), (2) dostaneme

e? + f2=2(a® + b?).
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b) Ve yisténu ABCD oznaéme M, N, P, O, R, S po fadé
stiedy hran 4B, BC, AC, AD, BD, CD. Budeme hledat vy-
jadfeni délky MS (obr. 45).

Podle vlastnosti stiedni pfi¢ky trojuhelnika je
' 1
PS:MR:EAAD, PS || MR,
PM::RS:%BC, PM || RS;
proto je Ctyithelnik MPSR rovnobéznik. Podle a) plati
1 ,
MS? -+ PR? = 2(PS? + PM?) = % AD?* + > BC*. (3)

Analogicky dostaneme

PR+ NQ*= - AB* { o CD", @
NQ + MS*~ ) AC* | . BD*. 5)
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Od sectenych rovnic (3) a (5) odecteme rovnici (4):

1 1 1 1
2 2 2 2 2 -
2MS 2AC+2AD+ZBC+2BD

1 1
L AB® — — CD?
2AB 2CD,

tj.

1
MS = =|/4C* + AD* + BC* + BD* — AB* — CD*.

3. KATEGORIE C

1. Urcite vSetky zlomky % (a, b prirodzené Cisla), ktoré maji

tieto vlastnosti:

90 <~ a + b < 100, )

0,9 < % ~ 091 . @)

RieSenie. Z prvej podmienky vyplyva

_9£<1+f_<29
b b’

. ®)

t. j. vzhladom na nerovnosti (2) a (3)

100 90
19 < o=, 5 <191
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a stadial

90 100
47,1 ... = 101 <b<1—’9:52,6...

B<b=52. (4)

VySetrujeme najskor menovatela b = 52. Z nerovnosti (2)
po vynasobeni Cislom 52 vyplyva

46,8 << a < 47,32,

t.j.a = 47. Skutolnejea + b = 99 < 100 .

Vysetrujme za druhé menovatela b = 51. Z nerovnosti, (2)
po vyndsobeni Cislom 51 vyplyva

45,9 < a << 46,41 ,
t. j. a = 46. Skuto¢ne je a + b = 97 << 100.

Vysetrujme za tretie menovatela b = 50. Z nerovnosti (2)
vyplyva -

45 < a<<455. (5)

Nerovnostiam (5) nevyhovuje v8ak Ziadne prirodzené Cislo a.

Za stvrté vySetrime menovatela b = 49. Z nerovnosti (2) dosta-
neme

44,1 < a < 44,59. (6)
Konecne vySetrime menovatelad = 48. Z nerovnosti (2) vyjde
43,2 << a < 43,68 . (7

Zrejme ani nerovnostiam (6) a (7) nevyhovuje Ziadne prirodzens
Cislo a.

Uloha mé tedy dve rieSenia. St to zlomky % s %
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2. Udejte vSecky dvojice prirozenych Cisel p, g, pro néz je
Cislo
N=7 -3¢
nasobkem deseti.

Ulohu feste nejprve pro piirozend Cisla p, g, kterd jsou va-
zéna podminkami

1001 = p = 1005 a 2002 = g = 2006 .

Reseni. Cislo N je nasobkem deseti pravé tehdy, kdyZ moc-
niny 7%, 37 konti toutéz Cislici. Sestavime tabulku:

3" 3 9 27 81 2431 729 |...7|...1 |...3 [...9

Vi 7 |49 | 243 |1701 |11907|...9 |...3 |...1 |...7 |...9

Z tabulky je patrné, Ze posledni ¢islice pfirozenych mocnin
Cisla 3 se pravidelné opakuji tak, Ze pro exponent z = 4a + 1
(kde a je libovolné nezaporné celé ¢islo) je posledni Cislici 3,
pro n = 4a -+ 2 je posledni dislici 9, pro #» = 4a + 3 je po-
sledni ¢islici 7 a konecné pro n = 4a + 4 je posledni Cislici 1.

Posledni cislice cisla 7% se také opakuji: pro n = 4b + 1
(kde b je libovolné nezaporné Cislo) je posledni Cislici 7, pro
n = 4b + 2 je posledni cislici 9, pro n = 4b + 3 je posledni
Cislici 3 a pro #n = 4b +- 4 je posledni Cislici 1.

Posledni ¢islice mocnin Cisel 3 a 7 pro dana pfirozend g a p
sestavime rovnéz do tabulky (pod sebe napiSeme mocniny
s tymiZ poslednimi ¢islicemi):
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p | 1001 1002 1003 1 004 1 005

7P 7 .9 3 1 7
i 2002 :
q 2003 o 2005 2004 2003
39 T .9 ves3 1 T

Hledanych dvojic pfirozenych Cisel p, ¢ z danych exponentt
Ize sestavit 6; jsou to: (1001; 2003), (1002; 2 002), (1 002;
2 006), (10035 2 005), (1004; 2004) a (1005; 2 003).

b) Vzhledem k tomu, e se posledni cifry mocnin &isel 3 a 7
pravidelné opakuji, lze vyjadfit dvojice pfirozenych exponentd
P> q iobecné (Cisla a; a b; jsou nezdporné celd):

1. Je-li

p=4a, +1, q=4b, + 3,
maji obé mocniny za posledni cifru Cislo 7 a prislusné cislo N
je tedy ndsobkem deseti.

Z obdobnych diavodu tvofi dvojice hledanych pfirozenych
exponentu jesté tato Cisla:

2, p=4a,+2, q=4b,+ 2;
3. p=4a;+3, q=4b;+1;
4. p=4a, +4, q=4b,+4.

3. VEtsi pocet provozoven se podilel stejnym dilem na vy-
robnim planu. Vzhledem k zahrani¢nim objednavkim bylo
tfeba zvysit plan na 108 %,. Shodou okolnosti p%, zutastnénych
provozoven splnilo svij plan jen na 90 9. O jaky pocet g 9,
musela zvysit kazdd ze zbyvajicich provozoven svij plin, aby
byl celkovy zvySeny vyrobni plin splnén?
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Vyjadiete ¢ pomoci p a sestrojte graf této funkce pro 0 =
= p < 100.

ReSeni. Oznaéme a podet provozoven, které splnily sviij
plan jen na 90 9, b polet zbyvajicich provozoven. Pak plati
rovnost

7\ _
a.0,9+b(1 ¥ 100)~(a—(—b) L8, ()

Ob¢ strany rovnice (1) délime Cislem a + b a pouZijeme
vztaht

a P b 100 —p

atb 100° a+b 100 °

vyjde

A 100—p (9 \_
100 - % T "To0 (1 s 100)“1’08'

Po tpravé (vynasobeni stem) dostaneme

P9 _ _
oo TOlP—g+8=0
neboli
pg + 10p — 100g + 800 = 0,
tj.

¢(100 — p) = 10(p -+ 80). @

Protoze je p << 100, je 100 — p > 0 a lze timto Cislem délit
obé strany rovnice (2); dostaneme

80 4 p
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coz je vysledek tlohy. Grafické zndzornéni funkce (3) je na
obr. 46.

q |
|
|
|
vélev l

rovnoosé

hyperbé/y
|
|
/i

asymplola
|
R i § 2 l
T g0 Ol}no 100 p
asymptola |
|
Obr. 46.

4. Lichobéznik ABCD ma uhlopiitky AC, BD, které jsou
téZze délky a puali uhly pti zédkladné AB.

a) Dokazte, Zze plati BC = CD = DA.

b) Sestrojte tento lichobé&Znik, je-li didno AB = AC = a.
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ReSeni. a) Podle podminky tlohy je < DAC = <x CAB
(obr. 47). Déle je <t CAB = <t ACD (dhly sttidavé). Proto je
X DAC = <t ACD a trojihelnik ACD je rovnoramenny se
zékladnou AC. Z obdobného diivodu je rovnoramenny troj-
thelnik BDC se zakladnou BD. Je tedy

BC=CD=DA=b. (1)

b) Dokon¢ime rozbor: Na piimce AB sestrojime bod E

tak, aby bylo DE || AC; pak je AE = CD = b, DE = AC = a,

< DEB = <. CAB (Ghly souhlasné), <t DEB = <. DBE
(trojihelnik BED je rovnoramenny). Je tedy

/\ BED ~ )\ ACD (uu). ()

Ze vztahu (2) plyne

« b
a+b a
Odtud dostaneme kvadratickou rovnici pro b
b* +ab—a*=0. 3)
Rovnice (3) ma vzdy jediny kladny kofen
b5 (@i = La(5-D. @

Konstrukeci lichobéZnika mizZeme provést po konstrukci
usecky délky b (pouzitim Pythagorovy véty) pomoci a, b ob-
vyklym zpusobem. Jinak je moZno sestrojit trojihelnik BED
a z ného lichobéznik ABCD, ktery vyhovuje podminkam tlohy.

Podminka sestrojitelnosti trojihelnika BED je BD -+ ED >
> BE neboli

2a >a+b;
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pomoci vztahu (4) dostavame

a = _2—(]/5 _ 1)3
tj.
2|5 —1. )

Protoze VS <3, je vztah (5) spravny. ProtoZe postup lze
obratit, je podmmka (5) i podminkou postacujici. Uloha ma
tedy vzdy jediné feSeni (ve zvolené poloroviné s hranici 4B).

5. Je dan trojuhelnik ABC s vnitinimi uhly o, £, y. Oznacme
0O;, Oy, O, body, které jsou soumérné sdruzené se sttedem O
vepsané kruznice po fadé podle ptimek BC, CA, AB.

Udejte vSechny moznosti poloh bodu O;, O,, O, vzhledem ke
kruznici & opsané trojtihelniku ABC (v zavislosti na velikostech
ahla «, §, ).
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Reseni (obr. 48). Pfimka BC oddéluje body 4, O,, nebot
stted vepsané kruznice lezi v poloroviné BCA. Oznatme X
libovolny bod opsané kruznice k, ktery lezi uvnitf poloroviny
BCO,. Podle znamé véty o obvodovych thlech je

< BXC = 180° — «. ¢))
1
Z konstrukce bodu O, vyplyva, ze plati <~ CBO, = > B
< BCO, = %y, tedy

L1 1 o1
FBOC=180° — f——y=9%+a. (2

Bod O, lezi na kruénici k pravé tehdy, je-li <= BXC =
= < BO,C, neboli podle (1), (2)

o = 60°. 3)

Dale odvodime, Ze bod O, lezi vné kruznice k pravé tehdy,
je-li <« BXC > <r BO,C, neboli podle (1) a (2)

o << 60°. (4)

Obdobné bod O, lezi wvmitf kruznice k pravé tehdy, je-li

o > 60°. (5)

Je tedy tfeba uvazit vSechny moznosti velikosti dhld troj-
thelnika ABC vzhledem k uhlu velikosti 60°. Oznacime-li
thel vétsi nez 60° znackou -, thel mensi nez 60° znackou —,
dostaneme tyto pfipady:

I. 60° 60° 60°; VI. 60°, —, —;
II. 60°, 60°,  I; VIL 4+, 4+, 3
III. 60°, 60°, —; VIIL -+, +, —:
Iv. 600: +s +5 IX. + > o
V. 60°, +5 ) X = - -
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Pripady II, III, IV, VI, VII a X nemohou v trojihelniku
nastat; seCteme-li totiz velikosti thlt v kazdém z téchto ptipadi,
dostaneme soucet rizny od 180°.

V piipadé I, tj. u rovnostranného trojihelnika, lezi podle (3)
vSechny body O;, O,, O, na kruZnici .

V ptipadé V, je-li napf. « = 60°, 5 > 60°, y << 60°, lezi
podle (3), (4) a (5) bod O; na kruznici &, bod O, lezi uvnitf
kruznice % a bod Oj lezi vné kruznice % (obr. 48).

Obdobné popiSeme situaci i v ptipadé VIII a IX. Obecné lze
o pfipadech V, VIII a IX ¥ici, Ze u nerovnostranného trojihel-
nika plati: Ten z bodt O,, O,, Oy, ktery odpovida tihlu vétsimu
nez 60°, lezi uvnitf kruZnice &, ktery odpovida dhlu 60°, lezi
na kruZnici % a ktery odpovida thlu mensimu nez 60°, lezi vné
kruZnice k.

6. Je dany rovnoramenny trojuholnik ABC so zakladiiou AB.
Zo stredu D tsecky AB je spustend kolmica na priamku BC.
Jej pdta je oznacena E, stred dsecky DE je oznaceny F. Do-
kazte, ze priamky AE, CF st navzijom kolmé.
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RieSenie (obr. 49). Oznatme G pitu kolmice spustenej
z vrcholu A na priamku BC. Podla vety uu je

A\ ABG ~ )\ CDE. 1
Je totiz
X ABG = 90° — <t GAB = 90° — <t EDB = < CDE.
Z (1) vyplyva
AG:GB = CE:ED,
t.j.

1 1
AG.—é—GB:CE.?ED,

AG:GE = CE: EF. )

Podla vety sus o podobnosti trojuholnikov je vzhladom na
vztah (2)

A\ AGE ~ A\ CEF,
a teda plati
X GAE = S ECF=w.
Pretoze AG || DE, je
<X AEF = < ECF = ».

Oznacme H priese¢nik priamok AE, CF. V trojuholniku CHE
potom plati

<< HEC =90° — w .
Je teda <t CHE = 90° ¢ize AE 1 CF, ¢o sme mali dokazat.
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4. KATEGORIE D

1. Najdéte vechna Cisla x, ktera spliiuji rovnici

3abc a%b? (2a + b)b*x
a-+b (a + b)? ala + b)?

bx
= 3¢cx + —- (D

Provedte zkousku a diskusi feSitelnosti vzh}edem k ¢islam a, b, c.
ReSeni. Aby rovnice (1) byla fesitelnd, je nutné, aby bylo
a#0, a+b+#0. 2)
Znasobme obé strany rovnice (1) vyrazem a(a + b)3; vyjde
3a%bc(a + b)? + a®b? + (2a + b) (a + b)b*x =
= 3ac(a + b)*x + bx(a + b)®.
Dalsi upravou
3atbc + 6a3b%c + 3ab’c + a*b? =
= xa(a + b) (3a®c + 6abc + 3b%* + ab)
neboli
a*h.V =ax(a+0b).V, (3)
kde
V = 3a% + 6abc + 3b%* + ab = 3c(a + b)* +ab. (4)

Nyni je téeba rozlisit dva piipady:

1. Je-li V # 0, délime obé& dvé strany rovnice (3) soucinem
ala +b).V a vyjde
ab
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Zkouska:
3abc ab? (2a + bjab®
atb @tor | aattr
1
T (a +b)

L:

———=- [3abc(a + b)* + a%? + (2a + b)b*] =

= _(a_—ﬁ)? [3abc(a + b)® + a®?® + 2ab® + b%] =

_ @+
R

3ac+b  _ab _ 3actb
a a-+b a-+b ?

(Babc + b?) .

P—

1.
L="P.
2. Je-i V=0, je
.
 3(a+b2
Pak rovnice (1) zni

__a¥ + a*? (2a +b)b*x  abx . bx
@+8* " @+ " a@+bF @+b® ' a

neboli

bx
— 2 2 9 2 _
a(a + b)2 [2(117 + b +a a b 2ab] 0.

ProtoZe vyraz v hranaté zdvorce je nulovy, jsou kofeny rovnice
(1) vSechna (realna) Cisla.
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2. Urcite vSetky dvojciferné Cisla x tej vlastnosti, ze kazdé
z Cisiel 2x, 3x, 4x, 5x, 6x, 7x, 8x, 9x ma ten isty ciferny sicet ako
Cislo x.

RieSenie. Predpokladajme, Ze ¢islo 7 vyhovuje podmienkam
ulohy. Potom cislo 7 ma rovnaky ciferny stcet ako Cislo 9.
PretoZe ¢islo 9m je zrejme delitelné deviatimi, je jeho ciferny
sucet delitelny deviatimi. Teda aj Cislo m je deliteIné deviatimi.
Preto hladané dvojciferné ¢isla x musia byt medzi dvojcifer-
nymi ndsobkami Cisla 9, tj. medzi Cislami

18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81, 90 a 99. (1)

Teraz postupne u kazdého z cisel (1) overime podmienky
ulohy. :

Uvazujme o disle 18. Potom vsetky dCisla 2. 18 = 36,
3.18=54,4.18=72,...,9.18 = 162 maji ciferny sdcet
rovny deviatim, t. j. rovnaky ako &islo 18. Cislo 18 je tedy jed-
nym z rieSeni tlohy.

Ak vySetrujeme nasobky Cisla 27, zistime, zZe Cislo 7. 27 =
= 189 ma ciferny sucet 18. Preto Cislo 27 nie je rieSenim tlohy.

Podobne vyskasame aj ostatné Cisla z (1) a zistime, Ze hladané
¢isla x su len cisla

18, 45,902 99 .

3. Ctyfciferné ¢islo N je délitelné osmnacti, m4 vesmés rizné
Cislice a da se napsat jako soucet tif Cisel: prvni je dvojciferné,
druhé je jeho desetinasobek a tfeti je jeho stondsobek. Najdéte
vSechna cisla N téchto vlastnosti.

ReSeni. Cislo N se dé vytvofit jako soudet:

ab -
ab
ab

N ey
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Protoze je N délitelné osmnActi, je sudé a je délitelné deviti.
Je tedy bud b = 0 nebo 2 nebo 4 nebo 6 nebo 8. Cislo 3(a + b)
je délitelné deviti jako ciferny soucet Cisla N; je tedy a + b
délitelné tfemi. ProtoZe a + b = 0, jsou tyto moZnosti:

a + b = 3 nebo 6 nebo 9 nebo 12 nebo 15 nebo 18. Kdyby
v8ak bylo a -+ b << 10, pak by pfi s¢itini (viz (1)) vysly pro-
stfedni dvé Cislice stejné; je tedy

a +b =12 nebo 15 nebo 18.

Nemize viak byt a + b = 18, nebot pak by nemohlo byt b
sudé (bylo by a =56 =19). Zbyvaji tedy jen dvé moZnosti
a + b= 12nebo a + b = 15, b sudé, tj.

a+b 12 12 12 15 15

Prezkousime jednotlivé ptipady:

84 66 48 78
84 66 48 78
84 66 48 78
9324 7326 5328 8658
Ptipad 96
96
96

10 656 nemiuZe nastat, nebot vede k Cislu
N péticifernému.
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Pyipad
78
78
78

8658 rovnéZ nemuZe nastat, nebot
Cislo N ma pak dv¢ Cislice stejné.

Uloha ma tedy t#i feseni: 9 324, 7 326 a 5 328.

4. Je dan trojuhelnik ABC, jehoz uhly maji velikosti
<X BAC = 60°, <t ABC = 30° a strana AC ma velikost 1.

Vypocitejte obsah vysrafované plochy, kterd je omezena
(obr. 50) kruznicemi sestrojenymi nad praméry AB, BC, CA
(na dvé desetinna mista).

ReSeni. Trojuhelnik ABC je pravouhly, <r ACB = 90°.
Ozna¢me D patu vy$ky na preponu. Podle obriceni Thaletovy

L d
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véty prochdzeji kruznice k,, k, sestrojené nad odvésnami BC,
CA bodem D. Pro délky stran trojuhelniku ABC plati

AC =1, AB=2, BC=|3. (1)

Oznacme P obsah vysrafované plochy, P,, P, obsahy useci
omezenych tétivami BD, AD a kruznicemi &,, k,; stiedy téchto
kruznic ozna¢me S;, S,. Pak plati vzhledem k (1)

P:%n—ﬂ—&. 2)

Obsahy P;, P, vypocteme pomoci stfedovych thla
< BS;D = 120°, <= AS,D = 60°.
Je tedy vzhledem k (1)

U [

(trojﬁhelm’k BDS, ma tyz obsah jako rovnostranny trojihelnik

o strané délkyl/_23) . Rovnost (3) po tpravé zni

1 3)/3
=2, 4
P, 47'5 16 4)

Obdobné dostaneme

po upravé

&xi__li. 5)
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Dosadime-li z (4) a (5) do (2), vyjde

aod 3]/3 ]/3 V3

2 4 T 24 24
Numericky

P (3,14.5):24 4 (1,73 : 4)= 0,65 4 0,43,
tedy

P—=—1,08.

5. Je dany polomer o kruZnice vpisanej pravouhlému troj-
uholniku a di¥ka d = % o uselky, ktoru vytina vpisana kruznica
na jeho vySke v spustenej na preponu:

a) Vyjadrite dizku vy$ky » pomocou polomeru .

b) Zostrojte pravouhly trojuholnik pre o = 2 cm.

Obr. 51.

RieSenie. a) Do pravého uhla s vrcholom C (obr. 51) vpi-
$eme kruznicu k= (S; ). Vyska na preponu hladaného troj-
uholnika ABC leZi v takej priesecnici p kruZnice k, ktord pre-
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chddza bodom C a na ktorej kruZnica % vytina tse¢ku UV
dizky d = i—g. Oznalme M stred tetivy UV. Potom MS je

vzdialenost stredu S od priesecnice p. Vzdialenost MS vieme
urcit konStrukciou i vypoltom z pravouhlého trojuholnika
MSU, v ktorom je

1 7
UM=~d=—g¢, US=g.
Vyjde
MS:AE,"/Z_.4_9_2 :l 15. 1

Priesecnica p sa teda dotyka kruZnice 2 = (S; MS).
Zrejme je (pozri obr. 51)

v=CP=CM+ MP.
Z obdlznika SMPQ vyplyva MP = SQ = o, t. .
2=CM +op. 2)

Zostava tedy vypoditat dizku CM z pravouhlého trojuholnika
CMS. Podla Pythagorovej vety je

CM? = CS8% — SM*.

L3

Zo stvorca CRST vyplyva CS = QVZ_. Vzhladom na (1) je teda

15 113
2 D2 T 2 2
t. .
CM=¥Q. 3)
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Ak spojime (2) a (3), dostaneme
84113 841063

V= 0= 8

8

0=233.

b) Konstrukcia. Zostrojime pravy uhol s vrcholom C
a vpiSeme do neho kruZnicu k2= (S; 2 cm). Okolo bodu §
1
8
Bodom C vedieme doty¢nicu p ku kruznici 4. Ku kruznici %
zostrojime doty¢nicu ¢ | p tak, aby kruznica % lezala v polro-
vine ¢S. Priese¢niky ramien pravého uhla s priamkou ¢ su
vrcholy A4, B.

opiSeme kruznicu /4 s polomerom SM = — @ - VI_S—_;_ 0,97 cm.

Dokaz. Zostrojeny trojuholnik ABC je zrejme pravouhly
a kruznica % je jeho vpisanou kruznicou. Priamka p je vyskou,
pretoze p | AB. Pretoze p je dotyCnicou kruznice A=

= (S 5 % QVE), dostaneme (pozri obr. 51)

1 =Y (7 ¥V
UM? = US? — SM? = g% — (§ 91/15) N (g g) )
takZe skutoéne je diZka usecky, ktoru vytina vpisand kruZnica
. 7 .
na vySke spustenej na preponu 7 Zamenou oznacenia vrcho-
lov A, B dostaneme dve rozne rieSenia. Pretoze CS = QVZ_ >
> ¢ > MS, mozno bodom C viest dve dotycnice p a p’ ku

kruznici /4. Tieto doty¢nice st sumerne zdruZené podla priamky
CS a vedt ku zhodnym rieSeniam ulohy.

6. Osovy fez rotacniho kuZele je pravouhly rovnoramenny
trojuhelnik VAB o pfeponé AB délky d. P¥imkou AV je ve-
dena rovina, kterd protne kuZzel v rovnostranném trojihelniku
VAC. Vyjadfete pomoci proménné d
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a) objem jehlanu ABCV;
b) povrch jehlanu ABCV .

Obr. 52.

AV = BV = ——. (1)

Oznacime S stied podstavy kuzele; jeha vyska je pak
d
= —. 2
SV 3 2)

Protoze trojuhelnik VAC je rovnostranny, je
d
AC= ——. ©)
12

Trojuhelnik ABC je podle Thaletovy véty pravouhly s piepo-
nou AB; podle Pythagorovy véty tedy plati

S d2 d
_ 2 2 2 _ % =, 4
BC = |/4B* — AC ]/d > 12 4)
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Podle (3) a (4) je tedy
A VAB A\ CAB;
proto je i trojuhelnik V'BC rovnostranny.
a) Pro objem jehlanu ABCV s podstavou ABC a vyskou SV

dostaneme
p_1 1/dy d_ &
'~3'2(V§)'2“24'

b) Povrch jehlanu vyjde

S R G s )l
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