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I1l. PFipravné ulohy I. kola

1. KATEGORIE A

1. Z jistého mnozZstvi rozvaleného tésta se vykraji p kolaca,
po novém rozvaleni staci pramérné tésto z okrajku % kolact na
vykrojeni jednoho dal$iho kolace.

Odvodte vzorec pro celkovy pocet kolacu, které lze z tohoto
tésta vyrobit za predpokladu, Ze p < k.

(Poznamka. Vyuzijte rozkladu ¢isla p na mnohoclen v moc-
ninéch disla &:
P = ayk" + a, k" + Aok 4 4 ak + ay.)

Reseni. Cislo p rozlozime na mnohoélen v mocninéch &isla k.
Budiz

p=akt ta, RPN a, R aktay, (1)
kde ay, ay, . . ., a, jsou nezaporna cela Cisla mensi nez &, a,, # 0.

Z poctu k™ kolacu je tak velké mnozstvi okrajkd, Ze z nich
Ize po novém rozvaleni tésta pramérné vyrobit dalSich "'
kolacu. Z téchto kolacu je opét k"1 okrajkt, z nichz lze po dal-
$im rozvaleni tésta vyrobit k"2 kolacu, atd. Celkem lze z tésta
na a,k" kolaca vyrobit

k’n+1___ 1
ap(k" L BTN RE Rt D =a, s ()

kolact. Nakonec jesté zbude a, << & okrajki, z nichZ uZ nelze
vyrobit zadny cely kola¢. Obdobné z tésta na a, £" ! kolaca
1ze vyrobit
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k==

Ap—1 7 k 1 (3)

kola¢h a zbude a,,_; << k okrajkd, atd. Celkem se z daného tésta
vyrobi podle (2), (3) a dal$ich podobnych vyraza

Rl B — 1

lean k_lf—f-a",.lﬁ**#—...%‘
k2 — kR — 1
+ al k + a() k (4)
kolacu a zbude
ay +ayq + ..o+ a +ag (5)

okrajkt. Z okrajki (5) se vyrobi jesté N, kolaca, kde N, je nej-
veétsi celé cislo splnujici vztah

1
Nzgi(an+anﬂ+...+a1+a0). (6)
Pocet okrajkt z téchto N, kolact je mensi nebo roven Cislu
1
:—k~.(n+l).a, @)

kde (n 4 1) je pocet koeficient polynomu (1) a ¢islo a je ma-
ximum z téchto koeficientt a; (pro i = 0, 1, 2, . . ., n). ProtozZe
podle podminky ulohy je p << k¥, je n << k a dale

n+1=<k. (8)

Pro kazdy z koeficientt a; plati a; <~ k a tedy 1
a-<k. )
Dosadime-li z (8) a (9) do pravé strany vztahu (7), pak plati
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1
Z<T.k.k-k,

coz znaci, ze ze Z <_ k okrajk@l uz nelze vyrobit Zadny dalsi
kolac.
Upravime vzorec pro N; s pouzitim (1):

1

Ny = o1 (B + @B gkt ) — (ay
oy . atag)) =
k 1 :
:—];:———1-.P—T:T(an+an—1+...+a1+a0). (10)

Celkovy pocet N vyrobenych kolacua je tedy nejbliz$i nizsi
celé cislo k souctu pravych stran vztaht (6) a (10); oznacime je
hranatymi zévorkami [a]. Plati tedy po upravé

N=N, +N,=
k 1
:[k—l p— k(E — 1) (@ +apa+... +a +a0)]3
coz je hledany vzorec.

Napf. pro p = 1000, 2 = 7, kde 1000 << 77, dostaneme

7000 16
N[ ]

nebot 1000 =2.7% +6.72+2.7 + 6. Je tedy

2 8 2

Jiné FeSeni. V celém feSeni znadi latinskd pismena celd ne-
zéporna Cisla.
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* Po vykrijeni p kol4lh zistane také p okrajkii. Necht je nyni
p=ck-+d, kde 0=d;, <k, ¢ #0, (1)

¢ +dy =k +dypy, kde 0= d, <k, ¢, #0, 2)

¢y +'dy = csk +dj, kde 0 =d; <k, ¢c3#0, (3)

Cpa Fdp1=ck+d,, kde 0=d, <k, ¢, #0, (n)
¢p +d, = dy+, kde 0 <d,; <k (n+1)

Z rovnosti (1) je vidét, Ze po prvnim rozvaleni tésta vyuZijeme
z pavodnich p okrajkd pouze ¢,k okrajki ke zhotoveni novych
¢; kolaca. Z nich zlstane opét ¢, novych okrajki. Zbytek, tj.
d, starych okrajki, nelze zatim vyuzit.

Z rovnosti (2) je vidét, Ze po druhém rozvileni tésta z ¢; + d,
okrajkti dostaneme novych ¢, kolac¢u a zdstane ¢, + d, okrajkd
atd. Tento postup skonci, jakmile zbude méné nez & okrajku.
Vsimnéme si jesté, Ze d,; 1+, 7 0. Jinak by totiZ z (n -+ 1) plynulo,
ze ¢, = d, = 0, coZ je spor.

Pocet vsech kolacu je dan souctem

s=p+=z,
kde
Z2=10¢ +C+ ...+ ¢y

Cislo z dostaneme se¢tenim levych a pravych stran rovnosti (1)
az (n + 1). Po snadné upravé dostaneme

) P:(01+C2+--'+cn)(k—1)+dn+13
1j.
p=2zk—1) +d,4.
Protoze
p—1=2k—1)+q¢,kdeproq =d,,; — lje
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0=¢g <k—1, je = Castelny podil a ¢ zbytek pfi déleni
Cisla p — 1 Cislem k& — 1. Oznacime-li jako C(x) nejvétsi celé
¢islo neprevysujici x, je celkovy pocet kolac roven

p—1
p+C (k — ) :
Tento vysledek je nezavisly na podmince p << k%,

2. Funkcia premennej x je pre x > 0 dana predpisom

M= ®

‘kde C(x) znamen4 najvicsie celé ¢islo neprevyS$ujice . Je teda
C(x) celé cislo, pre ktoré plati

Clx)=x<Cx)+ 1. (2)

Vysetrite obor definicie tejto funkcie a nadrtnite jej graf.

(Poznamka. VySetrujte dand funkciu postupne v intervaloch
0; 1), (15 2), atd.)

RieSenie. Vysetrujme najskdr obor definicie funkcie (1).
Odmocnina na pravej strane je definovana len pre tie x, pre
ktoré plati

3x —4 C(x)
O S @

.Pretoze z nerovnosti (2) vyplyva x — C(x) = 0, je pre x >0
menovatel zlomku 2x — C(x) vzdy kladny. Nerovnost (3) plati
preto len pre tie x, pre ktoré stcasne plati

3x —4 C(x) = 0. (4)
Pre Tubovolné prirodzené Cislo x plati

Clx)=x,
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takze po dosadeni do lavej strany nerovnosti (4) dostaneme
3x —4x < 0.
Funkcia (1) nie je preto definovana pre Ziadne prirodzené &islo x.

Z nerovnosti (4) vyplyva
3x =3 C(x) + C(x),

1
x = C(x) + 3 C(x) . (5)
Pre x >3 je § C(x) =% .3 = 1, takZe po dosadeni do (5)
dostaneme
x=Ckx) +1,

¢o je v spore s nerovnostou (2). Funkcia (1) nie je preto defino-
vana pre ziadne x > 3.

Zostava teda vySetrit funkciu (1) v otvorenych intervaloch
(0;1)(152)a(2;3).
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a) V intervale (0;1) je C(x) = 0, takZe predpis (1) ma tvar

3x7 ’
— —_ 1
y 5 1"

5
= |/ == 1,22.
k) V2 1

Graf funkcie je znazorneny na obr. 1.

t.j.

b) Vintervale (1;2)je C(x) = 1, takze predpis (1) bude mat

tvar
3x —4 "
_ . , 1
Y V2x—l

Pretoze pre (itatela zlomku na pravej strane vztahu (1'") musi
platit

3x —4=0,

je funkcia (1) definovana v intervale (1; 2) len pre x = §.

Graf funkcie na obrazku vznikol spojenim bodov, ktorych
suradnice st uvedené v tabulke

RN
3 | 2 4
;
v 0 Eo,s 0,71 | 0,78

¢) Vintervale (2; 3) je C(x) = 2, takze predpis (1) bude mat

tvar
3x — 8 i
_|/2*=8. 1
* sz—z S
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22

PretoZe pre Citatela zlomku na pravej strane vztahu (1
platit

) musi
3x —8=0,
je funkcia (1) definovana v intervale (2; 3) len pre x = —2— .

Graf funkcie na obrazku vznikol spojenim bodov, ktorych
suradnice st v tabulke:

L
3
0

y 0,43

;,812,9
k3
1

| 3

Zdver: Funkcia (1) je definovana v intervaloch 05 1), (~3— 5 2)

a ( % 53). V tychto intervaloch nadobuda predpis (1) v uve-
denom poradi tvar (1"), (1), resp. (1"’). Graf funkcie je
na obréazku 1.
3. Je dan4 kvadraticka rovnica
az2+(b—5)z——(;:0, ¢))

kde a, b st komplexné Cisla, a +# 0, as b &isla komplexne zdruZe-
né k ¢islam a, b. Korefimi tejto rovnice st dve komplexné jed-
notky prave vtedy, ked je

(b—b2+4aa=0. )
Dokazte!

(Poznamka. Pre rovnice typu (1) s komplexnymi koefi-
cientami platia tie isté vety o vlastnostiach korefiov ako pre
rovnicu s redlnymi koeficientami. Cislo z je komplexnou jed-
notkou prave vtedy, ak plati

22 =2.2=1.
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V dokaze pouzite nerovnost
|21 + 2ol = [24] + |29 -)

RieSenie. a) PredovSetkym je zrejmé, Ze ak jeden koren
rovnice (1) je komplexna jednotka, potom aj druhym koreniom
bude komplexné jednotka, pretoze sticin oboch koretiov je &islo

_ 2, ¢o je komplexna jednotka.
a

b) Nech korenmi rovnice (1) st komplexné jednotky 2, 2,.
Potom plati

21 + 2| = |z] + |2 = 2. 3)
Pre sucet korenov rovnice (1) plati

b—b

g+ &y = T > (4)
Ak dosadime zo vztahu (4) do (3), dostaneme
‘b‘bl§2_

a

Teda i
G-vG-b _,

a.a

Cize

-V—g:ifgz.
a.a

Po umocneni nezdpornych vyrazov na oboch stranach poslednej
nerovnosti a jednoduchej tiprave dostaneme nerovnost (2).
¢) Nech plati vztah (2). Oznaéme
d=|/(6 — b + 4aa.
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Podla vzorca pre rieSenie kvadratickej rovnice je potom jeden
z korenov rovnice (1) dany vztahom

b—b+td

zl - 2a (5)
Zo vztahu (5) dostaneme
. b—b+d
B = (6)
Zo vztahov (5), (6) ich vynasobenim dostaneme
2 (b — p)2 AT (b — P2
& oy = a2 —(® - b) _ (b —b)P+4aa—(b—0b) 1

4a . a da.a

To znamena, Ze 2, je komplexna jednotka a podla odstavca a) je
potom tieZ druhy koren z, rovnice (1) komplexni jednotka.

Tym je dokaz uplne prevedeny.

4. Je dan trojuhelnik ABC a zaporné Cislo . Vysetite mno-
zinu vSech bodi X v roviné ABC, které maji tyto vlastnosti:
a) kazdy z bodt X lezi uvnitt trojuhelnika ABC;
b) stejnolehlost se stiedem X a koeficientem x prevadi
vrcholy A, B v body lezici uvniti trojihelnika 4ABC
a vrchol C v bod lezici vné trojuhelnika ABC.

(Poznamka. Experimentujte pro rizna x, napf. pro x = — 5 .

Vysetfovani lze zjednodusit napt. tim, Ze stfed X stejnolehlosti
s koeficientem », ktera ptevadi vrchol A v bod A’ lze sestrojit

jako obraz bodu A’ v stejnolehlosti [A,

1 .

] ; dokaZte tuto
. — %
vétu.)

1
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Reseni. Ozna¢me A’ obraz vrcholu A v stejnolehlosti [ X, x].
Protoze X lezi mezi A, A’ (nebot je x << 0), plati

AX AX 1

A4 T AX+ XA L X4
AX
" %Y : 5 A
Aviak % = — X4} proto stejnolehlost se stiedem A, ktera
pfevadi A" v X ma koeficient
oo S I
AA" 1 —

- x] pievadi omitiek trojuhelnika ABC

ve vnitfek jistého trojuhelnika T, (obr. 2). Obdobné stejnolehlost
1 S i

[B, —~—] prevadi vnitiek trojuhelnika ABC ve vnitiek jistého

Stejnolehlost [A, T L

1 — 2

trojdhelnika T,. Obdobné stejnolehlost [C, = %] prevadi
vnéjSek trojuhelnika ABC ve vnéjSek jistého trojuhelnika Ti.
ReSeni tlohy dava spolecnd ¢ast (prunik) vnitfka trojuhelnika
T,, T, a vn&jsku trojtihelniku T,.

Obr. 2.
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Rozli§ime tfi pfipady:

1
a) %> ==
b) ——1<a¢<*—1-'
b— 2 b
) x=—1.
a) Na obr. 3 je zvoleno » = — % Body X Z4danych vlast-

nosti vyplni v tomto a v obdobnych pfipadech vnitiek vysra-
fovaného lichobéZnika L.

Obr. 3.
. . 1
b) Na obr. 4a je zakreslena situace pro » = — — ana obr. 4b
. 5 . "
situace pro x = — - Stiedy X tu vyplni vZdy vnitfek vysrafo-

vaného trojuhelnika.

Obr. 4a, b.



c) Na obr. 5a je zakreslena situace pro » = —1 a na obr. 5b
situace pro » = —2. Mnozina vSech bodi X je v obou pfipa-
dech prazdna.

Obr. 5a, b.

Vysledek je shrnut v tabulce:

X 0>x>—_1_ v—l-gn>-1 -1 =%
2 2
Mnozina Vnitfek Vnitfek Mnozina
vSech bodu X lichobéznika trojahelnika prazdna

5. Je dana krychle o hrané délky 1. Kazd4 jeji sténa je rozdé-
lena v (27 + 1) shodnych ¢tvercit podle obr. 6 (kde n = 2
an = 3). Vnitinimi »? ¢tverci kazdé stény (na obrazku Cernymi)
jsou vedeny celym télesem kolmo ke sténé ,,kanily* ve tvaru
pravidelnych ¢tyfbokych hranola.

a) Vypoctéte objem V', a povrch S, zbylého télesa.

b) Zjistéte zda lze zvolit n tak, aby bylo V, = —;—

c) Zjistéte zda lze zvolit » tak, aby bylo S,, > 100.

(Poznamka. V pfipadé b) vysetfujte vyraz 2. V,,.)
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u
N
S
"
Q

n

Obr. 6.

ReSeni. a) Kazdy ,kandl“ obsahuje 27 -+ 1 krychlicek;
pocet ,,kanala je 3.n% Selteme-li nezavisle objemy vsSech
3n? ,kanalu“, pocitime objemy jejich prunikd tfikrat; pocet
téchto prunika je # . n? (kazdy ,kanal®“ obsahuje pravé » pru-
nika). Objem vSech ,,kanala‘“ je tedy

Vp= [3112 2n +1) —2n nz] 1 (1)
" ’ \ Tl en 4120

[ZEa je totiz objem jedné malé krychlicky z priniku

s»kanala“.

Z (1) dostaneme
' 4n3 + 3n?
e
a po upravé
4nd + 9n? + 6n + 1
8n3 + 12n% +6n + 1 °

Vn = (2)
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Povrch S, zbylého télesa se sklada z Sesti ,,déravych* stén a ze
stén ,,kanala“. Pocet Ctverecku déravych stén je

6[(2n + 1)* — n?] = 6(n + 1) Bn + 1). 3)

Pocet ctvereckl ve sténach ,kanalu® je 4(n + 1); pocet
Ctverecku skladajicich stény vSech kanald je tedy

12n* (n 4 1). 4)
Spojenim (3), (4) dostaneme

Sy = [602 +1)(3n + 1) + 1222 (n + 1)]. G !

_I—ljé 5 (5)

Ty je totiz obsah jednoho ¢tverecku. Vzorec (5) upra-

@n + 1)
vime:
6(n + 6(n + 1*2n +1)
» (2n+1>°[3 N | B
_ 6(n + 1)
St e (6)

b) Uvazujme dvojnasobek cisla I, ze vzorce (2):

Sy 818 12m 2
" 8412 6n+1
6m2 | 6n 4+ 1

8n® + 12n% - 6m + 1

>1

=1+
neboli pro vSechna # plati

1
V, > >
1 .
Z4dné n, pro které by platilo, ze V,, < > tedy neexistuje.
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¢) Méme fesit nerovnost (viz (6))

6 17 100
2n 41
neboli po tpravé
3n* — 94n — 47 > 0. (7

Rovnice 3n* — 94n — 47 = 0 ma dva redlné kofeny n;, n,,

pro néz plati
—1<n <0, 31 << my << 32.

Zvolime-li libovolné pfirozené n > ny, je S, > 100. Pro
n = 32 je polet ,kanalu“, ktery spliuje pozadavek ulohy c),
minimélni, tj. 3. 32% = 3072.

6. Uvniti trojuhelnika ABC je dan bod R té vlastnosti, Ze
<< RAB = <t RBC = <~ RC4 — ¢.

Jsou-li «, f3,  vnitini thly trojuhelnika ABC, plati

1 1 1 1

sin¢  sin?a  sin?f  sin?y ’

dokazte.

(Poznamka. Obsah trojihelnika ABC vyjadiete jako soucet
c obsahtt  trojdhelnikd  ABR,
. BCR, CAR)

ReSeni (obr. 7). Oznaime
AR = x, BR =y, CR =z,
déle oznalme strany trojuhel-
nika ABC obvyklym zpisobem
a pismenem P jeho obsah. Podle

- -\ sinové véty (pro trojihelniky
A ¢ 8 CAR, ABR a BCR) dostaneme




. ¢ . a .
X = .sin ¢, y:m.smqi, g = ———.sing; (1)

sin « sin y

je totiz < ARC = 180° — «, <= ARB = 180° — f3,
< BRC = 180° — .
Pro obsahy trojihelnika plati

A ABR + ABCR -+ NCAR = N\ ABC
neboli

1 1 )
%cx.sin(p #"—ay-Sin(P-f-gbz.sn_lqo:P,

2

Z (2) dostaneme upravou

2P
sing

x4 ay + bz =

Do (3) dosadime z (1) a délime Cislem sin ¢; vyjde
be ac  ab 2P
sin o sin f3 sin y sin? ¢ *
Pouzijeme-li vzorct pro obsah trojuhelniku
P*lbs' _ i —lbsinﬂ
=5 c1ncx—2acsm/3——2a Vs

vyjde dokazovana rovnost.

2. KATEGORIE B

1. Najdéte vSecka realna Cisla x, pro ktera plati
1 1

n—x Ji+«

=1

@

€)

4)

@
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ResSeni. a) Plati-li pro realné &islo x vztah (1), je

Vl+x—l/1~xg]/l~x2,

umocnénim dostaneme

2 2T=*=1—4,
tj. i
1+ 222 2)1 —x.
Provedeme dal$i umocnéni; vyjde
1 +2x2 4+ x> 4 — 452,
1.
x4+ 6x2—3=0.
Trojclen na levé strané (2) vyjadiime ve tvaru
x®+32—-12=0,
tj.
2 +3+ 122 +3-)12)=0.

(1a)

(1b)

(Ic)

(1d)

@)

®)

Prvni Cinitel na levé strané (3) je vzdy kladné Cislo; proto musi

byt
x4+ 3 —]/Ego,
1.
) = 12 —3 == /0,462 = 0,68 .

39

4)

b) Zkouska. Z (4) plyne (3"), odtud (3), (2), (1d). Z (1d) plyne

(Ic) pravé tehdy, kdyz plati
x| = 1.

Nerovnost (1c) upravime na tvar (1b) neboli

(V1+x~]/1~x)zg(l/l—x2)2-

38
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- Z této nerovnosti plyne nerovnost (la) pravé tehdy, kdyz
je
JTrx—Ji=x=z0,

neboli
irez)i=s,

neboli

l14+x=1—x. (6)
Nerovnost (6) plati pravé tehdy, kdyz je
x=0. (M
Z nerovnosti (1a) plyne (1) pravé tehdy, pokud je

x#+1. ®

Spojime-li (4), (5), (7) a (8), dostaneme fe$eni

1>x=)]12 —3.
Znézornéni na Ciselné ose je na obr. 8.

0 213-3 éIO,58 1
Obr. 8.

2. Dekadicky zapis prave jedného z Cisel
a, ="T"+2.7" + 2, by=T17"—-2.7"+2,

kde n je prirodzené ¢islo, md na mieste jednotiek Cislicu 5.
Dokazte.

RieSenie. LCahko sa presved¢ime, Ze mocniny 7% pre n =
=1,2,3,4,...koncia v uvedenom poradi &islicami 7, 9, 3, 1,
pricom sa tieto Cislice v postupnosti mocnin opakuju (podrobny

dokaz tohto pomocného tvrdenia mozno podat matematickou
indukciou).
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Cisla a,, b, mozno vyjadrit v tvare
Gy = (T + 1241, b= (" —17 4 1.

Cisla 7" + 1, resp. 7* — 1 kontia teda postupne &islicami
8, 0, 4, 2, resp. 6, 8, 2, 0. Potom cisla (7% + 1)% resp. (7% — 1)?
koncia Cislicami 4, 0, 6, 4, resp. 6, 4, 4, 0 a konelne Cisla
(7™ 4 1) 4 1, resp. (7% — 1)? + 1 kondia &islicami 5, 1, 7, 5,
resp. 7, 5,5, 1.

Je teda vidiet, Ze pre kazdé prirodzené »n kondi prave jedno
z Cisel a,, by, Cislicou 5. Tym je dokaz prevedeny.

3. Pravouhly trojuhelnik mé tuto vlastnost: Z jeho odvésen
a z vySky na pfeponu lze sestrojit opét pravouhly trojdhelnik.

a) Vypoctéte pomér odvésny a piepony.

b) Sestrojte aspoti jeden trojihelnik uvedené vlastnosti.

Obr. 9.

Reseni (obr. 9). a) Budiz b = a > v. Pak pro druhy pravo-
thly trojuhelnik plati
b? = a® + v, )
takZe zaroven je
AD = BC =a.
Podle Eukleidovy véty je
AC* =AD . AB,
tj.
b =ac. (2)
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Do (2) dosadime 6% = ¢ — a?, upravime a ziskame rovnici
a+ac—ct=0. (3)

y . - w 1
Protoze ¢ # 0, nasobime rovnici (3) Cislem = dostaneme

kvadratickou rovnici pro hledany pomér odvésny a a piepony c,
tj. rovnici

a\’ a ,
Rovnice (3) mé jediny kladny koten

a 1

7=3(V5—1). 4)

Rovnice (3) vyjadfuje nutnou a postacujici podminku pro to,
aby dany trojihelnik mél vyslovenou vlastnost, jak plyne
z obraceni postupu.

Poznamka. Pfi vypoctu poméru druhé odvésny & a piepo-
ny ¢ vyjdeme rovnéz ze vztahu (2); jednoduchou tpravou do-
staneme

b  a
c b
Dale plati
b e
- b
1.
b / c2
e|E
- e b
Umocnénim a substituci x = — dostaneme
C
1
x2 == ?2- —1
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gl ,
a2 —-1=0, (5)

coz je kvadraticka rovnice pro x% Jeji jediny kladny kofen je

x% = %(V?— 1),

b 1.,
w= “/‘2— (VS —1).
b) Pro zvolené ¢ = AB provedeme s pouzitim vysledku (4)
konstrukci trojuhelniku ABC takto:

Sestrojime pomocny pravouhly trojihelnik BAO s odvésnami

AO = ?c , AB = ¢. Kruznicel = (O;%) protne usecku BO

takZe plati

v bodé T. Vypoltem se presvédcime, Ze
c
BT = 2 (V5 —1),

co? je délka hledané odvésny a, kterou vypocitame ze (4). Dalsi
kroky konstrukce jsou zfejmé z obr. 10. Dtkaz vyplyva z obra-
ceni postupu a).

0
: M~

\ { s

-~
Ve
/
/
/
Njo
\
by
S\ /
\\\‘\
\)’ //
To //
s
/) G
)
g
o
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4. Je dan obdélnik o rozmérech a, b. Do ného je vepsano
pismeno ,,V* podle obrazku 11.
X X

—p a N————
——

Obr. 11.

a) Vyjadfete obsah plochy pismene ,,V* pomoci délky x a roz-
méra a, b.
b) Pro kterou délku x je obsah plochy ,,V* polovinou obsahu
obdélnika ?

Reseni. a) Z obrézku je patrno, Ze pismeno ,,V* vznikne jen

pro x < g— . Z podobnosti trojihelnika
N\ KLM ~ N\ NPM (uu)

vyplyva

y_ b=y

x a—2x’
odtud po upravé

bx
y=o— )
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Obsah plochy pismene ,,V* ozna¢me z; pak plati

z = 2bx ——é‘xy. (2)
Spojime-li vztahy (1), (2) vyloucenim y, dostaneme
4abx — 5bx*
R 2

coz je hledany vzorec pro z platny pro x << —;— .

1
b) Druhou otdzku zodpovime po rozieseni rovnice 2 = 5 ab
(viz (3)) neboli
4abx — 5bx* 1
20a —x) —2-ab ? S

kde neznidmou je délka x; a, b jsou dané rozméry obdélniku.
Odtud dostaneme po tpravé rovnici

5x% — 5ax + a® = 0. (5)
Rovnice (5) ma dva kladné kofeny
O E3 SN £
Kofen x; nevyhovuje, nebot je
N 7,236

X =

1
S —a;
o ¢ 0,7236a > 2

pro tuto délku x, nevznikne pismeno ,,V*“. Druhy kofen x, vy-
hovuje, nebot je

2,764 1
xai——’l—g——a=0,2764a<7a .

44



Je tieba si jesté uvédomit, Ze z rovnice (5) vyplyva (4) neboli

1 -
2= ab; tim je provedena zkouska pro druhy kofen. Z postu-

pu je patrné, Ze a je libovolné redlné kladné cislo; Cislo b je
rovnéz kladné redlné Cislo na Cislu a nezavislé (viz uprava (4)

na (5) a obricen¢). Omezeni x << % vyplyva z pozadavku

existence pismene tvaru ,,V/*.

5. Je dan kvadr o rozmérech a, b, ¢, ktery neni krychle.
Soucet objemu krychli o hranich a, b, ¢ je vétsi neZ trojnasobny
objem daného kvidru; dokazte.

(Poznamka. Pouzijte vyrazu (a + b + c)3.)

ReSeni. Mame vlastné dokézat toto tvrzeni: Jsou-li a, b, ¢
tfi kladné cisla, ne vesmés sobé rovna (nebot jde o rozméry
kvadru, ktery neni krychle), pak plati

a® + b + ¢ — 3abc > 0. (1)

Abychom tuto nerovnost dokazali, uzijme vzorce

(@ + b+ )P =a®+ b +. + 3(a% + ab® + a* + ac* +
+ b% + bc?) + 6abc .
Tedy
a® + b + & — 3abc = (a + b + ¢)® — 3(a% + ab* + a*c +
+ ac* + b%* -+ bc*) — 9abc =
= (a+b+cP—3[abla+b+c)+acla+b+c)+
+ bcla + b + 0)] =

=(a+b+c) [a®+ b*+ & —ab — ac — bc] =
1

=—2—(a+b+c)[(a—b)2+(a—c)2+(b—c)2].
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Posledni vyraz je vzdy kladny, nebot a, b, ¢ jsou kladna Cisla
ne vesmes sobé rovnd. Tim je nerovnost (1) dokdzéna.

6. V rovine lezi sedem roznych prlamok ktorych vzajomna
poloha je popisana takto:

a) z danych priamok mozno vybrat prave Styri dvojice
rovnobeziek;

b) v rovine je 11 réznych bodov, z ktorych kazdy je priesec-
nikom prave dvoch priamok.

Zistite, ¢i niektorym bodom roviny prechadza viac nez dve
z danych priamok.

Uloha m4 dva typy rieSeni; nalrtnite ich!

(Poznamka. Pocitame vSetky mozné zostaviteIné dvojice
rovnobeziek, napr. tri rézne rovnobezky predstavujd tri dvo-
jice rovnobeziek.)

RieSenie. Zo siedmich roznych priamok moZno utvorit
7.6 . . .
5 = 21 roznych dvojic. V sustave st Styri dvojice rovno-
beZiek, a teda 21 — 4 = 17 dvojic réznobeziek. Z nich je 17 —
— 11 = 6 takych, ktoré su tvorené priamkami, ktorych prie-
secnikom prechadza viac nez dve priamky. To je mozZné dvoma
spésobmi:

1. dva priese¢niky leZia na troch priamkach (obr. 12 a, b);

3 dvojice 3 dvojice
Celkem 6 dvoiic
Obr. 12a, b.
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2. jeden priesecnik lezi na Styroch priamkach (obr. 13).

Obr. 13.

Styri dvojice rovnobeZiek nemézu patrit $tyrom réznym
smerom, pretoZe potom by vSetkych priamok muselo byt aspon
osem. Patria tedy aspon tri priamky tomu istému smeru. Ne-
mozu vSak tomu istému smeru patrit $tyri priamky, pretoZe
potom by existovalo aspon 6 dvojic rovnobeziek. Situdcia s rov-
nobezkami je teda jedine takato (obr. 14):

/] /
/77
/)

Obr. 14.

a) Predchadzajuci obr. 14 doplnime najskor dvoma priam-
kami tak, aby vznikli dva priese¢niky troch priamok. St to napr.
takéto obrazky (obr. 15a, b, c):
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Obr. 15a, b.

b) Druhy sposob doplnenia je taky, Ze vznikne priese¢nik
Styroch priamok (obr. 16).

S

/

e e

TN
/

Obr. 15c. Obr. 16.
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3. KATEGORIE C

1. T#i navzijem ruznd piirozend Cisla a, b, ¢ maji tuto
vlastnost: soucet kazdych dvou z nich je délitelny tfetim
Cislem. Vyjadrete viecka Cisla takové trojice pomoci nejmensiho
znich.

Reseni. Zvolme oznateni &isel g, b, ¢ tak, aby bylo

a<<b<c. (1)
Podle (1) je a + b << 2¢. Necht a + b = k. ¢, kde % je pfi-
rozené Cislo. Je tedy k. ¢ << 2¢, tj. k = 1, takZe plati
c=a-+b. (2)
Podle (2) je
a+c=2a+b="Fk.b, 3)
kde %' je ptirozené Cislo.
Mimo to je podle (1) 2a << 2b a b << a + ¢. Je tedy podle

®)
b<<k .b<3b,

tj. &' = 2 a dale z (3) vyplyva

b=2a. 4)
Spojime-1i (2), (4), dostaneme
¢c=3a. (5)

Zvolime-li a, dostaneme trojici a, 2a, 3a. Nejmens$i takova
trojice je 1, 2, 3.

Zkouskou se presvéd¢ime, Ze trojice vyhovuje danym pod-
minkam.
2. O danych kladnych cislech a, b, ¢, d plati

a Cc
=<7 (1)
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Dokazte, ze pro kazdou dvojici kladnych cisel x, v plati nerov-
nosti
a ax + ¢y ¢

P b idy —d @

Reseni. Z (1) plyne

bc —ad > 0. (1"
Vypocteme rozdil
ax ¢y a 1 N B o
bx i dy b bw x + dy) (abx - bcy — abx — ady) =
y(bc — ad)
) b(bx +dy) © 3

Posledni vyraz v zapisu (3) je kladny, nebot b > 0, bx + dy >
>0, y >0, bc—ad >0 (podle (1").

Vypocteme rozdil

< ax+cy7 1 N B B N
d bxtdy  dbx + dy) (bex + cdy — adx — cdy) =
_ (be —adx

T d(bx +dy) ©)

Také ve vztahu (4) je z obdobnych davodu jako pfi vypoctu
prvniho rozdilu posledni vyraz kladny.
Vzhledem k vysledkim (3) a (4) jsou nerovnosti (2) spravné.

3. Skola s n Ziakmi mala pochodové cvicenie. Zraz bol na
konecCnej stanici elektrickej drahy. Elektrickou pricestovalo
?°/, zo vietkych Ziakov, p °/, z ostatnych pri§lo peso. Pri kon-
trole sa ukazalo, Ze chyba jediny ziak. Vyjadrite p pomocou 7
a vypocet prevedte pre n — 400.

(Poznéamka. Pri Gprave rovnice pre p vytknite 7.)
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Riesenie. Elektrickou pricestovalo 7. —1%)— Ziakov, zvy$ok bol

_ P 8o 2ot __PY P
n (1 100). Peso prislo teda n(l 100) 100 Ziakov.
Podla textu tlohy je

R (R I W S
"'100‘"(1 100)100“” .
z ¢oho po Uprave mame

o P (PN
2"“100 n.(loo)hn 1.

Vyrazy obsahujuce Cislo # prevedieme na lavu stranu a cislo
n vytkneme. Dostaneme

LI O W

a po vynasobeni ¢islom | — —

n
:

B o R

Vyraz na lavej strane je druhou mocninou dvoj¢lena

( — i&-) . Pretoze 'lf)% <1t} 1 — % > 0, vyplyvaz(1)
12— %

» = 100 (1—1/%). )
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Ak dosadime do (2) ¢islo » = 400, vyjde p = 95. Po dosadeni
do podmienok ulohy zistime, Ze elektrickou pricestovalo 380

ziakov, 19 Ziakov priSlo peSo a jeden chybal.
Skuska: 380 + 19 4 1 = 400.
Iné rieSenie. Jeden Zziak sa nedostavil, t. j. 1 je (100 — p)
percent zo zvySku z. Plati teda
100

.

" 100 — p

Zvy3ok je zo vietkych n Ziakov (100 — p) percent. Pre celkovy
pocet ziakov tedy dostaneme

_, 1o (100 2
U100 —p 100—p)’

skadial uz vyplyva
p = 100 (1 - ;)
Vn

0 N C
\\
\
\ | .
N
-Y h
A
Obr. 17.

4. Narysujte obrazec podle pfipojené¢ho obr. 17; ABCD je
Ctverec o stran¢ délky 6 cm, bod M je stfedem strany BC
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(BN L AM | DY). Vypoctéte vzdalenost NY a zjistéte vy-
poctem, zda trojuhelnik DN'Y je pravouhly.

Refeni. Ziejmé je
N\ ABM > N\ BCN, (usu) (1)

nebot <t MAB = <. NBC. Z (1) plyne BM = CN = 3 cm.
Podle Pythagorovy véty pro trojihelnik ABM je

AM = |/4B* + BM2 = |45 = 3|/5. @)

Oznacdime-li BX= x a vyjadfime-li obsah trojihelnika ABM
dvojim zpusobem, dostaneme

AM . BX = 3x|/5 = 2. AABM — AB.BM = 6.3,
odtud
6
= 5= 3
75 ©)
Dale je podle Pythagorovy véty vzhledem ke (3)
AX=]/4AB* —BX* = ‘/36—3—6 _ 12 o @

5 V5
Podle véty usu je viak
A DAY 2 N\ ABX,
tj.
AY = BX = x = V_ ®
Bod Y je tedy podle (4), (5) stfedem tsecky AX.

Vzdalenost NY vypocteme podle Pythagorovy véty z troj-
uhelnika NYX. Plati podle (2), (3)

NY? = NX® + YX? — (31/5 s ) (V5 )2
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po upravé
117
NY? = —, 6
: (©)
1.
Ny 3. ]/
Podle obraceni Pythagorovy véty je trojihelnik DN'Y pravo-
uhly (jeho nejdelsi strana je DY) pravé tehdy, plati-li
DY? — DN? — NY?=0.
Protoze je /\ DAY & A\ ABX, je podle (4) DY = AX =

12
= 2x = ——; mimo to je DN = 3. Plati tedy podle (6)

V5
144 117 18
2 2 e — —_—— = — — £
DY DN NY? = 5 9 5 5 #0.

Trojihelnik DN'Y tedy neni pravouhly.

5. Je dana kruznice £ = (§; r) a bod 4 jejiho vnéjsku.

a) Bodem A4 sestrojte pfimku, ktera protind kruznici 2 v bo-
dech B, C tak, Ze B je stfedem usecky AC (dloha Catalanova).

Provedte diskusi. b) Vyjadtete délku t&-
7 tivy BC pomoci délek
/. ryo=AS.

/ Reseni. a) Predpokli-
dejme, Ze jsme piimku
sestrojili (obr. 18). Budiz
CD pramér kruznice,
M stied usecky BC. Ne-

= lezi-li body 4, B, C, D
v piimce, vznikne troju-
helnik ACD, v némz je

Obr. 18.
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BS stiedni pticka rovnobézna s AD; je tedy
AD =2 .BS = 2r.
Lezi-li body 4, B, C, D v pfimce, je B = D a plati
AD = AB = BC = 2r,
tj.
AS = v =73r.

Bod D lezi tedy vzdy na kruznici / = (A4; 2r). Uloha ma
aspon jedno feSeni pravé tehdy, maji-li kruznice k&, / aspon
jeden spole¢ny bod, tj. kdyz plati

r=2r —r=ov=<2r+4r=>3r. (1)

Leva nerovnost (1) je splnéna (nebot A4 je bod vnéj$ku kruznice
k). Podminka feSitelnosti je tedy

2 = 3r, @)
nebot plati-li (2), plati i (1) a kruZnice %, / maji spole¢ny aspol
jeden bod; kazdy spolecny bod vede k jednomu feSeni ulohy.

Plati-li ve vztahu (2) rovnost, ma uloha jediné feSeni;
v ptipadé ostré nerovnosti ma dloha dvé feSeni. Jinak dloha
feSeni nema.

b) Oznacme BC = x; z pravouhlého trojuhelnika BMS
dostaneme podle Pythagorovy véty

x2
MS?2 =12 — —.
Ty
Dale vypocteme z pravouhlého trojithelnika 4ASM
2
AS* = MS? + (%x) 5
tj. '
x2 9

% — 2 T + sz,

55



odtud 2x? = 22 — r? neboli
=12y )

Vzorec (3) plati i v ptipadé, kdyz je v = 3r a kdy nevznikne
trojihelnik ACD; pak vyjde x = 2r.

Ze vzorce (3) dostaneme znovu podminku fesitelnosti: jezto
musi platit x = 2r, je

@—sz —r2<2r,
tj.
22 — r2 < 8r2,

takZe
v = 3r,

coz souhlasi s podminkou (2).

6. Dokazte: Os strany BC trojuholnika 4BC pretne stranu
AB vo vnutornom bode préave vtedy, ked pre uhly trojiholnika
plati vztah

o 4 2 < 180°.

(Poznamka. Pri dokaze obratenej vety vyjdite zo situdcie,
ked os usecky BC nepretina tsecku AB.)

c RieSenie (obr. 19).a) Ak pre-
tina os o stranu 4B vo vnutor-
nom bode M, vznikne rovnora-
menny trojuholnik BCM a troj-
uholnik ACM. Pre vonkajsi
uhol <t AMC zrejme plati
X AMC = 2f. Okrem toho

g v trojuholniku ACM plati

<< AMC + ¢ CAM < 180°,
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o + 28 < 180°. 1)

b) Predpokladajme, Ze priamka o nepretina usecku AB v jej
vnutornom bode. Ak je f = 90°, potom nerovnost (1) zrejme
neplati. Ak je § << 90°, pretne priamka o (podla 5. postulatu)
polpriamku BA4 v bode M, ktory nelezi vo vnutri usecky AB.
Vznikne rovnoramenny trojuholnik BCM so zakladiiou BC
(obr. 20), je teda

X BCM =§.

PretoZe bod A4 lezi na tsecke BM,je <t ACB = <. BCM, t.j.
180° —ax — B =P
Cize
o + 28 = 180°,
o je negacia vztahu (1).

Iné rieSenie. b) Predpokladajme, Ze priamka o nepretne
usecku AB v jej vnutornom bode. Potom priamka o bud pre-.
chadza bodom A alebo (podla Paschovho postulatu) pretne
tusecku AC v jej vnutornom bode. V prvom pripade je troj-
uholnik ABC rovnoramenny so zakladnou BC a plati

o + 2 = 180°.
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V druhom pripade podla a) je

o + 2y << 180° = 2. (a + f + ) — 1807,
takze
o + 26 > 180°.
Vidy teda plati
% + 2f = 1807,
¢o je negacia vztahu (1).

3

4. KATEGORIE D

1. Ziak dostal za tlohu umocnit troj¢len (a 4 26 — 3)2.
Vysiel mu vysledok a® + 4% — 9. ,,Ale to predsa nie je spravne
— namietal ucitel — dosad si na skuSku za a, b nejaké urcité
prirodzené &isla.“ Ziak poslichol a skiska mu vysla. Ktoré
Cisla dosadil? Ako znie sprdvne vzorec pre druhi mocninu
daného trojclena?

RieSenie. Spravny vysledok ma zniet
(a+2b—32=a%+ 402 +9 +4ab —6a —12b. (1)
Ak porovname spravny vysledok s vysledkom Zziaka, dostaneme
a? 4+ 4b*> + 9 + 4ab — 6a — 12b = a® + 46> — 9
Cize '
4ab — 6a — 126 + 18 =0,
t.j.
2ab —3a —6b +9=0.
Vytknutim spolo¢nych Cinitelov postupne dostaneme

a2b —3) — 326 —3) =0,
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2b—3)(a—3)=0.

Stadial vyplyva a = 3, pretoZe 2b — 3 ako neparne Cislo je
nenulové. Obratene z a = 3 vyplyva vztah (1). Mame teda
vysledok:

Ziak dosadil @ = 3 a za b nejaké prirodzené &islo.

2. Je dané prvocislo p. Najdite vSetky dvojice prirodzenych
Cisel x, y, ktoré vyhovuju rovnici
1 1 1
st M
p+x pt+y P
RieSenie. Rovnicu (1) vynasobime sicinom p(p + x) (p +y),
ktory je zrejme od nuly rdézny, pretoze p, x, y s prirodzené
¢isla. Dostaneme
PP+ +pp+x)=0@+x)(+)
a po dalSej uprave
PP=xy. )
Delitelmi cisla p* su Cisla 1, p a p% Dvojice prirodzenych
cisel [x, v], ktoré vyhovuju rovnici (2) zostavime do tabulky:

1x1‘pip2

Kazda z usporiadanych dvojic prirodzenych cisel [1, p?]
alebo [p, p] alebo [p?, 1] vyhovuje tieZ rovnici (1), o Com sa
presvedcime dosadenim. RieSenim tulohy su teda uvedené tri
usporiadané dvojice Cisel [x, y].
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3. Pismeno a oznacuje prfirozené Cislo, jehoz dekadicky zapis
ma4 vice nez 6 cifer, pismeno & oznacuje Cislo, jehoZ dekadicky
zapis tvoii poslednich Sest cifer Cisla a. Dokazte: Je-li a na-
sobkem Cisla 2%, je také b ndsobkem ¢isla 2° a obréacené.

Reseni. Cislo a vyjadiime jako soucet nezaporného celého
Cisla b a vhodného pfirozeného &isla ¢, ndsobeného 10%; je
tedy

a=>5b-+10%.c,
tj.
a=1b+2%.(%), (1)
1. Je-li a = 2. d’, je podle (1)
b= 2%a" — 5%),
kde a’ — 5% je Cislo celé; proto: je-li 26 délitelem Cisla a, je
i délitelem disla b.
2. Je-li b= 2%.%, je podle (1)
a =25(b" + 55),
kde &" + 5% je Cislo celé; proto: je-li 26 délitelem Cisla b, je
i délitelem Cisla a.

4. Vrcholy, stredy stran a priesenik uhlopriecok S$tvorca
tvoria skupinu deviatich bodov. Kolko trojuholnikov ma vsetky
tri vrcholy v tychto deviatich bodoch?

Je osem typov (nezhodnych) trojuholnikov. Nakreslite ich
a udajte, kolko je trojuholnikov kazdého typu.

(Poznamka. Vsetkych trojic roznych bodov je 84.)

f RieSenie. Skupina danych deviatich bo-
dov je zndzornend na obr. 21. Pocet vset-
kych trojic bodov je 84. Pocet trojic bodov
leziacich na priamke je 8. Preto pocet viet-
kych moznych trojuholnikov je 84 — 8 = 76.

> © 6 Obr. 21.
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Na obr. 22 abcdefg je zndzorneny jeden spdsob postupného
vytvéarania trojuholnikov. V kazdom obrazku sa vychidza od
hrubo vytiahnutej strany. Prvy Cinitel udava, kolkokrat sa tato
strana opakuje. Druhy cinitel udadva pocet vrcholov, ktoré
s uvazovanou stranou urCuju trojuholniky. Tieto vrcholy sd
vyberané tak, aby nevznikli uz vytvorené trojuholniky.

AN ./&/
a1 8.2=16 d) A 8.3=24
// '//
/" /// AN
b =P 43=12 A\ N 2.2=4
s e '\ .
(ﬁ"/ "\J('/
/
Q\\\\\\ ke R :\ . //' '7,‘
¢) = 4.2=8 T “// 4.2=8
7~ B
/ F
e . __\J,(__
//
ol 1 4.1=4
//
Obr. 22.

Na obr. 23 je prehlad jednotlivych typov (nezhodnych)
trojuholnikov. Pri kazdom type je uvedené cislo, ktoré udava,
kolkokrat sa prislusny trojuholnik v nasej ulohe vyskytne.
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Obr. 23.
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Celkem 76

5. Body 4, B, C, D dé&li kruznici 2 = (S ) na ¢tyti oblouky,
jejichz délky jsou v poméru
Afézé—(\'}:(fl\):ﬁ?l;l:ZA:S.

Ptimky AD, BC se protnou v bodé Q. Vypoctéte vzdalenosti

OB a OD.

Obr. 24.

Reseni (obr. 24). Ziejmé plati pro stfedové tihly
X ASB: << BSC:<x CSD: < DSA=1:2:4:5.
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Odtud snadno vypolteme

<L ASB = 30°, <t BSC = 60°, <t CSD = 120°, <t DSA =
= 150°.

V rovnoramenném trojuhelniku ADS je < ADS = 15°,
v rovnoramenném trojuhelniku CDS je <t SDC = <t SCD =
= 30°. ProtoZe trojuhelnik BCS je rovnostranny, je <© SCB =
= 60°. Je tedy

< ADC = 15° + 30° = 45°,
< BCD = 60° | 30° = 90°. (1)

Z rovnoramenného trojuhelnika CDS (ktery rozdélime

vySkou ve dva pravodhlé) dostaneme
CD = 1|3 . )
Podle (1) je trojuhelnik CDQ pravouhly a rovnoramenny;
podle (2) je tedy CQ = CD — r|/3. Protoze je CB = r, je
BQ—=CQ — CB=r(|3 —1).
Z trojuhelnika QCD dostaneme
OD —CD. |2 = r|s .

6. Lichobéznik ABCD ma uhlopticky AC, BD, které maji

tutéz délku a puali uhly pti zakladné AB. Dokazte, Ze plati

BC = CD = DA a sestrojte tento lichobéZnik, je-li déno
AB = a, = ACB = 90°.

ReSeni (obr. 25). Podle podminky tlohy je <t DAC =
= <& CAB; dile je <=t DCA = < CAD (thly stfidavé). Proto
je = DAC = <. DCA a trojihelnik ACD je rovnoramenny
se zakladnou AC. Z obdobného diivodu je trojihelnik BCD
rovnoramenny se zakladnou BD. Je tedy

AD = CD = BC. 1)
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Obr. 25.

Ze vztahi (1) plyne, Ze lichobéZnik je rovnoramenny; je tedy
<L DAB = <t CBA; z toho vyplyva

4 CBA=2.% CAB, 2)

nebot AC je osa thlu <t DAB. Protoze trojuhelnik ABC je
pravouhly, je <t CBA + <. CAB = 90°; z (2) pak plyne

<L CAB = 30°, <t CBA = 60°.

Lichobéznik ABCD se napf. sestroji jako ¢ast pravidelného
Sestitthelnika vepsaného do kruZnice nad primérem AB.
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