14. ro¢nik matematické olympiady

V. Sedméa mezinarodni matematicka olympiada v
Berliné ve dnech 3.-12. ¢ervence 1965

In: Jan Vysin (editor); Vlastimil Machacek (editor); Rudolf
Zelinka (author): 14. ro¢nik matematické olympiady. Zprava o
feSeni tloh ze soutéZe konané ve Skolnim roce 1964-1965. 7.
PeFRTY him@atematicka olympidda. (Czech). Praha: Statni
pedagogické nakladatelstvi, 1966. pp. 112-143.

hstituis pUMBharatos/alnthe zen2cademae 28 Sciences

provides access to digitized documents strictly for personal use.
Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This document has been digitized, optimized for

electronic delivery and stamped with digital
L signature within the project DML-CZ: The Czech

Digital Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/404543
http://dml.cz

V. Sedm4 mezinarodni matematicka
olympiada v Berliné€ ve dnech 3.—12. ervence
1965

1. Prabéh olympiady

VII. MMO méla ze vSech dosavadnich mezinarodnich
olympidd nejvétsi pocet ucastnickych zemi. Zucastnilo se
ji deset statti: Bulharsko, Ceskoslovensko, Finsko, Jugo-
sldvie, Madarsko, Mongolsko, Némeckd demokratickd
republika, Polsko, Rumunsko a Sovétsky svaz. Pozoru-
hodné je, Ze se letos olympiédy ucastnilo Finsko jako
prvni stat, ktery nepatn k socialistickému taboru. Né-
které da151 pozvane staty (Cina, Kuba) se nedostavﬂy,
ale lze oCekavat, Ze v pristich letech bude pocet tiCastnic-
kych zemi vzrastat a Ze soutéZ nezlstane omezena jen
na socialistické staty; tim se ovSem bude zvySovat jeji
vyznam pro spoluprdci nidrodd na poli $kolské matema-
tiky 1 jeji politicka vaha. SoutéZ byla organizovana v pod-
staté podle statutu vypracovaného pro IV. MMO v roce
1962 v Ceskoslovensku. Kazdy ucastnicky stat vyslal
osmiClenné druzstvo pod vedenim delegita a jeho za-
stupce (pedagogického pruvodce).

Soutéz ridila mezindrodni komise (Jury); jejim pfed-
sedou byl prof. dr. Engel z university v Roztokach (Ro-
stock), Cleny s hlasovacim priavem vSichni vedouci
delegaci.

Program soutéZe byl velmi peclivé pfipraven do nej-
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mens$ich podrobnosti; byl skutecné bohaty a asové i pra-
covné velmi niroCny. VII. MMO se konala za velké
moralni i finan¢ni podpory strany a vlady NDR a téSila se
velké pozornosti, zejména tisku; deset Casopisit — mezi
nimi i Neues Deutschland — vénovalo na svych strankich
mnoho mista reportdZim a zpravam.

Vedouci delegaci se sjeli dne 1. ¢ervence t. r. v Berliné.
Vecer bylo kratké pfijeti vSech Clenti prof. Engelem
v hotelu Newa. Dne 2. Cervence zasedala Jury po cely
den v Domé odborti; pfi zahajeni uctila pamétku zesnu-
Iého &s. pracovnika R. Zelinky. Odpoledne se zabyvala
pifedbéZné hodnocenim navrzenych soutéZnich tloh.
Vecer byli delegati pfijati v hotelu Moskva stdtnim sekre-
tatem Wernerem Lorenzem za casti dalsich vladnich a
stranickych Ciniteld. Cely den 3. Cervence byl vénovan
vybéru tloh pro soutéz. Po dlouhé diskusi bylo vybrano
Sest uloh (tfi pro prvni soutéZni préci, tfi pro druhou).
Béhem 3. Cervence dorazila do Berlina vSechna druZstva
pod vedenim pedagogickych privodct a byla ubytovana
v interndtu Jugendhochschule W. Piecka v Bogensee,
v pékné lesnaté a jezernaté krajiné, vzdalené asi 30 km
od stfedu Berlina.

V nedéli 4. Cervence se dostavili na zaseddni Jury
i pedagogicti pruvodci; po kratké schiizi se ucastnici
rozesli, aby rozmnoZili texty soutéZnich tloh v ndrodnich
jazycich. Preklady text z n€meckého origindlu pfipravili
vedouci delegaci jiz predchozi vecer. Odpoledne odjeli
delegati se svymi zastupci do Postupimi. Prohlédli si
zamek Sanssouci, park i dal$i pamétihodnosti; vecer bylo
uspofddano v restauraci Zur Stadt Potsdam pratelské
setkdni s uciteli postupimské Vysoké Skoly pedagogické.
Zaci vénovali ned¢li rekreaci a vyjizdce na Weisse Flotte
po Sprévé.
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Réno 5. Cervence byla v Bogensee v sile Jugendhoch-
schule zahdjena prvni Céast soutéZe. Promluvil kratce prof.
Engel, potom zastupce strany precetl pozdravny dopis
s. Waltera Ulbrichta, adresovany ucastnikim VII. MMO,
a pak zaCali Zici pracovat na prvnich tfech twlohach
(viz cast II).

V utery 6. Cervence soutéZ pokracCovala feSenim druhé
trojice tloh; soucasné delegati a jejich zdstupci korigovali
prvni trojici soutéznich uloh.

Dne 7. Cervence se za spoluprace pedagogickych pru-
vodci dokoncovalo korigovani uloh a koordinace. Opra-
vovani uloh i prace Jury filmovala televize. Na zasedani
Jury byly stanoveny podle poctu bodi hranice pro udéleni
1., 2. a 3. ceny, pak bylo rozhodnuto jednomyslné o udé-
leni cen. Mimo to byla projedndna udéleni zvlastnich
pochval za mimoiddné obratna feSeni nebo za vice riz-
nych zpusobu feSeni a zobecnéni. Zaci vénovali celou
sttedu 7. Cervence navstévé Postupimi (Potsdamu).

Dny 8. az 11. Cervence byly vyplnény okruzni cestou
po NDR, kterou v autobusech absolvovaly vSechny dele-
gace se svymi vedoucimi i jejich zastupci. Po celou dobu
doprovazeli delegace prof. W. Ergel a netnavni organiza-
tofi: hlavni sekretdf Oberstudienrat H. Tirze a F. Weiss
z Technické stanice. VétSina cesty se projela po vybor-
nych némeckych délnicich. 8. Cervence byla poledni za-
stdvka v Naumburku (s prohlidkou dému), vecer dorazila
vyprava pres Jenu a Weimar (Vymar) do Ettersbergu
(Buchenwaldu), kde byla ubytovdna v tamé&jSim hotelu.
Dopoledne 9. Cervence byla prohlidka byvalého koncen-
tracniho tdbora a po ni nasledoval pietni akt; vedouci
delegaci v privodu vSech ucastniktit VII. MMO poloZili
kytice k pylonim narodd; za znéni buchenwaldského
zvonu byl poloZen vénec k pamétniku obéti nacismu a
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delegati podepsali spoleCny zdpis v pamétni knize. Od-
poledne nasledovala prohlidka Vymaru, zejména Schille-
rova a Goethova domu. Vecer se ucastnili delegati re-
cepce, kterou pro né usporadal rektor Vysoké skoly archi-
tektury a stavitelstvi ve Vymaru dr. Motzke.

Dne 10. Cervence odjeli Gcastnici VII. MMO pries
Karl-Marx-Stadt do DraZdan. Ihned po pfijezdu nasle-
dovala prohlidka galerie a vecefe v Italienisches Dorfchen.
Vecer byl volny s moznosti navstivit slavnost Dne tisku,
kterd se pravé v mésté konala. Rino 11. cervence byla
na programu prohlidka Zwingru, po ni volny cas k pro-
hlidce mé&sta. Snidané i obéd byly toho dne poddviny
v pfijemném prostfedi Luisenhofu s krasnou vyhlidkou
na mésto. Odpoledne asi v 16 hodin byla nastoupena
zpatecni cesta do Berlina.

V pond¢li dne 12. ¢ervence v 10 hodin byla ve Sjezdové
dvorané na Alexandrové namésti v Berliné uspofddana
zavére¢na slavnost s udélenim cen a pochval. Promluvili
profesor Engel, statni sekretdf Werner Lorenz a nakonec
prof. Mateev, ktery oficidlné pozval jménem bulharského
ministerstva $kolstvi vSechny ucastniky na VIII. MMO
do Sofie. Pak nasledovalo udéleni cen a pochval. Za
Zdky podékovala rumunskad ucastnice Liliana Bucurovd.
Vyznam slavnosti byl zvysen i GiCasti Cetnych vynikajicich
hosti, napf. rektora Humboldtovy university prof. Schriodra,
mongolského vyslance aj. Slavnost byla zahdjena i ukon-
¢ena komorni hudbou. Po ukonceni nisledovaly inter-
viewy rozhlasu a televize s nékterymi ucastniky. Veler
téhoZ dne usporadal Casopis Junge Welt pratelskou besedu
ve Sjezdové dvorané, kterd byla dovrSenim pozornosti,
kterou vénoval tisk VII. MMO. KaZd4d z delegaci méla
svého hosta z fad domdacich prominentd — hostem ds.
delegace byl rektor Humboldtovy university profesor
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Schroder. Vecer byl doplnén fadou programovych
Cisel (napf. zpévnim cCislem mongolské delegace, pred-
vedenim finského lidového tance 2j.) a vyznél v opravdové
pratelské sbliZzeni vSech tucastnikl soutéZe.

Béhem 13. Cervence se rozjizdély delegace do svych
domovii. »

Tento popis prubehu alespon naznacuje nesmirnou
praci, kterou némecti organizatoii vénovali VII. MMO.
Udastnici VII. MMO méli pfileZitost zhlédnout velko-
lepou vystavbu v Berliné, Drazdanech, Karl-Marx-
Stadtu a jinde, méli moZnost poznat jedineéné historické
pamitky; ve Weimaru a v Buchenwaldu méli pred
olima ohromujici kontrast mezi kolébkou némeckého
humanismu a nedalekym pamditnikem pfipominajicim
hriazy fasismu. Tyto zazitky zapusobily hluboce na
vSechny ucastniky a zanechaly jisté, zejména v myslich
zakl, nesmazatelné dojmy.

2. SoutéZni tlohy VII. MMO

Soutézni ulohy byly rozdéleny do dvou trojic: 5. Cer-
vence byly zaddny tulohy 1 az 3, 6. Cervence ulohy 4 aZ 6.
Na kazdou klauzurni prici byly stanoveny 4 hodiny
Cistého Casu. Niésleduji texty tiloh; v zdvorce je uveden
stat, ktery tlohu navrhl, a maximalni pocet bodu, které
mohl feSitel Glohy ziskat.

1. Urlete vSechna disla x z intervalu 0 < x < 2w,
ktera vyhovuji nerovnostem

2co8x = ‘ L/ﬁizi@ — ]/'17'; sinA2-3_c| = Vé.
(Jugosldvie, 4 body)
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2. Je dana soustava rovnic
ap Xy + appXy + agzxy =0,
Q91X + AgoXy + Ap3%3 = 0,
A31%1 + @30y + Aga%; = 0
s neznamymi x;, X,. X3. Jeji koeficienty spliiuji tyto
podminky:
a) @115 Ggp> g jsou kladnd Cisla; ) .
b) vSechny ostatni koeficienty jsou zaporna Cisla;

c) v kazdé z danych rovnic je soucet vSech tfi koeficientii
kladné cislo.

DokaZte, Ze dand soustava md jediné feSeni x; = x, =
= x5 = 0.
(Polsko, 6 bodh)
3. Je dan ctyfstén ABCD, jehoZ hrany AB, CD maji
po fadé délky a, b. Vzdilenost mimobézek AB, CD je d,
jejich odchylka je w. Ctyfstén ABCD je rozdélen ve
dvé télesa rovinou ¢ rovnobéZnou s pfimkou AB is pfim-
kou CD; pomér vzdélenosti roviny ¢ od pfimky AB
a od piimky CD je roven k. Vypoctéte pomér objemli
obou vzniklych téles.
(Ceskoslovensko, 8 bodh)
4. Vypoctéte vSechny Ctvefice redlnych Cisel x;, x,,
X35 X4, pro néz plati, ze soucet kazdého z téchto Cisel se
souinem tfi zbyvajicich je roven dvéma.
(SSSR, 6 bodt)

5. Je dan trojuhelnik OAB, jehoZ thel <cAOB je ostry.
Bodem M =£ O trojthelniku OAB jsou vedeny kolmice
k primkdm OA, OB a jejich paty jsou oznaleny po fadé
P, Q; prusecik vySek trojuhelniku OPQ je oznalen H.
Zjistéte, jaky utvar je geometrickym mistem bodu H,
probiha-li bod M
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a) stranu AB,
b) vnitfek trojuhelniku OA4B.
(Rumunsko, 8 bodi)
6. V roviné je ddna mnoZina n bodld (n = 3), kazdé
dva z nich jsou spojeny useckou. Oznacme d délku nej-
delsi z téchto useCek. Priimérem dané mnoZiny nazveme
kazdou z téchto tiselek, kterda méa délku d. Dokazte, Ze
pocet prumért dané mnoZiny je roven nejvyse 7.
(Polsko, 9 bodi)

3. Reseni soutéZnich vloh

Uloha 1. Re$me nejprve nerovnost

J1 4 sin2x — /T —sin2x| < J/2. (1)
Jejim umocnénim a dpravou dostaneme
1 — Jcos 2x| < 1. 2)

Nerovnost (2) je splnéna pro vSechna x z intervalu
{0, 2n). ProtoZe lze obrdcenim postupu piejit od ne-
rovnosti (2) k nerovnosti (1), jsou feSenim nerovnosti (1)
viechna disla x z intervalu <0, 27).

ReSme za druhé nerovnost

2cosx = H/l -+ sin 2x — ]/1 —sin 2x] . 3)
Je-li cos x = 0, 1j.

= %" @)

je nerovnost (3) splnéna. Je-li cos x = 0, umocnime ne-
rovnost (3) dvéma a upravime; vyjde

2 cos?x = 1 — |cos 2x]| ,

X

A
IA

neboli
|cos 2x| = 1 — 2 cos®?x = —cos 2x . (5)
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Nerovnost (5) je splnéna pro vSechna x z intervalu
{0, 2w), pro néZ plati ua =2x = 3—Tcnebo o% =2x =
P platl 3 2 2
=" , tj. pro vSechna x, pro néz plati
2 p p p

Poy=t, Ea,alt (6)
4 4° 4 4
ProtoZe lze postup obratit, jsou vSechna x vyhovujici
nerovnostem (6), feSenim nerovnosti (3).
Vsechna feSeni dané nerovnosti dostaneme spojenim
vztahu (4), (6); jsou to tedy vSechna x z intervalu

T Tn
4’4/
Uloha 2. Bud plati pro aspoii dvé nezndmé nerovnosti
=0, x=0, ©)

nebo zndsobime vSechny tfi dané rovnice Cislem —1 a
dosahneme toho, Ze pro nezndmé —x;, —xX,, —X5 plati
vztahy (7).
Vhodnou vyménou neznamych a soucasnou vyménou
rovnic dosahneme toho, Ze je
=0, % =0 ®)
a Ze koeficienty takto upravené soustavy splituji podminky
a) az b). Z posledni rovnice dané soustavy pak plyne
: Ag1% + A%, =0,
tj.
gs%3 =0, x3=0.
Je tedy x; =0, x, = 0, x3 = 0. Budiz napf. x; nejveétsi
z Cisel x;, X5 X3, tj.

X =% =0, x,=x,=0. ©)
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Znasobime nerovnosti (9) po fadé zdpornymi Cisly a;,,
ay3; vyjde

A19%1 = Q1pXp 5 Q3% = Qy3%3 . (10)
SecCteme nerovnosti (10) a pfiteme rovnost a;;x; =
= a;,%;; dostaneme

0 = (ay + @1s + a13)%; = ap¥y + ap¥y + @133 = 0.
Odtud plyne — protoZe a;; + a;5 + @33 > 0 — vysledek
x, = 0 a déle podle (9) x, = x3=0.

Uloha 3. Ctyfstén ABCD doplnime na rovnobéZno-
stén, jak ukazuje obrazek 37; vysledny rovnobéZnostén

D
b
’E lll:; T
L \
! \
\,
al| [ AN
1+k - A
Y /”! \ X
W/ \
Z 6% U\
\
| \
rd ==t =——=pb
1+k // NN
7/
g4 i
A F
Obr. 37

ovSem nemusi byt kolmy. Hrany 4B, CD ({tyfsténu jsou
uhlopfi¢kami jeho podstav, rovina ¢ déli rovnobéZnostén
ve dva rovnobéZnostény; objem dolniho (horniho) ozna-
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¢ime V,(V,). ProtoZe jejich vysky jsou po radé % 3
a protoZe oba rovnobéZnostény maji podstavu

1+ %
téhoZ obsahu — Eab sin w, plati
W S N . S (11)
2(1 + k&) 2(1 + k)

Rovina ¢ rozdéli ¢tyfstén ABCD na dvé Casti; dolni
dostaneme, kdyz od dolniho rovnobéZnosténu oddélime
dva jehlany a dva komolé jehlany. Vyska jehlant je I lf A
a jejich podstavy maji tyZ obsah P,; je to obsah trojuhel-
niku X YZ.Ponévadz trojuhelniky X YZ, CDE jsou stejno-

lehlé podle stiedu 4 (koeﬁc1ent stejnolehlosti je

k 2
P—(—"*_\.p,.
! (1+k) ’

Soucet objemi jehlanl je tedy

2
M (A2 () n a2
3 14+ R\l 4k 3 1+ &/

Oba komolé jehlany maji také vysku If %3 jejich pod-

stavy maji obsahy P, (AABF) a P, ( AXVU). Protoze
trojuhelniky XV U, ABF jsou stejnolehlé podle stfedu C

)
14 %
plati

(koeﬁcient stejnolehlosti je plati

1)
1+ %)
p,—(-LY.p
2_(1+k) o
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Souclet objemi obou komolych jehlani je tedy
2  kd 1 1 \2
=.—|P —|\P —— | P =
31+¢[1+&+k)1+&+k)4
_2d k(K + 3k +3)
3 (1+ k)

Objem V7 dolni ¢asti dostaneme, odelteme-li od disla
V, obé cisla (12), (13). Uvazime-li, Ze je

P, . (13)

P, = P, — *absin o,

4
dostaneme
" 2kd 2 k3
== . p —Z24. P, —
1+ & 3 (1 + k)®

2 2
_zd'k(k +3k+3)~P1:2k (k+3)-dP1. (14)
3 (1 + k). 3(1 + k)®
Objem V3 horni &4sti dostaneme zifejmé, nahradime-li

ve vysledku (14) cislo % Cislem % 5 po tpravé vyjde

v 2(1 + 3k)
Vy = —~ . dP, . 15
e R (15)
Z (14) a (15) plyne
Vi _FG13) (16)
Vs 1+ 3k

Jak je patrno, pomér nezavisi na udajich a, b, d, .
Uloha 4. Podle textu tulohy je
X+ XXgXy = 2,
Xo + XXXy = 2, (17
Xy + XgXeXy = 2,
Xy 4 XXX = 2.
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Oznalme ¢ = x,X,X5x, a znasobime i-tou rovnici (17)
Cislem x;; dostaneme pro 7 = 1, 2, 3, 4 po Gpravé
¥ — 2%, +¢g=0. (18)
Kvadratickd rovnice (18) m4 redlné feSeni pravé tehdy,
plati-li 1 — ¢'= 0 neboli
g=1. (19)
Kofeny rovnice (18) jsou pak

71—1+V1 q, 7"2—1_1/1_4 (20)
Pro ¢ = 1 dostaneme r, = r, = 1, a tedy
x1:x2:x3:x4:1, (21)
coZ je jedno fesSeni soustavy.

Je-li ¢ <1 [viz (19)], je r, > Ty = = 0. Z rovnic (17)
vyplyvé, Ze nemohou b}'ft aspoil tfi z Cisel x; rovna r,.
Kdyby totiz bylo napf. x; = x, = x3 =1y, bylo b
X%y%3 = r3 << 1. Z posledni rovnice (17) by pak plynulo
x, > 1, tj. x, =7r,. Z toho by pak plynulo (protoZe
rry=¢, 1 +q<2)

Xt xgxgxy =1+ rri=ry(l+q)<1.2=2,
coZ je spor s prvni rovnici (17). Nehledime-li k permuta-
cim indexu, jsou tedy tfi moZnosti:

I. x1=x2:x3:x4=7’1§

II x; = %y = X3 = 11, X4 = Ty

III. %, =%y =1y, X3 =X, =715

V ptipadé I plyne z kterékoli rovnice (17) rovnice

W4 x—2=0, (22)
kterd ma realny kofen x; = 1. RozloZime trojélen
(cf + 200 — 2) = (0 — 1) (5§ + % + 2);
protoZe kvadratickd rovnice x; + x; + 2 = 0 nem4 %ad-
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ny redlny kofen, md rovnice (22) jediny redlny kofen 1
a dostavame tedy opét feSeni (21).
V ptipadé II dostaneme jednak rir, = g, jednak podle
(20) 77, = ¢ a odtud
rre(ri —1)=0. . (23)
Z rovnice (23) vyjde bud = 0, to je vSak podle (20)
vylouceno, nebo r, = 0, coZ dava g=0,r =2. Toje
vSak ve sporu se Ctvrtou rovnici (17). Mu31 tedy byt
ri —1 =0, neboli r, = 4 1. Pro r, =1 dostaneme
z rovnice (18) r, = 2 — r; = 1, a tudiz opét feseni (21).

Pro r; = —1 dostaneme z rovnice (18) r, =2 — r; = 3,
a tudiz dal$i mozZné feSeni
X=Xy = X3 = —1, x5 =3, (24)

které skutené soustavé (17) vyhovuje.

Zbyva vysettit pripad III. Zde je r2r2 = g, rirs = ¢,
tj.

1y (rry — 1) = 0. (25)

Reseni "= 0 nebo r, = 0 se ukazala v pfedchozim jako
nemozna. Rovnost 7,7, — 1 = 0 nemuze platit, nebot je
1"11‘2 - q < 1

Uloha m4 tedy jen dvé feSeni v oboru realnych Cisel:
jsou to feSeni (21) a (24).

Uloha 5. Zvolme nejprve libovolny bod M leZici
uvnitf ahlu <<AOB, spustme z ného kolmice MP, MQ
na poloptfimky OA4, OB; dale sestrojme vysky QP’, PQ’
trojuhelniku OPQ a jejich prasecik H (obr. 38). Pfimka
OH je tfeti vySkou trojuhelnika OPQ, proto plati

OH | PQ.
Body P, Q lezi na kruZnici sestrojené nad prumérem
OM; podle véty o obvodovych thlech plati
< POM = < POM.
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Dale je
XHOQ = 90° — XOQP = < POM,
tedy .
SPOM = S HOQ = ¢. (26)

Oznacime-li *AOB = w, plati

OH—=00Q -~ — 0P %% _ OM .cos ¢ - S —
cos @ Cos @ Cos @
=O0OM.cosw. 27

Bod H lezi vzdy uvnitf thlu <t AOB, nebot trojihelnik
OPQ je ostrouhly (to plyne z véty o obvodovych uhlech).
Ze vztaht (26), (27) pak vyplyva, Ze bod H je obrazem
bodu M v zobrazeni sloZeném ze soumérnosti S podle
osy uthlu xAOB a z homotetie H, kterd ma stfed O
a koeficient cos w. Podobnost P, ktera vznikne sloZenim
obou téchto zobrazeni, pfevede useCku AB v tsefku,
jejiz krajni body jsou paty 4’, B’ vySek trojihelniku OAB
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Obr. 39

spusténych z bodit 4, B (obr. 39). Lze totiZ snadno do-
kézat, 7e paty A’, B’ jsou obrazy bodd A, B v podob-

(o

%
Obr. 40
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nosti P. Z toho vyplyva, Ze obra-
zem vnitfku trojuhelniku OAB
je vnitfek trojahelniku OA'B’,
obrazem useCky AB je usecka
A'B'.

Uloha 6. Odvodime nejprve
tuto pomocnou vétu: Vycha-
zeji-li z nékterého bodu A4 dané
mnoziny It aspoil tfi priméry,
pak existuje takovy bod B mnozZiny
M, z néhoz vychazi jediny pru-
mér (obr. 40).

Necht z- bodu A4 mnoziny I
vychdzeji tfi praméry AB, AC,
ADj; pak vSechny tii body B, C,
D lezi na kruznici ky = (4; d).
Pfitom body B, C, D lezi v stfedo-



vém uhlu velikosti o = 60°, nebot vzdilenost kazdych
dvou z nich je mens$i nebo rovna d. Zvolme oznaceni
tak, aby polopfimka AB naleZela thlu <tCAD a hledejme
vSechny pruméry, které vychazeji z bodu B.

Je-li BX takovy prumér, pak bod X lezi na kruZnici
kp = (Bj; d); kruznice k4, kg se protnou ve dvou bodech,
které oznatime U, V tak, aby bod U(V) naleZel polo-
roviné ABC(ABD). Nalezi-li krajni bod X = A pru-
méru BX oblouku AU, pak kruZnice ky = (X;d) md
bod U za vnitini, V' za vnéj$i a prochazi bodem B.
Proto kazdy bod V =£ B oblouku BV, tedy i bod D,
leZi vné kruZznice ky, tj. plati DX > d, coZ je spor.
Dokazali jsme tedy, Ze z bodu B vychazi jen jediny
prumér, totiz BA.

Z pomocné véty vyplyva, Ze danda mnoZina muZe byt
jen dvojiho typu: bud I. z kazdého jejiho bodu vychdzeji
pravé dva praméry, nebo II. obsahuje bod, z néhoz
vychazi nejoyse jeden pramér. Vétu z tlohy 6 dokaZeme
nyni indukci. Pfedpokladejme, Ze plati pro kazdou mno-
zinu 9N, o n bodech (n = 3) a zvolme mnozinu i,
o n -+ 1 bodech. Je-li mnozina 9M,,; typu I, ma
2(71—;—-1-) =n -+ 1 praméra. Je-li mnozina i, typu
II, zvolime jeji bod A, z néhoZ vychazi nejvyse jeden
priumér. Vynechdme-li z mnoZiny 9t,,, bod A, dosta-
neme mnozinu I, ktera ma nejvyse » pramérd; mnozina
M., ma tedy nejvyse n -+ 1 pruméra.

Tim je dokdzan indukéni krok; protoZe véta z ulohy 6
plati zfejmé pro » = 3, plati pro kazdé pfirozené n.

Pozndmky k dlohdm a jejich tesenim

Kdyz Mezinirodni jury vybirala ulohy a rozhodovala
o pridéleni poctu bodu, byla v Casové tisni. Tak se stalo,
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Ze bylo sice velmi mnoho diskutovano o formulaci #loky 3,
ale vibec se neanalyzovala #loha 6, kterd byla velmi
obtizna a k jejimuZ feSeni bylo v podstaté vzdy tieba
umélého obratu. Tato tloha se stala skutecné zkuSebnim
kamenem matematického vzdéldni a naddni Gcastniki;
spravngé ji roztesilo jen nékolik zakt z SSSR a Madarska.
Pfi jednani Jury nebyl také Cas uvazit rizné zptisoby
feSeni uloh a chyby, které se mohou vyskytnout a stanovit
zasady, jak budou tyto chyby posuzovany. Tim byla
velmi stiZena cinnost opravujicich i koordindtort, ktefi
musili teprve béhem své prace stanovit zasady pro
hodnoceni, nékdy se vracet a ménit klasifikaci.

Proni dloha byla nejsnazsi; hlavni chyba, kterd se tu
vyskytovala, bylo vynechini obridceni postupu, pokud
ovSem nerovnosti byly feSeny umocnénim. Rada Zzakd
vsak fefila ulohu jinak, napf. pouZitim vzorce

Vl -+ sin 2x = |cos x - sin x|

a pak nebylo tfeba postup obracet.

Také #loha 4 nevyzadovala vtip. Zici asto nepouili
umélého obratu, ktery je v autorském feSeni, ale provadéli
eliminace neznamych obvyklym zptsobem. Obé feSeni
ulohy je mozno zjistit experimentalné; téZisté ulohy je
v zjiSténi, Ze soustava nemad jiné feSeni. V pluvodnim
navrhu tlohy se méla hledat vSechna feSeni soustavy (17)
v oboru komplexnich isel. Ponévadz ve vétSiné zGastné-
nych stath se komplexni Cisla na stfednich $kolach ne-
probiraji, byla dloha redukovina na zadany tvar.

Péknd a vhodna byla #loka 2. Néktefi Zaci ji resili
pomoci vlastnosti determinantti; dokdzali, Ze determinant
dané soustavy je Cislo kladné, coZ je velmi snadné.

OznaCme s; = ay; + a3, + a3, 1 =1, 2, 3; pak je
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podle predpokladu s; > 0. Upravime determinant sou-
stavy:

Ay Qe Qg3 S1 Qe A3

D = |ay gy Gy | = |S3 Ay Ay | = 51(Ap0033 — Ap3a30) +
Qs Qe Qgg S3 Qze Asg
+ $2813035 + 3819005 — S2y9033 — S3daedys - (28)

Druhy, tfeti, ¢tvrty a paty ¢len souctu (28) jsou kladnd
Cisla; dokdZeme-li, Ze je dgpas3 — @p3a5, > 0, bude do-
kazano, Ze je D > 0.

Protoze je ag, << 0, s3 > 0, je asp + as3 > 0; znasobi-
me-li tuto nerovnost kladnym d¢islem —a,g a pficteme-li
na obou stranich soulin a,,as5, dostaneme a,odg3 —
— Q93035 — Qo3d33 > Aoadsz, Neboli

Aap@33 — Qaglzy = Ag5(Aos + Gss) - (29)
ProtoZe je ay < 0, s, >0, je dy3 + @y >0 a z nerov-
nosti (29) pak plyne a,,a33 — asga3, > 0.

ReSeni bez pouZiti determinantd, které jsme uvedli
vyse, je v podstaté feSeni Cs. reprezentanta D. Preisse.

Jak jsme se jiz dfive zminili, bylo pfi zaseddni Jury
mnoho diskutovano kolem #loky 3, tj. kolem otazky,
ma-li se Zdktm ,,pomoci‘ tim, Ze se dd dil¢i uloha:
odvodit vzorec pro objem Ctyfsténu, ktery je dan délkami
protéj§ich hran, jejich vzdalenosti a odchylkou. Tato
formule byla totiZ vychodiskem v autorském feSeni. Na-
konec se vSak rozhodlo ,,nevnucovat* Zaktim tento zptisob
feSeni, nebot jsou mozné i zplsoby jiné. A skuteCnost
rozhodnuti Jury potvrdila: Zici fesili Glohu nejraznéjsimi
metodami — tfeba i integralem (vlastn& aplikaci Cavalie-
riova principu), jako napf. D. Preiss. Péknd a obratna
feSeni podali néktefi sovétsti Zaci.

Také #loha 5 nebyla niaro¢nd a poskytovala celou radu
moznosti ruznych feSeni: pomoci zobrazeni (viz feSeni
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vySe uvedené), metodou soufadnic aj. Origindlni feSeni
pomoci rovnobéZniku vepsaného do ¢tyfuhelniku podal
tfindctilety Ceskoslovensky ucastnik Bohus Stvdk:

Us

s oy
%
Vi
Obr. 41 \

U oy Uy

ReSeni. M&me body V,, V,, Vi Uy, U, U, U,
tak, ze body V;, V,, V5 leZi na useCkich U,U,, U,Us,,
UsU,avplati UV, : ViUy =m:n, UVy: VU = n:m,
UVy: VU, = m:n. Potom na tseCce U,U,; existuje
pravé jeden bod V,, pro ktery plati U,V,: V,U, =
=mn:ma V,V,V3V, je rovnobéznik (obr. 41).

Diikaz. 1. U U,U;U, je konvexni Ctyfuhelnik. Podle
volby bodua V, V,, V, plati, Ze

AU U U; ~ AV, UV, , AU UUy ~ AV,U3Vys

tedy je
U Us [| ViVes U Us|| VoVs.
Pro bod V; na tsecce U, U, plati
UV, m

Uy, n
Na tusecce U,U, existuje pravé jeden bod Vj, pro
ktery plati
Ul V; m ’
=—, UU, /[l V.V
U4V:1 n ) 2Y4 / / 174>
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a tedy také )
VoV [[ ViV :
. , LUV, m

Pro bod V; na tsecce U,U, plati obdobné =

UU, =n’
Na usedce U, U, existuje pravé jeden bod V', pro ktery
plati
U V” m "
UiVZ’ = ; > VU // V3V4,
a tedy také

ViV, || VsVy .

Protoze ex1stu1e jedmy bod, ktery déli tisecku v daném

poméru, je Va=Vi. Oznac1me li tento bod V,, pak
ViV,VsV, je rovnobéznik.

2. Use¢ky U,U,, U,U, se protinaji. Bod V, se sestroji
a duikaz, ze V,V,V,;V, je rovnobéZnik, se provede podeb-
n¢ jako v pripadé 1. Je-li U, U, [/ U,U,, ptejde V,V,V,V,
v useCku, protoze V,V, /| U,U, [/ U U, || V4V, (obr. 42).

3. Dva z bodu U,, U,, U,, U, jsou totozné; necht
napi. U, = U, (obr. 43). Pak bod V, dostaneme tak, Ze

YUyl
U 74 Us
3 \
\ \
j \ Z
\‘\\‘ % “l‘ V2
\ |
\\ ‘l
Y 7 '
G U Y Us
Obr. 42 Obr. 43



bodem V', vedeme rovnobé’iku s U,U; = U,U,. V tomto
pfipadé¢ musi byt U, = U, = V,.

Zvolime-li v nékterém z pfipada 1 aZ 3 jinou polohu
bodu V, uvnitt usecky U,U,, pak nebude V,V, [/ V,V,.

Obr. 44

a) Podle obr. 44 ozname C, D paty vySek trojihelniku

AOB, vedenych vrcholy A, B. Je-liDP:PA = m: n, je
AM : BM = n:m,
BQ :CO=BM:AM =m:n.

Podle dfive dokdzané véty existuje na usece CD
bod H, pro ktery plati QH || MP, PH || MQ, tj. QH | OP,
PH | OQ. Bod H je tedy pruseCikem vySek trojuhel-
niku OPQ a musi leZet na useCce CD. Probiha-li bod
M tseCku AB, probihd bod H usecku CD.

b) Zvolme na useéce CD bod H. Stejné jako dfive
dokdzeme, Ze je-li HPMQ rovnobé&inik, lezi bod M
na tsefce AB. Geometrickym mistem bodu H je tedy
useCka CD.
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c) Zvolme uvniti AAOB bod M; pak existuje pravé
jedna stejnolehlost se stfedem O a koeficientem & > 1,
ktera pfevadi bod M v bod M’ useCky AB. Jak jsme
zjistili v odstavcich a), b), lezi bod H’, sestrojeny podle
textu ulohy, na tseCce CD. Stejnolehlost s koeficientem
0 <k <1 a se sttedem O ptevede bod H' v bod H,
pfislusny k bodu M. ProtoZe se zménou polohy bodu
M se méni koeficient 715 od nuly do jedné, je geometric-
kym mistem boda H vnitfek trojuhelniku OCD (obr. 45).

Obr. 45

Mezi rumunskymi fesiteli se vyskytl pfipad zobecnéni
ulohy ve smyslu afinnim: misto vys$ek trojahelniku pouZil
zak ptimek daného sméru.

Afinni zobecnéni iilohy, které provedl Zik A. Badescu,
zni takto:

Budte OA4, OB dvé riznobéZky, p, ¢ dvé riznob&zky,
z nichz z4dnd neni rovnobéZnd ani s pfimkou OA, ani
s pfimkou OB. K libovolnému bodu M roviny OAB
sestrojime bod H takto: Bodem M vedeme rovnobézku
s pifimkou p(g), jeji prusecik s pfimkou OA(OB) oznalime
M,(M,). Trojahelnik M; MM, doplnime na rovnobé&znik

M,MM,H
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Probiha-li bod M tseiku (vnitfek trojuhelniku), pro-
bih4 bod H také tseCku (vnitfek trojuhelniku).

Reseni této zobecnéné ulohy, pii ném? se uZziva rovno-
bé&Zkovych soufadnic, lze formulovat takto: zvolime
ptimky OA, OB za osy x, y rovnobézkovych soufadnic
(obr. 46).

Obr. 46

Oznadime soutadnice bodt: M = [x,y], M; = [u, 0],
M,[0, v], H= [x',y']. Pak plati
= a(x — u), "—ov=a.x,
S P Sy (30)
y—ov=>b.x, ¥y =blx" —u).

Pfitom konstanty a, b, které charakterizuji sméry piimek
p> ¢> vyhovuji podminkidm

a#*0, b#£0, a#b.
134



Z rovnic (30) eliminujeme nejprve u#, v; tim dostaneme
soustavu dvou linedrnich rovnic pro x’, y’

—-bx’—l—y/:b%—bx, (31)

ax' —y =bx —y.
Ze soustavy (31) vyjadiime x’, y" jako funkce x, y; vyjde

x'z—l, y = —bx. (32)

Rovnice (32) vyjadrujl zobrazeni (afinitu); pfifadéni bodu
M, H je ziejmé vza)emne jednoznatné. Z rovnic (32)
snadno dokéZeme, Ze probiha-li bod M usecku (vnitiek
trojuhelniku, pfimku, uhel apod.), probiha bod H utvar
téhoz druhu.

Reseni zobecnéné tilohy, které jsem uvedl, neni oviem
puvodni feSeni Zakovo. Pfi korigovani se ukazalo, Ze
pokud Zdci pouzili metody soufadnic, byla jejich feSeni
dosti neobratnd nebo neuplna. Je to dokladem, Ze prvkim
analytické geometrie se nevyucuje na stfednich Skolach
ucelné.

Vcelku lze fici, Ze soutéZni tlohy byly vybrany a zadany
(aZ snad na #lohu 6) vhodné, pfesto, Ze ¢lenové Jury méli
jen velmi malo Casu k jejich pfedbéZnému prostudovani.
Neéktera zakovska reseni ukazuji oproti olympiadam dri-
véj$im rostouci urovern.

4. Ceskoslovenské druistvo

Ceskoslovenské druZstvo tvofili tito Z4ci:

Jan Brodsky z Brna,
Jura Charvdr z Ptiboru,
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Tamara Marcisovd z Bratislavy,
Pavel Novotny z Olomouce,

David Preiss z Jindfichova Hradce,
Miroslav Reznicek z Hradce Kralové,
Bohu$ Sivdk ze Zvolena a

Milan Stédry z Chot&bofte.

Pavel Novotny byl absolventem 2. ti dy SVVS, Bohus
Sivéik 8. tiidy ZDS, vSichni ostatni 3. tfidy SVVS

Zaci byli vybram jako v dfivéjsich letech na zakladé
vysledkd v tietim kole domaci olympiddy. Tento zptsob
se vSak opét neosveédcil: ukazalo se, Ze nejlepsi z vitézu
tietiho kola méli v VII. MMO nejslabsi vysledky. Zda se,
Ze budeme musit prejit k jinému zptasobu vybirani a pfi-
pravy naSich reprezentanti nez dosud. Je totiZ skutec-
nosti, Ze Grovenl mezinirodnich matematickych olympidd
vzrista a Ze vysledky delegaci — i kdyz jde stale o soutéZ
jednotlivcd — jsou poklidddny za vizitku pfislusného
statu v oblasti $kolské matematiky. Neni proto vhodné
vysilat druzstvo, v némz je polovina i vice slabych Zaku.
Muze-li neveliké Madarsko vyslat druZstvo, které ziska
7 cen, z toho 3 prvni, mohli bychom to udélat i my, nebot
mame jist¢ dostateCny pocet nadanych Zaki; s jejich
nadanim vSak Spatné hospodarime. Tabulky v pfilohach
3 a 4 jsou pro nas skutecné zarmucujici a svédci o stalém
ustupu z diivéjsiho dobrého priméru. Nejvétsi moZny
dosazitelny pocet bodld pro druZstvo byl 320; sovétské
druzstvo dosahlo téméf 90%,, my ani ne 50%,. To vse
ukazuje, Ze naSe vyuCovani matematice a hlavné nase
péce o nadané Zaky nejsou na vysi. Mame sice ve tfech
méstech specidlni tfidy, ale vybér zaki do nich neni uspo-
kojivy a ucitelé neudi tak, jak to souCasna doba vyzaduje.
Poraddme sice prednasky a seminare pro olympioniky,
ale ty nemaji leckdy potfebnou turoveil a nadani Zaci
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nemaji dost Casu ani chuti ke studiu, protoZe jsou pfilis
rozptylovani $kolnimi i mimoskolnimi povinnostmi.

Projdéme rabulku 4; druhy sloupec ukazuje, Ze jen
tfi Zdci z osmi se dobfe vyrovnali s nepfili§ sloZitou ilohou
o soustavé tii linedrnich homogennich rovnic. Plnd polo-
vina zcela selhala v tuloze stereometrické, plnd polovina
m¢éla nevyhovujici vysledek v celkem béZné planimetrické
uloze na geometrické misto bodd. Naproti tomu ne-
uspéch v tloze 6 neni tfeba brat prili§ tragicky; svédci
jen o tom, Ze¢ nikdo z naSeho druZstva nemél trénink
»»VysSiho radu.

Co nasi zaci neuméji? Stdle vazne obraceni postupt,
projevuje se nedostatek predstavivosti, zvla§té prostorové,
mald zbéhlost v pouZivini geometrickych zobrazeni a
metody soufadnic, hlavné vSak je vidét Casto neobratny
piistup k feSeni problému a mald kombinacni schopnost.

Na nepfili§ pfiznivé umisténi nasich reprezentanti méla
vliv asi také jejich celkova dispozice. Snad pusobenim
vychovy a rezimu Zivota jsou nasi Zaci mdalo prubojni
a vytrvali, leckdy lhostejni nebo zase neklidni: zda se,
Ze 1 na tomto poli by mohla mit nase pedagogika dosti
préce.

Na zavér bychom chtéli vyslovit nadéji, Ze se poucime
z vysledkt naseho druZstva v letoSni MMO a Ze ucinime
vSe mozné, aby nase umisténi na VIII. MMO v Sofii
bylo pfiznivéjsi.
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Piiloha 1
Vedouci delegaci a jejich zastupci

Bulharsko: Prof. dr. Alippi Mateev, dékan mat. fakulty
university v Sofii.
Inspektor Stoian Budurov.

Ceskoslovensko: Docent Jan Vysin, mat.-fyz. fakulta
KU v Praze.
Frantifek Zitek, CSc., Matematicky ustav CSAV.

Finsko: Jarmo Nystrom, feditel stiedni Skoly v Tapiole.
Anja Hormio.

Jugoslavie: Prof. dr. Milica Ilitovd-Dajovicovd, Sta-
vebni fakulta university v Bélehradé.
Magistr Viadimir Micié.

Madarsko: Hiédi Endre, vedouci védecky pracovnik
Optickych zavoda v Budapestl
Reiman Istvdn.

Mongolsko: Prof. dr. Gensengin Ischzeren, universita
v Ulanbétoru.
Balsh Altangerel.

Némecka demokraticka republika: Prof. dr. Hans
FJoachim Weinert, Vysoka $kola pedagogicka, Potsdam.
FJohannes Gronitz.

Polsko: Prof. dr. Mieczyslaw Czygykowski, Polytechnika
ve Varfavé.
Magister Andrzej Makowski.

Rumunsko: Prof. Tiberiu Roman, Vysoka Skola tech-
nicka v Bukuresti.
Prof. Zlate Bogdanov.
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Sovétsky svaz: Doc. E. Aleksandrovna Morozovova,
Mech.-matem. fakulta Lomonosovovy university
v Moskvé.

Tvan Semjonovié Petrakov.



P#iloha 2
Prehled udélenych cen a pochvalnych uznani

1. cena: Pavel Elecher SSSR 40 bodu
® Lovdsz Ldszl6 MLR 40 bodu
Andrej Subkov SSSR 39 bodu
Sergéj Valander SSSR 39 bodu
Anatolij Peresezkij SSSR 38 bodu
Nikolaj Sirokov SSSR 38 bodu
Makai Endre MLR 38 bodt
Pelikan Foszef MLR 38 bodu
2. cena: Alexander Karsanov SSSR 36 bodu
(12) Liliana Bucurovd RLR 34 body
. Pésa Ldjos MLR 34 body
| David Preiss CSSR 32 body
Krzysztof Nowirnski PLR 32 body
Alexandru Bddescu RLR 32 body
Dan Voiculescu RLR 32 body
Vasilij Stojanovskij SSSR 32 body
Facques Weinstein RLR 32 body
Berkes Istvdn MLR 31 bod
Manfred Brandt NDR 30 bodu
Wolfgang Klamt NDR 30 bodu
3. cena: Tamara Marcisovd CSSR 29 bodil
an Peter Enskonatus NDR 29 bodu
Zeno Fortuna PLR 29 bodu
Michal Misiurewicz PLR 29 bodu
Octavian Biscd RLR 29 bodu
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3. cena:
(pokrad.)

Walter Liepe
Laczkovich Miklds
Velimir Bole
Elekes Gyirgy
Tadeusz Figiel
Eugen Popa

Bohus Sivik
Wilhelm Otto
Miroslav Asic¢

Ton Stefdnescu-Sabba
FJordan Tabor
Miroslav Rezniéek

NDR
MLR
FSR]
MLR
PLR
RLR
CSSR
NDR
FSR]J
RLR
BLR
CSSR

28 bodu
28 bodu
27 bodu
27 bodu
26 bodu
24 body
22 body
22 body
22 body
21 bod

21 bed

20 bodu

Pochvalni uznani:

Timo Erkama, RF (Finsko)
Krzystof Nowinski, PLR

Avgaanzere Damdinsuren, Mong. LR

Alexandru Adescu, RLR
Lovdsz Ldszlé, MLR
Pelikan Fésef, MLR

141



Piiloha 3

Piehled poétu bodd, jeZ ziskala druZstva v jednotlivych tlohach

1 2 3 4 5 6 o

1)

3

o

%)
Bulharsko 12 6|36 | 21|10 8 93
Ceskoslovensko 28 | 17 |29 |37 | 33| 15| 159
Finsko 12 6 0|24 | 17 3 62
Jugoslavie 26 | 20 | 15 | 33 | 18 | 25 | 137
Madarsko 20 | 36 | 50 | 38 | 45 | 46 | 244
Mongolsko 8 8 6 | 22 8| 11 63
Ném. dem. republika 23 | 17 | 42 | 34 | 37 | 22 | 175
Polsko " 28 | 25 | 33 | 44 | 40 8 | 178
Rumunsko 27 | 32 | 50 | 39 | 53 | 21 | 222
éovétsk}" Svaz 25 | 46 | 64 | 43 | 42 | 61 | 281
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Piiloha 4

Pichled poétu bodu, které ziskali &s. Zaci v jednotlivych tilohach

Uloha ¢&.

-

1 2 3 4 |5 6 9

3

5]

7}
Brodsky o 0| 4| 4| 2| 1| 11
Charvat 4 4 1 3 2 2 16
Marcisova 4 0 8 6 7 4 29
Novotny 4 1 0 6 3 3 17
Preiss 4 6 8 5 5 4 32
Reznitek 4 1 8 6 1 0| 20
Sivak 41 5 0 6 6 1 22
Stédry 40 0l 0| 1| 7| 0] 12
Soucet 28 | 17 | 29 | 37 | 33 | 15 | 159
Maximalné dosaZitelnypocet | 32 | 48 | 64 | 48 | 56 | 72 | 320
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