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IV. ReSeni uloh ze soutéze

1. Ulohy I. kola kategorie A

1. Vypoctéte soucet vSech moznych soucint xy, jejichz
Cinitelé x, y jsou navzdjem raznd Cisla vybrand z pfi-
rozenych cisel 1, 2, ..., n, kde 7 je dané prirozené Cislo.
[Lze uzit vzorce: 12 4 22 4 ... + n* =

— a1

ResSeni. Oznacme S hledany soucet a dale
s5=14+2+ ... 4+n, s5=124+22+4 ... + n?.
Vime, Ze je

-slzén(n—l— D, s :%n(n+ D@2n-+1), (1)

coz lze ovéfit matematickou indukci. Zfejmé plati vztah

si=s, + 28,
z Cehoz

1
S=—(s2 — .
2(5 S3)

Dosadme sem z (1); dostdvame postupné

171 , 1 B
SZE[Zn(n+1) 6n(n+1)(2n+;)]

- Elin(n + )G —n—2)= 21—4n(n+1) (n —1) 3n+2).

Tim je Cislo S nalezeno.
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2. Je dany rovnostranny trojuholnik ABC so stranou
dlzky 1; M je stred strany AB. Do tromholmka ABC
je vpisany rovnostranny trojuholnik XYZ tak, Ze body
X, Y, Z lezia po rade vo vnutri stran BC, CA, AB a tak,
Ze tseCky XZ, CM maju spolo¢ny bod U.

a) Vyjadrite vzdialenost MU pomocou vzdialenosti

Z

b) Dokazte, Ze bod U kazdého z trojuholnikov XYZ
leZi na uréitej asetke MN, ktord méa dizku é CM.

c
|
Y H
|
i
| X
N 1
Yy vf”ﬁi
A,z ™ X, 8
2k N
Obr. 1

RieSenie (obr. 1). a) Vzdialenost bodov M, Z oznac-
me x, vzdialenost bodov M, U oznalme v a < XZB
ozna¢me ¢. Potom pre trojuholniky ZXB, XYZ plati, Ze

XZXB =120°— ¢, XYXC = 180° — 60° —
—(120° —¢) = ¢.

AZXB ~ NXYC (usu),

Je teda
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takze
ZB = XC, AZ = AB — ZB = BC — XC = BX =

=5 =%
Cyklickou zdmenou dostaneme BX = CY, t.j.

AZ=BX:CY:%—x.

Oznatme X, pitu kolmice vedenej bodom X k strane
AB. Bod X, nalezi tiseCke MB. Plati

XX, = BX sin 60° = (% - x)]/; , 2)
MX, = MB — BX, = MB — BXcos 60° = % + —;—x. 3)
Pomocou vztahu (3) dostivame
1 1 3 1
ZX, = x ——]~hx)=-x —. 4
1= e (4 2¥) 72", @)

Z rovnolahlosti trojuholnikov ZUM, ZXX, dostaneme
‘U:x: XXl:le.
Stadial pomocou vztahov (2) a (4) po Gprave dostavame

V36(1 — 2x) , (5)
x + 1

pricom x prebieha interval 0 = x < %

b) Mame urlit maximum funkcie (5). DokdZeme, Ze
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9 9 2,
v = V—§ Cize
1
x(1—22) 5 _ )3 1
— 2 > 1= < e
6x+1V3:18, kde 0=x < (6)
Vynasobenim prvej nerovnosti kladnym cislom Mjl)
dostdvame po kratkej uprave, Ze nutne plati
36x2 — 12x +1 =0
Cize
(6x —12=0. )
Nerovnost (7) plati jedine pre x = % Cislo x = 3
spltiuje pritom nerovnost (6) a z rovnosti (5) pre x = %
dostaneme prave v = 12 . Bod Z pre x = _lezi v tretine

18 6 5
useCky AB a prislu$ny bod U ma od M vzdialenost V

Tym je rieSenie tlohy prevedené.
3. Je dana funkce proménné x
y=x*—4|x—1] —p,
kde p je parametr.

Urcete p tak, aby pfisluSnd funkce nabyla hodnoty 1
pravé pro tfi rizné hodnoty x.

ReSeni. Oznaéme x, < x, < x, hledané t¥i hodnoty
nezavisle proménné x, pro které ma dana funkce hodnotu
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y = 1. Vzhledem k dané funkci (1) rozeznivejme dvé
moznosti, podle toho, je-lii x =< 1 nebo je-li x = 1.
Pro x = 1 funkce (1) zni

y=2 4 dx—4—p; @)
pro x = 1 funkce (1) zni
y=x>—4x+4—p. (3)

Jsou zfejmé jen tfi moznosti [1], [2] a [3]:

Pripad [1]. Funkce (2) nabyva pro x = x;, x = X,
hodnoty y = 1, kde x; = 1, x, < 1. Pak ovSem funkce
(3) nabyva hodnoty y = 1 pro jediné x = x5 = 1, tj.
plati [viz (3)] 1 = x* — 4x 4+ 4 — p neboli x* — 4x +
+ 3 — p = 0; tato kvadratickd rovnice musi mit jediny
kofen, tj. jeji diskriminant 4[4 — (3 — p)] musi byt roven
nule. Odtud plyne, Ze je nutné

p=—1.
Funkce (3) pak zni
y=x2—4x+5
a pro y=1 dostaneme x®* — 4x +4 =0 neboli
(x — 2)2 = 0; odtud plyne
x5 = 2; 4)

to je Cislo z intervalu x = 1. Pro x = x; je skuteCné
y=1

Nyni zjistime, zda existuji Cisla x;, x,, pro funkci (2)

a pro parametr p = —1 takovd, Ze pro n¢ je hodnota
funkce y = 1. Funkce (2) zni
y=x*+4x — 3 5)

a pro y = 1 dostdvdme rovnici x> 4 4x — 4 = 0, jejiZ
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kofeny jsou - B
x=—2—=2)2=—=2(2+1),
x,=—24+2)2=2(2—-1)<2.05=1;
ob¢ navzijem ruzna Cisla x;, x, jsou skuteCné mensi
nez 1. Po dosazeni x = x;, x = x, do pravé strany (5)
dostaneme (Cti zaroveni horni anebo dolni znaménka)
(—2 222 +4(—24+2)2)—3=12F8|2—8 +
+8)2—-3=1,
tj. y = 1. Tim je pfipad [1] vySetfen; hledand Cisla jsou
dana vztahy (6), (4).
Pripad [2]. Funkce (2) nabyva hodnoty y =1 pro
jediné x = x;, = 1 a funkce (3) pro dvé Cisla x = x,,
X =13 % =1, x3=1. Pro y=1 ze (2) dostaneme

rovnici

2 +4—GB5+p) =0
o0 neznamé x, kterd musi mit jediny (redlny) kofen; jeji
diskriminant 4[4 + (5 + p)] musi byt roven nule, tedy

(6)

p=-—9.
Funkce (2) tedy zni
y=x*4+4x+5 (7
a pro y = 1 odtud plyne (x + 2)? = 0, neboli
xl . _2;

pro x = x, je hodnota funkce (7) skute¢né y = 1.
Pro p = —9 funkce (3) zni

y=x*—4x + 13. (8)
Tu pro y =1 dostavdme rovnici x* — 4x + 12 = 0,
jejiz diskriminant je zfejmé zdporny a pfipad [2] nevede
k reSeni.
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Ptipad [3]. Zjistime je$té, zda funkce (2) a (3) mohou
nabyt soucasné pro x = x; = 1 hodnoty y = 1. V tomto
pfipadé pak funkce (2) nabude hodnoty y = 1 pro jisté
X = x, = 1 a rovnéZ funkce (3) nabude hodnoty y =1
pro jisté x = x3 = 1.

Dosadme tedy y = 1 a x = 1 napf. do vztahu (2);
dostaneme rovnici pro p:

l1=1+4.1—4—p,
tj.
p=20.
Pro p = 0 a y = 1 dostaneme ze vztahu (2) rovnici
l=x*+4x— 4.
- Kofeny této rovnice jsou olekdvané x;, = 1 a dale
X, = —5, tj. Cislo mensi nez 1.

Dosazenim p = 0 a y = 1 do vztahu (3) dostaneme

rovnici

1l=x%2—4x + 4.

Obr. 2
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RovnéZ tato rovnice ma kofen x;, = 1 a dal$i kofen
%Xy = 3, tj. Cislo vét$i nez 1. Tedy i pfipad [3] pro
p = 0 vede k feSeni ulohy (obr. 2).

Zavér. Hledané hodnoty parametru jsou p =0 a
p=—L ~

4. Mistnost méa tvar krychle ABCDA'B'C’D’ o hrané
délky 1. Oznatme M stied stény BCC'B’. Svitici bod
probihd télesovou uhlopficku DB’. Pritom se vrZeny
stin usecky AM pohybuje a probihd postupné jistou Cast
stén a podlahy mistnosti.

Vysetite, z kterych obrazct se tato cast skladd, a roz-
hodnéte, zda jeji obsah je vétSi nez obsah podlahy
mistnosti.

ReSeni. Situace je patrna z obr. 3. Nejprve dokiZeme,
Ze se useCky BD', AM protinaji v bodé, ktery oznacime P.

) (0
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A
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Skute¢né tseCky AM, BD' jsou uhlopfickami lichobéz-
niku AD'MB a protinaji se v bodé P, ktery naleZi vnitiku
kaZ?dé z nich. VrZeny stin usecky AM padne bud na pfedni
a pravou sténu krychle (tj. ABB’A’ a BCC'B’), nebo
na dolni a pravoy sténu (tj. ABCD a BCC'B’); v prvnim
pripad¢ se stin ldme na hrané BB’, ve druhém na hrané
BC. Pfechodnym pfipadem je situace, kdy svitici bod X
splyva se stfedem X, seCky DB’ a kdy stinem jsou usecky
AB, BM; tu je bod B vrZenym stinem pruseCiku P
usetek AM, BD’. Bod P hraje v uloze duleZitou roli
pro kteroukoli polohu bodu X na tiseCce DB’; oznacime Y
bod, ktery je vrzenym stinem bodu P z bodu X na povrch
krychle.

a) Bod Y padne na usecku BB’ v ptipadé, Ze X je bodem
usecky X,D; b) bod Y padne na useCku BD v piipadé,
7e X' je bodem tseCky X,B’

Ptipad a). Vrieny stin bodu P pro pfipad, Ze je svitici
bod X = D, oznaCme Q; leZi v roviné PADM, a protoZe
jsou stény ADD A', BCC'B’ rovnobéZné, jsou rovno-
bézné i prusecmce AD MO rovmy PADM s obéma
témito sténami. ProtoZe M je stfed stény BCC’'B’, plyne
odtud, %e Q je stfedem tse¢ky BB'.

Pohybuje-li se bod X z bodu D do X, pohybuje se
bod Y z bodu Q do B; pro X = X, je Y = B. Lomené
cary AYM pokryji tedy v rovinach ABB’, BCC’ troj-
thelniky ABQ a BMQ.

Pfipad b). VrZeny stin Y’ bodu P pro pfipad, Ze
svitici bod X’ nileZi tiseCce X,B’, padne do usecky BR,
kde R je vrzeny stin bodu P pro pfipad, Ze je X' = B/,
tj. R je prusecik uhlopficek AC, BD stény ABCD.
V tomto pfipadé je stinem lomend ¢dra AM'M, kde M’
je prusecik pfimek AY’, BC. Tyto lomené Ciry v rovi-
nich ABC, BCC’ pokryji trojuhelniky ABC a BCM;
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v roviné¢ BCC’ dostaneme celkem lichobéZnik BCMQ
(viz pfipad a).

Obsah ctverce ABCD je 1 (plosnych jednotek); troj-
uhelniky ABQ, BMQ, BCM, ABC maji po fadé¢ obsahy
1 1 11 .9 R N
4° g 4> 5> dsoutet o téchto obsahu je vétsi nez 1.

5. Je dan rovnostranny trojahelnik ABC o strané délky
a. Déle jsou diny dva kruhy K;, K, se stfedy A, B a
o polomérech 1 a kruh K; se sttedem C a o poloméru
r= —% Bod M je takovy bod trojihelniku ABC, ze kterého
je vidét kruhy K, K,, K; pod zornymi uhly téZe veli-
kosti.

Vypoctéte vzdalenosti MA, MB, MC a provedte
diskusi vzhledem k cislu a.

ReSeni. a) Oznaleni je patrné z obr. 4a. Je-li bod M
feSenim dulohy, je
ANAME ~ ANCMG ,
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nebot
X MEA = << MGC = 90°, <XAME =

=§:CMG=%w.

Odtud plyne
AM  AE
CM  CG
Dile je podle véty suu
NAME ~ NBMF ,

(1

v AM = BM . @)
Oznalime-li AM = x, je podle (1), (2)
AM — BM — x, CM:%x. @)
UZijeme kosinové véty na trojihelnik ACM; vyjde
x2=i~x2+a2-—2.%x.a.cos30°; 3)

je totiz LACM = 30°, nebot bod M lezi podle (2) na
ose usecky AB. Upravou vztahu (3) dostaneme pro ne-
znamou x kvadratickou rovnici
3x2 4 2ax]/3 — 4a2 = 0. (4)
Jeji diskriminant D = 60a? je kladné Cislo. Kofeny rov-
nice (4) jsou
N —2a.)3 +2.)/15a i]/s—l 5
6 I3
Zaporny koren (5) nemuZe byt feSenim ulohy, zbyva
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tedy jediné moZné feSeni

]/5;1 a. (6)

Tim je ukoncen rozbor ulohy.

b) Sestrojime rovnoramenny trojuhelnik ABM tak, aby
platilo (2'), kde x je dano vzorcem (6), a aby bod M
leZel v poloroviné ABC. Je to moZné, nebot plati 2x > a,
jak se snadno pfesvédéime timto vypoctem: z nerovnosti

/5 —1
2. ——a >a 7
E ™)
vyplyva postupné

2(J5-1) >3,
J20 >2 +J3.
Posledni nerovnost je pravdivé, nebot je |/20 > 4 > 2 4

+ V3_ ;5 obrdacenim postupu pak dostaneme nerovnost (7).
Bod M takto sestrojeny padne dovnitf trojuhelniku
ABC, nebot je

1/5]/—5 l.a:VL;_l.aygzlE;_V?a<
416
<“

3

Bod M padne vné kruZnic &, k, (a tudiz i vné k3),
pravé tehdy, plati-li x > 1, neboli podle (6)

)5 -1
I3

x —

ca=0,8qa <a.

a>1,
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tj. plati-li

Obr. 4b

Plati-li nerovnost (8), je bod M feSenim ulohy, a to
jedinym, jak vyplyva z obraceni postupu.

Nerovnost (8) je tedy podminkou feSitelnosti ulohy.
Konstrukci ukazuje obr. 4b.

6. Najdéte vSechna Cisla x, pro néZ plati nerovnosti
0<x<2m, (1)
cos 2x = tg (in — x) : 2)
4
Reseni. a) Pfedpokladejme nejprve, %e x # %n, %n,
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%n a %n. Je-li x feSenim, pak z nerovnosti (2) postupné

plyne
2cos?x — 1 = I1—tgx 5 )
1 +tgx
2 1> l__tg_’f
1 4 tg2x T 1l4tgx

l—tgzx l—tgx
1+ tg2x l—|—tgx
(1 — g1 +gx?—A+1g2)] -,
(1 + tg*x) (1 + tg x) o
tg x -l_tngO,
1 +tg>x 14+tgx

tgxtg(—i—n—x)go, 2"

nebot pro x razné od - wjel +tg’x >0.

TC, 2
Jsou dvé moZnosti, ]ak splnit (2'), a tim i (2'):
Pripad [1]. Necht zaroven plati

g(4n—x)>o, 3)
tgx=0. )
Ze (4) pro x vzhledem k (1) dostdvame intervaly
/0_1) ’ 3). 4
%5 ), \TC, > T 4"
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Misto (3) piSme tg (x — %n) = 0; tento vztah bez

ohledu na (1) plati pravé tehdy, je-li

1 1
—nmtnmm<x——7n <1+ nrx
2 4 + P

kde #z je libovolné celé Cislo [které dodate¢né omezime

pozadavkem (1)]. Odtud
%ﬂ:—l—n‘rt <x g%n—[—nn.

Omezme 7 vzhledem k pozadavku (1):
Pro n = —1 jiz se zfetelem k (1) dostdvame

0§x§ln.
4

Pro n = 0 mame

2n<x§£n.
4 4

Pro n = 1 vzhledem k (1) je
l'rc <x =2m.
4
Spole&né &asti intervalti (4') a (6) a% (6”") jsou

(o4 (o3

Pripad [2]. Neclt plati zaroven

1
tg(zﬂ:'—‘x)go,

tgx =0.
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Z (8) plynou intervaly
1 3 ,
(En, TC> 5 (51‘:, 27t> . 8"

Misto (7) piSme tg (x - %TC) =0, a tedy bez zfetele
k (1) je

n'n:éx—ln <%7t—]—mr,

kde n je libovolné celé Cislo; odtud dostdvame
l7':—1—1171:<x<27c—i—n7t
4 - 4 ’

Volba cisla 7 je omezena poZadavkem (1); jsou tyto dvé
moZnosti:
Pro n = 0 dostdvame

1 3

—n = x <73 9

47'5 4 5 ()
pron =1

ot ©)

4 4

Spole¢né ¢asti intervala (8') a (9), (9) jsou:

1 3 3 7
A tvy T 5 D '- . 9”
(2'rt 4Tt) (2717, 471) 9
3

b) Pfedem jsme vyloucili pfipady x = %n,%n,zm

%n; prvni dvé hodnoty vSak vyhovuji (1) a (2), dalsi
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dvé nikoli. Dostavame tedy intervaly

Goi) el o
Pro Cisla x z intervala (6"), (9”) 1ze postup obratit, takze
(6""), (9”) jsou vSechna poZadovani feSeni ulohy.
Jiné feSeni. Dany vztah (2) upravujme takto:
1 —tgx
1+ tgx ’

Cos X — sin x

cos 2x = (10)

cos 2x = - s
cos x + sin x

cos 2x = (cos x — sin x)? (11)
~ cos?x — sin%x

1 — sin%x

Ccos 2x = 12
(12)

cos?x
Upravy byly provedeny za ptedpokladu, Ze je x rzné
od cisel
1 3 g 1 3 5 17
—ETCJ ETC [VIZ (10)], ZTC, ZTE, ZTC, ZTC 5 (13)

kterd az na %n, %n vyhovuji (2).
Nerovnost (12) 1ze splnit dvéma zpusoby:
Pripad [1]. Necht je cos 2x > 0; pak ze (12) plyne
postupné
cos*2x = 1 — sin 2x ,

sin 2x (1 — sin2x) = 0.

42



Druhy (¢initel vlevo je vidy nezdporny a mime tedy
celkem pozadavky

sin2x =0, cos2x >0.
Ty plati pii libovolném celém z pro x z intervala

n.2n§2x<%7c—|—n.2n
neboli

nmw=x < :11~71: + nrw.
Vzhledem k (1) jsou moZné tyto dvé volby Cisla n:
pro n = 0 mame
0

IA

X << —m;

NG

pron =1

n§x<£n.
4

Piipojime-li pfipustné hodnoty z (13), obdrzime intervaly

Gioei> o

Pripad [2]. Necht je cos 2x < 0; pak ze (12) postupné
plyne .
cos?2x = 1 — sin 2x,

sin 2x (1 — sin2x) <0,

kde druhy Cdinitel vlevo je nezdporny, a tudiz celkem
sin2x =0, cos2x < 0.

Ty plati pfi libovolném celém » pro x z intervalt

ﬁ+n.2n§2x<%n+n.2n :
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neboli

1 3
-+ = x <—n+ nxw.
2 4

Vzhledem k poZadavku (1) jsou moZné tyto volby Cisla #:

pro » = 0 mame
l7t§x<—7'r;
4
pro n =1

37t§x<l7t.
2 4

Podle poznamky k (13) ¢isla i}n, %TC vskutku nevyhovuji

~ (1) a tak dostdvame intervaly

1 3 3 7
<-2—Tc, ZTC) s <57c, Zﬂ:) . (15)
Postup lze pro Cisla x z intervali (14), (15), pokud jsou
riznd od Cisel (13), obratit. Tim jsou tedy nalezena vSechna
feSeni.
2. Ulohy II kola kategorie A

1. RieSte nerovnost

3cotgx—]/§tgxg3—]/§. (1)
RieSenie. AKk x je rieSenim nerovnosti (1), je nutne
xEk.90°, (2)

kde % je ITubovolné celé Cislo. Upravujme postupne ne-

44



rovnost (1) pre x, ktoré je jej rieSenim:
2 (1—g+30-gn =0,
tg x v

(1—1tgx)- (g +13) 2o,
3(1 — tgx).(cotngr%]/E)go,

(1 —tgx).(cotgx—}—%]/g) =0. (3)
RozliSujme teraz dve moZnosti (v dalSom je z Tubovolné
celé cislo):

Pripad [1] Nech obidva Cinitele nalavej strane vztahu
(3) st nezaporné, t. j.

tgx =1, cotgx = —%V?.

Musi teda sucasne platit jednak [vzhladom na (2)]
jedna z nerovnosti

n.180° < x < 45° 4+ n . 180°,
90° 4 n . 180° < x < 180° + n . 180°

a jednak jedna z nerovnosti

n.180° <x < 90° 4 n. 180°,
90° + n . 180° <x =< 120° + n. 180°.
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Spolo¢né cCasti tychto intervalov su (pozri obr. 5 pre
n=0):

n.180° < x < 45° + n.180°,

90° +n.180° < x < 120° + n . 180°. (4)
o0 e 90° 120° 13003
Obr. 5

Pripad [2]. Nech oba cinitele na lavej strane vztahu
(3) st nekladné, t. j. tgx = 1, cotg x = — %V? Musi
teda platit jednak [vzhladom na (2)] nerovnost

45° + n . 180° < x << 90° 4 n . 180°
a sucasne nerovnost
120° 4+ 7. 180° < x << 180° + n . 180°.

Tieto dva intervaly vSak nemaji spolocnu Cast.

Od disla x daného niektorou z nerovnosti (4) moZno
prejst obritenim postupu k (1). Vztahom (4) su teda
dané vSetky rieSenia danej nerovnosti.

2. V roviné je din rovnoramenny pravouhly trojahelnik
ABC s pteponou AB. Vysetite mnozinu vSech vrchola Z
rovnostrannych trojuhelniktt XYZ, které vzniknou, kdyz
bod X probihd vnitfek tsecky CA, bod Y probihd vnitrek
useCky CB a polorovina X YZ obsahuje bod C.

Reseni (obr. 6). Zvolme pevny bod X mezi body A,
C a necht je XYZ jeden z trojahelnikti, ktery spliuje

46



podminky ulohy. Pak bod Z vznikne otoCenim bodu Y
kolem X o thel velikosti 60°v ziporném smyslu (viz

B

obr. 6). Probiha-li bod Y vnitfek tsecky BC, probihd
bod Z vnitfek usecky T U, kterd vznikne otoCenim tiseCky
CB kolem X o uhel velikosti 60° v zdporném smyslu.
Bod T vznikne tedy otocenim bodu C kolem X o uhel
velikosti 60° v zaporném smyslu, tj. bod T je vrcholem
rovnostranného trojuhelniku XCT, leziciho vné troj-
thelniku ABC.

Probihd-li nyni bod X vnitfek useCky AC, probihd
bod T vnitiek tsecky CD; pfitom D je vrchol rovno-
stranného trojahelniku ACD sestrojené¢ho v poloroviné
opacne K poloroving€ ACB (obr. 7). UseCky TU jsou
navzijem rovnobé&Zné (je TU 1 XT/|AD) a lezi viechny
v poloroviné opacné k CDA. Vsechny usecky TU vyplni
kosoCtverec CDEF; jeho strany DE a CF vznikly po
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fadé otoCenim usecky CB kolem stfedd A, C o uhel
velikosti 60° v zdporném smyslu. Hledany utvar, vy-
plnény vrcholy Z, je tedy vnitfek kosoctverce CDEF.

B

“““

Obr. 7

3. Uvnitf kvadru o danych rozmérech a, b, ¢ zvolme
bod M a sestrojme jeho obrazy v soumérnostech vzhledem
k rovinam, ve kterych leZi stény daného kvadru. ObdrZime
tak 6 vrchold osmisténu, ktery ma pravé tfi navzajem
kolmé télesové uhlopricky.

Vypoctéte objem tohoto osmisténu i objem télesa, které
je spoleCnou Casti osmisténu a daného kvadru. Dokazte,
Ze oba tyto objemy nezavisi na volbé bodu M.

ReSeni. I. UvaZujme tfi navzidjem kolmé roviny stén
kvadru (obr. 8), které jdou bodem A’, a oznalme vzda-
lenosti bodu M od téchto stén x, y, = (leva, pfedni, horni
sténa), coZ jsou kladna ¢isla. Jsou-li @ = AB, b = AD,
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¢ = AA’ rozméry kvadru, pak a — x, b — y, ¢ — 2 jsou
vzdalenosti bodu M od rovin stén kvadru (pravé, zadni,
dolni) jdoucich bodem C. Ozname M, ..., M, obrazy
bodu M v uvaZovanych rovinovych soumérnostech, a to

) c
]
A
1
[
A 3 /! 2 f
P
,L,' L M
A
4 P I
I
/
/
/
/
A 8

Obr. 8

M,, M,, M, podle stén levé, pfedni a horni, jdoucich
bodem A’, a M,, M, M podle stén pravé, zadni a dolni,
jdoucich bodem Cj; jsou tedy M, M,, M,M;, MM, téle-
sové Uhlopricky vzniklého osmisténu. Plati
MM, = 2x, MM, = 2y, MM, = 2z,

MM, = 2(a — x), MM; = 2(b — y), MMy = 2(c — 2);
tedy
M1M4 . 2x + 2(a — x) S 2a, M2M5 — 26, M3M6 — 26.

Objem kviddru je K = abc. Objem V osmisténu vy-
pocitime jako objem dvojjehlanu, napf. s podstavou
MMM, M; (coZ je Ctyfthelnik s kolmymi tihlopfi¢kami
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MM, M;M; — viz obr. 9) a s hlavnimi vrcholy M,,
Mg jehland, jejichz vySky jsou 2z, 2(c — 2). Oznaéme P
obsah zminéného Ctyfuhelnika; plati

P=%M1M4.M2M5:%.2a.2b:2ab

(Ctyiahelnik snadno doplnime na obdélnik s rozméry
MM,;, M;My a s dvojndsobnym obsahem 4ab — viz
obr. 9). Soucet objemu jehlanu je

14 z—;-P. MM,+ %P. MM, = %P. (MM, + MM,) =

B MO B D0 e
3 3 3

Objem osmisténu je nezavisly na
poloze bodu M uvnitf kvddru a plati

Obr. 10




II. Ozna¢me L, P, H paty kolmic z bodu M na stény
levou, pfedni a horni, jdouci bodem A’ (obr. 10). Troj-
thelnik LMP, kde < M = 90°, doplnime na obdélnik
LMPZ se sttedem S; pfitom bod Z lezi na hrané¢ AA" .
kvadru. Stejnolehlost o stiedu M a poméru 2 pievadi
trojuhelnik LMP v trojahelnik M; MM, a stfed S strany
LP (a strany MZ) prevede ve stfed strany M;M,, coZ
je bod Z. Protne tedy hrana M; M, osmisténu hranu 4’4
kvadru. To se pfi vrcholu A kvadru opakuje i pro hrany
M,M,, A'B"; M;M,, A'D’. Ozna¢me M,M,. A'B’ =
= X; M;M,. A’'D’" = Y; pak plati

AX=n, AV =9, AZ=3.
Ctyfstén A'XYZ odfiznuty od kvadru sténou M,M,M,

osmisténu mé objem % %xy)z = %xyz. Obdobnych

Ctyfsténtt je celkem osm (pfi kazdém vrcholu kvadru
" pravé jeden); ozna¢me T soucet jejich objemi; vzhledem
k pravé provedenému vypocltu plati, Ze

6T = xyz + xy(c — 2) + x(b — y)z + (a — x)yz +
+x2(b —y)(c — 2) + (@ — x)y(c — 2) + (a—x) (b —y)z+
+ (@ — x)(b — y)(c — 2) = abc.
Je tedy T = % K a objem télesa spole¢ného kvadru
a osmisténu je K — %K . %K.

Zavér. Objem osmisténu je % objemu kvadru a objem

spolecného télesa je roven % objemu kvadru.
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4. Ak su a, b, ¢, d prirodzené Cisla, potom sucin

(1 _ g) : (i . b)
b d c a
nie je prirodzené ¢islo. Dokazte.
RieSenie. Dokaz tvrdenia prevedieme sporom. Nech

plati
a ¢ d b
E9E Y o
kde % je prirodzené Cislo. Po uprave dostaneme
(ad — bc)* = kabed . (2)
Ak polozime ad = x, bc =y, potom (2) moZno pisat
vo tvare
(x — y)F = Ry .
Pretoze je x > 0, y > 0, vyplyva z toho
x\? x
=) —-QC+kA=+1=0. 3
(G)—crnl+ 3)

Cislo xy je nutne raciondlne a preto vo vzorci

%(2 + k4 ]/'5)
pre korene rovnice (3) je diskriminant D = (2 4 k)* — 4
(ktory musi byt celym CdCislom) nutne rovny druhej
mocnine nezdporného celého Cisla m, t.j. (2 + k)* — 4 =
=m? CiZze (2 + k> — m? = 4 a teda

C+rk+m.CQ+k—m=4.

Prvy Cinitel na lavej strane je kladné dCislo, preto je
nutne kladny aj druhy Cinitel. S to okrem toho cisla
pirne, pretoZe ich sucin je 4 a rozdiel je 2m. Jedina
moznostje2 + kR +m=2, 24+ k—m=2,t.5. k=0,
¢o je v8ak spor s predpokladom, Ze Cislo % je prirodzené.
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Iné rieSenie. DokaZme, Ze predpoklad (1), kde % je
prirodzené Cislo, vedie k sporu.

Bez ujmy na vSeobecnosti mozno predpokladat, Ze
dvojica prirodzenych cisel a, b i dvojica ¢, d st nesudeli-
telné Cisla. Nech P je najvicsi spoloCny delitel Cisel
a, ¢ a Q najvacsi spolocny delitel Cisel b, d. MoZno teda
polozit

&= PA; 6= PC; b= @B, d 0D, 4)

kde A4, B, C, D su nejaké prirodzené Cisla, priCom Cisla
A, C i disla B, D st nesudelitelné. Po dosadeni zo (4)
do (1) postupne dostaneme

(Q_Q).(Qﬂ_@)

OB 0oD) \PC P4
Cize
(14__2).(2“5) —
B D) \c 4 ’
(AD — BG) = k ABCD.. (5)

Nech niektoré z cisel 4, B, C, D je rbozne od Ccisla 1,
napr. Cislo 4. Ozname p jeho prvociselného delitela.
Potom je pravad strana rovnosti (5) delitelnd Cislom p
a teda aj strand lavd. Tam je vSak Cislom p délitelné AD,
preto aj BC je nutne delitelné Cislom p. Je tedy nutne
bud dvojica 4, B alebo dvojica A, C delitelna cislom p,
Co je spor.

Preto nutne plati A =B=C=D=1. Je teda
a=P=c¢ b= Q =d, ¢o je spor s tym, Ze Cisla a, c
i cisla b, d s nesudelitelné s vynimkou pripadu: a =
=c¢=1,b=d= 1.V tom pripade vsak z (1) vyplyva
k =0, Co je spor s tym, Ze k je prirodzené cislo. Tym
je dokaz tvrdenia prevedeny.
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3. Ulohy IIL kola kategorie A

1. Je-li n celé nezaporné cislo, potom Ccislo
52n+1 . 2n+2 + 3n+2 i 22n+1

je délitelné devatenicti. DokaZte.

Prvni feSeni. Dané Cislo lze psat ve tvaru
5.2% 5% 2n | 32 2.,3%, 220 =20,50" + 18. 12"=
=19.50" + 19. 12* 4 50" — 127,

ProtoZze dCislo 50"— 12" je pro kazdé celé n =0
délitelné cislem 50 — 12 = 38 = 2. 19, je dané Cdislo
délitelné devatendcti pro kazdé celé n = 0.

Druhé FeSeni matematickou indukci. Pro » = 0 plati
51,22 432,21 =20+ 18 =38 =2.19, coZz je dislo
délitelné devatenicti.

Predpokladejme nyni, Ze pro nékteré celé nezaporné
Cislo n je Cislo 52711 2742 4 3ni2  22ntl dglitelné deva-
tendcti a uvazujme Cislo 52713 2743 | 3043 D2n+s)
jez stru¢né oznacime A. Plati

A:52n+1.52_2n+2_2+3n+2.3.22n+1.22:
= 50 .52n+1 Qnt2 | ]2 3n+2 2l
— 38 52n+1 2n+2 _|_ 12(52n+1 2n+2 _|_ 3n+2 22n+1)
Cislo 38 je delitelné devatendcti a také posledni Cislo
v zivorce je podle indukéniho piedpokladu délitelné

devatenacti. Z toho plyne, Ze téz Cislo A je délitelné
devatendcti. Tim je dikaz podan.

2. V rovine je dana usecka AM dl#ky d. ﬁalej je dané
kladné ¢islo v.

Zostrojte pravouhly trojuholnik ABC s preponou AB,
- ktorého vySka kolma k prepone mé dlzku v a ktoreho
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. , MB 2
odvesna BC je bodom M rozdelena v pomere MC=3"

Prevedte diskusiu rieSitelnosti vzhladom na dCisla d, v.

RieSenie. Podla obritenej Thaletovej vety leZi vrchol
C kazdého z hladanych trojuholnikov na kruZnici &, =

=|S;; %) zostrojenej nad priemerom AAM. Rovno-
lahlost so stredom M a koeficientom — %—prevedie bod C
do bodu B a sucasne kruZnicu %, do kruZnice k, =
= (Sz; %) . Bod B lezi teda na kruZnici k,.

Oznacme po rade P, Q pi-
ty kolmic spustenych z bo-
dov C, M na priamku AB.
Potom je CP = v a rovno-
lahlost so stredom B a koe-
2
5
P po rade do bodov M, Q.

Je teda MQ—-%@. Z toho

vyplyva: Priamka AQ, na
ktorej leZi vrchol B, je dotyc-

ficientom — prevedie body C,

nicou kruZnice » = (M 3 %’0)’
vedenej bodom A (obr. 11).

Tym je prevedeny rozbor ulohy. Predpis konsStruk-
cie je takyto: Zostrojime kruznicu k;, na polpriamke AM

zostrojime bod S, tak, aby bolo A4S, = ?d a opiSeme

kruZnicu k,. Potom zostrojime kruZnicu x, vedieme k nej
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doty¢nice z bodu A a urcime spolocné body tychto
doty¢nic a kruZnice k,. Tym st ndjdené vietky body B.
Vrcholy C hladaného trojuholnika Iahko doplnime.

Skuska. Z predchadzajicej konstrukcie je vidiet, Ze
body A, B, C, pokud existuju, su nekolinearne, zZe troj-
uholnik ABC je. pravouhly (C lezi na k), Ze plati
a2 (C lezi na k;, B na k,) a Ze vzdialenost
MC 3 2
vrcholu C od priamky AB je v (je totiz MQ = §7)) .
Trojuholnik spliiuje teda podmienky ulohy.

Diskusia. KruZnice %;, k,, » moZno narysovat vzdy.
Dotyc¢nica kruznice » prechadzajica bodom 4 ma s kruz-
nicou k, spolo¢ny aspon jeden bod len vtedy, ak bod 4
lezi zvonku kruZznice x, t. j. ak plati:

2
d>—v. 1
: (1)

Dotyc¢nica vedena ku kruZnici » z vonkajSieho bodu 4
s kruZnicou k&, spolo¢ny aspoil jeden bod prave vtedy,
ak je
il
5°
d

IA

2

Nerovnosti (1), (2) upravime na tvar
5d >2v, 8v =5d. 3)
AKk je splnend druha z nerovnosti (3), je splnena aj prva
a uloha je rieSitelnd. Podmienka riesitelnosti tlohy je teda
v_5
d 8
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Ak nastane nerovnost, ma tloha $tyri rieSenia (dve dvojice
trojuholnikov simerne zdruZenych podla priamky 4AM).
AKk nastane rovnost, mé tloha dve rieSenia (jednu dvojicu
trojuholnikov stimerne zdruZenych podla priamky AM).

3. V oboru redlnych &isel feSte rovnici

Vx2-2x—1—!—]/x2—|—2x—1:p, (1)‘
kde p je dané realné Cislo.
Provedte diskusi feSitelnosti vzhledem k Cislu p.

Reseni. Predpokliadejme, Ze x je feSenim dané rovnice
(1). Je pak tedy jednak

p=0, 2
jednak x? — 2|x| — 1 = 0, neboli :
(x® — 1) = 4«2 3)

Umocnénim obou stran v (1) dostaneme
x2—2;vc—1—}—x2+2x—1—%2]/(9c2—1)2—4x2=p2
neboli

2/(x* — 1P — 4x® = p2 — 2(x — 1). (4)
Odtud vyplyva, Ze '
P =2(x*—1). 5)
Umocnénim (4) dostaneme

A[(x2 — 1) — 4x?] = pt — dpP(x® — 1) + 4(x* — 1%,

¢ili
(PP —4) =p(pP* + 4. (6)
P—4>0 @)

Je proto
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a nase reSeni x je jedno z Cisel
p|/p*+ 4
x1’2 == i —5 P—2:—4. (8)
Z (5) a (8) plyne
2( 52
p2 =2 M _ 1)

4p* —4)
neboli vzhledem k (7)

20— =" + 4 — 4" — 9.
Odtud vyplyva
pr—8p2—16=0,

[ — 41 + 2)1[p* + 4(J2 - D] = 0.
Je proto

1.

=4+ )2)
neboli vzhledem k (2)

p=2l1+72. ©
Tim jsme dokdzali: Ma-li rovnice (1) feSeni, je feSenim
jedno z Cisel (8) a pro Cislo p plati nerovnost (9). Ukazme
nyni, Ze je-li pro Cislo p splnéna nerovnost (9), pak kazdé
z obou cisel (8) je feSenim.

Je-1i totiZ splnéna podminka (9), pak cisla x,, x, dana
vztahem (8) existuji a vyhovuji vztahim (6), (5), tedy
i (4). ProtoZe je splnéna rovnost (4), plati i (3), obé
odmocniny v (1) maji smysl a plati i (1).

Celkem tedy dostavame zavér:

Dana rovnice ma feSeni pravé tehdy, je-li

P = 2l/i + ]/5 Reseni jsou dvé& a jsou ddna vzorcem

pl/p?+ 4
xlyg = :t 5V§2 t 4 .
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4. Nadoba ma tvar duté krychle umisténé tak, Ze jeji
télesova thlopricka AP je ve svislé poloze, a plati AP = 1.
V nadobé je voda; Cast télesové uhlopficky AP, ktera je
ponofena ve vodé, ma délku x.

Vyjadfete objem y vody v nddobé pomoci cisla x
pro tyto dva pfipady:

IA

a)0<x§l; b)l<x l
3 3 2
Reseni (obr. 12). 1. Oznaéme B, C, D vrcholy krychle,
které leZi na hranidch vychazejicich z vrcholu A4, dale

DZA%
1o, ],
£ P
0, ‘/,/ )
7/ . 7
A // ) g?L
C B /)
B4 ot
A B,
z { 77 -
-z BJ G
B,
Obr. 12

E, F, G vrcholy krychle, které lezi na hranach vychazeji-
cich z vrcholu P. Roviny BCD, EFG déli télesovou
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thlopficku na tfi tsecky délky % To snadno dokiZeme.
ABCD je pravidelny jehlan trojboky, jehoZ podstava

2
|
3
jeho pobocné stény jsou pravouhlé rovnoramenné troj-

BCD je rovnostranny trojuhelnik o strané délky

thelniky, jejichZz odvésny maji délku —1:

Pfimka AP je kolma ke kazdé z pfimek BC, CD, DB,
proto je kolmd k roviné BCD a obsahuje pfisluSnou
vy$ku v jehlanu ABCD. Vypolteme dvojim zplisobem
objem tohoto jehlanu; dostaneme

6]
1/1\8 ( §) — o
6(]/3) ==y 33

Odtud vyjde po upravé v = %, coz jsme chtéli dokazat.
Ze soumérnosti krychle podle pruseciku jejich télesovych

uhlopficek vyplyva, Ze také rovina EFG déli télesovou
uhlopficku AP v poméru 1:2.

o o : 1 "
2. Pokud je Cislo x v intervalu 0 < x =< —-, tvofi voda

v nddobé pravidelny trojboky jehlan AB,;C,D;; jeho pod-
stavou je rovnostranny trojuhelnik B;C,D;, pfislu$na
vyska jehlanu ma délku x a pobolné stény jsou pravouhlé
rovnoramenné trojihelniky s odvésnou délky s. Jako
v odst. 1 vypolteme dvojim zplisobem objem tohoto

jehlanu; dostaneme
§3 :(5V2)2 .V§ . %

y—_}_
6 4
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Z rovnosti objem@ vyjde po tpravé s = x|/3 a déle
1 _
y= 5x3]/3 . (1

e . 1 -
3. Je-li &islo x v 1nterva1u§ <x= %, vytvoii voda

v nadobé téleso, jeZ dostaneme, oddélime-li od pravidel-
ného trojbokého jehlanu AB,C,D, tfi navzdjem shodné
jehlany (vySrafované na obrazku 12). -

Jako v odst. 2 oznatme AB, = AC, = AD, = s;
stejné jako dfive dostaneme

s = x]/g. 2
Objem jehlanu AB,C,D, je tedy opét %x3 Vg. Kazdy
z vysrafovanych jehlant je pravidelny jehlan trojboky;
délku jeho pobo¢né hrany ozna¢me z. Situaci v roviné

ABD znazortiuje obr. 13. Protoze je AB = AD = %,

jepodle (2) 2 = BB, = s — 1 - (3x — 1). Objemkaz-

313

b,
z
E D
By
/
6, 7 B A Obr. 13

s
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dého z vySrafovanych jehlani jel 23 = % 573— (Bx—1)3=
V3 (3x — 1)3. Objem vody v pfipadé 3 je tedy

1 1 _ V3
—— 3 _ —3:—3 V2 1)
y="° 3. 6% 2% ]/3 (3x 1)%.

Po upravé dostaneme
P21 — 9+ 270 — 1849, (3)
Funkce (1), (3) jsou feSenim ulohy. Rovnice (3) plati

ipro x = 3 jak se presvédCime dosazenim: z (1) i (3)

1., /3
dostaneme pro x = 3 vysledek y = 54

4. Ulohy I. kola kategorie B

1. Reste nerovnost

1-JT—-2¢ _ 1)
. :

ReSeni. Nutn& je x #~ 0. Vztah (1) lze psét

IA

— — . 2
1—x— |1 —2x <0. @)
. X
Necht je 1 — 2x? = 0, tedy
1.
0 <l = ]2. )

Rozlisme pfipady x>0ax <O
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Ptfipad [1]. Pro x > 0 musi ve (2) byt

1—x—J1—2x2<0 2"
neboli
1—x<|1T—2.
Vlevo [viz (2')] je nezdporné &islo, tj. 0 < x = %VE;

umocnénim obou stran nerovnosti na druhou dostaneme
postupné

1—2x - x*=1—2»%, 2"
x(3x —2)=0.
ProtoZe je x > 0, je nutné 3x — 2 = 0 neboli
0<x= % . 3)

Obracenim postupu pro takto stanovené x dospéjeme ke

(2"”"). Tu musi byt 1 — 2x*> = 0 neboli ~22 = x. Prfi-

pustme, Ze plati 72 g%; umocnénim na druhou do-
jdeme ke vztahu L] = kd nebolig— <i CcoZ je spor
’ 259 I8 =T1g°> ©0% 1€ spot.

Lze tedy od (2'"") dale dospét az ke (2'), (2) a (1).
Pfipad [2]. Pro x < 0 musi ve (2) platit

l—x—|I—2x2=0
neboli
1 —x=|1—2x2. (4)

Vlevo je nutné neziporné Cislo, tj. 1 — x = 0 a tedy
1 =x, coz je pro x <0 splnéno. Umocnéme (4) na
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druhou; postupné dostdvame

1—2x+x*=1—2x2, (4)
x(3x —2)=0 4"
a protoZe je x < 0, je nutné 3x — 2 = 0 neboli
x = ‘2_)
3

coz podle predpokladu plati.

Obricenim postupu pro x << 0 od (4"") dospéjeme ke
(4'); chceme-li pfejit ke (4), musime pozadovat, aby bylo

1 — 2x% = 0 neboli |x| g%VE, coz vzhledem k x < 0
dava

—SVZ=zx<o0. (5)
Pak lze jiz prejit ke (2) a (1).

Z4avér. Reseni nerovnosti (1) jsou déna intervaly (3)
a (5) (viz obr. 14).

2 2
7 0 T 1 2
JY.: % A N X
Kz N B

| :

] hd |

7N

[

Obr. 14

2. Dokézte, Ze Cislo 48 je delitefom cisla
N=n*n+ 12n—1)(n—2)
pre kazdé prirodzené Cislo n > 2.
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RieSenie. Plati: 48 — 2¢. 3. Cislo N bude delitelné
Cislom 48, ak je stCasne delitelné Cislami 3 a 16. No,

N=m—2)(n— Dnn+ Dn(r + 1),

kde napr. Cisla (n — 1), n, (n 4 1) st tri bezprostredne
za sebou nasledujuce prirodzené Cisla, o ktorych je zname,
Ze prave jedno z nich je delitelné cCislom 3.

Teraz rozliSujme dve moZnosti:

Pripad [1]. Nech # je parne &islo. Dalej rozliSujme:

a) Nech n = 2(2k + 1), kde prirodzené Cislo £ =1
(vzhladom na predpoklad # > 2). Potom je n — 2 =
=22k + 1) — 2 = 4k, t. j. je delitelné Styrmi. Kazdy
z Cinitelov n%, n — 2 Cisla

N=m—2)(n— Dn*tn+ 1)* (1)

je delitelny Styrmi a teda cislo N je delite[né cislom
4.4 =16.

b) Nech je n = 2.2k = 4k, kde prirodzené Ccislo
k =1 (opét vzhladom na predpoklad » > 2). Potom je
n? v (1) delitelné ¢islom 42 = 16.

Tym sme pripad [1] vybavili.

Pripad [2]. Nech je # neparne Cislo. Polozmen + 1 =
= m, kde m > 3. Potom je

N=m—3)(m— 2)(m — 1)*m?
a opakujme usudky z pripadu [1] pre parne Cislo m
(namiesto predchadzajuceho #). Platia rovnaké zavery
ako v odstavcoch [la], [1b].

Tym sme vybavili pripad [2] a zdroven dokézali
tvrdenie pre prirodzené Cisla n > 2.

3. Zostrojte trojuholnik ABC, ak st dané dizky stran
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AB, AC a ak plati <tBCA = 3.<LABC. Urlite pod-
mienku rieSitelnosti.

Riesenie (obr. 15). Rozbor: O uhloch f, y tro1—
uholnika ABC podla textu ulohy plati y = 36,

C

Obr. 15

y > [ a tedy nutne plati ¢ > b. Vo vnutri tsecky AB
zostrojme bod D tak, aby platilo DB = DC, takZe je
<XBCD = f. Potom v trojuholniku ADC je xACD =
= 2f auhol <L ADC je vonkaj$im uhlom rovnoramenného
trojuholnika DBC, ktory ma pri zdkladni BC zhodné
uhly velkosti f3, takZze <CADC = 2. Trojuholnik ADC
je teda taktiez rovnoramenny trojuholnik so zakladriou
DC, pri ktorej ma uhly s velkostou 2. Preto plati
AD = AC =batedaDC = DB = AB — AD = ¢ — b.
Trojuholnik ADC ma tedy ramenda AD = AC =15 a
zakladtia DC = ¢ — b. Z toho vyplyva konStrukcia:

Z danych dizok b = CA, ¢ = AB zostrojime troj-
uholnik ADC tak, aby platilo:

DC=c—b, AC=AD =b.

Na predlZeni usecky 4D za bod D urcime bod B tak,
aby platilo DB = ¢ — b a teda AB = c. Potom ABC
je hladany trojuholnik, pretoZe strany CA4, 4B maja dané

66



velkosti a plati CACD = 2. <L ABC, ¢o hned dokazeme:
V trojuholniku DBC je podla konstrukcie DB = DC
a preto uhly pri zdkladni BC maja rovnaku velkost /.
Uhol <¢ADC pri zékladni DC rovnoramenného troj-
uholnika (o vyplyva z jeho konStrukcie) je vonkaj$im
uhlom trojuholnika DBC a jeho velkost je teda 2. Je
teda X ACD = 2 a preto <x ACB = ¢ ACD +
+ <X DCB = 26 + p = 3p, Co sme mali dokazat.
Diskusia. K tomu, aby sme mohli zostrojit trojuhol-
nik ADC, musi pre dlzky jeho stran platit: AC < AD +
+ DC, AD < DC + AC, DC < AD + AC, t. j. b <
b+c—b,c—b<b+ b. Z toho vyplyva, Ze tloha md
jediné rieSenie prave vtedy, ked o danych velkostiach c, b
useliek AB, AC plati: b << ¢ < 3b.

4. Deltoid ABCD ma os sumernosti AC a jeho uhly
pri vrcholoch B, D st pravé.

Vyjadrite polomer kruZznice vpisanej deltoidu pomocou
di¥ok jeho stran.

Riesenie. Ozna¢me AB = a,
BC = ¢, x dizku polomeru vpi-
sanej kruznice. Nech § je stred
hladanej kruznice a M, N jej
dotykové body po rade so stra-
nami 4B, BC. Potom plati:
x=8M = SN = BM = BN
a CN = ¢ — x (pozri obr. 16).
Z podobnosti pravouhlych troj-
uholnikov CSN, CAB (maja
zhodné pravé thly a uhol o pri
vrchole C) vyplyva

X _¢c—x

— iy

a 4
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z Coho dostaneme
ac

X = .
a-+c¢

5. Do dutého rotaniho vilce s podstavou na vodo-
rovné roviné je vepsana koule K o poloméru 1. Tato
koule se dotyka jednak dolni podstavy, jednak plasté
podél kruznice. Ve zbyvajicim prostoru mezi dolni pod-
stavou a kouli K spocivaji na dolni podstavé shodné ku-
licky, které se dotykaji jak plasté valce, tak koule K.

Kolik 1ze nejvyse takovych kulicek do zminéného pro-
storu umistit ?

Obr. 17 Obr. 18

ResSeni. Viz oznaleni v obr. 17 a 18, kde S'M =
=8T=MA=MA"=1, ST=SF=1x, SO | o,
OS =r, sCSFO = 90°. KruZnice %', k jsou stejnolehlé
podle stfedtl stejnolehlosti 7" a A4, konstanty stejnolehlosti
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maji absolutni hodnotu

=Xl :x:£=V§“1:3—2V§.
S'T AB J2+1
Dile je
SO _ 88 _x+t1 =4“2—l/2=21/5—2=
AM AS’ |2 12
=2@(2-1).
Je tedy

x=3-2|2, r=2(2-1).
Z pravouhlého trojuhelniku OSF (obr. 18), kde ostry
thel <tSOF = ¢, dostavame
sing—*_ 3 —2J2 _ (=22 (2+1) _
r 2(J2—-1) 2
J2—1 _ 0,414
2 2

= 0,207,
takze je jisté
0,207 < sin ¢ < 0,208
a podle tabulek
11% <@ <12°,

23—;— < 2¢ < 24°.
Zorny uhel jedné kulicky z bodu O ma tedy velikost 2¢.
Pro hledany pocet p kulicek dostavime meze
360 360
“ 23g
3
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neboli

15 <p <17,
a tedy p = 16. Je totiZ
36—2216,9... < 17.
235

Kulicek se vejde 16 a to volné (bez vzdjemného dotyku).

6. V roviné je ddna kruZnice 2 a na ni bod A4; vné
kruZnice £ je dan bod B. Oznatme A’ bod leZici vné
kruznice &k, B’ bod soumérné sdruzeny s bodem B podle
osy usecky AA’. Jaky utvar vyplni vSechny takto vzniklé
body B’, probéhne-li bod A" vnéjsek kruZnice k?

Reseni (obr. 19). Vedme libovolnou ptimku , stie-
dem § kruZnice % a ozna¢me A4; bod soumérné sdruzeny
s bodem A podle pfimky m, (A, zfejmé lezi na k).
Zkoumejme, které primky sméru (m,) mohou byt osami
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useCek AA’, ma-li bod A’ lezet vné kruZnice k. Ziejmé
jsou vylouceny vSechny pfimky vysSrafovaného pasu ro-
viny (obr. 19), ktery je ohranien pfimkou m, a pfimkou
n, sméru (m;) vedenou bodem A. Soumérnost podle
osy n, ptevede bod B v jisty bod Bj, ktery nalezi kruZznici
h = (A; AB), nebot je AB = AB,. Soumérnost podle
osy m, prevede bod B v jisty bod B¥, ktery nalezi
kruZznici 2* = (§; SB), nebot je SB = SB¥; primka m,
totiZz prochazi bodem S. Probiha-li osa pas roviny (m,, n,),
probihd obraz bodu B usecku B;B¥ (i s jejimi krajnimi
body). Nalezi-li tedy osa useCky 4A’ sméru (m,), pro-
biha bod B’ pfimku BB, s vylouCenim usecky B;B¥*.

Na obr. 19 je nakreslena situace pro dal$i smér (m,);
zde je z pfimky BB, vyloulena usecka B,B¥.

Jestlize smér (m,) splyne se smérem AS, pak se pas
(my, n,) redukuje na jedinou pfimku m, a useCka B;B¥
na jediny bod B*, soumérné sdruZeny s bodem B podle
pfimky AS; tento bod B* nendleZi mezi body B’. Usecky
B,B% vyplni mnoZinu bodi, z nichZ kazdy lezi bud na
jedné z obou kruZnic %, A*, nebo ndleZi vnitfku jedné
a vnéj$ku druhé.

Zavér. Hledany utvar U se sklada ze vSech takovych
bodi B’, které nileZi soucasné vnéjSku obou kruZnic
h, h* nebo soucasné jejich
vnittkim. Utvar U obsahuje
mimoto jes$té¢ bod B, pokud
je B == B*; tato posledni
podminka je splnéna pravé
tehdy, nelezi-li body 4, B, S
v pfimce. Utvar U je zna-
zornén na obr. 20, je to ne-
vysSrafovana Cést roviny.

Obr. 20




5. Ulohy II kola kategorie B

1. Soucet druhych mocnin dvou pfirozenych Cisel je
délitelny sedmi prave tehdy, jsou-li obé uvazovand Cisla
délitelnd sedmi. Dokazte.

Reseni. Oznalme A, B uvaZovani pfirozena ¢isla;
pak lze urcit s jedinym vysledkem celd Cisla a, 2; a b, 2,
takova, Ze plati

A=Ta+2,, B=Tb-+ 2,,

kde cisla 2, 2, jsou rovna nékterému z Cisel 0, +1, +2,

+3.
Potom soulet N = A2 4 B2 lze psit

N = (49a2 + 14az, + 23) + (490> + 14bz, + 2%) =
=Tx + 2} + 23, (1)

kde x je jisté celé Cislo. Jsou-li Cisla A, B délitelnd sedmi,
je 2 = 2, = 0, takZe v (1) je N = T7x, tj. délitelné sedmi.

Predpokladejme nyni, Ze Cislo N je délitelné sedmi,
potom, protoZze 7x je nasobek sedmi, plyne z (1), Ze
nutné 1 soucet s = gi -+ 2; je délitelny sedmi. Pro
tento soucet s sestavme tabulku:

0 0 1 4 9
+1 1 2 10
+2 4 5 8 13
+3 9 10 13 18
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Avsak jediné Cislo 0 z tabulky je délitelné sedmij; toto
¢islo odpovidd pfipadu 2z, = 2, = 0, tedy pfipadu, kdy
ob¢ uvazovana Cisla A, B jsou délitelna sedmi. Tim je
dikaz proveden.

2. Trojuholnik ABC ma4 tieto dve vlastnosti:

(1) plati, 2e <tABC = 2. <XBCA,
(2) uhol <xABC je ostry.

Dokazte, e potom moZno trojuholnik ABC rozdelit
priamkou, vedenou vrcholom A, na dva rovnoramenné
trojuholniky, z ktorych aspoil jeden je tupouhly.

Zostrojte trojuholnik A4BC, ktory mé obidve pred—
chadzajtce vlastnosti (1), (2), ak su dané dlzky stran
AC = b, AB = ¢ a doka’te, ze tiloha ma rieSenie prave

vtedy, ked plati: ¢|/2 <b < 2c.

RieSenie (obr. 21). Strany a uhly oznacime obvyklym
sposobom. Nech hladand priamka (vedend vrcholom A)
pretina stranu BC v bodé D. PretoZe st oba uhly
XABC = f, <CACB = » ostré, lezi piata P kolmice
spustenej z bodu 4 na priamku BC medzi bodmi B,C

Obr. 21 i

73



a je AP < c. Pre kruZnicu k2 = (4; ¢) je teda bod P
vnutorny a bod C vonkaj$i (je totiz b > ¢, pretoze je
f > ). Preto medzi bodmi C, P lezi bod D kruZnice k.

Trojuholnik BDA je rovnoramenny so zakladfiou BD
a je XADB = p. Tento uhol je vonkaj$im uhlom troj-
uholnika ACD, preto

YCAD = —y=17. 1

Trojuholnik ACD je teda tiez rovnoramenny so za-
kladiiou AC a je AD = CD = .

Kons$trukcia. Zostrojime pomocny trojuholnik ACD
z danych useciek b, ¢ a pomocou kruZznice 2 ho doplnime
na trojuholnik ABC.

Diskusia. Vztah 2¢ > b zaistuje existenciu pomoc-
ného rovnoramenného trojuholnika DAC, ktorého os
samernosti o rozpoluje v bode O jeho zdkladiu AC.
Pretoze je p’ = f << 90°, je uhol <¢ ADC tupy. Obritene,
ak j je v pomocnom trojuholniku DAC uhol <t ADC tupy,
mé uloha rieSenie. Vyjadrime tdto skutoCnost pomocou
di¥ok b, c. Zostrojme pravouhly rovnoramenny troj-
uholnik ACE s preponou AC, kde E lezi na polpriamke
OD. PretoZe je y < 45° lezi D nutne vo vnutri useCky

OE dizky %b. Obritene, kazdy bod D, ktory leZi vo

vnutri tseCky OE, vedie k tupouhlému trojuholniku DAC.
Z Pythagorovej vety pouZitej na trojuholnik CEO, kde

2
X COE = 90°, dostaneme CE? = 2. (%b) = %bz, t. j.
CE = 17% Zrejme je CD < CE ¢ize ¢ < % a teda
b > c]/f. Obratene, ak plati tento vztah, padne bod D
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do vnutra uUsecky OE a trojuholnik DAC mi <D
tupy. Tym je tvrdenie o rieSitelnosti ilohy dokézané.

3. Sestrojte graf funkce

ptx 1/p—=

y = P& P_—t_f, (1)
l/wrx+ p —x
p—x Vp+x

kde p je dané kladné cislo.

ReSeni. Vysetfime nejprve defini¢ni obor funkce (1).
Aby zlomky pod odmocninami v (1) mély smysl, musi
platit p — x # 0, p + x # 0 neboli

xF#p, XF —p. (2)
Dile musi byt zlomky (1) nezidporné; to nastane pravé
tehdy, kdyZ plati (p — x) (p + x) > 0 neboli

—p<x<p. (2)
Polozme pro stru¢nost
bt l=a, 3)

takZe (1) zni

y—‘ _ ‘l/i‘
a—+ p
1

Z pozadavku (2) plyne @ >0 a i 0; proto ma vzdy

smysl i zlomek na pravé strané (4); nebot je vidy
Va +]/l >0.
a
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Rozdifme zlomek ve (4) vyrazem

Ja —]/‘— £ 0; G
: a
dostaneme
2

- (V“__V%) _@-—2+1_  (@a—1¢
(Vz)t(]/;)z @1 “(@—D@+1)

tento vztah oznacime (6'). Dalsi pravou dostaneme

_a—1
a+1.
Po dosazeni ze (3) dostaneme
ptx_
y:P—x :P‘Fx“(P—“x):ﬁ
P+ x 1 ptx+p—x p
P*x+
neboli
x
y=- (6)

Provedené zjednoduSeni plati za jistych ptedpokladd.

Predeviim, Ze plati-(S);-tj. Ze VE—— ]//‘1; # 0. Ze vztahu

Ja — l/ clz— = 0 plyne VE = 517 (na obou strandch jsou
kladnd (cisla), tj. a = 22 @ =1, a=1 (nebot je
a > 0). Ze (3) a z rovnosti a = 1 dostaneme
pt+x_
p— x

b
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tj. x=0. Tedy a=1 pro x=0; pro x#0 je
’ — 1 1
0 <a+#1 a vyrazy ]/a — Ve —3 a*> — 1, které
se vyskytuji v (6), jsou rizné od nuly, takZe plati i (6).
Avsak pro x = 0 dostaneme z (1), Ze y = 0; k tomuto
vysledku vsak dospéjeme i z (6)
pro x = 0. Vztah (6) poskytuje
pro x z intervalu (2) tytéz
hodnoty jako (1). Grafem funk- T

ce (6) je pfimka o smérnici —

LB
(=]
>

[

jdouci pocitkem O soufadnic;
s omezenim (2) pak jako graf .
funkce dostaneme vnitiek tisec- ;

ky P= [p;1],Q = [—lp; —1] a1
(viz obr. 22 pro p = %) Tim Obr. 22

je feSeni provedeno.

4. Nad danou tseCkou AB, ktera ma délku ¢, jsou
v jedné z polorovin vytatych pfimkou AB sestrojeny
vSechny ostrouhlé trojihelniky ABC takové, Ze vzdalenost
pat vySek vedenych vrcholy A4, B je rovna danému
Cislu d.

Vysetite mnozinu vSech vrcholt C uvaZovanych troj-
thelnikt. Provedte diskusi vzhledem ke kladnym Cis-
lim ¢, d.

Reseni (obr. 23). Trojihelnik ABC poZadovanych
vlastnosti, ktery lezi v poloroviné ¢, lezi nutné (aZ na
stranu AB) uvnitf pasu p rovnobéZek AA4’, BB’, kolmych
k pfimce AB. Je znamo, Ze v ostrothlém trojihelniku
padnou paty vysek dovnitf jeho stran. Proto paty M, N
vySek jdoucich vrcholy A, B trojuhelniku ABC leZi uvnitt
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pasu p i uvnitf poloroviny g; tam lezi tedy i celd tseCka
MN i bod C. Trojuhelniky ABM, ABN jsou pravouhlé

a body M, N tedy lezi na Thaletové kruZnici k=S ;%c).
Uhly XMAN, <t MBN jsou po fadé ¢astmi ostrych hla

Ubr., 23

X CAB, <<CBA a tudiz ostré; jsou to obvodové tuhly
v kruZnici k£ nad tétivou MN a oba tedy lezi na vét$im

oblouku MN kruZnice k. Jsou proto shodné a o jejich
velikosti o plati @ < 90°. Z trojuhelniki ACM, BCN,
kde XM = N = 90°, plyne, Ze y = XBCA = 90° —
— w < 90°. Bod C tedy lezi uvnitf p a uvnitf g na jistém
oblouku m, z jehoz bodu je tseCku 4B vidét pod ostrym
thlem 90° — w. Zvolme body A’, B’ pfimek AA’, BB’

pravé na oblouku #; bod C tedy leZi uvnitf oblouku AB.
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Je-li obracené C zvoleny bod uvniti oblouku A'B’, je
<XBCA = 90° — w a poloptimky AC, BC lezi uvnitf
pravych uhla <xBAA’, <CABB’; proto obé tyto polo-
pfimky protnou £ uvniti ¢ v bodech M, Naje AM | BC,
BN | AC. Proto i trojuhelniky ACM, BCN maji pfi
M, N pravé thly a plati CCAM = <CCBN = w. Je
tedy tétivu MN kruZnice k£ z bodd A, B vidét pod kon-
stantnim ostrym uhlem w, tj. vSechny usecky MN maji
konstantni délku d. Takto sestrojeny trojuhelnik 4BC
spliiuje proto pozadavky textu ulohy. Tim je obraceni
provedeno.

Hledanou mnoZinou vSech bodi C je tedy vnitfek

popsaného oblouku A4'B’.

Pokud jde o existenci trojuhelniki ABC, je zfejmé
nutné a stali, aby tétiva MN délky d padla celd dovnitf ¢}
pak jsou vsak thly <xtABM, <tBAN ostré, jejich soucet
mensi nez 180° a podle Eukleidova axidému maji polo-
pfimky AN, BM spoleny bod C uvnitf ¢ a uvnitf
pasu p. Tétiva MN kruznice & tedy neni priamérem,
tj. tloha ma feSeni, pravé kdyz je d < c.

6. Ulohy I. kola kategorie C

1. Je dédna rovnice s neznidmou x:

x+a x+b x-+c¢ 1
b—l—c+@+a+a+b_6’ M
pritom redlna Cisla a, b, ¢ (vesmés ruzna od nuly) spliiuji
podminku a + & 4 ¢ = 0.
a) Dokazte, Ze rovnice ma kofen a vyjadfete ho pomoci
Cisel a, b, c.
b) DokaZte, Zze kofen rovnice a Cislo abc jsou téhoZ
znameni.
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ReSeni. Protoze je a + b + ¢ = 0, lze rovnici (1)
psat ve tvaru
x+a+x+é+x+c+%zo;

a b c

po zndsobeni Cislem 6abc # 0 dostdvame postupné
6(bc + ca + ab)x + 3. 6abc + abc = 0,

3.2(bc + ca + ab)x = —19abc . 2)
Ze vztahu a + b 4+ ¢ = 0 umocnénim na druhou do-
stavame
2(bc + ca + ab) = —(a*® + b + ¢%) (3)
a po dosazeni do levé strany (2) mame
3(a® + b% + ¢*)x = 19abc , (4)

kde a* + &* + ¢ > 0, nebot Cisla a, b, ¢ jsou vesmés
rizna od nuly; rovnéz abc # 0.
Ze (4) dostaneme

. 19abc
3@+ 0+ )
ProtoZe ve jmenovateli posledniho zlomku je kladné &islo,
maji Cisla abe a x stejnd znaménka, pficemz je x # 0.
Provedme jesté zkousku dosazenim vysledku (5) do (1):
Vysledek (5) lze pomoci (3) psat ve tvaru

®)

v 19abc . (6)
—6(bc + ca + ab)
Protoze b + ¢ = —a, plati
x—|—a:x+a: —ﬁ—l;
b+ ¢ —a a
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po dosazeni za x ze vztahu (6) najdeme
x+a 19b¢
b+c 6(bc + cab + ab)

Podobné vyrazy dostaneme i po dosazeni za x do obou
zlomkd na levé strané rovnice (1); hodnota L levé strany
rovnice (1) tedy po dosazeni ze (6) je

196¢ + 19ca + 19ab

6(bc + ca + ab)
neboli je postupné
I — l9(bc+ca—|—ab)_3zg_3:l’
6(bc + ca + ab) 6 6
coz je pravd strana rovnice (1). Kriceni vyrazem bc +
+ ca + ab lze provést, nebot je rtzny od nuly [viz
vztah (3)]. Tim je zkousSka provedena.

2. Nad danou tseckou 4B jsou sestrojeny v téze polo-
rovin€ o vytaté piimkou AB kruhové oblouky o;, 0,,
ze kterych je useCku 4B vidét po fadé pod zornymi uhly
velikosti 120° a 60°. Bodem A je vedena takova pifimka,
kterd mé s oblouky o0,, 0, po fadé dalsi spole¢né body
X, X,.

VySetite  mnozinu
sttedd Y vSech tako- o
vych useCek X;X,.

ReSeni (obr. 24).
I. Uhel <xAX,B veli-
kosti 120° je vné&j$im
thlem v trojuhelniku
BX,X,,kde I X,=60°,
takZe <XB = 60°; je A




tedy trojihelnik BX,X, rovnostranny a jeho téZnice BY
je kolmd k pifimce AX;X, neboli <xAYB = 90°.
Bod Y tedy lezi na Thaletov€ kruZnici opsané nad
useCkou AB jako primérem, a to uvnitf poloroviny
w; vSechny body Y tedy lezi na polokruZnici AB uvnitf
poloroviny w.

Obr. 25

II. Je tfeba jesté zjistit, zda kazdy vnitfni bod Y’

uvazované polokruzmce AB je stfedem jisté usecky X; X,,
kde X,, X, lezi po fadé na obloucich o,, 0, a pfitom
pfimka AX,; prochdzi bodem X,. Sestrojme bodem A
teénu 7, (z,) k oblouku o, (0,) — viz obr. 25. Pfimka
prochézejici bodem A a leZici uvnitf poloroviny o a uvnitf
poloroviny #,B (¢,B) protne oblouk o, (0,) ve vnitfnim
bod¢ X, (X,). Uselky X1X2, vyhovujici tloze, mohou
leZet jen uvniti spole¢né Casti polorovin # B, t,B a w,
a to na pfimkich x prochdzejicich bodem A. VSechny

tyto pfimky x zfejmé protinaji i polokruznici AB; pisme-
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nem Y’ oznalme libovolny z téchto prasecika. Prasecik
teny #; s polokruZnici AB oznacime Z.

Protoze thel AY'B je pravy, je pfimka BY’ vySkou
trojuhelniku X;X,B. Tento trojuhelnik je (viz odst. I)
rovnostranny, takZe bod Y’ je stfedem useCky XX,
a patii hledané mnoZiné. Z provedené tvahy plyne, Ze
hledanou mnoZinou je pouze vnitfek oblouku ZB, ktery
je Casti polokruZnice AB (a nikoli tato polokruZnice celd).

3. Rieste ststavu rovnic
px + 2y = 3, (1)
) _ 2x+py=p—1 2
§ neznamymi x, y.
Prevedte skiasku dosadenim a prevedte diskusiu vzhla-
dom na parameter p.

RieSenie. Vyndsobme po rade &islami p, —2 rovnice
(1), (2) a s¢itajme. Dostaneme (p? — 4)x = 3p — 2p + 2

CIZC
@+2)(p—2Dx=p+2. (3)

Potom vyndsobme rovnice (1), (2) po rade islami —2, p
a sCitajme. Dostaneme (p? — 4)y = p®> — p — 6 CiZe

P+2(p—2y=0E+20@—3). 4)
Rozli§ujme teraz tieto moZnosti:

Pripad [1]. Nechje (p +2)(p —2) # 0, t. j. —2 7&
# p # 2. Potom z (3), (4) dostaneme
1 p—3
X=—y y="—". 5
b2 VT, ©)
SkuSka. Oznatme L;, L, Iavé strany rovnic (1), (2)
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po dosadeni vysledku (5):
Lo ? L 2p—3)_3—6_30p—-2_,
p— 2 p—2 p—2 p—2

2 23 —2)(p—1
L, — L P23 _ (-1

b

p—2 p—2 p—2

Cisla L,, L, st teda po rade rovné pravym stranim rovnic
(1), (2).

l,’ripad [2]. Nech jep +2 =0, t. j. p = —2. Potom
nemozno pouzit vysledky (3), (4), pretoZe tieto vztahy
st splnené pre kazda dvojicu Cisel x, y. Sustava (1), (2)
ma tvar

p—1.

—2x +2y=3, 2x —2y= —3,
Ak vyndsobime prva rovnicu Cislom —1, dostaneme

druhu. MoZno teda napr. x volit lubovolne a y vypoclitame
z rovnice 2x — 2y = —3. RieSenie teda je:

x je lubovolné Cislo, y = x + % . (6)

Pripad [3]. Nechp — 2 = 0, t. j. p = 2. Potom vztah
(3) nie je splneny pre Ziadne Cislo, pretoZe na lavej
strane (3) je 0, na pravej Cislo 4. Dand ststava ma tvar

2x+2y=3, 2x+2y=1,
Co zrejme nemozno splnit sucasne Ziadnymi Cislami,
pretoze 3 =£ 1. Zaver je zrejmy z tabulky:

Parameter p rézny od —2, 2 —2 2
Pocet rieseni jediné rieSenie | sustave vyho- ststava nema
x, y danej dané vztahmi vuje kazdd dvo-| rieSenie
sustavy 5) jica Cisel (6)
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4. Je dany trojuholnik OO, 0,.

Zostrojte trojuholnik 4BC tak, aby bod O bol stredom
kruZznice trojuholniku ABC vpisanej a aby body O,, O,
boli po rade stredmi kruZnic vpisanych trojuholniku 4BC
zvonku ku strandm BC, CA. Prevedte diskusiu.

Riesenie. Na obr. 26 mame hladany trojuholnik ABC
a stred O kruZnice jemu vpisanej ako aj stredy Oy, O,, O;
kruznic zvonku vpisanych. PretoZe osi vedlajsich uhlov
si navzdjom kolmé, je vzidy os vnutorného uhla troj-
uholnika ABC kolma k osi vonkajsicho uhla pri tom istom
vrchole tohto trojuholnika. Ak ozna¢ime po rade «, 5, y
vnutorné uhly hladaného trojuholnika ABC, potom
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o uhloch daného trojuholnika OO, 0, plati:

%0,00, = $AOB = 180° — % (x + B) = 90° +

4 5 [180° — (o + /)] = 90° + 2y > 907,

takZe uhly pri vrcholoch O; a O, st nutne ostré. Uloha
teda moZe mat rieSenie, ak je
0,00, > 90°.

Dalej je 00, | AO,, 00, | BO,, 0,0, | OC, t. j.
body A, B, C st pity vySok v trojuholniku OO,0,,
ktorého priese¢nikom vySok je bod O;. Podla toho pre-
vedieme kon$trukciu: Oznacme A4, B, C po rade pity
kolmic vedenych bodmi O,, O;, O k priamkam OO,
00,, 0,0, a oznatme Oj; priesecnik vysok trojuholnika
00,0,, v ktorom je uhol << 0,00, tupy a teda oba
ostatné uhly ostré. Tym je konstrukcia prevedena.

Dokézeme spravnost prevedenej konstrukcie: Pouzi-
jeme pri tom tuto znamu vetu: Ak vedieme vnutornym
bodom jedného ramena ostrého (tupého) uhla kolmicu
k jeho druhému ramenu, padne jej pidta do vnitra (na
opalnt polpriamku) tohto druhého ramena. Z toho vy-
plyva, ze bod C lezi vo vnutri tsecky O,0, (pretoze
uhly <O;, <O, trojuholnika OO,0, st ostré a tsecka
0,0, je spolo¢na cast polpriamok O,0,, O,0,); naproti
tomu body A, B padnt po rade na predlZenie useciek
0,0, 0,0 za bod O, t. j. na polpriamky opacné k pol-
priamkam OO, resp. OO, (pretoZe uhol <x0O,00, je
tupy). Pritom je napr. <t40,0, tiez ostry (druhy ostry
uhol v pravouhlom trojuholniku 0,0,4), prave tak aj
<XBO0,;0,, takZe ich sulet je mens$i nez 180° a podla
Euklidovej axiémy leZi bod O, v polrovine O,0,0 (v ktorej
lezia body A4, B). Este musime dokazat, Ze priamky
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00, 00,, 0,0, st osami uhlov po rade pri vrcholoch
A, B, C vysledného trojuholnika ABC. Stali zrejme
dokézat, ze bod O je priesecnikom osi uhlov <tBAC,
<X ABC. Dokézeme pre prvy z uhlov, Ze jeho osa pre-
chiddza bodom O; pre druhy z nich je dokaz obdobny:

OpiSme nad aseckami 0,0, 0;0;, 0,0, ako nad
priemermi po rade kruZnice k;, &y, k3. Podla Thaletovej
vety leZia na &, body B, C; atd. Pri oznaceni obvodovych
uhlov podla obrazka 26 plati: #, = 7 (lezia na k;), n =
= 1, (lezia na &,), 73 = 7, (leZia na k,). Je teda 7, = 7,
¢o sme mali dokézat.

Uloha ma za predpokladu, Ze uhol < 0,00, je tupy,
zrejme vzdy jediné rieSenie.

5. Ve vodorovné roviné je din rovnostranny trojuhel-
nik §;8,S; o strané délky 2. V kazdém z jeho vrcholi
spoliva na roviné S,S,S; jedna ze tfi shodnych kouli
o poloméru r = 1.

Vysetfete konstruktivné i vypoltem polomér koule,
ktera se vSech tfi danych kouli dotyka vné a mimoto se
dotyka roviny §;8,S;. Rozhodnéte o rfeSitelnosti tlohy
vzhledem k danému cislu 7.

ReSeni (viz oznace-
ni v obr. 27). Ozna¢me
O stfed a o rovinu da-
ného rovnostranného
trojahelniku = §,8,S;;
dale oznaCme Sj, Sj,
S} stfedy danych kouli
s polomérem r. Jsou-li
M;, My, M, dotykové
body hledané koule
%= (8; x) s danymi




koulemi, potom plati (za predpokladu, Ze je r = 1)
r+x=388=38S:=S8S;,

a proto roviny soumérnosti usecek SiS;, S38:, SiSy,
a tim 1 uselek 8,8, 8,83 S35, prochazeji bodem
S a zéarovenl bodem O dotyku plochy kulové » s rovi-
nou w; roviny soumérnosti tedy obsahuji pfimku p =
=80 | w. Rovina o’ = §{8:55// o protne pfimku p

v bodé O’a plat1 SlO’ §,0 = 2 V3 (Gsek téZnice rov-

A4

Vrcholu)

V trojahelniku SMO je SM = SO =x a v troj-
thelniku SS{P viz obr. 27, kde OP =r, =n /] w) je
§8] = SP =r + x, takZe osy zakladen téchto rovno-
ramennych trojuhelnikG splyvaji v jedinou pfimku o,
ktera prochazi bodem § lezicim na pfimce p. Konstrukci

tedy provedeme takto: Nad useckou OS; = %V?? sestro-

jime kruZnici &, = (8;, r), ktera se dotyka pfimky S;0
v bodé¢ S; a v bodé O sestrojime primku p | S;0
Od bodu O naneseme na pifimku p uGseCku délky r tak,
aby jeji druhy krajni bod P neleZel v poloroviné S,0S8;.
Potom osa o useCky PSj protne piimku p v hledaném
sttedu S koule ». ProtoZe thel XOPS] je ostry, jsou
piimky o, p vidy kosé a bod S ex1stu]e nezavisle na
velikosti 7. Uloha m4 zfejmé vzdycky feSeni (coz potvrdi
i nasledujici vypocet).

Jestlize pfimka o prochazi bodem O, je r = x, r =
N —%l/3 neboli

xzrzél/g. (D
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Jestlize pfimka o neprochazi bodem O’, vznikd pravo-
Ghly trojuhelnik SS§.0" (kde <xO" = 90°); o jeho stra-
nach plati

1 <8,0=08=2]3 8% =x+r,
SO = |x — 1|,

nebot musime rozezndvat obé moZnosti: zda bod S
padne dovnitf tsecky PO’ nebo na jeji prodlouZeni za
bod O’. Uzitim Pythagorovy véty na tento trojuhelnik
dostaneme

(x+7r2—(—r?=—
a odtud

X =—;
3r

tento vysledek plati i pro (1). Uvaha byla provedena za
pfedpokladu, Ze hledanad koule existuje. Obracenim po-
stupu zjistime, Ze bod S na polopfimce OO’ ve vzdile-

nosti x od bodu O jakoZto stied a Cislo x = 31; (pro

r = 1) jakoZto polomér koule vyhovuji nasi loze. ReSeni
je jediné.

6. V debne boli dopravované tri druhy plechoviek so
suciastkami. Plechovky mali vahy 0,8 kg, 1,5 kg, 2 kg
a po rade objemy 1,5 dm?, 4 dm?, 5 dm?. Celkova vaha
zasielky (bez vahy debny) bola 3,3 q. Celkovy objem
plechoviek bol 0,78 m?®. Plechoviek kazdého druhu bolo
asponn 55 kusov ,Z tychto udajov vypocitajte, kolko
plechoviek kazdého druhu bolo v zisielke.

Riesenie. Polet najmensich plechoviek oznatme x,
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pocet strednych plechoviek y, pocet najvicsich plechoviek
2. Z podmienok ulohy dostaneme tieto dve rovnice
0,8x + 1,5y + 2z = 330 (kg), (D
1,5x + 4y + 5z =780 (dm?).
Z oboch rovnic (1) vylac¢ime 2 (prvia rovnicu vyndsobime
Cislom 5, druhu Cislom —2 a s¢itame). Dostaneme rovnicu

x — 0,5y =90,
z ktorej
x =90 4 0,5y . (2)
Ak dosadime z (2) do prvej rovnice (1), vyjde po uprave
z =129 — 0,95y . (3)

Cisla x, ¥, z sa podla svojho vyznamu prirodzené.

Pretoze v (3) musi byt ¢islo 0,95y = ==y celé, musi byt

20
3y deliteIné dvadsiatimi.
Zostavime tabulku pre y = 60, 80, 100, 120, ... (hod-

noty y = 20, 40 s nepripustné, pretoze y = 55).

¥ 60 80

x 120 130
z 72 - 53

Udaje uvedené v druhom a trefom riadku boli vy-
pocitané z rovnic (2), (3). Z rovnice (3) je zrejmé, Ze z
s rasticim y klesd. PretoZze uZ pre y = 80 je 2 = 53 < 55,
je pre kazdé y > 80 tiez = < 55.

Uloha m4 teda jediné rieSenie:

xl — 120, yl . 60, 2’1 = 72.
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7. Ulohy II. kola kategorie C

1. V rovine pravouhlych stradnic x, y zndzornite
mnozinu v$etkych bodov [x, y], ktorych stradnice vy-
hovuju nerovnostiam

x+ =1, )
y+lxl=1. (1)

RieSenie. Ak je dvojica x, y rieSenim nerovnosti (1),

ako vyplyva z definicie absolutnej hodnoty, je bud

y=0, y=1—x (2a)
alebo

y=0, y=x—1. (2b)
Ak je dvouca x, y rieSenim nerovnosti (1'), je bud

x=0, y=1—x (3a)
alebo

*x=0, y=1+x. (3b)

Zostrojme v rovine pra-
vouhlych sdradnic x, y
body P=1[0, 0], 4=
= [—1, 0], B= [l, 0],

= [0, 1], D = [0, —1]
a priamky p, = BC, p, =
= BD, p, = AC, kde
P2/l Pss P1 L Poy 1 L Dy
(obr. 28). Priamka p; ma
rovnicu y = 1 — x, priam-
ky ps p; maju po rade
rovnice

y=x—1y=1+4+x
V rovine pravouhlych suradnic x, y urcuja

a) nerovnosti (2a) polroviny xC, p,P, ktorych spolo¢nou
Castou je uhol <cCBA;

91



b) nerovnosti (2b) polroviny xD, p, P, ktorych spoloénou
Castou je uhol <xABD.

Obrazy [x, y] rieSeni x, y nerovnosti (1) leZia teda
v uhle <<CBD.

V rovine pravouhlych stradnic x, y urcuja

a) nerovnosti (3a) polroviny yB, p,P, ktorych spolo¢-
nou Castou je uhol <tBCD;

b) nerovnosti (3b) polroviny yA, psP, ktorych spo-
lo¢nou ¢astou je uhol CDCA.

Obrazy [x, y] rieSeni x, y nerovnosti (1') leZia teda
v uhle <tBCA. Obrazy spolo¢nych rieSeni danych ne-
rovnosti vyplnia teda spolocnu cCast pravych uhlov
<< CBD, <tBCA. Je to ta Cast pasu ohrani¢eného rovno-
beZkami p,, ps;, ktora padne. do polroviny p,P (pozri
vySrafovanu cast obr. 28 v¢itane polpriamok CA, BD
a useCky BC).

2. V roviné je dana tusecka AB. V jedné z polorovin
vytatych pfimkou AB uvazujme vSechny pravouhlé troj-
uhelniky ABC o preponé AB. Oznaéme X patu kolmice
vedené bodem B k ose uhlu <tBCA.

DokaZte, Ze vSechny takové osy tthld prochazeji pevnym
bodem a vySetfte mnoZinu vSech bodu X.

ReSeni. Zvolenou polorovinu s hranici AB oznaéme
03 bod Cle# uvnitf ¢ na Thaletové krunici £ = (S; %)
opsané nad useCkou 4B jako primérem (obr. 29).

Osa tsecky AB protne kruZnici £ v poloroviné opacné
k o v bodé P. Mensi oblouky AP, BP jsou ¢tvrtkruZnice;
proto plati pro pfislusné obvodové uhly

X ACP = <X BCP.
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Je tedy polopfimka CP osou thlu <t ACB. Pata X kolmice
spusténé z bodu B na polopfimku CP naleZi polokruZnici
m sestrojené nad primérem BP a obsahujici stied S
useCky AB (nebo kruznice k).

C
k !
X/
£ 7
A s 7 /1B
/ /
%
m / yd
/7
I/
4///
P
L ] /
Obr. 29

Ozna¢me m' kruZnici sestrojenou nad prumérem BP.
Je-1i Y libovolny bod vnitfku oblouku 7, ozna¢me dale C
prusecik kruZznice £ s pfimkou PY. Bod C naleZzi polo-
roviné p; protoZe teCna kruZznice m’ v bodé P prochazi
bodem A, pfimka PY, kterd je sefnou kruZnice m/,
protne useCku AB, a tudiz i kruZnici 2 v bodé C polo-
roviny p. Sestrojime-li k trojahelniku ABC patu X
kolmice spusténé z vrcholu B na osu thlu <t ACB,
zjistime, Ze je X = Y.

Zavér. Hledanou mnoZinou vSech pat X je vnitfek
oblouku .
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3. Je dan vyraz
_ G@—ar  (x—bp
ab — bc +ca — a* bc — ca -+ ab — b?
(x — o)
ca—ab—]—bc—cz,
kde a, bs ¢ jsou dand realna Cisla.

Dokazte, Zze vyraz V, pokud mé smysl, nabyva pro
vSechna redlnd Cisla x konstantni hodnoty. Ziroveii
udejte podminky pro Cisla a, b, ¢, kdy vyraz V' nema
smysl.

+

Q)

Reseni. Je
ab — bc+ ca — a*=bla —c¢) —ala —¢) =
=0t —a) (@a—c)=(a—b)(c—a);
podobné
bc —ca+ab—b=(b—c)(a—0b);
ca—ab+bc—c2=(c—a)lb—c).
Vyraz V ztrici smysl, je-li néktery jmenovatel v (1)
roven nule, tj. plati-li nékterd z rovnosti:

a—b=0; b—c=0, c—a=0
neboli
a=b, b=c¢, c=a. )
Upravime vyraz V za predpokladu, Ze neplati Zadny
ze vztaht (2); spoleCny jmenovatel # zlomku v (1) vzhle-
dem k provedenym rozkladim je

n=(@—>b)(b—c)(c—a).
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Dostaneme
V= %[(xz—ZaoH—az) (b—c)+ (x*—2bx+ b*)(c—a) +
+(x? — 2cx + %) (a —b)] z%{x2 [b—c+c—a+ta—b]—

— 2x [a(b — ) + b(c — @) + c(a — )] +
+ @b — ¢) + b¥(c — a) + Xa — b)) =

- ;11—[a2(b — )£ b (c — a) + cXa — b)].

Ale
n= —a*b—c)+ ablb —c) — bc(b — ¢) + ca(b — ¢) =
= —a*(b —¢) — b*(c — a) — c*(a — b);

je tedy
V=—-nin=—1.

Zavér. Vyraz V ma smysl pravé tehdy, jestlize Zadna
dvé z cisel a, b, ¢ si nejsou rovna; v tom pripadé je
V= —1.

4. V roviné je dén Ctyithelnik AMBN.

Na polopfimkach AM, BN sestrojte po fadé body X, Y
tak, aby bylo XY//BM a aby pfimka AB pulila Gsecku
XY.

ReSeni. Jestlize v daném Ctyfahelniku AMBN je
AM||BN (rovnobéznik nebo lichobéZnik), potom podle
znamé véty stfedni pricka, kterd puli strany AN, MB,
vytind na useCce AB bod S; jim vedeme pfimku p//BM
a jeji spolecné body s polopfimkami AM, BN po radé
oznaCime X, Y. Dale necht pfimky AM, BN maji
spolecny bod P, ktery lezi bud na prodlouZeni usecky
AM za bod M (viz obr. 30), nebo na prodlouZeni usecky
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BN za bod N (Styfuhelnik lezi v uhlu <t MPB troj-
uhelniku PMB). Je-li XY hledana tsecka, jejiz stfed S
padne na piimku AB, pak XMBY je lichob&Znik se
zdkladnami BM, XY. Stejnolehlost o stfedu P, kterd
pievadi tGse¢ku XY v tseCku MB, pievadi stied S
usecky XY ve stfed T tseCky MB. Odtud konstrukce:

Sestrojime stied T tsecky MB. V uhlu CMPB se-
strojime polopfimku PT, kterd prochdzi vnitfnim bo-
dem S tsetky AB; bodem S vedeme piimku p//MB a
prusetiky piimky p s pfimkami AM, BN oznacime po
tadé¢ X, Y. Potom je XY hledana tusecka.

Dukaz, Ze Sje sttedem tse¢ky XY, vyplyvd ze stejno-
lehlosti, kterd prevadi tse¢ku MB v tisecku XY. Pfitom
bod S existuje, nebot polopfimka PT prochdzi vnitikem
thlu <rAPB, a protind tudiZz kaZdou jeho pficku, tedy
i useCku AB v jejim vnitinim bod¢ S.

Uloha m4 proto vZdy jediné feleni.

8. Ulohy I. kola kategorie D

1. Dopravni sit mésta se skldda ze tfi trolejbusovych
linek. Celkova délka trolejového vedeni je 13 km. Jed-
notlivé linky maji po fadé délky 5,7 km, 5,8 km a 6,9 km.
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Prvni a druhd linka maji spoleCny usek délky 1,8 km.
Druha a tfeti linka maji spoleCny usek délky 2,3 km.
Tteti a prvni linka maji spolecny usek délky 2,7 km.

Rozhodnéte, zda existuje usek spolecny vSem tfem
linkdm ; jestliZze ano, pak vypoctéte jeho délku. Nacrtnéte,
jak asi vypada planek tfi trati a vepiSte do n¢ho délky
jednotlivych tsekd.

Reseni. (Délky uddvame v kilometrech.) Linky
oznacme Cisly ‘1, 2, 3. Celkovou délku trolejového vedeni
rozdélime do tfi skupin a vyjadfeme ji jako soucet délek
vedeni kaZdé ze skupin. Oznalime:

a) dy, dy, d; délky téch Casti trati ¢. 1, 2, 3, v nichZ
probihaji jednoduse (s6love);

b) dyss dosy dyy délky téch Casti trati, u nichZ probihaji
5,dvojité* (nikoli vSak trojité); tak napf. d,, znaci délku
spoleCné Casti trati €. 1 a C. 2;

c¢) x délku casti spolecné vSem tfem linkdm.

Celkova délka vedeni 13 (km) je souctem pravé zave-
denych cisel, tj.

(dy +dy + ds) + (dys + dog +dsy) +x=13. (1)
Nyni se pokusime soulty d; + dy + ds, dis + dog + dsy
vyjadrit pomoci uddjt uvedenych v textu tlohy a pomoci
nezndamého Cisla x.

Plati napf. d;, + x = 1,8, takZe je d;, = 1,8 — x; do-
staneme tak celkem

dio =18 — x5 dpg = 2,3 — x5 dyy = 2,7 — x. (2)

Podle textu tulohy a podle vyznamu d&isla d; plati
d, = 5,7 — (dy, + d3; + x); podobné najdeme d,, d;.
Maime tak
dy = 5,7 — (dyp + d31 + x)5 dy = 5,8 — (dip + dyy + X);

dy = 6,9 — (dy; + dos + ) . 3
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Pomoci (2) plati
d12+d23—|—d31—(18—{—23—}—27)—33{:—*
6,8 — 3x. 4)
Pomoci vztaht (3) a (4) najdeme
di+d, +ds=
= (5,7 4+ 5,8 + 6,9) — 2(d;p + dy3 + d5;) — 3x =
= 18,4 — 2(6,8 — 3x) — 3x = 3x + 4,8. 5)
Nyni vysledky (4), (5) dosadime do (1); postupné
dostaneme
(3% + 48) + (6,8 — 3x) + x = 13,
x+ 11,6 = 13,
x=14. (6)
Tim jsme nasli délku spole¢ného tseku vSem tfem tratim.
Provedeme zkou$ku : Pomoci (2) a (6) dostaneme

dip= 0,45 doyy=0,9; dy; =1,3. @)
Pomoci (7) a (3) najdeme
dl — 2,6; d2 == 3,1; d3 = 3,3 . (8)

Celkové délky trati ¢. 1, €. 2, ¢. 3 po fadé jsou:
d, + dys + dyy + x=2,6
dy + dys + dys + x = 3,1
ds + ds; + dos + x = 3,3

Spole¢né tiseky maji délky:
a) pro traté ¢. 1 a ¢. 2 je to

dyy + x =04 + 1,4 = 1,8;
b) pro traté¢ ¢. 2 a ¢. 3 je to

d23 +x=09 + 1,4 = 233:
c) pro traté¢ ¢. 3 a . 1 je to

dy +x=134+1,4=27.

=5
059+ 0,4 + 194:538;
1,3+09+1,4=6

_l_
-+
+ 1,3

98



Pritom skute¢né plati

(dy + dy + ds) + (d1a + dys + dgy) + x =13,
jak se snadno pomoci vysledki (8), (7), (6) presvédcime.
Pfipojeny planek je jedna z mnoha moZnych situaci
(obr. 31

Obr. 31 Obr. 32

Poznamka. Zobrazime-li délky trati kruhy (obr. 32),
pak z obrazku snadno dospéjeme k rovnici (1), jakoZz
i ke vztaham (2), (3).

2. Je dana kruZnice &2 = (S;r) a vné této kruZnice je
dan bod A, z néhoZ je ke kruZnici & sestrojena te¢na AT
s dotykovym bodem 7.

Uvnitf GseCky AT sestrojte takovy bod X, aby platilo
AX = XY, pficemZ Y je pruselik useCky SX s kruz-
nici k.

ReSeni (obr. 33). Je-li Y bod, ktery je feSenim tlohy,
je trojuhelnik 4 YX rovnoramenny s rameny AX = XY.
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Obr. 33

Osa p jeho zikladny AY prevede stied S v jisty bod
B lezici na polopfimce XA ; pfitom plati

AB=BX —AX=8SX— XY =r.

Sestrojime tedy na polopfimce opacné k poloptimce
AT bod B tak, aby bylo AB = r. Bodem A vedeme piim-
ku ¢//BS; hledany bod Y néleZi jednak pfimce g, jednak
kruZnici 2. Tim je rozbor ulohy ukoncen.

Ptimka AB je teCnou kruZnice k, pfimka BS nikoli;
proto také ptimka ¢ // BS neni tenou kruZnice & a protne
ji ve dvou riiznych bodech Y, Y’. Zvolme oznaleni tak,
aby bylo AY < AY’. Oznatme U prisecik piimky ¢
s tseCkou ST. P¥imka SY protne stranu AU trojuhel-
niku ATU v jejim vnitinim bodé Y, prodlouZenou stranu
TU protne v bod¢ S; proto protne podle Paschovy véty
stranu AT v jejim vnitfnim bodé X. Obricenim pied-
choziho postupu zjistime, Ze bod X je fesénim ulohy.

Naproti tomu polopfimka SY’ je bud s pfimkou AT
rovnob&Zna, nebo ji protne vné usecky AT; proto bod Y’
nevede k Z4dnému feSeni tulohy.

Z4avér. Uloha mé vzdy jediné feSeni.
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3. Rozhodnite, ktoré z oboch cisel
a =639, b = 638° + 638°
je vacsie. Svoje rozhodnutie oddvodnite.
RieSenie. Mdme porovnat Cisla
a = 639° b = 638° + 6388 . (1)
Pokusime sa napisat ¢islo a v tvare suctu dvoch mocnin,
ktoré sa daju porovnat s oboma Cislami vyskytujucimi
sa vo vyjadreni Cisla b. Plati
a = 639.639% = (638 + 1).639% = 638 . 639% +
+ 6398 . 2)
Je zname, Ze mocnina s vac$im kladnym mocnencom
je vicsia; je preto 6398 > 638%. Ak teda v sulte na pravej

strane (2) nahradime obe mocniny 639% mocninami 6388,
dostaneme Cislo mensie neZ a. Tak postupne dostaneme

a > 638 .638% 1+ 6388 = 638 | 638% = 5.
Je teda a > b, ¢im je uloha vyrieSend.
- Poznamka. Platnost vztahu 6398 > 6388 medzi klad-

nymi ¢islami overime napr. tak, ked dokdZeme, Ze zlomok

6398
638° je vacsi neZ jedna.

Plati:

6398_(@) (638+1 ( N )8
638° 1638 638 ) 638

Cislo v zitvorke je vicsie ne jedna. No, suéin dvoch
¢isel (1 + m) (1 + n), kde m, n st kladné Cisla, sa rovna
Cislu (1 + m + n + mn), ktoré je vacsie neZ jedna. Preto
aj O0sma mocnina Cisla viacSieho neZ 1 je vacSia nez 1.
Tym je dokaz prevedeny.

K dokazu moZno vSak pouzit aj vzorec pre rozdiel
druhych mocnin: Polozme x = 639, y = 638. Mame
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dokazat, Ze je x® — y® > 0. Plati:

P — 5 = () — () = (o — 39) (2 + 5 =
= [ = 0P/ £ 99 = (@~ A (2 4 9.
() = (=) F 2 ) 4 ) (5.

Vsetky 4 Cinitele posledného stéinu st kladné Cisla,
preto je r > 0, Co sme mali dokdzat.

4. Druht mocninu prirodzeného Cisla N delime &is-
lom 12. Zistite, aky zvySok (t. j. niektoré z celych Ccisel
0, 1, 2, ..., 11) moZe pri tomto deleni vyjst. Su len
Styri moZnosti.

(Pokyn: Kazdé prirodzené ¢islo N mozno pisat v tvare
N = 12k + =z, kde k je celé nezaporné Cislo a o celom
Cisle 2 plati 0 < =z < 12.)

Rieenie. Ku kazdému prirodzenému &islu N moZno
najst jedint dvojicu nezdpornych celych cisel %, 2, kde
0=z<12,
takych, e plati N = 12k + z (ndjdu sa napr. delenim

Cisla N cislom 12). Je teda
N2 = (12k + 2)* = 144k> + 24kz + 2% = 12(12k% +
+ 2 kz) + 22, €))
Cislo 22 mo¥no taktie? jedinym spdsobom napisat v tvare
22 = 12m + 2, kde m, 2 st celé nezdporné (isla a
plati 0 =< 2’ << 12. Po dosadeni do (1) teda dostaneme

N2 = 12(12%2 + 2kz + m) + 2.

Tento vysledok hovori, Ze zvySok 2’ pri deleni Cisla N2
¢islom 12 je ten isty ako zvySok pri deleni Cisla 22 Cislom
12. Zvysky, ktoré dostaneme pri deleni Cisla 22 Cislom 12
zostavme do tabulky:
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Cislo 2z 0]1]2]|3 4‘567891011
¢islo 22 01|49 |16/25(36 49|64 81100121

zvySok pri deleni
Cisla 22 ¢islom 12 |0 |1 [4(9 | 4| 1 Oil 4, 9 4 1

Z tabulky je zrejmé, Ze zvySok pri deleni ¢isla N? Cislom
12 je prave jedno z Cisel 0, 1, 4, 9 a Ziadne iné. Su teda
. skutoCne len 4 moZnosti, ako sa tvrdi v texte tlohy.

5. Je dand polkruZnica % so stredom S a s priemerom
AB. Oznatme x vzdialenost Tubovolného bodu X pol-
kruZznice & od priamky AB. Na polpriamke SX zostrojme
bod Y tak, aby SY = x«.

Vysetrite geometrické miesto bodov Y.

Obr. 34

: I
A 7 irS B8

RieSenie (obr. 34). Oznalme k= (S;r = 1) danu
polkruZnicu s priemerom AB a dalej C bod tejto pol-
kruZnice, ktory ma rovnaké vzdialenosti od bodov A4, B,
takZze je SC | AB. Zvolme niekolko poléh bodu X a
zostrojme prislusné body Y. Pri tom zistime, Ze ak je
X=A4,je Y= Saakje X = G, je tiez Y = C. Lahko
dospejeme k domnienke, %e body Y padnt na kruZnicu m
zostrojeni nad useckou SC ako priemerom.
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Najskor dokazme, Ze kazdy bod Y lezi na kruZnici m:

[1] O bodoch X =4, X=B a X = C to zrejme
plati.

[2] Nech je X bod polkruznice 2 rozny od bodov
A; B, C. Potom vznikne pravouhly trojuholnik SXZ,
kde Z je pita kolmice vedenej bodom X ku priamke AB,
takZze je XZ//SC. Trojuholniky SXZ, CSY su vsak
potom zhodné podla vety sus, pretoZe sa zhoduju v stra-
naich SX = CS =1, XZ=8SY =xavuhloch <SXZ—
= < CSY (uhly striedavé medzi rovnobeZkami XZ,
S§C). Je teda . SYC = < XZS = 90° a preto bod Y
lezi na Thaletovej kruZznici m opisanej nad useckou SC
ako priemerom.

Obratene, nech je Y bod kruZnice m (mdZeme zrejme
predpokladat, Ze Y je rdzny od bodov S, C, pre ktoré
je vec samozrejmd). Oznacme X prieseCnik polpriamky
SY s polkruznicou % a Z pitu kolmice vedenej bodom X
k priamke AB. Potom su trojuholniky SCY a XS§Z
zhodné podla vety wusu, pretoze je SC = XS =1,
XCSY = < SXZ (uhly striedavé medzi rovnobezkami
SC||XZ),90° = < CYS = < SZX atedaaj <SCY =
= < XS8Z. Je teda skutoCne YS = X7 = «x.

Ziver. Hladané geometrické miesto bodov Y je kruz-
nica m, zostrojena nad useckou SC ako priemerom, kde C
je spolo¢ny bod polkruznice &k a osi usecky AB.

6. Najdéte vSechna cela Cisla p, pro kterd je vyraz

V%I{ﬁ+p+l_pﬂ4

| —2ems

2P —2p+1 (p—1)p
p—3 pP—3p
+ - 1)
p+1 p—1 (

roven celému dCislu.
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Reseni. Protoze je p*> — 2p + 1 = (p — 1)?, dosta-
neme po dosazeni do lomené zivorky, Ze prvni Clen
vyrazu V je

3
zzl[P2+P+1_2L1]:
2 p—1
1L -D@+p+ D@+ _
2 p—1
=1 P-D—(@*+DH_1 —2_ —I
2 p—1 2 p—1 p—1

—1 ,p—3 pP—3p_
2—1 »+1 p2—1
_ =t D+ =3 -1 —3p) _

e—DE+1D
_.—p=14+P—4p+3—p"+3p _
p—D@+D
—24+2  —2p—-1) 2 2

T—Dp+) (p—-De+1) p+1°

Abychom tedy dostali celé &islo, musi o &slu p + 1
platit néktery ze vztahu:

ptl=—2p+1=—-1 p+1=1;p+1=2,

nebot Cislo —2 lze délit pravé Cisly: —2; —1; 13 2.
Odtud dostavame tyto moznosti:

p=-3; p=-2; p=0; p=1.
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Z téchto mozZnosti vylou¢ime p = 1, nebotjep — 1 =0
a pak nékteré zlomky ve vyrazu (1) maji jmenovatele
rovné nule. Hledana ¢isla p tedy jsou

—3; —2; 0. 3)

Provedeme jesté zkouSky dosazenim téchto hodnot do
(1) a (2), zda skutecné vyhovuji pozadavkiim tlohy:

[1] Pro p = —3 dostdvame
119—3+1 —27+1 —6 9+9
LPAEl Wty 6 940
21 (—4)72 (—4)3 —2 9—-1
zl[l_%] 16 4+ ___l[ ]
2116 64 2
L6 9 M-1BB412-9 4
2 4 4 4
[2] Pro p = —2 dostavime
:l[4—2+1_—8—|—1](_ 39 4 =5 446 _
21 (—3y (—3)3 1 4-1
:l[3_l]+5_1_‘l:9—7+30—2°:2,
2 3 3 6

[3] Pro p = 0 dostdvime

V:%[l__l_]+__3_i:l.2_3:w2'

Tato dosazeni souhlasi s dosazenimi do vyrazu (2). Cisla
(3) jsou tedy vSechna feSeni ulohy.
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9. Ulohy II kola kategorie D

1. Otec aj matka sa zucCastiiuji na zdvodnom sporeni.
Kazdy z nich ma svoju vkladna knizku. Pri vyhernom
zlosovani vytiahli obe knizky. Otec na svoju knizku vy-
hral 209, svojho vkladu a matka vyhrala 1009, svojho
vkladu. Obaja mali potom spolu aj s vkladmi 10 040
Kds. Ak by vSak bola vyhra na otcovu knizku 1009,
a na matkinu 20 %,, mali by po vyhre celkom 9 480 Kcs.

Vypocitajte pdvodny vklad aj vyhru kazdého z rodicov.

Riesenie. Ciastky uvddzame v korunich. Otec mal
po vyhre celkom x, matka 10 040 — x. Pdvodny otcov

100x 5 . 10040 — x .
vklad bol 10 =6 matkin - Ak by si-
tudcia, pokial sa jednd o percento vyhry, bola opacnd,
bol by otcov vklad po vyhre Fx 2= 3 xa matkin
10040 —x 120 10040 —x 6

3
= — 3= (10040 — ).

Sucet tychto Ciastok by bol
%x - %(10040 — x) = 9480.
Ak posledntt rovnicu vynasobime Cislom 15, postupne
dostaneme
25x + 9(10 040 — x) = 9480. 15,
x = 3240.

Dalej je 10040 — 3240 = 6 800. Po vyhre mé otec
celkom 3 240, matka 6 800. Povodne mal otec e 24;) S
=12700 a matka 6 800 % = 3400. Vyhry teda su

540 a 3 400.
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Odpoved. Povodny vklad otca bol 2700 Kds,
matky 3 400 K&s. Otec vyhral 540 K¢, matka 3 400 K¢s.

2. V rovine je dana priamka p a dva body A4, B ktoré
lezia vo vnutri opacnych polrovin vytatych priamkou p.

Na priamke p zostrojte body X, Y tak, aby AXY bol
rovnoramenny trojuholnik s ramenami X4, XY a aby
priamka BX rozpolovala uhol <= AXY.

Obr. 35

RieSenie (obr. 35). Zrejme je (podla podmienky tlohy)
priamka BX osou zakladne AY. Preto plati

BA = BY .,

Bod Y teda zostrojime ako spolo¢ny bod kruZnice & =
= (B; BA) a priamky p. KruZnica md s priamkou vzdy
spolocné dva rozne body Y, Y,, pretoZze priamka p
oddeluje body A4, B. Na obr. 35 je jeden z tychto spolo¢-
nych bodov oznadeny Y.

Bod X zostrojime ako priesenik osy ¢ tuseCky AY
s priamkou p. Pretoze X leZi na osi ¢, je AX = XY a
trojuholnik 4XY je teda skutolne rovnoramenny so
zédkladiiou AY. Uloha ma vidy dve rieSenia.
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Poznéamka. Na obr. 35 je naznacené len jedno z oboch
rieSeni.

3. Soucet 7 2515 + 6 1597 je délitelny cislem 90. Do-
kaZte.

ReSeni. 1. Nejprve dokd’eme pomocnou vétu V:
Jsou-li a, b dvé prirozena Cisla, jejichz dekadicky zapis
kon¢i ciframi m, n, potom dekadicky zapis soucinu ab
konci touz cifrou jako dekadicky zapis soucinu mn. Dikaz
provedeme takto:

Cisla a, b 1ze s jedinym vysledkem napsat ve tvaru

a=10A+m, b=10B + n,

kde A, B jsou celd nezaporna Cisla a m, n jsou néktera
z Cisel 0, 1,2, ...,9. Je tedy ab = (104 + m) (10B + n) =
= 10(104B + An + Bm) + mn. V tomto vysledku
je prvni clen d¢litelny deseti, a proto neovliviiuje
jednotky dekadického zapisu Cisla ab; Cisla ab, mn maji
tedy v dekadickych zdpisech na mistech jednotek tytéz
cifry. Tim je dikaz proveden.

II. Mdme dokazat, Ze Cislo
n="7251° + 6 1597 (D)

je délitelné cislem 90. Je 90 = 9. 10, kde 9, 10 jsou
nesoudélnd prirozend Cisla; Cislo » je délitelné devade-
sati, jestlize je délitelné Cisly 10 a 9.

Opakovanym uzitim véty V' dostavame, Ze dekadicky
zapis Cisla 7 251% kondi cifrou 1. Z téZe véty plyne, Ze
mocniny prvni, druhd, tfeti atd. aZz sedma cisla 6 159
kon¢i po radé ciframi 9, 1, 9, ..., 9; stali totiZ uvazovat
cfsla 92=09, 92 =81; 9¥=81.9,...;9" = (,.1).9=
= (....9) (sudé mocniny konci jednickou, liché devit-
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kou). Proto ¢islo » méd na misté jednotek cifru jako
soucet 1 + 9 = 10, tedy nulu; je proto n délitelné &s-
lem 10.

Kazdé z cisel 7251, 6 159 je délitelné tfemi; protc
mocniny téchto Cisel od druhé pocinajic jsou délitelné
deviti a tim i jejich soulet. Napf. plati 7 251° =

35,2417
= (3.2417)° = 35. 24175, 3—2=33. 2417,
Tim je diikaz proveden.

4. Je déna polokruZnice o priméru AB a stiedu S.
Na polokruznici zvolme bod C rizny od bodia 4, B
a sestrojme v ném k polokruZnici te¢nu ¢. Bodem B
vedme kolmici p k pfimce 7 a bodem S kolmici ¢ k pfimce
BC. Ozna¢me X prusecik primek p, g.

Vysetiete mnoZinu vSech bodu X, jestlize bod C pro-
bihd danou polokruZnici.

ReSeni (viz oznaCeni z obr. 36). Oznaéme ¢ polo-
rovinu (s hranici AB), ve které leZi dand polokruZnice k.
Podle textu ulohy je p | ¢, ¢ | BC; paty téchto kolmic
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ozna¢me po fadé P, O. O stfedu S polokruZnice £ plati

SA=8SB=8SC=r. " (1)
Oznalme «, [ uhly pfi vrcholech 4, B pravouhlého
trojihelnika ABC (bod C lezi totiz na Thaletové kruz-
nici opsané¢ nad tuseckou AB jako prumérem). Proto
o uhlech vyznacenych v obr. 36 plati

o+ f = 90°

(ostré thly v pravouhlém trojuhelniku ABC),

L=
(trojuhelnik SBC podle (1) je rovnoramenny se zaklad-
nou BC),
o+ fy=90°, . oy =a(jeSC L1),
o+ B2 =90, 1. Pa=4p

(soucet ostrych whli v trojahelniku BCP, kde <P =
= 90°). Pfimka BC tedy puli thel <tSBX, pfiemzZ je
BC | g; je tedy BSX rovnoramenny trojuhelnik s ra-
meny BS, BX a vzhledem k (1) plati » = BS = BX.
Je tedy <tSBX duty a bod X padne dovniti poloroviny g
na polokruZnici m, kterd ma stfed B a pramér SM.
Trojahelniky SBC, BSX maji kolmé zakladny BC, SX,
které se navzdjem puli; proto je SBXC rovnostranny
rovnobéznik (¢tverec nebo kosoltverec) a polokruznice
k, m vzniknou jedna z druhé posunutim o délku SB
ve sméru SB (nebo opacném).

Obracené, je-li X bod uvnitf oblouku SM (polokruz-
nice m), sestrojime rovnostranny rovnob&Znik SBXC; je
SC = 8B, tj. bod C padne dovnitf oblouku AB (polo-
kruZnice k) a najdeme-li k bodu C pfislusné primky
? ¢, je jejich prusetikem zvoleny bod X. Odtud zavér:

Mnozinou vSech bodi X jsou body polokruznice

m = (B; %AB) lezici v poloroviné g, a to bez obou
jejich krajnich bodu S, M.
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