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III. Piipravné ulohy (texty)

1. Kategorie A

1. Dekadicky zapis prirozeného Cisla a dekadicky zapis
jeho paté mocniny kondi touZz cifrou. Dokazte.

2. Soucet Ctverct nad stranami rovnobéZniku je roven
soutu Ctverctt nad jeho thlopfickami. DokaZte.

3. V oboru realnych cisel feste rovnici

(@b x* — 2@ +b)x*+a>*—b>2=0
o neznamé x, kde a, b jsou dand redlnd Cisla. Stanovte

podminku fesitelnosti vzhledem k Cislim a, b.
4. Reste rovnici

cos 2x -+ sin 2x = VZ CoS X .

5. V roviné jsou dany vedlejsi thly <t MON, <t NOP
a uvnitf thlu <¢ NOP je dan bod Q.

Bodem Q vedte pfimku, ktera s polopfimkami OM,
ON omezuje trojuhelnik, jehoZz obvod je roven danému
kladnému dcislu 2s.

6. Jsou-li a, b takovd dvé komplexni &isla, Ze soucet

a + b je redlné kladné Cislo a Ze plati @ +a > b + b
potom plati |a|? > |b%2. Dokazte. (Poznimka: a znad
Cislo komplexné sdruZené k Cislu a.)

2. Kategorie B

1. Reste soustavu rovnic
x=a+ky, y=0+kz, z=c+ kx
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o neznamych x, y, 2. Provedte diskusi feSitelnosti vzhle-
dem k danym realnym cislam a, b, ¢, k.

2. Udejte velikosti vnitfnich thld trojahelniku, ktery
ma tyto vlastnosti: vy$ka a téZnice pfi jednom vrcholu
trojuhelniku déli thel trojahelniku na tfi shodné thly.

3. V roviné pravouhlych soufadnic x, y zndzornéte
mnozinu vSech bodu [x,y], jejichz soutadnice spliuji
rovnici y = |/(I + x)[1 — x|, a déle mnoZinu viech bodt
[x, ¥], jejichZ soutadnice spliiuji rovniciy + x = [y — x|.
Vypoctem pak feSte soustavu rovnic

y=JT+nT ==+, y+x=Iy—4.

4. Kazdé dvé z hran OA4, OB, OC (tyisténu OABC
stoji navzajem kolmo. DokaZte, Ze potom druhd mocnina
obsahu stény ABC je rovna souctu druhych mocnin
obsaht zbyvajicich tfi stén.

5. V roviné je ddna kruZnice % a na ni bod A.

Dvéma odliSnymi metodami feSte tulohu: Sestrojte
trojuhelnik ABC vepsany kruZnici % tak, aby thly <t CAB,
X ABC mély dané velikosti. Udejte podminky feSitel-
nosti. _

6. ReSte nerovnost

1 1
= — = 1.
x—|—]/x+x—]/x—

3. Kategorie C

1. Dokazte, Ze vyraz
a? . x2 i b2 ’
(@—ba—x) @—a@x—>b @G—a@—7x
pokud ma smysl, nezavisi na Cisle x.
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2. Je déna polorovina ABP a uvnitf tseCky 4B je
dan bod M. Dale je dan uhel velikosti y.

V poloroviné ABP sestrojte trojuhelnik ABC takovy,
aby thel <tBCA = y a aby osa tohoto thlu prochizela
bodem M.

3. V roviné pravouhlych soufadnic [x, y] sestrojte graf
funkce
y=Ix+2 —|x—2|.
4. Zlomek
7" + 1
3n 41’
kde # je liché pfirozené Cislo, lze vidy kratit Cislem 4.
Dokazte.

5. ZmenSime-li polomér i vySku rotacniho kuZele
0 P %, o kolik procent se zméni jeho objem?

6. V roviné¢ je ddna kruZnice k= (S;r) a bod 4,
jehoZ vzdalenost od stfedu S je v < r.

Bodem A vedte pfimku, ktera od kruZnice 2 oddéli
Ctvrtkruznici. Provedte diskusi feSitelnosti vzhledem
k Cislum r, o.

4. Kategorie D

1. Tahem krale na $achovnici rozuméjme tah ze zvole-
ného pole na nékteré pole k nému sousedni (az 8 moz-
nosti); pfitom tah z pole 4 na pole B je jiny neZ tah
z pole B na pole 4.

Kolik takovych tahii lze na prazdné Sachovnici udélat?

2. Je déna pfimka AP a mimo ni bod B; dale je ddna
usecka délky d. Na polopfimce AP sestrojte bod X takovy,
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Ze plati vztah
AX +BX =d.

Rozhodnéte o fesitelnosti tlohy.

3. V roviné jsou dany dvé kruZnice 2, = (S;; 10 cm),
ky = (8,3 10 cm), kde §,;S, = 10 cm.

Vypoctéte délku x poloméru kruZznice, kterd ma s kaz-
dou z danych kruZnic vnitfni dotyk a vedle toho se dotyka
pfimky S,S,; na zakladé vypoctu provedte konstrukci.

4. Dokazte, Ze:

a) 37 4 77 je délitelné deseti, aniZ mocniny pocitate.*)

b) 20 1937 + 3 0277 je délitelné Cislem 270.

5. Sestrojte rovnoramenny trojuhelnik ABC se za-
kladnou AB, jestlize je déno:

- a) Soulet zdkladny a jednoho ramena a dale thel
pfi zakladné. (Pokyn. UvaZujte trojuhelnik BCD, kde
D je bod poloptimky CA a plati CD = AB + AC).

b) Rozdil ramena a zdkladny (v tomto poradi) a déle
je dan uhel proti zdkladné. (Pokyn. Vyhledejte vhodny
pomocny trojuhelnik.)

6. Najdéte vSechna Cisla p, pro ktera zlomek
Gp—27—(2p— 3
(2p — 17— (3p — 47

nema smysl. Pak vypoctéte vSechna Cisla p, pro ktera je
zlomek roven nule.

*) Sledujte jen jednotky mocnin 32%, 33, ..., 7%, 7%, ... v jejich
dekadickych zipisech.
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