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V. Zprava o Sesté mezinirodni matematické
olympiadé

1. Sestd mezindrodni matematickd olympidda (VI.
MMO) se konala v Sovétském svazu ve dnech 30. Cervna
az 10. Cervence 1964. Usporadalo ji ministerstvo osvéty
RSFSR; pfipravou, fizenim a celou organizaci byl po-
véfen zvlastni organizacni komitét (OK), jehoz pred-
sedou byl prof. A. I. Markusevic, vicepresident Pedago-
gické akademie véd RSFSR, sekretafem komitétu byl
Ivan Semjonovic Petrjakov, pracovnik v oboru metodi-
ky matematiky v ministerstvu osvéty RSFSR. Vlastni
soutéz ridila mezinarodni komise (MK), jejimiz cleny
byli vedouci jednotlivych zucastnénych delegaci. Pred-
sedou MK byl rovnéZ profesor A. I. Markusevic; v této
funkeci jej poptipadé zastupoval DrSc. Alexandr A. Kiri-
lov, profesor Lomonosovovy statni university v Moskvé.
Delegace byly ubytovany v budové Lomonosovovy
statni university na Leninskych horach, v niZ se konaly
i vSechny porady MK, vlastni soutéZ, rozdéleni cen,
slavnostni obéd apod.

SoutéZe se zucastnilo po osmi Zacich z deviti zemi,
tedy celkem 72 Zaki; kazda z delegaci méla svého ve-
douciho a pedagogického privodce. Byli to:

Bulharsko (B): Alippi Mateev, profesor university
v Sofii, a Stoian Budurov, inspektor ministerstva osvéty
B. L. R., Sofia.

Ceskoslovensko (C): Rudolf Zelinka a Frantisek
Zitek CSc., oba védeCti pracovnici Matematického
ustavu CSAV, Praha.
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NDR (D): W. Engel, profesor university, Rostock,
a doc. Herbert Titze, védecky pracovnik Pedagogického
ustavu v Berliné.

Madarsko (H): prof. Héodi Endre, védecky pracovnik
Ustavu optiky, Budapest, a Reiman Istvdn.

Mongolsko (M): B. Altangerel, pracovnik minister-
stva osvéty, Ulan Bétor, a D. Gurisav, pracovnik peda-
gogického institutu, Uldn Bator.

Polsko (P): Mieczystav Czyzykowski, profesor poly-
techniky, VarSava, a Andrzej Mgkowski, odborny asistent
university, VarSava.

Rumunsko (R): Tieriu Roman, docent polytechniky
a generdlni sekretaf Rumunské matematické spolecnosti,
Bukurest, a Paul Alger, uCitel matematiky, BukuresSt.

SSSR(S): Jelena Alexandrovna Morozovova, docentka
Lomonosovovy statni university v Moskvé, a L. B. Fuks,
asistent Lomonosovovy stitni university v Moskvé.

Jugoslavie (Y): profesorka Milica C. Dajevidovd
z Bélehradu a profesorka M. Srojanoviéovd.

2. OrganizaCni komitét sestavil navrh dvou Sestic
soutéznich uloh z textu, které zaslaly zahraniCni instituce;
ndvrhy obsahovaly strund feSeni. Po zevrubnych po-
radach, hodnocenich a po urcitych upravach byla prijata
prvni Sestice. Zaroveii MK rozhodla, kolik boda bude
maximalné pridéleno za feSeni jednotlivych tloh; rovnéz
byly stanoveny nékteré zasady pro klasifikaci (maximal-
niho poctu 42 bodu dosédhl jeden sovétsky zak). Dale bylo
rozhodnuto, Ze o nejasnostech a prlpadnych spornych
otazkach rozhodne MK. Texty uloh s reSenimi jsou
uvedeny v pfiloze C. 2; zaroven je tam uddn maximadlni
pocet bodu, které mohl 7k za feSeni ulohy ziskat, jakoZ
1 zemé, kterd ulohu navrhla.
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Zici se k soutéZi sjeli do 2. ervence 1964. Vlastni
soutéZ se konala v sobotu 4. 7. a v nedéli 5. 7. 1964
v posluchdrné ¢. 02 Lomonosovovy statni university,
vzdy v dobé od 9.30 hod. do 14 hod. Ve dvou nésleduji-
cich dnech pak provadéli vedouci delegaci spolu s peda-
gogickym pravodcem opravy uloh vlastnich zaka; alohy
soucasné korigovali Clenové koordinaéni komise z fad
sovétskych vysokoSkolskych pracovnikt. Koordinaci fe-
Seni sovétskych Zzdkt provadéli Clenové zahraniCnich
delegaci.

Na zavére¢ném zaseddni MK za predsednictvi pro-
fesora A. A. Kirilova bylo rozhodovdno hlasovanim
o nejasnych pripadech Kklasifikace. Celé jednini mélo
celkem velmi hladky prabéh. Na ziakladé schvalené
klasifikace byly pfidéleny ceny jednotlivym feSitelim
(viz tab. &. 1 ,,Prehled o celkovém poctu bodu, které ziskali
jednotlivi Zdci”, tab. C. 2 ,,Prehled o poctu udélenych cen
jednotlivym delegacim™ a prilohu 1 ,, fmenny seznam vitézi
V1. MMO”); bylo udéleno 7 prvnich, 9 druhych a 19
tietich cen (celkem 35). Bodové rozpéti pro I. cenu bylo
42—37 bodu, pro II. cenu 36—31 bodu a pro III. cenu
30—27 bodu. Z tabulky je patrno, Ze nejlepsi bylo druz-
stvo sovétské a tésné za nim druzstvo madarské. Cs.
druzstvo bylo na konci jakéhosi stfedu, ktery tvofila
muZstva t&chto zemi: R, P, B, D, C. Pfitom Jugoslavie
postavila nové druZstvo, ackoli mohla uZzit lomnského.

V madarském druZstvu bylo 5 lofiskych ucastnika V.
MMO, kdezto v sovétském Zadny; v naSem a polském
druZstvu bylo po jednom z lofiskych ucastnikii. Abso-
lutnim vitézem se stal David Bernstejn, Zak moskevské
stfedni Skoly, ktery jediny ziskal maximalni pocet 42
bodd. Dva nasi Zaci, Tamara Marcisovd, 2. tr. SVS,
Bratislava, a Pavel Bures, 3. ro. SVVS, Brno. ziskali
druhé ceny. Dalsi dva &s. Zaci, Jaroslav Zemdnek, 3. rocC.
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SVVS, Praha 4, a Miloslav Znojil, 3. ro&. SVVS, Prosté&jov,
ziskali tfeti ceny; Cs. Zici tedy ziskali 4 ceny z celkového
poctu 35 cen.

Ve stfedu 8. 7. 1964 se pro ucastniky VI. MMO konala
slavnostni vecere, které za pfitomnosti A. Cerniseva, prvni-
ho ndméstka ministra osvéty RSFSR, piedsedal profesor
A. 1. Markusevic. Vecete probéhla v radostném a veselém
ovzdusi, o néz se postarali predevSim sovétsti hostitel€.

Ceny a upominkové dary byly vitézim odevzdiny na
slavnosti, ktera se konala ve ¢tvrtek 9. 7. 1964 o 13. hod.
v promoc¢nim sale Lomonosovovy university; Zaci, ktefi
nedostali cenu, obdrZeli diplom o ucasti na mezinarodni
soutéZzi. Schuzi zahdjil a fidil profesor 4. I. Markusevic.
Po ném pronesl slavnostni projev ministr osvéty RSFSR
J. 1. Afanasjenko, ktery jako matematik zhodnotil vyznam
této védy pro lidskou spolecnost a jeji perspektivy; kon-
statoval vyslovné, Ze sovétSti iCastnici vSesvazové mate-
matické olympiddy nekonaji pfijimaci zkousky na vysoké
Skoly, protoZe svym vykonem v soutézi prokédzali svou
kvalifikaci. Blahopfdl vSem tucastnikim, Ze se svym
pracovnim uGsilim probojovali do této mezinirodni sou-
téZe a zdiraznil velky mezinidrodné politicky vyznam
tohoto mirového setkdni mlideZe. Zvlasté pritom ocenil
vychovna hlediska, spolivajici v tom, Ze se tu schazi
a sva pratelstvi uzavira pravé dorustajici mlada generace
budoucich védeckych pracovniki. Za mezindrodni ko-
misi podékoval sovétskym hostitelum profesor W. Engel
z NDR. Nejlepsi madarsky 74k Laszlé Gerencsér, ktery
v soutéZi ziskal 41 bodu, pod€koval jménem Zzidkd za
udélené ceny a uzndni.

V pétek 10. 7. 1964 o 9. hod. moskevského Casu od- .
letéla nase delegace zpét do vlasti.

3. Za svého pobytu v Moskvé zhlédli Zici fadu paméti-
hodnosti tohoto mésta a jeho bezprostfedniho okoli.
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Jmenujme Kreml, Leninské Gorki, Paldc pionyri,
Tretjakovskou galerii, fadu muzei a vystav, poklady ve
Zbrojnim paldci v Kremlu, LuZniky; mimo jiné se
ulastnili baletu Labuti jezero v Kremelském divadle.
Vedouci delegaci s pedagogickymi pruvodci navstivili
Velké akademické divadlo.

Sovétsti hostitelé svou peclivosti pfipravili dospélym
1 zaktim vskutku pifijemné prostfedi. Jesté posledni vecer
pobytu v Moskvé zhlédli ¢lenové MK bibliofilské sbirky
ruéné psanych knih a prvotiski v byté piedsedy MK
profesora A. I. Markusevice, kde byli mile pohoS$téni.

Zvlastni udélosti je pfijeti clent MK ministrem
osvéty RSFSR Jevgenijem Ivanovicem Afanasjenkem, a to
ve stfedu 8. 7. 1964 dopoledne. Ministr pfednesl delsi
referat, ve kterém informoval hosty o soucasné situaci,
pokud jde o vyuCovani matematice, déle o experimentech,
které se budou konat ve specidlnich tfidach. Ministr se
pak v diskusi zvlasté rozhovoril o nejbliZSich wkolech
vychovy a vyuky sovétsk}'fch Skol. Na zavér pral §koldm
socialistickych zemi hodné uspéchti. Ministr sledoval
prubeh olympiddy a ¢innost MK. Rada novinafa a re-
portérit z rozhlasu a televize nav$tévovala nejduleZitéjsi
akce, které se konaly v ramci soutéZe.

4. Posuzujeme-li ulohy, pak celkem zapadaly do nor-
malu soutéZe. Jistou zdvadu méla uloha C. 2, nebot ne-
rovnost plati pro vSechna kladna ¢isla (tedy i pro jiné
trojice Cisel, nez jsou jen velikosti stran trojuhelniku).
Rozhodné obtizny byl dodatek k tloze ¢. 6; GspéSné jej
fesili 4 Zaci a jeden z nich jen CasteCné. Jeden nds Zak
se pokousel o feSeni, ale bezvysledné.

Nase druzstvo jen asi z poloviny bylo na vysi, coz
vzhledem k slabym vysledkm na$i celostitni soutéZe
nepiekvapuje; vysledek MMO to celkem potvrdil.
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Ulohy ¢. 1 a% 3 vétdiné naSich %akd dopadly celkem
dobre, 1 kdyZ se 1 néktefi lepsi Zzaci dopustili trividlnich
chyb, hlavné numerického razu. Je vidét, Ze naSim
zakam chybi jistota, které Ize nabyt jen soustavnou praci.
Velmi $patné vSak dopadla tloha . 4, jejiz tematika méla
spiSe povahu Casopiseckych zdbavnych koutki a byla
zaddna jako tloha pro utéchu, kterd si nevyzaduje zad-
nych predb&znych znalosti. Ulohu roziefili jen 3 nasi
zaci. Jesté horsi vysledky mame pii uloze ¢. 5, kde fe-
sitelé neuvazovali o ortocentrech trojuhelnikii a vibec
zapasili s pojmem kombinace. Lze fici, Ze prvni Cast
ulohy ¢. 6, kde se dalo ziskat 6 boda, dopadla dobfe;
o druhé casti, kde se daly ziskat maximalné 3 body, jsme
se jiz zminili; dopadla vesmés Spatné. Aby Ctenaf ziskal
predstavu o tom, jak na$i Zdci fesili jednotlivé tulohy,
pfipojujeme tabulku ¢. 3 ,,Klasifikace feSeni jednotlivych
uloh &s. zaka”.

Zaci se pred odjezdem na soutdZ ulastnili tydenni
instruktd¥e ve Zdiru nad Sazavou. I kdyZ to bylo
nouzové opatfeni, pfece jen tu asi Z4aci ziskali jakysi
prehled o tom, jakym zpusobem tu ¢i onu ulohu feSit.
NaSe dosavadni péce o nejlepsi zéky je vSak zatim ne-
postacujici; potfebujeme pomoc stilou a trvalé vedeni
a povzbuzovani. Bude tfeba najit cestu, jakou formou
se to md provadét. 70 bodd, o néZ jsme zustali pozadu
za sovétskym druZstvem, je pfili§ veliky rozdil, ktery
nelze omluvit nahodou, cizim prostfedim apod.
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Tabulka ¢. 1
Piehled o celkovém poltu bodui, které ziskali jednotlivi Zdci na VI. MMO

. Zemé

Cis. [ |
!

B C| D |  H| M| P R S Y

[\
NS

30 28 29 35 26| 39 16| 36| 16
271 36 31 | 22 1) 33| 39| 29
24 13 25| 21 26 26| 30 42| 24
23 30 24 41 26 30| 21 30| 7
23 36 27| 26 27| 31| 24| 30| 18
18 14 20 39 14| 30| 27| 38| 17
30 19 15 28| 15| 28| 30| 25 13

32 181 25 | 39 13| 24 32 29 31

© g o U s W N =

|

|

|

| Soucet

| Za.zemi 198 | 194 | 196 | 253 | 169 | 209 | 213 | 269 | 155

Tabulka ¢. 2
Prehled o poctu udélenych cen jednotlivym delegacim

Cena Zem¢é
Cislo (¢islice udava pocet ziskanych cen)
I S3; H3; P1
II. C2; D1; H1; P1;
R2;S1; Y1
II1. B3; C2; D2; H1;
M1;P3; R3; S3; Y1
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Tabulka ¢. 3

Klasifikace tesent jednotlivych uloh &. $dki
(v zavorkach je uygden maximélni pocet bodii za dokonalé feseni lohy)

" Ulohy Ziskal
ak celkem bodu
Cis. 1 2 3 4 5 6 (celkem max.
) @) (6) (6) ) ) 42 bodt)

1 7 5 6 0 4 6 28

2 7 7 6 6 4 6 36

3 5 1 5 0 2 0 13

4 6 0 5 6 7 6 30

5 7 7 6 6 4 6 36

6 0 0 6 0 2 6 14

7 7 0 5 0 1 6 19

8 4 0 6 0 2 6 18
Soucet | 43 20 45 18 26 42 194
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PRILOHA 1

Jmenny seznam vitéza VI. MMO
I. cena:

Genadij Archipov S; David Bernstejn S; Jury Matija-
sevi¢ Sy Ldszlo Gerensér H; Ldszlo Lovdsz H; Fozsef
Pelikin H; Tadeusz Figiel P.

II. cena:

Pavel Burei C; Tamara Marcisova C; Wolfgang
Klamt D; Marian Orlowski P; Istvdn Berkes H ; Alexandru
Vinea R; Octavian Bisca R; Viktor Urumov Y; Valery
Aleksejev S.

III1. cena:

Mi#iddors Cevegmidyn M; Miloslav Znojil C; Jaroslav
Zemdnek C; Monika Titzovd D; Manfred Brandt D
Zbigniew Stodkowski Py Wojciech Patkaniowski Py Krzysz-
tof Nowirski Py Avram Eskenazi B Svjetoslav Biléev B;
Viadimir Zagjmov B; Endré Makai H; Tiberiu Spircu R;
Eleodor Popescu R; Mihai Chercin R; Stanko Verséaj Y
Alexandr Florensov S Boris Ivlev S Alexandr Vilenkin S.

PRILOHA 2

Sitazné lohy zo VI. Medzinarodnej matematickej
olympiady

1. a) Urdite vSetky celé kladné Cisla #, pre ktoré je
Cislo 2» — 1 delitelné siedmimi. '
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b) DokéZte, Ze neexistuje Ziadne celé kladne Cislo n,
pre ktoré je &islo 27 + 1 delitené siedmimi. (CSSR —
7 bodov.)

RieSenie. KaZdé prirodzené Cislo #» > 2 moZno na-
pisat v prave jednom z tvarov:

o) n = 3k,
B) n=73k+1,
y) n =23k + 2,

kde % je vhodné prirodzené dislo.

a) Do daného vyrazu dosadime postupne kazda
z tychto troch moZnosti:

o) 27 — 1= 2% — ] = 8% — 1; podla zndmeho
vzorca
8t — 1 =7@ 14824 . ..4+1), t. j. dané
Cislo je deliteIné siedmimi;
By 2n — 1 —=2%+ 1 =2 8 —1— 8k} 8 —
—1=8+4 17K,

kde K je vhodné prirodzené Cislo. Aby platilo, Ze 7 je
delitefom ¢isla 2* — 1, muselo by platit i to, Zze 7 je
delitelom cisla 8%, Co zrejme nie je moZné pre Ziadne
prirodzené dislo k.
Y2n— 1 =2%+2 _1=4.8—1=8—1+4

+ 3.8k Aby 7 bolo delitefom 27 — 1, muselo by byt
tieZ delitefom cisla 3 . 8%, o zrejme neplati pre Ziadne pri-
rodzené k.

Dosadime do daného vyrazu eSte n = 1, n = 2; je
21—-1=1,22—1=3.

Cislo 2 — 1 je deliteIne Cislom 7 prive pre tie pri-
rodzené Cisla n, ktoré si ndsobkami Cisla 3.

133



b) Za n do vyrazu 2" 4 1 dosadime z moZnosti o),
£), 7). Pritom mame dokazané, Ze Cislo 8 — 1, kde %
je prirodzené Cislo, je delitelné siedmimi.

) 274+ 1=2% 4 1 =8—1+42=TK+ 2, kde
K je vhodné prirodzené cislo. Aby cislo 7 delilo cislo
2 4 1, muselo by delit i ¢islo 2, ¢o nie je moZné;

p) 2%+l 41 =2.8—2+4+3=2(8—1)+ 3.
KedZe cislo 7 nie je delitelom cisla 3, nemdZe delit
ani 2”7 + 1;

y) 2%k+2 4+ 1 =4 .8 — 44+ 5=4(8 — 1)+ 5.

Z toho, Ze Cislo 7 nedeli 5, vyplyva, Ze nemoze delit ani
27+ 1.

Dosadime eSten = 1,n = 2;je2 4+ 1 = 3,22+ 1 =5.

KedZe ind moZnost neexistuje, dokazali §me, Ze Cislo
27 + 1 pre ziadne prirodzené Cislo 7 nie je delitelné
¢islom 7.

Riesila Tamara Marcisovd,
2. tr. SVS, Bratislava

2. Ak st a, b, ¢ dizky stran TubovoIného trojuholnika,
potom plati

@b +c—a)+bcta—b+catb—c) =

= 3abc;
dokazte. (Madarsko — 6 bodov.)

RieSenie. Ak su a, b, ¢ di7ky stran TubovoIného troj-
uholnika, je vzdy splnend nerovnost

0==(@a—"bPa+b—c)+®—cPb+c—a)+
+ (¢ — a)*(a + ¢ — b), (D

pretoZe v trojuholniku musi byt sucet lubovolnych dvoch
strdn vacsi ako tretia strana (jea + b — ¢ >0, atd.) a na
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pravej strane nerovnosti (1) je teda sucet 3 nezdpornych
Cisel, z ktorych kazdé je sucinom kladného a nezdporného
Cisla. Rovnost nastane zrejme iba v pripade a = b = c.
Prevedenim naznalenych tkonov dostavame na pravej
strane (oznaCme ju P):

P = (a®> — 2ab + b?) (a + b — ¢) + (b*> — 2bc + ¢?)
b+ c—a)+ (> —2ac+a®)(a+c—b) =

= a® — 2a%b + ab® + a’b — 2ab?® + b3 — a®c +
-+ 2abc — b*c + b3 — 2b2%c -+ bc? 4 b%c — 2bc? +
+ 3 — ab® + 2abc — ac® + ac® — 2a% + a® +
-+ 3 — 2ac® + a’c — bc?® + 2abc — a?b =
= 2 (a® + b® + ¢®) + 6abc — 2 (a%* + ab® + a’c +
+ ac?® + b2 + bc?).

Pre &isla a, b, c, ktoré st dizkami stran trojuholnika, plati
teda vZdy nerovnost

0 <a®+ b+ ¢+ 3abc — a%b — ab® — a%c — .
— ac* — b%c — bc?, 2

pretoZe je ekvivalentna s (1). Po tprave dostaneme

—a® + a?b + a*c — b® + ab® + b%c — ¢ + ac® +
+ bc® = 3abc

a teda
a?b+c—a)+ba+c—b+cta+b—c)=
= 3abc. 3

Nerovnost (3) je zhodna s danou nerovnostou. Plati pre
vsetky a, b, ¢, ktoré sa di¥kami stran TubovoIného troj-
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uholnika, pretoZe je ekvivalentnd s nerovnostou (1),
ktora je pre vSetky takéto a, b, ¢ zrejme splnena.

RieSenie Tamary Marcisovej,
2. tr. SVS, Bratislava

Jiné feSeni. Danou nerovnost upravime postupné
takto: .

a*(b + ¢ — a) — abc + b*(c + a — b) —

—abc+ c*(a—b—c)—abc =0

a(ab + ac — a® — bc) + b (bc + ba — b* — ac) +

+c(ac+bc—c2—ab) =0

a(@a—ba—c)+bb—a)b—c)+

+clc—a)(c—b =0 (1)

Rozezndvame tfi moZnosti:

Ptipad [1]. Necht je a=0b =c. Pak z (1) plyne
0.= 0, coZ je spravna nerovnost.

Piipad [2]. Necht je napf. a = b, ¢ + a. Pak (1)
Ize psat

c(c—a)2 =0,

coZ je spravnd nerovnost, nebot na pravé strané je soucin
dvou nezéporn;’rch Cisel. Zménou oznaleni dospéjeme

k podobnym zévértim v pfipadé, kdy dvé z danych dcisel
jsou si rovna, tfeti je od nich rtzné.

Piipad [3]. Vhodnym oznalenim pfi vesmés ruznych
Cislech lze dosdhnout, Ze plati

a>b>c. 2

Pak je na levé strané (1) ¢islo ¢ (¢ — a) (¢ — b) > 0, nebot
je soucinem cisla kladného a dvou ¢&isel zapornych. Jest-
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lize dokazeme, Ze je x =a(a—b)(a—¢)+ b(b— a)
(b —¢) =0, bude platit i vztah (1). AvSak snadno se
usoudi, Ze vzhledem ke (2) plati

x=(@—bla(@a—c)—b0b—c)] >
>(a—b)bla—c— (b—c)]=0b(a—b)? >0,

nebot v poslednim soucinu jsou oba Cinitelé kladnd Cisla.
Ve vsSech tfech pripadech lze postup obratit a dospét
od vysledné nerovnosti k puvodni. Tim je feSeni pro-
vedeno.
Poznamka. Predlozeny dikaz dokonce plati pro
vSechny trojice kladnych cisel a, b, c.

Podle feseni Pavla Burese, 3. ro¢. SVVS, Brno

3. Do trojihelniku ABC se stranami o délkich a, b, ¢
vepiSeme kruZnici a sestrojime k ni tfi nové tecny rovno-
béZné se stranami daného trojuhelniku. Kazda z téchto
teCen utind od trojuhelniku ABC po jednom trojihelniku.

Do kazdého z téchto tfi novych trojuhelnika vepiSeme
kruZnici.

Vypoctéte soucet obsahti vSech Ctyf vepsanych kruhu.
(Jugoslavie — 6 bodu.)

Reseni. Oznalme po fadé o, 0,, 05, 05 poloméry kruZnic
ky kyy ke kg (viz obr. 40). Mame vypoditat Cislo

V=mr(e®+ of + o + o). (D
Pro vypocet polomért pouZijeme vzorct
P _ P, _ P, Py
Q—ss 91—s1> Qz—g’ 93_53' 2

Piitom P, P,, P,, P, jsou po fadé obsahy trojihelniku
ABC a tii trojuhelniki oddélenych pfi vrcholech A4, B,
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C; sy 515 S5, 53 jsou jejich polovicni obvody. Vzorce (2)

upravime takto: -
925359 01 = 5 - 51>
51
®3)
P, Py
Q2 S_% - 525 03 S_g S3

Z podobnosti trojuhelniku ABC a kazdého z tfi oddéle-
nych trojuhelnikt vyplyva

P, Py P, P

s%:szzs§:s_2' )
Dosadime-li z (4) do (3), vyjde
P P P
0=a S15 92:;2’-52: 0 =3 3. 5)
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Z vlastnosti teCen snadno zjistime, Ze obvod trojuhelniku
AB,C, je AB, + AC, + B,C, = AB, + AC, + B, T +
+ C,U = AT + AU = s — b + s — ¢ pfi obvyklém
oznaceni stran trojuhelniku ABC. Je tedy 2s, = s — b +
+s5s—c=a t.

a b ¢

2 2> BT g ©)

Dosadime-li z (6) do (5) a odtud do (1), vyjde:
b2
e =

:W(452+a2+b2+62)=

§1 = So =

2

V—Trli(z—l— .

2
= % (2a% 4 2b%* + 2¢® + 2ab + 2ac + 2bc) =

=P, 2 2
:—2—F(a + 6% 4 ¢ + ab + bc + ca).

Za P? lze do tohoto vzorce dosadit ze vzorce Heronova.
Pozndmky. a) Ze vzorca (5), (6) vyplyva vztah

P P
01+ 0+ 93:'?2(51‘1‘52"}‘53):@(“‘*‘17 +¢) =
P P
= '2—;5 .25 = —S_ = Q0.
b) Pomér soultu obsahd kruht k,, k,, k; k obsahu
kruhu % je podle predchazejiciho

2 2
73(91‘;52%+93) %._(a2+b2+cz)_

a4 a4 b2
o 452 (@ + b+ o)
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4. Sedemnast osOb si navzdjom piSe, kazdd z nich so
vSetkymi ostatnymi. V celej koreSpondencii sa objavuju
celkom len tri rozne témy. Kazda dvojica osob si spolu
piSe iba o jednej z tychto tém.

Dokazte, Ze existuja aspoii tri osoby, ktoré si navzajom
pisu na ta istd tému. (Polsko — 6 bodov.)

RieSenie. Oznalme jednu zo 17 osdb 4. Osoba A4
si podla podmienky ulohy piSe so 16 inymi osobami
o maximalne 3 témach. Podla Dirichletovho principu si
musi teda na jednu z tychto tém, ozname ju I, pisat
aspofl so 6 osobami. Rozozndvajme tu prave 2 moZnosti:

[1]. Aspoii 2 z tychto 6 osdb si piSu na tému I. Tym
je splnené, Ze existuju aspoinl tri osoby, ktoré si na-
vzédjom piSu na ta istd tému (I).

[2]. Ziadne 2 z tychto 6 osdb si nepi$u na tému I.
Potom jedna z nich, nech je to B, si piSe s ostatnymi 5
z tejto skupiny na zostavajice dve témy. Podla Dirichle-
tovho principu si musi pisat na jednu z tychto tém —
ozna¢me ju IT — aspoii s 3 z tychto 5 0s6b. Opét musime
rozoznavat prave 2 moZnosti:

a) Z tychto 3 o0sdb si asponn dve piSu na tému II,
¢im je splnené, Ze existuju aspon 3 osoby, ktoré si na-
vzajom piSu na ta ista tému (II).

b) Ziadne 2 z tychto 3 osdb si nepi$u na tému II,
teda vSetky 3 si piSu na zostavajacu tému III.

V kazdom pripade si teda aspoil tri osoby navzijom
piSu na tu istd tému. Tym je dokaz prevedeny.

Riesila Tamara Marcisovd,
2. tr. SVS, Bratislava

5. V roviné je dino 5 bodi. Mezi pfimkami, které

spojuji vidy dva z téchto bodi, neexistuji Zzadné dvé, které
jsou navzdjem rovnobézné nebo kolmé nebo splyvajici.
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Kazdym z danych bodi vedeme kolmice ke vSem
spojnicim zbyvajicich ¢ty bodu.

Urcete maximalni polet priseciki, které mohou mit
navzdjem tyto kolmice. (Rumunsko — 7 bodd.)

Reseni. Dané body lze spojit (120) pfimkami, z nich

Zadné dvé podle textu ulohy nejsou ani splyvajici, ani
rovnobézné, ani kolmé (jsou tedy kosé).

Zvolme jeden z péti danych bodi; pak 4 zbyvajici
body maji 6 spojnic a zvolenym bodem k nim prochazi
6 kolmic. Zadné dvé z nich nesplynou (jinak by dvé ze
Sesti spojnic splyvaly nebo byly rovnobézné) a Zzadna
z téchto kolmic neprochazi Zadnym ze Ctyf zbyvajicich
bodu (jinak by byly dvé spojnice danych boda navzijem
kolmé). Nesplynou vSak ani dvé kolmice prislusné ke
dvéma riznym z danych bodd; pak by totiz byly dvé
spojnice danych bodli navzijem kolmé.

Kazdym z péti danych bodd prochazi proto 5 kolmic,
coz je celkem 6.5 = 30 kolmic. Jestlize Zz4dné dva
z jejich prusecikii nesplynou, méme (320) = 435 pra-
secikl. Ale kazdym z péti danych bodt prochazi 6 kolmic;
tim vzdy (g) — 15 priseliki splyva v jeden a odpadne

tak 14 .5 = 70 prasecikd, takZe jich zbyva 435 — 70 =
= 365.

Vedeme-li dvéma z danych bodi kolmice k téZe spoj-
nici zbyvajicich tfi z danych bodl, nemaji tyto pfimky
prusecik, nebot jsou rovnob&zné a ruzné. Ke kazdé
spojnici dvou danych bodu lze ze tfi zbyvajicich vést

3 ruzné kolmice a z nich lze sestavit (;) = 3 dvojice;
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Zadna z nich nedavad priseCik. Spojnic je (g) = 10,
takZe odpadne 3.10 = 30 prusecika. Zbyva tedy
365 — 20 = 335 prasecikd.

Kazdé tfi z danych bodd urcuji trojuhelnik a tvori
jeho vrcholy. Tt vysky tohoto trojuhelniku nemaji
celkem 3 priaseciky, nybrz jen jeden (ortocentrum).
Z péti danych bodd jako vrchold Ilze zkombinovat

(g) = 10 trojuhelnikd ; kazdy z nich sniZi pocet hledanych
pruseciki o dva, celkem tedy odpadne 2. 10 = 20 pru-
seCiki a zbyva 335 — 20 = 315 prusecika.
Maximalni pocet pruseciki je 315 (vCetné péti danych
bodu). B
Resil Miloslav Znojil, 3. ro&. SVVS, Prost&jov

6. V daném Ctyfsténu ABCD spojime vrchol D
DD,, vedené body A4, B, C, protinaji po radé roviny
BCD, CAD, ABD v bodech A4,, By, C;.

a) DokaZte, Ze objem Ctyfsténu ABCD je roven jedné
tfetiné objemu Ctyfsténu 4, B;C,D,.

b) Plati tento vysledek i v pfipadé, kdy D, je libo-
volny bod uvnitf trojuhelniku 4ABC? (Polsko — 6 + 3
body.)

ResSeni (obr. 41). a) Bod 4, je uren jako priisecik
pfimky a//DD, vedené bodem A s rovinou g, = BCD.
Rovina ADD, obsahuje pfimku a a pfimku 4'D, kde 4’
je stfed hrany BC. Z trojahelniku A’4A; odvodime

AA, — 3DD,; (1)
je totit A'D, — %—AA’, AA'AA, ~ AA'D,D.
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Protoze je AA, = BB, = CC, = 3DD,,
AA,[/BB,[[CC,/|DD,, je

ANAB,C, >~ ANABC (sss); (2)

Ctyfuhelniky ABB,A,,
BCC,B,, CAA,C; jsou
totiZ rovnobézniky. Vysky
v, v, Ctyfsténa ABCD,
A,B,C, D, vedené po fadé
z vrcholu D, D, jsou v po-
méru 1 : 3, tj. plati

v:ioy=1:3. (3)
Vztah (3) dokaZeme takto:
Ze stejnolehlosti trojuhel-
nika ANA'AA,, NA'D,D
a ze vztahu (1) vyplyva

A4, =3A4'D. (4)
Je-li w odchylka pfimky
A'D od roviny ABC, plati
pro vySku o Ctyfsténu
ABCD a pro vzdalenost u
bodu A4, od roviny ABC
vztahy

v = A’'D sin w,

u = A'A, sin w,
tj. podle (4)

v:u=1:3. (5

Roviny ABC, A,B,C; jsou rovnob&zné; proto vzdale-
nost # bodu A, od roviny ABC je rovna vzdilenosti
bodu D, od roviny A;B,C;, tj. vySce v, Ctyisténu
A,B,C,D,.
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Je tedy
U=, : (6)

Spojenim vztaht (5), (6) dostaneme (3). Pro objemy
V, V, Ctyfstént ABCD, A, B, C; D, vyjde vzhledem k (2),
3)

1 1
V:—g—p.'v, Vlzgp.37)23V,

piitom p znali spoleny obsah trojuhelnikd ABC,
A4,B,C,.

Tim je tvrzeni véty dokdzano.

b) OznaCme A’, B, C’ priseCiky pfimek AD,, BD,,
CD, po tfad¢é s primkami BC, CA, AB; dile oznalme o,
p, v roviny stén DBC, DCA, DAB a a, b, ¢ rovnobézky
s pfimkou DD,, vedené po fadé body 4, B, C. Prusecik
A, pfimky a s rovinou o« lezi na pfimce DA’ a existuje,
nebot pfimky DD,, DA’ jsou ruznobézné a plati a//DA’;
stejné vidy existuji body B;, C; po fadé na pfimkich
DB’, DC'. Roviny «, # = ABB;A; maji spolené body
B, A,, takze BA, je jejich pruse¢nice. Ozna¢me P pri-
seCik rovin «, w, CDC’; bod P je tedy prisecikem pfi-
mek BA,, p leZicich v =, kde p//DD, prochédzi bodem C".

Pfimka AP leZi v roviné f, nebot bod A a pfimka
CP = CD lezi v f. Proto je pfimka AP prusecnici rovin
p, m, a protoZze bod B lezi v m, prochazi primka AP
bodem B,. Pfimka p = PC’ ma s useckou 4,B, spolecny
bod M, a pfimka DD,, lezici v roviné CC,M,C’, ma
s useCkou C; M, spolecny bod D,. Oznaéme D, spolecny
bod pfimky D;D, s tuseCkou C,P. Ve C(tyfthelniku
ABB, A, plati AA,//BB, a P je prusecik jeho uhlopricek;
proto je PC’ = PM,, jak snadno odvodime uZitim
stejnolehlosti o stfedech B, B; a s konstantami rovnymi
poméru vzdalenosti pfimek a, b a pfimek p, b (Vlastnost
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lichobéZniku nebo rovnobéZniku, Ze prusecik P jeho
uhlopficek je stfedem jeho pficky M,;C’ — viz obr. 41 —
pro dalsf uvahu oznacme véta 1.)

Use¢ky PC’, CC, jsou stejnolehlé podle bodu D
a useCky PM,;, C,C s nimi shodné jsou stejnolehlé podle
bodu D, (konstanta obou stejnolehlosti je g% = DE:C'P: H
proto je D, pruseCikem uhlopfi¢ek PC,, CM, C(tyt-
uhelniku CC; M, P. Proto podle véty 1 plati DD, =
= DD, (viz lichobéZnik nebo rovnobéznik CC,PC")
a podle téze véty DD; = D, D, (lichobéZnik nebo rovno-
béznik CC, M, P); je tedy DD, = DD; = D, D,. Proto je

D1D2 = 3DD1.

Ctyistén A,B,C,D, lze rozlozit ve tii Ctyfstény
A,B,D,D,, B,C,D,D,, C,A,D,D,, které maji po radé
objemy rovné objemum Ctyfstént ABD;D,, BCD,D,,
CAD,D, (napf. C(tytstény A,B,D,D,, ABD,D, maji
zfejmé stejné obsahy podstav 4,D,D,, AD,D, a k nim
pfislusné délky vySek vedenych po fadé vrcholy B,, B
jsou rovnéZ stejné).

Proto maji Ctyfstény 4,B,C,D, a ABCD, sobé rovné
objemy. Avsak druhy z téchto Ctyfstént ma objem tfikrat
vétsi nez Ctyfstén ABCD, s nimZ ma spoleCnou pod-
stavu ABC, pfiemZ vysky téchto Ctyfstént jsou v témZ
poméru jako usecky D,D,, D,D, o nichZ plati D,D, =
= 3D,D. Tim je platnost tvrzeni ulohy rozsifena i na
pripad, Ze D, je libovolny bod uvnitf trojuhelniku ABC.

Pfipominka. Ulohu b) v podstaté rozfeili jen asi
3 Z4ci; jinak byla poddna fada feSeni ulohy a) asi tak,
jak je uvedeno v odst. a).
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