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IV. ReSeni tloh ze soutéze

1. ULOHY I. KOLA KATEGORIE A

1. Je déna velikost vy$ky v pfislusné k pfeponé pravo-
uhlého trojuhelniku a polomér p kruZnice tomuto troj-
uhelniku vepsané.

a) Vypoctéte délku pfepony ¢ pomoci Cisel v, o.

b) Sestavte kvadratickou rovnici (o jedné neznimé),
jejimiz kofeny jsou délky odvésen a, b uvazovaného troj-
uhelniku.

Pro které hodnoty v a p existuje takovy pravouhly
trojahelnik ?

ReSeni. a) Mezi délkami g, , a, b, ¢ jsou tyto vztahy:

2 +c=a+b, (1a)
vc =ab, (1b)
¢ =a? 4+ b%. (1¢c)

Prvni rovnost se odvodi z délek teCen vedenych k ve-
psané kruZnici z vrchold trojuhelniku, druha plyne ze
vzorce pro obsah, tieti z véty Pythagorovy. Na zakladé
rovnosti (@ + b)?2 = a? + b + 2ab sestavime rovnici
pro ¢

(20 +¢)? = ¢ 4 2vc
a odtud

> 2

nebot v > 2.
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b) Z (lab) vypolteme s pouZitim vzorce (2)

o v —p - 20%0
a-l—b—-ZQv_zg, ab-—v_zg.

Délky odvésen a, b jsou tedy kofeny kvadratické
rovnice
v—-0
v — 20
Nyni odpovime na otdzku, pro které hodnoty v, ¢ existuje
takovy pravouhly trojthelnik.

Ma-li byt aloha fesitelnd, musi vyjit ¢ > 0; podle (2)
pak musi byt o — 2p > 0 neboli

v >20. (4)

Diskriminant rovnice (3) je

(v — 0)? 20%
P 2 — =
D—4[Q (v — 20)* v—29]

gy 200 {58 3)

£ % v—2

G —4@;9)2— (@* + 200 — v*) =
=@ 2" jgzz i 28 — (e — 2yl =
= (—z%)—g(@l/i +o—2) ()2 —e +2).

Podle (4) je ¢}/2 — o + v > 0; plati tedy D = 0 tehdy
a jen tehdy, je-li o(}/2 + 1) — v = 0 neboli
v=<o(l +)2). (5)
DokéZeme, Ze nerovnosti (4), (5) udavaji nejen nutnou,
ale i postacujici podminku resitelnosti lohy.
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Plati-li totiZz (4) i (5), vypolteme kofeny rovnice (3)

_olo—0) 1/
x_v—Zg LD—
= 929 (v — o =+ Jo* + 200 — v%). (6)

Oba tyto koreny jsou kladnd Cisla, nebot podle (4) je

v—p>0av—p >V9 + 200 — v?; plati totiz po-
dle (4)

(@ — 0 — (Jo* + 200 — o*)* =
=02 — 200 + 0% — 0% — 20v + 0% =
= 202 — 4pv = 2v(v — 2p) > 0.

Existuje pravouhly trojuhelnik, jehoZ odvésny maji
délky

a ——(7)—9 +V92+20'v—?)=
_ o —
o +%VD
0 IR
b':m(v——g——l/g + 200 — v*) =
ew —0) -
= —2, — #ID.

Jeho pfepona ¢’ mé pak délku [opét s pouZitim (4)]
_ |2 1D —
¢ —]/2(7)_2)2 + 1D =

V(v 20)2 [(‘U 0)2 —[— @ + 29‘0 - 712] i
404 1 20A
(v—20)?* ©v—2°
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Tento pravouhly trojuhelnik ma vy$ku 2’ danou vzorcem

o= ’b' [2(71—9)2 i]'v—2@_

(v — 20)* 20*
_ 0® 2 2 2,2’_29=
_‘(v _29)2 [(‘I) Q) 9 292) ‘|‘7)] 292
0? v — 2
=@—_—_QW-27)(7)—29).2—92=0.

Polomér p’ vepsané kruZznice se vypocte podle vzorce
Ql=sl_cl=%(al _I_bl_cl)’
L1,
_1[20@—0) _20® 1_, 20(0—20)
o' =1 v — 20 v — 20 v — 2

Tim je dokdzdna postalitelnost podminek feSitelnosti
(4) a (5).

Jsou-li splnény podminky (4) a (5), mé uloha b) jediné
feSeni.

2. Bud déna kruZnice 2 a jeji urlity prumér AB
_délky 2r. Z bodu 4 se di4 do pohybu bod X a s nim
v témZe okamZiku z bodu B bod Y'; pfitom se body X, Y
pohybuji po kruZnici 2 v témZe smyslu. Bod X se po-
hybuje rovnomérné zrychlené a pfi prvnim prichodu
bodem B je jeho rychlost ; bod Y se pohybuje rovno-
mérné rychlosti c.

Urcete rychlosti ¢, v tak, aby byly splnény tyto dva
poZadavky:

(1) Bod X dostihne poprvé bod Y za bodem A4, ale
pfed bodem B.

(2) Kdyz po tiech obézich bod X dospéje do polohy 4,
tu soucasné bod Y dospéje do polohy B.
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ReSeni. Oznalime s, (s,) drihu, kterou vykoni bod
X(Y) za t vtefin; pak je
5; = %ar?, s,=ct,
kde a je zrychleni pohybu bodu X. Urazi-li bod X polo-
kruZnici AB za t, vtefin, plati za pfedpokladu, Ze r = 1:
= }aty, v= aty;
odtud plyne
‘112
57.} .
Necht bod X dostihne bod Y poprvé po z vtefinich;
pak plati

a=

7)2
3 §—t2=ct +=

neboli
%2 — 4mct — 47 = 0. (1)
Rovnice (1) ma jedin}'r kladny kofen
=2 VE T, @
Doby, které potiebuje bod Y k tomu, aby poprvé dospél
do bodu A4, resp. B, jsou —, resp. Z_ Podle (2) tedy
m4 platit
27 - 2n
<',;)i(c—|—l/cz+v2)§7- ©)

Oznalme — = A, kde 4 > 0. Podminky (3) lze pak

SHE k!

psat ve tvaru
1 <242 4221 F22 <2. 3"
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I3

Z pravé Casti nerovnosti (3") plyne

A <33 =0,577. 4)
Z levé Casti nerovnosti (3") plyne
1 — 222 <221 +22. (5)

Rozeznivejme dv& moZnosti:

Piipad [1]. Necht je 1 — 242 < 0 neboli 4 > }]/2 (4.
A > 0,708); protoze je %Vg < %VE, nedostaneme vzhle-
dem ke (4) Zadné feSeni nerovnosti (3").

Piipad [2]. Necht je 1 — 242 > 0 neboli 4 < 3]/2.
Potom z (5) feSenim obdriime 1|2 <1, kde }]/2 =
== 0,353. Se zfetelem na (4) tedy nutné plati

2 <2 <33 (6)
obricené je pro tato A vztah (4) ziejmé splnén. Z druhé
2

podminky textu ulohy plynou vztahy 67 = é%—t 48

2nm = ct, kde n je jisté pfirozené Cislo, které méame urdit.
Vyloucenim z z téchto vztahd plyne
47’n?

24r® = v? - —;
c

neboli n = Al/g. Znisobme strany nerovnosti (6) Cis-
lem |/6; obdrzime 3)/3 < n < /2 (4j. ptiblizn& 0,866 <
<n < 1,42). Tomu vyhovuje jediné pfirozené Cislo

n=1 TJe tedy < = Lg neboli o = ¢]/6, kde Kladné

¢islo ¢ 1ze volit libovolné; tim jsou uréeny vSechny dvojice
Cisel ¢, v, pro néZ nastdva v textu popsand situace.

3. Urcete velikosti vSech ostrych whld «, pro né%
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obé Cisla

tgo
tgoc Py t_g_3d
jsou pfirozena.
w ’ Ztg“
ReSeni. Ze vzorce tg2a = -1—-:——%—— se odvodi vzorec
_ 3tge — tg%«
tg3a = 1 — 3tg2“'_‘ FY (1)

ktery plati pro vSecka pfipustnd o, 3e.

[Je-li 2« nepfipustnd hodnota, je tfeba vzorec (1)
" ovéfit pfimo dosazenim.]
Oznalme tge = a; pak je podle (1):

3a2 — 1
tgoc B tg3“ = —a—z—__—’g— . (2)
Oznalme tg«:tg3e = b. Z (2) vyplyva
3b—1
2 —
a =% 3)
Rovnost (3) prepiSeme do tvaru
8
2 — ’
=3 +4+— 53" (3"

ProtoZe a, a? jsou celd Cisla, je 1 Cislo b_-8—§ celé,
tj. b — 3 je délitel &isla 8. Mimoto je b =1, tedy b —
— 3 = —2. Pro b — 3 mame tudiZ jen tyto moZnosti:
-2, —1,1,2, 4, 8.

ProtoZe a? je kladné (islo, které je druhou mocninou pfi-
rozeného disla, vyhovuje podle tabulky na str. 37 jen
a®* =4, a=2, b= 11. Z rovnice tga = 2 dostaneme
podle tabulek jediné feSeni « = 63°26" .
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Tabulka:

b—3 -2 -1 1 2 4 8
b 1 2 4 5 7 11
8 —4 -8 8 4 2 1
b=3
a =1 <5 11 7 5 4

4. Ak (nekonend) aritmetickd postupnost prirodze-
nych Cisel obsahuje tretiu mocninu prirodzeného C(isla,
potom obsahuje nekonetne mnoho takych mocnin.
Dokazte!

Uvedte priklad (nekoneCnej) aritmetickej postupnosti
prirodzenych Cisel, ktorej Ziadny &len nie je trefou moc-
ninou prlrodzeneho Cisla.

RieSenie. a) Nech aritmetickd postupnost s diferen-
ciou d > 0 obsahuje mocninu a® (@ prirodzené). Potom
obsahuje tiez mocninu (a@ + kd)%, kde & je lubovolné
prirodzené ¢islo. Plati totiZ
(a + kd)® — a® = kd[(a + kd)® 4 (a + kd)a + a?] = md,
(m > 0 celé),
tj.

(a +kd?=a® +md,
¢im je tvrdenie dokizané.
b) Prikladom nekonelnej aritmetickej postupnosti,

ktorej Ziadny ¢len nie je trefou mocninou prirodzeného
Cisla, je postupnost

5, 105, 205, 305, . . . (1)
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s diferenciou 100. Jej vSeobecny ¢len moZno napisat
v tvare
5 + 1007 (kde n = 0 je Iubovolné celé Cislo) .
Ak je 5 4+100n = a® kde a je prirodzené Cdislo,
kondi Cislo a cifrou 5, t. j.
a=10a +5 (o« = 0 celé) .
Dalej je
a’® = (10a + 5)* = 1000e® + 150002 + :
+ 7500 + 125, (2)
AKk je « neparne, vyplyva z (2)
a® = 1008 +75 (kde g =0 je celé),
ak je « parne, vyplyva z (2)
a® = 100y +25 (kdey = 0 je celé).
Ziadne z tychto Cisel nie je v3ak v tvare 100z 45
(n = 0 celé¢) Cize nemdZe byt Clenom postupnosti (1).

5. Je dany rovnostranny trojuholnik 4BC se stranou
dizky 1.

Vysetrite geometrické miesto bodov X v priestore,
pre ktorych vzdialenosti od bodov 4, B, C plati

AX:BX:CX=1:2:3.

RieSenie. VySetrujme najskor geometrické miesto
bodov X roviny ¢ = ABC, pre ktorych vzdialenosti od
bodov A, B plati AX:BX = 1:2. Toto geometrické
miesto bodov je — ako je znime — Apolloniova kruZnica
k, so stredom §; a polomerom r;. Urlenie stredu S,
a polomeru r, sa prevedie pomocou obr. 1. Priemerom
kruZnice %, je useCka M,N, takd, Ze plati AM, : BM, =
= AN]l BN1 = 1:2. Preto je AS,; = 14B =}, BS1
=%, r, = 5. Geometrické miesto vSetkych bodov X
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v priestore, pre ktorych vzdialenosti od bodov A, B
plati AX: BX = 1: 2, je utvar, ktory vznikne rotdciou
kruZnice %, okolo priamky ABj; je to gulova plocha », -
so stredom S, a polomerom r, = %.

Obr. 2

Analogicky nijdeme geometrické miesto bodov X
v rovine p, pre ktorych vzdialenosti od bodov A, C plati
AX:CX =1:3. Je to kruZnica %k, so stredom S, a
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polomerom r, = §; pritom plati A4S, =%, CS, =%
Rotéaciou kruZnice &, okolo priamky AC vznikne gulovi
plocha x, so stredom S, a polomerom r, = §. Situicia
v rovine p je nakreslend na obr. 2. Hladané geometrické
miesto bodov M je prlemk gulovych ploch x;, x,.
Utvar M néjdeme, ak uréime spoloéné body kruznic k,, k,
a nechame ich rotovat okolo priamky S;S,.

Treba teda vypoctom vysetrit vzdjomnu polohu kruZnic
ki, ky. Z trojuholnika A4S, S, dostaneme podla kosinusovej
vety

= 8,852 = A8 + AS; — 2 A4S, . AS, cos 60°,

Cize
S=}+&—2411=4%,
t. j. g
c=4.
Dalej je

rntrn=%+i=%8, n—rn=%3-3%3=4.
Plati teda rovnost ¢ = r; — r,, a preto sa gulové plochy
%y, %y Navzajom dotykaja v bode P. Hladané geometrické
miesto bodov je jediny bod P.
Bodom P prechadza aj kruZnica k;, ktord je geometric-
kym miestom bodov X roviny g, pre ktorych vzdialenosti
od bodov B, C plati

BX:CX=2:3.

Stred-S; leZi na priamke BC, BS; = ¢, CS; = £, polo-
mer kruZnice k, je r; = &. PretoZe hladané geometrické
miesto ma jediny bod P, dotykaja sa tieZ dvojice kruznic
kys k3 a ko, kg preto leZia body S, S,, S; na priamke.

Iné rieSenie. Ozname M pitu kolmice spustenej
z hladaného bodu X na rovinu g, dalej oznaéme d;, = AM,
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d, = BM, d; = CM, 2 = XM. Podla podmienky tlohy
je (obr. 3):

2JE F = dE 4,
3/dz + 22 = Jdz + 22,

Cize
35 — 42 — 4d?, 8z =dE — 9d2. 1)
X
M, a, A
N V4
NN
4 \
AN
x 3
B8:zP [
Obr. 3

V rovine p umiestnime ststavu kartézskych stradnic tak,
aby kladn4 poloos x bola polpriamka BA (je teda bod B
pociatkom P stiradnic) a aby bod C mal zaporna strad-
nicu y. Stradnice bodu M v tejto stistave oznacime {x, y].
Potom je

di = (1 —x)? 432, di= xf_ +32%, (2)

i =(x— 1+ +1]3.

Ak vylucime 22 z oboch rovnic (1), dostaneme

843 = 5d% +3d3 . ®)
Ak do vztahu (3) dosadime z (2), po prave dostaneme
13x — 33y =8. 4)
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Ak zo vztahu (4) vyjadrime
8 +3|3y _5-3|3y
=g . At B

a dosadime do prvych dvoch rovnic (2), bude

25 303 196 ,
169 ~ 169 ¥ T 1697
64 48]/3 169 ,

165 169 0 1967
Z tychto dvoch vztahov dosadime teraz do prvej rov-

nice (1). Po vyndsobeni Cislom 169, sitdni a kréateni
troma dostaneme

12 — 56]/3y + 196y% + 16922 = 0,

di =

di =

Cize 5
(132)2 4 (14y — 2)3)2 =0.

Stadial vyplyva 2=0,y= —V3 a dalej z prvej rov-
nosti (5) x = 3.
Uloha ma teda jediné rieSenie — bod X so suradni-

cami ¥ = 3, ¥ = +; mimo to je 2 = 0.

7

6. Bud déan Ctyfstén A,4,A4;4,, ktery ma tyto vlast-
nosti: Lze sestrojit dvé (rtizné) kulové plochy, z nichZ se
kazda dotyka vSech Sesti pfimek, na nichZ leZi hrany
daného Ctyfsténu. Pritom kazdé z téchto kulovych ploch
se dotyka pfimky A;A4, ve vnitfnim bod& usecky A;A4,,
kdezto pfimky A4,A4, se dotykd v bod¢, ktery nendlezi
useéce 4,4,.

Dokazte, Ze kazdé dvé protéjsi hrany daného Ctyi-
sténu maji touz délku.
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ReSeni. Ka%d4 z uvedenych dvou kulovych ploch
protind rovinu A,A;A4, v kruZnici, ktera se dotyka vSech
tfi pfimek 4,4, A4, a A4Ay; je to tedy bud kruznice &,
vepsana trojuhelniku A,4;4,, nebo kruZnice %, vné
vepsana ke strané 4;4,. Obdobné protind kazda z uvede-
nych dvou kulovych ploch rovinu A,A4;4, bud v kruz-
nici k; vepsané trojuhelniku A,4,4, nebo v kruZnici %,
vn& vepsané ke strané A,A,. Zidnd z naSich kulovych
ploch nemuZe obsahovat kruZnice %, k,, nebot v tomto
pfipadé by kulova plocha obsahovala vnitfni body péti
hran ¢tyfsténu (4,45, A, 44, AsA, AsAs, A,A,), protala
by rovinu A,4,A4; v kruZnici vepsané trojuhelniku
A,A,A,, a tudiZ by se dotykala pfimky A, 4, ve vnitfnim
bodé hrany A4,4,, coZ odporuje predpokladu. Také Zadnd
z uvedenych kulovych ploch
nemiiZze obsahovat obé kruZ-
nice A, hy, nebot v tomto
pripadé by se dotykala obou
pfimek A, A5, A,A; v bodech
lezicich mimo usecky 4,4,
A,A45, protala by rovinu
A, AyA; v kruZnici vné ve,
psané trojuhelniku A,4,A4-
ke strané A,A4,, a tudiz by
opét obsahovala vnitfni bod
useCky A4,4,.

Nase kulové plochy obsahuji tedy kruznice &, 7,
(plocha #,) a kruZnice k,, &, (plocha x,). Plocha », protina
tedy rovinu A4,4;A4, v kruznici &, vepsané trojuhelniku
A,A34, (obr. 4); body dotyku oznacme X,, X3, X,. Déle
oznaéme a;, délku hrany A4;A, (indexy uspofadame tak,
aby bylo 7 < k). Podle znamého planimetrického vzorce

plati A: X5 = Ay Xy = $(ass + a21 — as) - M

Obr. 4
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Plocha x, protind dile rovinu A,4,4, v kruZnici &,
vné vepsané trojuhelniku A,4,4; ke strané 4,4;; body
dotyku na pfimkéch 4,4,, A,A4; oznacime Y,, Y; podle
obr. 5; bod dotyku s pfimkou 4,4, je uZ vyse zminény
bod X,.Podle zndmého planimetrického vzorce je

AY, = A Xy = $ayg +ay; — aj) - 2

Obr. 5

Spojenim vzorct (1), (2) dostaneme po upravé vztah
Ay + Q12 = @34 + g3 3)

Obdobny vztah dostaneme pro kulovou plochu #x,;
odvodime jej z rovnosti (3) jednoduSe tim, Ze indexy
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1,2,3,4 nahradime po fadéindexy 2, 3,4, 1. Vyjdea,, -+
+ a3 = a4 + ay neboli po upravé

Ay + Gy = Qg3 + 33 ©))
Spojenim rovnosti (3), (4) dostaneme po Gpravé
Qg — Q34 = Qyq — Qg3 - )

Vyménime-li v rovnosti (5) indexy 1,2 (kulové plochy
%1, #5) nebo indexy 3,4 nebo oboje zdroverni, dostaneme
zfejmé opét platnou rovnost, kterou lze odvodit stejné
jako rovnost (5); tim vyjdou tfi dal§i rovnosti

Q1o — Q34 = Agg — Qg3 (52)
Qia — Q34 = Q13 — Qgq (5b)
Qg — Q34 = Qg — Qg4 » (5¢)

Spojenim rovnosti (5), (5¢) vyjde a5 — a3y = 0, ags —
— ay, = 0; spojenim rovnosti (5a), (5b) vyjde a;, — agy =
= 0, a;3 — ay = 0, tj. thrnem

; Qg = Q345 Qg3 = Gyyy Q13 = Ay
Jak jsme méli dokézat.

2. ULOHY II. KOLA KATEGORIE A

1. Ve ¢tyfsténu ABCX je sténa ABC dany rovno-
stranny trojihelnik o strané délky a. OznaCme Y stied
kulové plochy opsané Ctyfsténu ABCX.

Vysetite geometrické misto stfedd Y, jestlize bod X
probihd pfimku p kolmou k roviné ABC s vyjimkou
priseciku D pfimky p s rovinou ABC.

Provedte diskusi vzhledem k vzdélenosti d bodu D od
stfedu trojahelniku ABC.

Reseni. Oznatme o rovinu ABC. Viecky stiedy Y lezi
na kolmici o k roviné ¢ = ABC, vedené stiedem S
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kruZnice % opsané trojuhelniku ABC. Je zfejmé, Ze kulova
plocha, opsana kazdému ze Ctyfstént ABCX, obsahuje
kruZnici k. Nyni je tfeba rozlisit 3 pfipady:

[1] bod D lezi uvniti kruZznice & (obr. 6);

[2] bod D lezi na kruZnici & (obr. 7);

[3] bod D lezi vné kruZnice % (obr. 8).

Obr. 6 Obr. 7

V ptipadé [1] je kazdy bod Z pfimky o stfedem plochy
kulové, kterd obsahuje kruZnici £ a protind pfimku p ve
dvou bodech X,, X,, z nichZ Zadny nelezi v roviné o.
Tato kulova plocha je tedy opsand Ctyfsténim ABCX,,
ABCX,. Hledand mnoZina bodu je pfimka o.

V pfipadé [2] zvolime nejprve bod Z = S; pak je
pfimka p seCnou kulové plochy; jeden z boda X;, X,,
napt. bod X, leZi mimo rovinu g, kulova plocha je opsand
Ctyfsténu ABCX;, tj. bod Z naleZi hledané mnoZiné
bodu. Je-li Z = S, je pfimka p teCnou piislusné kulové
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plochy, nevznikne Ctyfstén ABCX, tj. bod S nendlezi
hledané mnoziné bodu. V pfipadé [2] je tedy hledand
mnozina bodd pfimka
o0 bez bodu S.

V ptipadé [3] sestro-
jime nejprve obé kulo-
vé plochy, které obsa-
huji kruZnici & a doty-
kaji se pfimky p. Za tim
ucelem vedeme rovinu
o= Sp (obr. 9) a ur-
¢ime jeji pruseliky U,
V' s kruznici k. V rovi-
né ¢ sestrojime obé 7
kruznice k,, ky které
prochézeji body U, V ° o
a dotykaji se primky p.

Body dotyku oznacime Obr. 8

po fadé X, X,, stiedy

kruZnic oznadime Y, Y,. V pfipadé [3] je hledand mno-
Zina bodu pfimka o bez vnittku tsecky Y, Y,.

Skuteéng, body Y,, Y, zfejmé naleZeji hledané mno-
Ziné bodu.

Lezi-li bod Z pfimky o vné tusecky Y,Y,, pak kruz-
nice k' se stiedem Z, prochazejici body U, V, protne
pfimku p, nebot ma polomér vétsi nez kruZnice k.
Pruseliky pfimky p s kruZnici &’ lezi mimo rovinu o,
vzniknou tedy dva Ctyfstény ABCX, pro néz je bod Z
sttedem opsané kulové plochy. Je-li 7 bod uvnitf
uselky Y,Y,, ma kruZnice (T'; TU) mensi polomér neZ
kruZnice k;; proto je pfimka p jeji neseCnou, tj. bod T
nenaleZi hledané mnoZziné bodu.

Tim je uloha rozieSena.
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Obr. 9

2. Najdéte vSechny dvojice redlnych Cisel x, y, které
spliiuji soustavu rovnic
cosx — cosy = sin(x — y), (S)
siny — siny = sin2x — sin(x +3).
V roviné pravouhlych soufadnic x, y pak zobrazte viechna
feSeni, pro ktera plati
0=x=2r, 0=y =<2r.
Re¥eni. Necht je x, y FeSeni soustavy (S). Potom

kaZdou z rovnic upravime, jak je dédle uvedeno.
I. Uprava prvni rovnice (S). Postupné plati
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—2sin}(x + y) sin(x — y) = 2sin§(x — ) cos}(x — ),
sinf(x — ) [sind(x +3) + cosi(x — )] =0,
sin}(x — ) {sin}(x +y) +sinfiz — §(x — )]} =0,
sin}(x — y) sin(}y + =) cos(3x — im) =0,
sinj(x — y) sin(3y + #n) sin(dx + inx) =0.

Nutné plati jedna z rovnic (pismena &, /, m, n apod.
déle znaci libovolné celé Cislo):
a) ¥(x —y) = k'm neboli
y=x—2kn=x +2kr (kde k = —k); (1)
b) 34y + ix= = Ir neboli
y = —in +2lx = 3n + 2sm; )
) 3x + 4w = m'n neboli '
x=—%n +2mn=—}n +2(m + r =
=3 +2mr(m' =m +1). 3)
Obracené snadno zjistime, Ze feSeni rovnic (1) aZ (3)
spliiyji prvni rovnici (S).

I1. Uprava druhé rovnice (S). Postupné plati:
2sin}(x — y) cosi(x + ) = 2cos3(3x +y) siny(x — ¥),
sin}(x — ) [cos}(3x + ) — cosi(x +)] =0,
sin}(x — y) sin(x + }y) sinjx = 0.
Nutné plati jedna z rovnic:
d) 3(x —y) = k'mr neboli rovnice (1);
e) x + 4y = nw neboli

y = —2x + 2nm; 4)
f) ix = pr neboli
X =2pm. (5)

Obrécené vysledky (1), (4), (5) spliiuji druhou rovnici (S).
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ITI. Nyni stanovime fe$eni dané soustavy tim, ¥e kom-
binujeme vysledky (1), (2), (3) a vysledky (1), (4), (5).

Jsou tyto moZnosti:
Pfipad [1]. ReSeni
y=x +2kn (6)
vyhovuje obéma danym rovnicim. Jeho grafem je pfimka;
ve Ctverci ABCD, kde 4 = [0, 0], B = [2~x, 0], C =
= [2m, 2x], D = [0, 2x] dostidvidme jako graf tse¢ku AC
a body B, D (obr. 10). Tim je pfipad [1] vyfizen.

y
lo :
2 "'ﬁ"r‘}'“‘l‘“:’“‘t-“r“ l
| [ | '
IR Pl SN P M M TS S0
gt e e/t e
3n(-87—0'l~»—-+——"—-03— =t - A2
| ) ' ] | | H !
AN R A AR (N R Wt
LR bt S
]
o S e S S o il A S0t
| | | | t ) | |
A==+ =—ff -4~ +—q-—F -~
1 | | | ' | I }
P8 IRNCH Ry AR A B S RN S
5”_ -: | l ’l r ) 1 |
| | I | ! ] ]
S e T e el R Rl |
| ! ' ] | ' | 1
1 | ) ) ! I 18 x
A=0 57:: n .22:: -
Obr. 10
Piipad [2]. Vysledky (2), (4) vyZaduji, aby —2x 4
+ 2nn = — 4w + 2Ixr, neboli x =irm + gn, takZe
mame FeSeni
x=4n+gn, y=4n+ 2m. (7)
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Viz body 7,, 7, v grafu.

Ptipad [3]. Vysledky (2), (5) davaji
x=2pr, y=3nr+ 2sm. (8)

Viz body 8,, 8, v grafu.

Ptipad [4]. Vysledky (3), (4) d4vaji

x = 3n 4+ 2mmn,

Viz bod 9 v grafu.

= + 2nr. 9)

Ptipad [5]. Vysledky (3), (5) nedavaji feSeni soustavy.
Zdvér. Reseni soustavy je ddno vysledky (6) az (9).

3. V roviné je ddna
usetka MN délky d a
uvnitf této tuseCky je
dan bod O tak, Ze plati
OM > ON. Dile jsou
dana kladna disla p, gq.

Sestrojte lichob&Znik
ABCD takovy, ze bod
M pitli jeho zédkladnu
AB, bod N puli zaklad-
nu CD a Ze bod O je
prisecikem tuhlopricek
AC, BD, jejichz délky
po fadé jsou p, q.

Provedte diskusi fe-
Sitelnosti vzhledem k
danym ¢&islam d, p, q.

Obr. 11

Reseni (obr. 11). Stejnolehlost se stiedem O, kterd
pfevadi vrchol 4 ve vrchol C, pfevadi body B, M po
fadé v body D, N. Je totiz AB || CD a spojnice stiedit
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obou zakladen lichobéZniku prochdzi — jak znimo —
prusecikem obou uhlopricek.*)

Dovedeme tedy urcit vzdalenosti OA4, OB konstruk-
tivné i pocetné tim, Ze rozdélime tuseCky délek p, ¢
po fadé v poméru OM:ON = k. Protoze je OM —+
+ ON = d, plati

kd d
_ _kp kg

Od=4-"y, OB=47"7. 2

IhdAnﬂ&immrm&mdkﬁs@nE{%}lmdB

kq

>k +1
soumérné sdruZeny podle stiedu M; sestrojime-li tedy
obraz k, kruZnice k, v soumérnosti se stiedem M,
nélezi bod A kruZnicim k;, k,. Maji-li tyto kruZnice
spoleény bod 4 mimo pfimku MO, tj. protnou-li se,
1ze sestrojit dalsi vrcholy B, C, D, tj. lichobéZznik Zadanych
vlastnosti.

KruZnice k, ma stfed O’ leZici na pfimce OM, pro
ktery plati OO’ = 2. OM, poloméry kruZnic k,, k; jsou
si rovny. Je tedy podminka pro to, aby se kruZnice &, %,
protaly, ddna podle (1), (2) nerovnostmi

kp kq 2 2kd kp
E+1 k41 k+1 <% +1

kruZnici &, E(O ) Mimoto jsou body A, B

+k+1

Uvedené nerovnosti lze dé&lit kladnym dCislem k—il;

*) Bod O je vnitfnim stfedem stejnolehlosti kruZnic sestrojenych
nad pruméry AB, CD; tyto kruZnice maji stiedy v bodech M, N.
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dostaneme .

lp—dl<2a<p +g. 3)
Z podminky (3) je patrné, Ze feSitelnost tlohy nezavisi
na Cisle %, tj. na tom, v jakém poméru déli bod O
useCku MN.

4. Nijdite vSetky redlne isla p, pre ktoré nerovnost
x+)1T+px—2p <1
m4é aspoii jedno reédlne rieSenie x.

RieSenie. Upravami danej nerovnosti dostaneme po-
stupne

Jpx—2p +1=<1—x, (1)
px—2p+1=1—2x 4«2,
*—(p+2x+2p=0. 2

Kvadraticky troj¢len na lavej strane (2) moZno rozloZit:
= +2x+2p=(x—p)(x—2).

Nerovnost (2) nahradime teda nerovnostou

. x—p)(x—2)=0. 3)
RieSenia nerovnosti (3) st dané vztahmi
x=p, x=2 (4a)
alebo v
x=p, x=2. (4b)

Skiska. Ak maji byt Cisla dané vzfahmi (4a), (4b)
rieSeniami danej nerovnosti, resp. nerovnosti (1), musi
platit

px—2p+1=20, 1—x=0

px—2)+1=0, (52)
x=1. (5b)
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Za tychto predpokladov moZno obratit predchadzajuci
postup a odvodit z nerovnosti (3) nerovnost (1).

Druha nerovnost (4a) a nerovnost (5b) st v spore.
Preto vztahy (4a) neddvaju Ziadne rieSenie ulohy.

xs2
x =1 l

P 1 2
x§,0

Obr. 12

Vysetrujme Cisla dané vztahmi (4b) a (5b). Na Ciselne;j
osi st znazornené bodmi troch suhlasnych polpriamok
(vid obr. 12). Tieto polpriamky maja vzdy nekonelne
mnoho spolo¢nych bodov, teda nerovnosti (4b), (5b)
maju nekonetne mnoho spolo¢nych rieSeni. Zalezi este
na nerovnosti (5a).

Pre p = 0 je tato nerovnost zrejme splnend pre kazdé x.
Ak je p < 0, je nerovnost (5a) ekvivalentnd s nerovnostou

x§2—l;
?

nerovnosti (4b), (5a), (5b) maja teda aspoii jedno spolo¢né
rieSenie. Ak je p > 0, je nerovnost (5a) ekvivalentnd

s nerovnostou

1
=2——. 6
x22—— (6)

Nerovnost (6) ma aspoil jedno spolocné rieSenie s ne-
rovnostami (4b), (5b) prave vtedy, ak suasne plati

1 1
2——=», 2——=1. 7
> =P » (7
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Prva nerovnost (7) je ekvivalentnd s mnerovnostou
(p — 1> =0 a je splnena pre kazdé p. Druhd nerov-
nost (7) ma rieSenie p < 1.

Vysledok. Danad nerovnost (resp. nerovnost (1)) md
asponi jedno redlne rieSenie prave pre vsetky p, pre
ktoré plati p < 1.

3. ULOHY III. KOLA KATEGORIE A

1. V kvadru ABCDA'B'C’'D’ (kde ABCD je obdélnik
a plati AA’|| BB' || CC" || DD’) je AA’ = d, <XABD' =
= o, XA'D'B = p.

Vypoctéte oba zby- D
vajici rozméry kvadru,
jestlize je dano Cislo d
a oba ostré thly «, f.
Stanovte podminky fe- 4
Sitelnosti.

Cv

Reseni (viz oznade-
ni v obr. 13). Pfedpo-
kladejme, %e kvadr da- ¢
nych vlastnosti existu-
je. Vsimnéme si, Ze oba
dané thly «, f jsou
uhly pravouhlych troj-
uhelnikia BD'4, BD'C,
a proto tedy ostré (je
XBAD' = XBCD' = Obr. 13
= 90°).
_Oznatme O stfed kvadru, tj. stfed uasetky BD'.
Usecky BC, D' A4’ jsou soumé&rné sdruzené podle stfedu O,
a proto je LCBD" = .

A
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Oznaéme BD' = e; z pravothlych trojihelnikt BD' 4,
BD'C pro délky x = AB, y = BC dostaneme vztahy

. X = ecosx, Yy = ecosf. (1)
Z vpravouhlého trojahelniku ABD, kde <A = 90°,
dostaneme pomoci Pythagorovy véty
BD? = AB? + AD? = x* + y* = e*(cos?’x + cos?f) ..
Z pravouhlého trojihelniku BD’'D, kde <D = 90°,
dostan-me pomoci Pythagorovy véty BD'? = BD? +
+ DD"?. Dosadme sem z ptfedchoziho vztahu a poloZme
BD' = e, DD' = d; obdrzime

e? = e*(cos?o + cos?B) + d?

d
e =
Vl — (cos?a + cos2f)
Po dosazeni za e do (1) zjistime, %e o Cislech x, y plati
dcosu
x = s
J/1 = (cos?a + cos2p) 2
N dcosf 2

/1T = (cos?a + cos?p) -

Tyto vzorce maji smysl jediné v pfipadé, Ze Cisla x, y
jsou kladna. Vzhledem k tomu, Ze «, § jsou ostré uhly,
je dcosa > 0, dcosff > 0; jmenovatelé zlomku ve (2) maji
smysl jediné€ pro 1 — (cos?x + cos?p) > 0. Lze vSak psat

1 — (cos?x + cos?8) = (1 — cos?x) — cos?f =
= sin®a — sin*(47 —

Musi tedy platit sin?x > sin*(4= — f); protoZe «,
jsou ostré uhly, je sinaz >0, sin(3x= — f) > 0, takze
z predchoziho vztahu dostdvame, Ze nutné plati

sin > sin(3w — f),

neboli

y
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neboli
«>in—f,

x+p >irn. (3)

Tento fakt je patrny i geometricky z trojhranu o hranich
BA, BC, BD'.

Obracené, plati-li o Cislech d, o, f, kde 0 < « < 4,

0 < B < 4w, vztah (3), dospéjeme obracenym postupem

od (3) k zavéru, Ze existuji kladna Cisla x, y dand vzorci (2).

Potom kvadr o rozmérech AB = x, BC=1y, AA' =d

[kde x, ¥ je dano vzorci (2) za pfedpokladu, Ze o ostrych

uhlech «, # plati (3)] skutecné splfiuje pozadavek, Ze

XABD' = «, <A'D'B = 6.

Diikaz. Podle vzorce pro délku uhlopficky BD’

kvadru je totiz
BD'? = AB? 4+ BC? 4+ AA"? =
d2
~ 1 — (cos®« +co

— (cos?x + cos?p)] =

tj.

) [cos?x 4 cos?p + 1 —

dZ
1 — (cos?x + cos?8)’

takZze
d
/1 = (cos®x + cos?p) 5
Z pravouhlého trojuhelniku BD'A4 plyne, Ze
, AB
cos JXABD' = BD'

a po dosazeni za AB = x ze vztahu (2) a za BD' ze
vztahu (4) mame

cos<XABD'" = cosx .

BD' =

(4)
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ProtoZe jde o kosiny ostrych thld, je <<ABD’ = «; po-
dobné j je %:CBD' = B.
im je feSeni provedeno.

2. Dané pirne prirodzené Cislo 2k rozloZte na sucet
dvoch nesudelitelnych prirodzenych Cisel x, y tak, aby
sudin xy bol o nejvacsi.

RieSenie. Dané parne prirodzené Cislo 2% (kde % je
nejaké dané prirodzené Cislo) rozloZme na sucet pri-
rodzenych Cisel x, y = 2k — x. Oznalenie zvolme tak,
aby platilo x < y. Potom je

xy = x(2k — x) = k* — (k. — x)%.
Prirodzené &islo x je najvacsie prave vtedy, ak je & — x =
= 0 liZe x = k, takZe mame rozklad &, k.

Tento rozklad vyhovuje dalSej poziadavke ulohy jedine
pre & = 1, pretoZe vtedy su Cisla 1, 1 nestidelitelné.

VySetrujme teraz pripady, ked je 2 > 1. OznaCme
k—x =p (? prlrodzene), sucin xy = k* — p? je tym
vac31, ¢im je p mensie. RozliSujme pripady, ked % je
parne, resp. neparne.

Nech je & parne. Potom pre p=1sua k— 1, & +1
nepdarne Cisla s rozdielom 2. Z toho vyplyva, Ze maju len
spolo¢ného delitela 1 CiZe st nesudelitelné. Tento rozklad
vyhovuje teda poZiadavkdm ulohy

Nech je & > 1 Cislo neparne. Cisla 2 — 1, & + 1 sa
parne a teda nevyhovu)u p021adavkam ulohy No,
Cisla 2 — 2, k + 2 su nepdrne, maju rozdiel 4, prlcom
Cisla 2, 4 nie st ich delitelmi. Cisla & — 2, k +2 sua
teda nesudehtelne a vyhovuju poziadavkdm ulohy

Zdver. Pri parnom £ je hladany rozklad

(k—1) +(* +1).
Pre £ = 1 je hladany rozklad 1 -+ 1.

58



Pre nepirne k£ > 1 je hladany rozklad
(k—2) +(k +2).

3. V roviné je dédna pfimka MN. UvaZujme dvojici
kruZnic k,, k,, které se dotykaji pfimky MN po radé
v bodech M, N a pfitom se navzijem dotykaji vné.
Oznaéme X stied useCky PQ, kde P, Q jsou dotykové
body druhé spolecné vnéjsi tecny kruZnic k,, k,.

Najdéte geometrické misto bodt X pro vsechny dvojice
kruznic uvedenych vlastnosti.

Obr. 14

Reseni (obr. 14). a) Ozname S,, S, stiedy kruZnic &,,
kys T jejich bod dotyku. Soumérnost podle osy S;S,
prevede body M, N po fadé v body P, Q. Spolecna
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(vnitfnf) te¢na m obou kruznic v bodé¢ T je kolméd k pfim-
ce §;S,aprotne spolecnou te¢nu MN v bodé O, z ného% 1ze
vést ke kruznicim k,, k, te¢ny téze délky OT; je tedy
OM = ON, tj. bod O je stftedem usecky MN. Soumérnost
podle osy S,S, ptfevede bod O ve stred X tusecky PQ;
pfitom body O, T, X lezi na pfimce m a T je stfedem
useCky OX, tj. plati :
OX = 20T. (1)
b) Z rovnoramennych trojahelniki OMT, ONT do-
staneme
IXMTO = 90° — } <X MOT, @)
XNTO = 90° — } < NOT.
Seltenim rovnosti (2) vyjde

SMTN = SMTO + <NTO =
= 180° — ¥(XMOT + <XNOT) =
= 180° — 90° = 90°.
Bod T lezi tedy na kruZnici » sestrojené nad prameé-
rem MN; kruZnice » ma stied O.

Zvolime-li obricené libovolny bod T=% M, N na
kruZnici %, je OM = ON = OT. Lze tedy sestrojit
kruZnici k,, kterd se dotykd pfimek OM, OT po fadé
v bodech M, T. Obdobné lze sestrojit kruZnici k,, kterd
se dotykd primek ON, OT po fadé v bodech N, T.
KruZnice k,, k, maji zfejmé v bodé T vné&jsi dotyk
(OT je spolecnd te¢na), jsou to tudiZ dvé kruZnice vy-
hovujici podminkam ulohy.

Zjistili jsme tedy, %e geometrické misto bodu dotyku T
vySetfovanych dvojic kr@Znic k&, &, je kruZnice x» s vy-
loudenim boda M, N.

¢) Vzhledem k rovnosti (1) dostaneme kaZdy bod X
z pfislusného bodu T stejnolehlosti o stfedu O a koefi-
cientu 2. Tato stejnolehlost pfevede kruZnici » v kruz-
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nici " = (O3 MN); protoZe z kruZnice » byly vylouleny
body M, N, je hledané geometrické misto boda kruz-
nice %’ bez bodu M’, N’ (viz obr. 14).

4. Jsou dany dvé kvadratické rovnice
x2 4+ax +b=0,
x24+cx +d=0

s redlnymi koeficienty.

Najdéte nutné a postacujici podminky mezi koeficienty
danych rovnic pro to, aby obé rovnice mély jeden spo-
le¢ny kladny kofen a aby zbyvajici kofen prvni rovnice
byl vétsi.nez zbyvajici kofen druhé rovnice.

Reseni. Necht dané rovnice spliiuji podminky dlohy;
pak jejich spole¢ny kladny kofen x vyhovuje rovnici

x> 4ax +b— (% +cx +d)=0

(@a—cx+0B—d)=0. (1)
Z toho vyplyva, Zze bud

I. disla @ — ¢, b — d jsou obé& rovna nule, nebo
II. obé ¢isla @ — ¢, b — d jsou rtzna od nuly a maji
opacna znameni.

neboli

pi T . S b o g
Zbyvajici kofen prvni rovnice je x; = %’ zbyvajici

kofen druhé rovnice je x, = % ProtoZe plati x; > x,,
. b—d . . .
P v > 0; protoze je x > 0, je

b>d. 2

Z toho vyplyvé, Ze pfipad I nenastane; nastane tedy pii-
pad II a je
a<c. 3)-
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Spole¢ny kladny kofen je pak podle (1) dan vzorcem
o b—d @

T c—a’
Dosadime-li z (4) do kterékoli z danych rovnic, dostaneme
po upravé rovnost
(b — d)? = (c — a)(ad — bc). (5)

Vztahy (2), (3), (5) uddvaji hledané nutné podminky
pro koeficienty danych rovnic. Tyto podminky jsou vSak
také postacujici. Plati-li totiz (2) a (3), pak kladné &islo x
dané vzorcem (4) je podle (5) kofenem kazdé z danych

rovnic. Zbyvajici kofeny jsou x; = = Xg=—18 plati
podle (4), (2)
b—d

xl—xzz—x—:c—a>0,

neboli x; > x,.

4. ULOHY I. KOLA KATEGORIE B

1. Najdéte vSechna alespoil trojcifernd pfirozend
Cisla x, ktera maji tuto vlastnost: Cislo x a jeho druha
mocnina x> kondi (v desitkové soustavé) stejnym posled-
nim trojcislim.

Reseni. Hledané &islo x lze napsat v tvaru

x=a.102 +56.10 H¢, (1)
kde cel4 Cisla a, b, ¢ spliiuji nerovnosti '
l1sSas 0=50=9,;,05¢=9,
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Z (1) vypolteme x?%:
x2=a?.10* + 2ab.10° 4 (2ac + b?).10% +
+2bc. 10 4 2. 2)
Podle poZadavku ulohy je Cislo x* — x délitelné tisicem;
pouzijeme-li vztaha (1), (2), vyjde, Ze Cislo
a?.10% 4 2ab . 10® + (2ac + 6% — a)10% +
+ (2bc — b) 10 +¢* — ¢
je délitelné tisicem. Odtud plyne
(2ac 4+ b* — a) 4 102 4 (2bc — b) . 10 + ¢ — ¢ =
=k.10%, 3)
kde % je nezaporné celé Cislo.
Z rovnosti (3) vyplyvd, ze ¢ — ¢ je dé&litelné deseti;
z podminky 0 =< ¢ = 9 dostaneme pro ¢ Ctyfi moZnosti:
¢c=70,1,5,6.
Probereme nyni jednotlivé pripady:
1. Pro ¢ = 0 d4 vztah (3)

% — a)l02 —b.10 = k. 10%
neboli

b*—a).10 — b =F.10%.
Odtud plyne, Ze b je délitelné deseti, tj. b6 = 0.a dale
a = 10.4 (A pfirozené Cislo). Mame tedy prvni moZné
feSeni ....000, tj. Cisla (asponi Ctyfcifernd) koncici
tfemi nulami.

2. Pro ¢ = 1 d4 vztah (3) po upravé

(b* +a)10 +b =k .10%.
Jako v pfipadé 1 odtud dostaneme &b =0, a = 104
(4 ptirozené Cislo). Druhé moZné feSeni je tedy ... 001,
tj. Cisla (asponi Ctyfcifernd) kondici trojcislim 001.
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3. Pro ¢ = 5 d4 vztah (3) po tpravé
®% +9a)10 + (95 +2) = k. 102. 4)
Cislo 95 + 2 je tedy délitelné deseti, 96 kondi cifrou 8.
Jediny moZny nasobek cisla 9 je 9.2 = 18, tj. b = 2.
Ze vztahu (4) pak vyjde 6 +9a = k. 10. Cislo 2 -+ 3a
je tedy délitelné deseti, 3a konéi cifrou 8. Pfipustné ni-
sobky cisla 3 jsou 18, 48, ..., tj. a = 6 + 101 (A celé
nezaporné Cislo). Tteti moZnd skupina feSeni jsou asponi
trojcifernd Cisla koncici trojCislim 625.
4. Pro ¢ = 6 dostaneme jako v piipadé 3
(% + 11a) . 10 4 (116 + 3) = k.102,

Odtud plyne b =7, 57 + 1la = k.10 a dile a = 3 +
+ 104 (4 nezaporné celé Cislo). Ctvrtd moZna skupina
feSeni.jsou asponi trojciferna Cisla kondici trojéislim 376.
Zkouska ukadze, Ze vSechna Ctyfi moZnd feSeni vyhovuji
podmince tulohy. ;
2. V roviné je dan duty uhel SCMON a uvnitf tohoto
thlu bod P; déle je dana tsecka velikosti r.

Sestrojte trojuhelnik ABC, ktery ma tyto vlastnosti:
(1) Body 4, B, C leZi po fadé uvniti polopfimek OM,
orP

(2’) Kx:uinice, ktera se dotykd pfimky 4B a je troj-
thelniku ABC vné vepsand, ma stied O a polomér .

ReSeni (obr. 15). a) Oznadime X MOP = w, SNOP=

== 6’.

Uhly hledaného trojahelniku oznaéme obvyklym zpt-
sobem «, 8, y. ProtoZe O je stfed kruZnice k vné vepsané
ke strané 4B, je

<A4CO = <BCO = {y. (1)
Polopfimky 4O, BO jsou osy vnéjsich ahla trojuhelniku
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ABC, proto plati
JXOAB = 90° — o, <XOBA =90°— 38,
a odtud dale
JXOAC =90° + }a, <XOBC =90° +48. (2
Ze vztahu (1), (2) vypocteme snadno
o = 180° — (90° + o + dy) = 1B,
e = 180° — (90° 4 48 + ¥y) = 3o,

tj.
a=2, f=2w. 3)

b) Rovnosti (3) jsou vysledkem rozboru tlohy; z nich
odvodime konstrukéni pfedpis. Sestrojime libovolny troj-
uhelnik 4,B,C,(obr. 16)*) tak, aby jeho vniténi thly mély
velikosti «, f dané vztahy (3) a aby kruZnice %, se
sttedem O,, vné vepsana ke strané A4,B,, méla polomér r.

Pouzijeme-li predchoziho postupu na trojuhelniky
A,C,0,, B,C,0,, dostaneme

Obr. 16 je na str. 66.

65



FA4)0,Cp = 3 = 0, <IBO,Cy= fax=c¢.
Sta¢i nyni pfenést narysovany obrazec tak, aby polo-
ptimky O,4y, O,By O,C, splynuly po fadé¢ s polo-
pfimkami OM, ON, OP a uloha je rozfeSena.

¢) Konstrukce trojahelniku 4,B,C, se provede takto:
Do dhlu velikosti y = 180° — « — f, jehoZ vrchol
oznacime C,, vepiSeme kruZnici £y o daném poloméru r.
Sestrojime trojuhelnik Cy4,B; (viz obr. 16), jehoZ
vnitfni uhly maji velikosti y, o, f, a vedeme te¢nu A,B,
kruZnice %, rovnobéinou s pfimkou A,B; tak, aby k,
byla kruZnici vné vepsanou tro;uhelmku A(,BOC0

d) Uloha 1e ziejmé fesitelnd prave tehdy, jsou-h oba
thly w, ¢ ostré (viz obr. 15), a ma pak jediné feseni.

\

3. Dany je kvider ABCDA'B'C’'D" (ABCD je jedna
jeho stena a plati A4’ || BB’ || CC' || DD’) s rozmermi
a= AB, b =AD, ¢ = AA'. Roviny BDA'" a CB'D’
oddelu]u od kvadra dva Stvorsteny ABDA’ a C'CB'D’.

Vypoditajte objem a povrch telesa, ktore zostalo, po-
mocou Cisel a, b, c.
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Riesenie. Ozna¢me (obr. 17)
@ —AD = |F ¥ &, b= AB — @ T,
¢ =AC =|a* F82.

R o

<

N

@
_—
©

¢ J°

Obr. 18

Stvorsteny ABDA’, C'CB’'D’ st zhodné (vyplyva to napr.
zo stredovej sumernosti daného kvadra podIa jeho stredu).
Ozna¢me P povrch a V objem kazdého z nich a P/, V'
povrch a objem telesa, ktoré dostaneme odiatim oboch
¢tvorstenov.

Je V = 4Zv, kde Z je obsah trojuholnika ABA’ a
v=AD =b; no Z= }AB.AA = }ac, takie V =
= % (3ac)b = §abc.

Teda je

V' = %abc .

Povrch P’ skimaného telesa vypocitame, ked k po-
vrchu P; daného kvadra pripocitame dvojndsobny
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obsah P, trojuholnika A'BD a odcitame dvojndsobny
,»plast P, Stvorstena AA’'BD, t. j. Cislo
Py = NABA' + ANABD + NADA' =
= }(ab + bc + ca). €))

PretoZe P, = 2(ab + bc + ca), stali vypocitat P,.

OznaCme strany trojuholnika A4'BD (obr. 18) a’' =
= DA', b = A'B, ¢’ = BD; potom plati

a?="0t+4+ct, b?=c*+4a, c'?=a%+b2, (2
pretoZe usecky a’, b’, ¢’ su stenové uhlopriecky kvadra.
Trojuholnik 4’BD ma asponi dva ostré vnuatorné uhly.
Nech st to napr. uhly <x4A'BD, <tA’'DB. Potom pita P
vysky v spustenej z vrcholu 4’ na stranu BD leZi medzi
bodmi B, D. Oznac¢ime DP = x; potom je BP = ¢’ — x
a podla Pythagorovej vety plati:

22 =a'? — x2 = 0" — (' — x)2. 3)
Po dosadeni z (2) dostaneme po uprave
b2

Z rovnosti (3) vypolitame v® dosadenim z (2) a (4). Vyjde
b ' a?h® 4 bic® 4 c%a?

2 — H2 2 ___ —
v?=5b% +¢ o oy : 5)
Pretoze je 2P, = ¢'v = vVa2 + 2%, vyplyva z (5)
2P, = |/a%? + b%? + c%a? (6)

a konecne podla vzorca P’ = P, + 2P, — 2P; a podla
(1 (6)
P’ =ab +bc +ca + ]/azb2 -+ b%c? + c%a?.
4. V roviné jsou dény tfi kruZnice o polomérech délek
1, 2, 3; kazdé dvé z téchto kruZnic maji vnéjsi dotyk.
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Urcete, kolik kruZnic se zdroveni dotyka vné& kazdé ze
tfi danych kruZnic, a vypoctéte jejich poloméry.

ReSeni (obr. 19). Pro vzdalenosti stieddt S, S,, S,
kruZnic &, Ry, k3 plati pfi vhodném oznaleni S,S, = 3,
8§:8; =5, 855, = 4.

Oznaéme S stied hledané kruZnice %, o jeji polomér;
pak plati

S‘lS:l"'—Q,
S;S =2 +o, €))
S3$=3‘+‘Q.

Obr. 19

Dile oznalme x, y vzdéalenosti bodu S od pfimek S;S,,
§,8;. Pak dostaneme z pravodhlych trojahelniki
$8; =1 +57,
S8z =x* +(3 — )%, 2
§S; = (4 — x)? +y2.
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Spojenim (1), (2) vyjde
x2 492 —p2=1 42,
x2+y2—*=6y +4 —5, 3
x% fy?— 2 =8x +60 — 7;

z prvni a tfeti rovnosti (3) vyjde 8x = 8 — 4y, tj.

x=1—40. ©))
Z prvni a druhé rovnosti (3) vyjde 6y = 6 — 2, tj.
y=1-—1o. 5)

Dosazenim za x, y z (4), (5) do prvni rovnice (3) dostaneme
po upravé kvadratickou rovnici

230% + 1320 — 36 =0,
kterd ma jediny kladny kofen ¢ = ;5. Existuje tedy
jedind kruZnice zaddanych vlastnosti.

5. VrovinéleZi Ctyfi body. Pét z jejich Sesti vzdjemnych
vzdalenosti (v cm) je rovno Cislam 1, 2, 3, 4, 5. Nacrtnéte
vSechny moZné pfipady vzajemné polohy téchto Ctyf
bodi a vyloZte jejich odvozeni.

Reseni. a) Pti sestrojovani hledanych skupin &yt boda
budeme uZivat stile této znimé véty:

Tt kladna cisla x, y, z jsou vzdalenosti tfi dvojic,
utvorenych z tfi bodu pravé tehdy, kdyZ nejvétsi z Cisel x,
3, 2 je mensi nebo rovno souctu obou ostatnich.

b) Hledané ctyfi body A, B, C, D urcuji celkem Sest
vzdalenosti, z nichZ jedna je nezndmi. Bod, jehoZ jedna
vzdalenost od ostatnich je nezndmd, oznatme D. Pak
vSecky tfi vzdalenosti AB, BC, CA jsou dana Cisla
a mame pro né téchto 10 moZnosti:

123, (124), (125), 134, (135), } 0
145, 234, 235, 245, 345.
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Pripady 124, 125, 135 nemohou podle odstavce a) nastat.
Zbyvajicich sedm pfipadl je znazornéno na obr. 20.

1 3
e g, P, e e,
A B c A B c
N e — Y e
3 4
1 4 2 3 3
—_— c,—'\——ﬂ/————h—
A B c A B g
5 ’ 5
C

A—%F

<

Obr. 20

Pritom je tfeba pfipomenout, Ze oznaceni bodu 4, B, C
muzeme volit libovolné a déle, Ze trojice ABC v pfi-
padech 123, 134, 145 a 235 leZi v pfimce.

c) Nyni budeme postupné vySetfovat vSecky moZné
piipady (1). Ze vzdalenosti AD, BD, CD jsou vidy dvé
znamy, tieti hledime. Tyto dvé znamé vzdalenosti spolu
s jednim z ¢isel AB, BC, CA budou spliiovat podminku
z odstavce a); tak uréime moZné polohy bodu D.

Zatneme s poslednim pfipadem (1), tj. s trojici 345.
Zbyvajici zndmé vzdalenosti jsou 1, 2: pfipojime-li
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k nim jedno z ¢&isel 3, 4, 5, dostaneme trojice
123, 124, 125. (2a)

Posledni dva pripady (2a) jsou podle odst. a) nemoZné.
Zbyva tedy jen pfipad 123, ktery ndm di dv& razni
feSeni zndzornéna obrézky 21. Riaznost obou feseni vy-
plyva z toho, Ze neznamd vzdalenost (BD) je pfi prvnim
feSeni BD = V12 + 4% = V17 kdeZto pfi druhém feSeni
je BD = |/2* 42 = ]/20.

d) Obdobné nyni vysetfime dal§i pfipady (1). V pfi-
padé 245 jsou zbyvajici vzdalenosti 1, 3 a dostaneme tedy
trojice

' 132, 134, 135. (3a)
Z t&chto pfipadi je posledni nemoZny, prvni a druhy
daji po dvou fesenich zachycenych na obr. 22. VSechna
tato feSeni jsou zfejmé navzijem rizna a odliSnd i od
obou feseni z obr. 21.

V pripadé 235 jsou zbyvajici znamé vzdalenosti 1,4.
Dostaneme tedy trojice

142, 143, 145. (4a)
Z nich prvni je nepfipustnd, dalsi dvé daji po dvou feSe-
nich znazornénych na obr. 23.

Z téchto feSeni jsou vSak jen tfi rtizna; jinak jsou
vSecka tfi feSeni z obr. 23 odliSnad od pfedchozich Sesti
feSeni.

V pripadé 234 jsou zbyvajici znamé vzdalenosti 1,5;
dostaneme tedy trojice

152, 153, 154. (5a)
Prvni dvé trojice jsou nepiipustné, posledni dd dvé feSeni
znazornénd na obr. 24.

Je ziejmé, Ze obé tato feSeni jsou navzajem riiznd a lisi

se i od reSeni z obr. 21 i od feSeni z obr. 22 a 23.
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e) V piipadé 145 jsou dalsi znamé vzdalenosti 2,3.
Mozné trojice jsou tedy

231, 234, 235. (62)

Trojice 234, 235 byly jiz vySetfeny v odst. d). Trojice 231

da dveé feSeni zachycena na obr. 25. Z nich prvni se vSak

shoduje s jednim feSenim z obr. 23; zbyva tedy jediné
dalsi feSeni.

— 5
Obr. 24
4 3
1 2 4 7 2
A e A o —_——
A B o} c O A 5] C
—y 5
4
3 1 2
o 3 Rt -
~— 2 1 s A B 3 [4 D
,_._,,__.‘,—-—,——*———-: — g
D A B c ?
5
Obr. 25 Obr. 26

V pfipadé 134 jsou dal$i zndmé vzdalenosti 2, 5. MoZné
trojice jsou tedy
251, 253, 254.
Prvni trojice je vSak podle odst. a) nepfipustnd, ostatni
dvé byly vysetifeny v odst. d) jako trojice 235, 245.
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f) Ze vSech pripada (1) zbyva tedy pripad 123.
Ostatni dvé zndmé vzdalenosti jsou 4, 5; dostaneme tedy
trojice

451, 452, 453.

Trojice 452, 453 byly jiz vySetfeny v odst. c), d) jako
trojice 245, 345. Trojice 451 da dvé feSeni naznaend
na obr. 26. Obé se vSak shoduji s dvéma feSenimi z obr. 23.
Nedostavame tedy zadné dalsi feSeni.

Celkem méame tedy 12 riznych feSeni; pfitom za rtizna
poklidame takova dvé feSeni (Ctvefice bodi), ktera se lisi
aspon v jedné vzdalenosti. Z téchto 12 feSeni jsou Ctyfi
takova, Ze vSecky Ctyfi body 4, B, C, D lezi v pfimce.

6. St dané tri kvadratické rovnice

x2 +ax +b
x2 +bx +a
x24+x—a+b+1
kde x je nezndma.
Redlne cisla a, b urlite tak, aby kazdé dve z tychto
rovnic mali spolo¢ny aspoi jeden redlny koren.

1

0,
0,
0,

RieSenie. Od¢itanim prvej a druhej rovnice dostaneme
(a—bx=a—5>b.
Rozlisujme dve mozZnosti [1] a [2].

[1] Nechjea + b. Potom z tejto rovnice vyplyva x = 1.
Prvéd rovnica ma potom korene 1, —a — 1; druhd
rovnica ma korene 1, —b6 — 1.

Ked dosadime x = 1 do ktorejkolvek z prvnich dvdch
danych rovnic, obdrzime

a—+b+1=0. (D)
Odcitanim prvej a tretej rovnice dostaneme
(@a—Dx +(@—1)=0. (2)
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Dalej rozli§ujme dva pripady a), b):

a) Nech je a # 1. Potom je x = —1, prvd a tretia
rovnica maji teda koren —1. Prvd rovnica mé korene
1, —1 a plati —a — 1 = —1 ¢ize a = 0. Z (1) potom
dostaneme b = —1; druhd rovnica ma teda korene 1, 0.
Tretia rovnica znie x> + x = 0; mi teda korene —1,0.
Dand sustava ma v tomto pripade tvar:

2 —-1=0,
x? —x=0,
x2+x=0

Poziadavka, aby kazdé dve z tychto rovnic mali spoloény
aspon jeden redlny koren, je v tomto pripade splnend.
b) Nechjea = 1;potom z (1) vyplyva b = —2 a dana
ststava ma tvar:
x24+x—2=0,
x2—2x +1=0,
x22 +x—2=0.

Prvi a tretia rovnica sd totoZné; obe majui korene 1, —2.
Druhi rovnica ma dvojndsobny koren 1. Vsetky tri
rovnice maju teda spolo¢ny koren x = 1.
[2] Nech je a = b. Potom m4a dand sustava tvar
x2 +ax +a=0,
x2 +ax +a=0,
x> +x 4+1=0.

PretoZe poslednd rovnica nemd Ziadny redlny koren, je
uloha v tomto pripade nerieSitelna.

Celkem mé teda uloha rieSenie jedine v dvoch pri-
padoch:

a) Pre a=0, b

b)prea=1, b

—1;
—2.
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5. ULOHY II. KOLA KATEGORIE B

1. Soucet vice nez dvou bezprostfedné za sebou na-
sledujicich pfirozenych ¢isel neni nikdy prvocislo. Do-
kazte.

Reseni. Prvni z &isel oznalme a, pfitems je
a=1. , (1)
Dalsi ¢isla jsou (pfitom n > 2)
a+1l, a+4+2,..,a+n—1.
Soucet s vsech # Cisel je
s=14%a+(@+n— Dln=32a +n— n;
pfitom je s pfirozené Cislo. Proto je nutné jedno z Cisel
2a +n — 1, n sudé; potom vSak je druhé liché. Jsou
dvé moZnosti:

[1] Je-li n sudé, je 4n > 1 (viz text ulohy); avSak
i 2a+n—1>1, nebot 2a >1 a n—1>1. Je
tedy s soucinem dvou pfirozenych Cisel, z nichZ kazdé
je veétsi nez 1; tj. s je Cislo sloZené.

[2] Je-li n liché, je 2a + (n — 1) sudé a vétsi neZ dvé;
jeho polovina je vétsi neZ 1; zdroved je n = 3. Je tedy s
opét Cislo sloZené.

Tim je dikaz proveden.

2. V roviné jsou diny dva razné body A4, P. Najdéte
geometrické misto vrchold C vSech ctverct ABCD,
které obsahuji bod P (uvnitf anebo na obvodu).

Reseni. I. Oznaéme y, o ob& opaéné poloroviny s hrani-
ci p= AP (obr. 30 na str. 79). Ihned nahlédneme,
Zze se pii dalS§im vySetfovani miZeme omezit na ty
¢tverce ABCD z nasi tlohy, v nichZz bod P padne na
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useCku CB nebo CD: Jestlize totiz bod P lezi uvnit#
¢tverce AB'C'D’ z nasi dlohy, popf. uvnité né&které ze
stran 4D’ nebo AB’, potom polopfimka AP m4 s jednou
ze stran C'B’, C'D’ spoletny bod P’ (obr.27 aZ 29);

.
/
’

N

': "“,"\ 1_ /,,
n\‘ p/: ./,/l /r \ P=D r /,’i
o ¢ ' -
Cop \ pP=D v (A
\ q \ - i
D \ ’1/' i
\ .
A :
8 .
T
~ 4 5776
A
Obr. 27 Obr. 28
AP

stejnolehlost o

sttedu A a koeficientu —

<
AP’:1

pievadi bod P’ v bod P a ¢tverec AB'C'D’ ve (tverec

ABCD, v némz bod P lezi

P'=c na nékteré z uselek CB,
PALN CD. Tim je tvrzeni doka-
AN z4ano.
% ! .
b ol pec O Dvéle se miZeme omezit
o< g na ¢tverce ABCD s bo-
AN A dem P na .ﬁseéce CD,
B % nebot lezi-li bod P na
. usecce CB, vyménime na-
zvy boda B, D. Pritom
A stali vySetfovat pripady,
Obr. 29 Ze bod C padne do polo-
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roviny y, nebot soumérnost o ose p prevede takovy
¢tverec, v némZ bod C leZi v poloroviné o, ve Ctverec
z nadi ulohy, ale v némZ obraz bodu C padne do polo-
roviny p. Vsimnéme si zvlasté dvou pripada takovych
Stverct: Ctverec AB,C D, kde C; = P a C(tverec

A

Obr. 30

AB,C,D,, kde D, = P (obr. 30). V kazdém jiném pfi-

padé padne bod P dovnitt strany CD hledaného ¢tverce

ABCDsbodem C v y; natyto Ctverce se nyni omezime.
Vsimnéme si, Ze v trojuhelniku APC je

JACP = 45°, (1)
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JSAPC > 90° (nebot vedlejsi thel <cAPD < 90° je
totiz ostry uhel pravouhlého trojuhelniku APD, kde
<D = 90°); proto je uhel

LPAC < 45°. 2)
MnoZinou vSech bodu C v poloroviné y, o nichZ plati (1),

je kruhovy oblouk AP se stiedovym tihlem ASP = 270°,
kde S = B;; vzhledem ke vztahu (2) se vSak uplatni

z tohoto oblouku AP jen vnitiek oblouku PC,. Avsak
i krajni body C,, P k tomu musime pfibrat vzhledem
k obéma C¢tvercam AB,C,D,, AB,C,D,.

II. Nyni jiZ snadno usoudime, Ze hledané geometrické
misto N bodi C uvedenych v textu ulohy (tedy bez
nasich pomocnych omezeni) se skldda ze dvou mnozin M,
M, navzijem soumérné sdruZenych podle pfimky p,
pfi¢emZ body mnoZiny M, leZi v poloroviné y a mnoZina
M, se skladd z bodd uhlu <PAC,, od néhoZ musime
odejmout jednak body trojuhelniku AC,P (kde <P =
= 90°), s vyjimkou vrchola C,, P, jednak body kruhové
vyseCe o stiedu S, poloméru SP a stfedovém uhlu
X PSC, (= 90°), ptficemZ vsak body vyse¢ omezujiciho
kruhového oblouku PC, k mnoZiné M, patfi. Hranici
mnoZiny M tedy tvofi soumérné sdruzené kruhové

oblouky PC,, PC; a soumérné sdruzené polopfimky
opacné k polopfimkim C,4, CyA.

Obraceng, je-li C’ libovolny bod pravé popsané mno-
ziny M, dovedeme sestrojit Ctverec AB'C'D', ktery ob-
sahu]e bod P. Uyaha je podobn4 jako na pocatku fedeni,
stadi se omezit na bod C’ z poloroviny y. Usecka AC’
ma jisté s obloukem PC, z pfedchozich tuvah spolecny
jediny bod C a k nému snadno sestrojime ¢tverec ABCD,
na jehoZ strané CD leZi bod P. Stejnolehlost o sttedu 4 a
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kocficientu % > 1 prevede étverec‘ABCD v hledany

¢tverec AB'C'D’.
Tim je feSeni provedeno.

3. Je dan4 ststava rovnic
ax +by-+cz=d,
bx +cy +az=4d, (1)
cx +ay +bz=d
s nezndmymi x, y, 2, v ktorej su a, b, ¢, d dané redlne
Cisla také, ze a +b +¢ = 0.
Urcite vSetky rieSenia danej sustavy.

RieSenie. Sc¢itame vSetky tri rovnice. Dostaneme

(@a+b+c)x +(@+b+cy +(@+b+c)z=3d

Cize
0=23d.
Ak je d # 0, je sustava (1) nerieSitelna.
Ak je d = 0, dosadime za ¢ do prvych dvoch rovnic
¢ = —a — b (pretoze a + b + ¢ = 0); dostaneme
ax +by —(a +b)z=0,
bx —(a +b)y +az=0.
Elimindciou 2z z tychto dvoch rovnic vyjde
x(a® + b + ab) — y(a® +b%* +ab) =0. 2
Ak je a = b = 0, a teda tiez ¢ = 0, vyhovujui rovni-
ciam (1) vSetky trojice Cisel x, y, 2. Ak je aspon jedno
z Cisel a, b rozne od nuly, je a? + b% + ab # 0. Ak je
totiz a =& (#0), j¢ a*® +b* +ab=3a*#0; ak je

3 __ h3
a # b, potom je a® + b% - ab = aa_Z # 0.
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V rovnici (2) kratime koeficientom a2 --b%--ab a vyjde
x = . Analogicky dostaneme y = z, 2 = x. V tomto pri-
pade st rieSeniami ststavy (1) vSetky trojice sebe rovnych
Cisel.

Vysledok:
Pripad Podmienka RieSenie x, y, 2
1 at+b+c=0, Tubovolni trojica
a=b=c=0,d=0 Cisel

a+b+c¢c=0,d=0; Tubovolni trojica
2 aspon jedno z Cisel a, b, ¢ | sebe rovnych &isel
je rézne od nuly

3 a+b+c=0,d+£0 Ziadne

4. V roviné je dan rovnostranny trojuhelnik PQR
o strané délky p. Dale je dana usecka délky d.

Na obvodu trojahelniku PQR sestrojte body A, B
takové, Ze plati AB = d a Ze body A, B puli obvod da-
ného trojuhelniku PQR.

Vysetite podminky feSitelnosti vzhledem k danym cis-
lim d, p. (Pro konstrukci lze uZit vypoctu.)

Reseni. Budiz AB tse¢ka #4danych vlastnosti; zvolme
oznaleni vrcholi daného trojihelniku tak, aby bod A
leZel na strané RP, bod B na strané RQ a aby bylo
RA = RB (obr. 31). Pak plyne z trojuhelniku PQR, Ze
PB < p; dale plyne z trojuhelniku PRB, 72e AB =< p
neboli

d=p. (1
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Maiéme-li sestrojit body A, B, musime sestrojit troj-
uhelnik RAB, v némz je znam uhel <XARB = 60°,
protéjsi strana AB = d a soulet obou zbyvajicich stran
AR + BR = $p (podle podminky ulohy). Pro konstrukci

Obr. 31 Obr. 32

pouzijeme preneseni Gsecky RB na polopfimku opacnou
k poloptimce RA (viz obr. 32); tak dostaneme bod C,
pro ktery plati RC = RB. Je tedy
AC=AR + RC=AR +BR=3%p.

Protoze je RA = RB, vyplyva z trojuhelniku ARB
vztah pro uhly

JXRBA = <RAB, @)
dale pak pro ¢tyfuhelnik ABQP dostaneme (viz obr. 31):
60° + 60° + 180° — <xtRBA + 180° — <tRAB = 360°,

XRAB + < RBA = 120°%)

*) Tato rovnost plati, i kdyZz &¢tyiuhelnik ABQP pfejde v troj-
thelnik. -
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a vzhledem k (2)
XRBA = 60°. 3)
V trojuhelniku ABC pak plati vzhledem k (3)
<X ABC = < ABR + <RBC = 60° + 30° = 90°.
©)
Konstrukce trojuhelniku ABC ze dvou stran a uhlu
proti mensi z nich leZiciho je zndma [skutecné je AB <
< AC, nebot plati (1)]. KruZnice k = (4; d) ma s ra-
menem CM thlu xACM = 30° (viz obr. 33) spolecny
bod jen v pripadé, Ze je
d = AN = 3AC = 3p; (5)

Obr. 33

pfitom N znali patu kolmice spusténé z bodu 4 na
pfimku CM. Protne-li kruZnice £ polopifimku CM ve
dvou bodech B,, B,, ma pro feSeni vyznam jen jeden
z nich (na obr. 33 bod B, pro ktery plati CB, < CB,),
nebot podle (4) musi byt <CABC tupy nebo pravy.

Pii pokracovam konstrukce sestrojime osu o usecky CB,
a uréime jeji pruse¢ik R s polopfimkou CA. Bod R lezi
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zfejmé vzdy mezi body A, C. Aby bylo moZné doplnit
trojuhelnik RPQ, je nutné a stali, aby platil vztah

AR = p
neboli
CR=1p. (6)
Upravime nerovnost (6) tim, Ze vyjadfime CR; ziejmé je
CB, = 2CR.cos30° @)

a dale z trojuhelnikd ACN, AB;N je
CB, = CN — B,N = 2pcos30° — |/d® — (3p)>. (8)
Spojime-li (6), (7), (8), dostaneme
2pc0s30° — |/d® — (3p)® = pcos30°

neboli N

J/d* = (ip)2 =< 4pcos30° = }p/3. 9)

Po umocnéni a upravé dostaneme z (9) vztah d? < §p?
neboli B

d=1)3. (10)

Spojenim (5) a (10) vyjde podminka feSitelnosti tlohy:
Ip=d=1pl3.

6. ULOHY I. KOLA KATEGORIE C

1. Jestlize pfirozené Cislo 7 je druhou mocninou pfi-
rozeného Cisla, potom soulin dvou poslednich cifer
(dekadického zéapisu) Cisla 7 je Cislo sudé. DokaZte.

ReSeni. Polozme 7 = (10a + )%, kde a =0, 0 <
=b=9,a,bjsou cela cisla. Cislo a a pfedposledni cifra
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Cisla 7 jsou bud obé& lichd, nebo ob& sudi. Potom plati
n = 100a% + 20ab + b2. (1)

Je-li b sudé dislo, je véta spravnd. Je-li b liché (b =1
nebo 3 nebo 5 nebo 7 nebo 9), konéi b2 lichou cifrou,
pocet d desitek Cisla b2 je sudy (0 nebo 2 nebo 4 nebo 8).
Protoze 20ab = (2ab) . 10, je podle (1)

n = 100a? + (2ab).10 + (10d + 1)
neboli

n = 100a® + (2ab +d).10 + 1,
kde 7 je liché, Zab + d sudé. Tim je véta dokdzéina.

2. Je dany obdf#nik ABCD. Oznaéme M pitu kolmice
spustenej z bodu B na priamku AC.

a) Vypocitajte vzdialenosti AM, BM, CM, DM po-
mocou rozmerov a = AB, b = AD daného obd{¥nika.

b) Rozhodnite, & existuje taky obdlfnik ABCD,
v ktorom plati DM = 3BM.

RieSenie (obr. 34). a) Oznalme rozmery obdiZnika
AB = a, BC = b; dalej oznacme body P, Q, R podla
obrézka. Podla Euklidovej vety potom plati

AB? a?
AM == A—C = V—a_2 —+ b2 b
BC? b?
CM = Yok Tat £ 5
Zo vzorcov pre obsah trojuholnika ABC dalej vyplyva
BM — AB . BC ab

AC Vaz e
Zostava eSte urcit vzdialenost DM. K tomu pouZijeme
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trojuholnik DMQ. Uréime ‘ ‘
AM.BM  a% a*b

MP=— =@t 5"
] C
M
. F—--{r
C : o
vo\r
|
A
A P B
a
Obr. 34
Dalej je

DQ = AD — AQ = AD — MP =
b ab b
a2 + b2 aZ + bZ ¢
Dalej vypotitame z pravouhlého trojuholnika ABM
AM? at a?
MQ = AP =5 = al@® + 6% @ +b°
PodIa Pythagorovej vety je
DM? = DQ?* 4+ MQ?* =
a® 5% (a® 4 b%)(a*— a®® 0%

= (@* Fp52 (@® + 522
_at—a®h?® bt (a® +b%)? — 3a%?
a2 | b? = a L b° .
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Ak zavedieme oznalenie AC =c¢, BM = v, je 2 =
=a% +b% v = a_cb 5 plati teda

252
DM2=02—3(%=C2—32)2.
Cc
b) Ak je DM = 3BM, je |/c* — 30* = 30 a obritene.
Umocnenim tejto rovnosti dostaneme ¢? = 1222, ¢ =

2al;l/3 , skadial ¢ = 2ab)3 &ze

=20 V—, Cize ¢=

a? — 2abl/§ + 6% = 0. Polozme %

mer x rozmerov a, b dostaneme rovnicu
x2—2)3x 41=0,

ktoru upravime takto:

(x—13)2—3 +1=0 &z (x— 32— (J2)2=0.
Z toho pouzitim vzorca pre rozdiel $tvorcov dostaneme
@-13+12)=-13-12)=0.

Tomuto vztahu vyhovuju Cisla:
x—|3-13, x=13 4]z,
ktoré su kladné. Mame teda dva typy obdlznikov. Jeden

= x; potom pre po-

typ md pomer —Z— rozmerov rovny &islu /3 — /2, druhy

Cislu V3 - ]/2. Tieto Cisla skutoCne vyhovuji poziadav-
kdm ulohy, ako sa Iahko presved¢ime skuskou.
3. Jsou dany tfi linearni rovnice
px—2y =2p—1,
2x +py =p—1,
(p—Dx+y=p+1

§ nezndmymi x, y.
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Najdéte vSechna redlnd Cisla p, pro néZz maji uvedené
tfi rovnice spolecné feSeni; vypoctéte tato reSeni.

Reseni. a) Je-li x, y dvojice Cisel, kterd jsou feSenim
vSech tfi rovnic, pak Cislo x vyhovuje obéma rovnicim,
které dostaneme, dosadime-li za y z tfeti rovnice do
prvnich dvou. Vyjde po upravé

(P —p—2x=p* +1. (@)
Znisobime-li obé strany prvni rovnice (1) &islem p% —
— p — 2 a obé strany druhé rovnice Cislem 3p — 2,
budou levé strany totoZné; dostaneme tedy rovnost

(p+1D@*—p—2)=0"+1(Gp—2).
Po vynésobeni a tpravé vyjde
pPP—p*—12p=0

pp?—p—12)=0. 2
Troj¢len p2 — p — 12 lze rozloZit v soucin dvojclent
p — 4, p + 3. Uzijeme-li tohoto rozkladu, uvedeme
podminku (2) na tvar

pp—4 (@ +3)=0. ®)
Dokézali jsme: Maji-li dané tfi rovnice spole¢né feSeni,
vyhovuje parametr p podmince (3). Rovnici (3) vsak
vyhovuji jediné tfi Cisla: p =0, p =4 a p = —3. Jsou
tedy mozné nejvySe tfi hodnoty parametru Zadané
vlastnosti.

b) Pro p = 0 dostaneme rovnice

—2y=—-1, 2x=—-1, —x+y=1,
které maji skuteéné spolecné feSeni x = — 4,y = 4.
Pro p = 4 maji dané rovnice tvar
4 — 2y =7, 2x +4y=3, 3x +y=>5.

neboli
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ReSenim prvnich dvou rovnic ' dostaneme  x = 1,7,
y = —0,1; toto feSeni skute¢né vyhovuje i tfeti rovnici.

Pro p = —3 maji dané rovnice tvar
—3x—2y=—-7, 2x —3y=—4, —4x +y=—2.
Refenim druhé a tfeti rovnice dostaneme x = 1, y = 2;
toto feSeni skutené vyhovuje i prvni rovnici.

4. Néjdite vSetky trojice prirodzenych Cisel, ktorych
sulet sa rovnd ich sucinu.

RieSenie. Ak oznalime hladané {isla x, y, 2z, mdZeme
podmienku ulohy vyjadrit takto:
x4y +z=xyz. (1)
Oznadlenie hladanych troch prirodzenych ¢isel moZeme
zvolit tak, Ze plati
I<rx=y=-=. @)
Potom je x 4+ 3y + 2 = 32. Z danej rovnice (1) potom
vyplyva podmienka xyz =< 3z CiZe
xy=3. : 3)
Podmienky (3) a (2) moZno splnit len troma spdsobmi:
Ax=1 y=1; b)x=1, y=2; c)x=1,y=3.
V pripade a) mé rovnica (1) tvar 2 4 2 = z a je ne-
rieSitelna.
V pripade b) ma rovnica (1) tvar 3 4 2 = 2z a m4
koren z = 3. Stadial dostavame jedno rieSenie ulohy
x=1, y=2, z=23. (4)
V pripade ¢) mi rovnica (1) tvar 4 4+ 2= 32 a mi
koren z = 2, ktory vSak nevyhovuje podmienke (2).
Uloha m4 teda jediné rieSenie (4).
Vsimnite si, Ze podstatné zjednoduSenie pri rieSeni
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ulohy vyplynulo.z toho, Ze: sme ohranicili nezndme x, y
zhora podmienkou (3).

5. V roviné je dan trojuhelnik ABC; vné tohoto troj-
thelniku jsou sestrojeny ctverce ABMN, BCPQ se
stiedy O, O,.

Dokazte, ze stiedy useéek AC, MQ a body O,, O,
jsou vrcholy jistého Ctverce.

ReSeni (obr. 35). a) Pfedpoklddejme, %e je XCCBA <
< 90°. Oznalme U stied strany AC, V stied tsecky MQ.
Usetka UO, je stfedni pnckou trojuhelniku  ACM,
proto je

Uo, || CM, UO1 = $CM. (1
Obdobné je tsetka UQO, stfedni pfickou trojihelniku
ACQ, proto je

U0, |4Q, UO,= 3$40. 2
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Podle véty sus plyne
AABQ > AMBC. (3)

Skutetnéje AB = BM, BQ = BC,5X ABQ = XMBC—=
— XABC + 90°, Podle (3) je ddle AQ = CM, tudi té%

U01 = U02 . ) (4:)

Obdobné jako dfive dokdZeme z vlastnosti stfedni pficky,
ze plati

VO, | CM, VO,=3iCM, 5)
Vo, |AQ, VO,=340.

Spojenim vztaht (1), (2), (4), (5) dostaneme
UO, | VO,, UO, || VO;, UO, = UO, = VO, = VO,,

tj. obrazec UO,V O, je kosoctverec.

ProtoZe trojuhelnik BCM vznikne otolenim trojuhel-
niku BQA o pravy uhel,*) je AQ | CM, tudiz také
UO, | UO,, tj. rovnobéznik UO,V O, je Ctverec.

b) Je-li cCBA > 90°, provede se ditkaz jako v pfipadé a).
c) Je-li xCBA = 90°, je tvrzeni zfejmé platné.
Tim je feSeni provedeno.

6. V roviné je din kruhovy oblouk s krajnimi body
A a B.

Vysetite geometrickd mista stfedt kruZnic vepsanych
a vné vepsanych trojahelniku 4ABC, jestlize bod C pro-
bihd vnitfek daného oblouku.

ReSeni (obr. 36). I. Budi# o dany oblouk 4B, o polo-
rovina s hranici 4B, v niZ leZi oblouk o, C jeden jeho
bod rtzny od A, B, dale bod S stfed kruZznice vepsané

*) Odtud pfimo plyne shodnost obou trojuhelniki,
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trojuhelniku ABC a §;, S,, S; stfedy kruznic vné ve-

psanych tomuto trojihelniku po fadé k stranim BC,

CA, AB. Je zfejmé, Ze body S, S;, S, lezi v poloroviné g,

bod S, v poloroviné opacné k p. Oznacime-li vnitfni uhly

trojuhelniku ABC obvyklym zptsobem o, f8, y, je
XSAB = }a, <XSBA = ip;

SN
x oy
\\\
™

S

N

\ N

Obr. 36

z trojuhelniku S4B pak plyne, Ze je
XASB =90° + 3y. (1)
Daile je
L 8,AC = 3(180° — ) = 90° — }a;
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proto plati '
X 8AB = 90° — la + « = 90° + }u.
Protoze je < S,BA = 3f, dostaneme z trojihelniku

S,AB vztah
XAS;B = 1y . 2
Vyménou vrchola 4, B vyplyva z (2) vztah
‘ <BS4=1y. 3)

ProtoZze polopfimka A4S, je osou vnéjsiho uhlu troj-
thelniku ABC, je
X 834B = 3(180° — ) = 90° — 3

a obdobné
XS;BA = 90° — 8.
Z trojahelniku S;4B pak dostaneme
SAS;B = 90° — }y. 4)

Probiha-li bod C oblouk o, je — podle véty o obvo-
dovém uhlu — velikost thlu y konstantni. Podle (1),
(2), (3), (4) lezi tedy

a) bod S na jistém oblouku o, sestrojeném nad té-
tivou AB v poloroviné ¢ a daném velikosti obvodového
thlu 90° + iy;

b) body S;, S, na jistém oblouku o,, sestrojeném nad
tétivou AB v poloroviné ¢ a daném velikosti obvodového
uhlu $y;

c) bod S; na jistém oblouku o, sestrojeném nad' té-
tivou AB v poloroviné opaéné k p a daném velikosti
obvodového uhlu 90° — %y.

Hiedana geometrickd mista bodt néleZi tedy uvedenym
tfem obloukam o, 0,5, 05 (viz obr. 37).

Pozndmka. Je bezprostfedné patrno, Ze oblouky 0y, 03
tvofi dohromady kruZnici k.

94



I1. Zbyva zjistit, zda hledana geometrickd mista bodu
jsou celé oblouky oy, 05, 03 (bez krajnich bodd A, B)
nebo jen jejich Casti, a které.

Obr. 37

Sestrojme v bodé A teénu ke kruZnici 2 a na této
tené zvolme v poloroviné ¢ bod M. Pak je — jak zndmo —
IMAB = 180° — (90° + }y) = 90° — 3y < 90.° Je-li
S libovolny bod oblouku o, ruzny od A4, B, je <<SAB <
< IIMAB < 90°; oznalime « = 2<C SAB.

Dile sestrojime v bodé A teCnu ke kruZnici obsahujici
dany oblouk o a na této te¢né zvolime bod N uvnitf
poloroviny ¢ ; snadno odvodime, Ze je SCTNAB = 180° —
— y. Vedeme-li tedy v poloroviné p bodem A polo-
pfimku AP tak, aby platilo <tPAB = «, protne polo-
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pfimka AP oblouk o v jistém bodé C rtazném od A4, B.
KruZnice vepsana trojuhelniku ABC mi pak stfed S
(odtvodnéte podrobné). To znamend, Ze cely oblouk o,
(mimo body 4, B) nélezi hledanému geometrickému mistu.

Obr. 38

Stfedy S,, S, kruznic vné vepsanych dostaneme jako
pruseciky oblouku o,, s polopfimkami A4S, BS. Hledané
geometrické misto bodt obsahuje tedy jen ty casti
oblouku o,,, které jsou omezeny teCnami vedenymi ke
kruZnici k2 v bodech A, B; jsou to vnitiky obloukd AB,,
BA, (viz obr. 38). :

Kone¢né bod S; dostaneme, vedeme-li bodem A
kolmici k pfimce AS a urlime jeji zbyvajici priasecik
s kruZnici k. Hledané geometrické misto se sklada tedy
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z té Casti A,;% oblouku o0,, kterd je omezena kolmicemi
vedenymi k pfimce 4B body A, B (body A,;, B; ke
geometrickému mistu nenaleZi).

Obr. 40

Na obr. 38 a%40 je sestrojeno geometrické misto pro
y < 90° y =90° ay >90°

7. ULOHY II. KOLA KATEGORIE C

1. Reste rovnici
x2 +2x — 24
x2 — 9x 4+ 20

]=10.
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ReSeni. Plati x2 4 2x — 24 = (x +6) (x — 4), x* —
— 9% +20=(x—5)(x —4). Je-li x feSenim dané
rovnice, potom plati
(x+6)(x—4
(x—5)(x—4)

Zlomek na levé strané (1) zkratime &islem x — 4 a do-
staneme

— 10. (1)

x +6

P— | =10. (2)
Z rovnice (2) plyne |x + 6| = 10|x — 5|, neboli bud
x +6 = 10(x — 5) (3a)
nebo
x+6=105—x). (3b)
Resenim rovnice (3a) dostaneme
X = %3 (43)
feSenim rovnice (3b) dostaneme
x=4. (4b)

Zkouska. Dosadime koten (4a) do rovnice (1) a zjistime,
ze je splnéna. Kofen (4b) nelze do (1) dosadit, nebot je
x — 4 = 0. Dana rovnice ma tedy jediné feSeni (4a).

2. V rovine je dany uhol <tAOM. Zostrojte rovno-
ramenny trojuholnik ABC so zikladiiou AB taky, Ze
usecka AOjejeho taznicaa body B,C lezia na priamke OM.

RieSenie (obr 41). Rozbor. Nech je zostrojeny hladany
rovnoramenny trojuholnik so zakladiiou AB. Usetka 40
je jeho taZnica, tak¥e na nej nutne leZi taZisko T troj-
uholnika. Plati o niom

AT =2.TO. €))
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Bodom T prechadza taznica CT, ktord je podla znimej
vety osou sumernosti hladaného trojuholnika ABC.
Pritom s usecky 74, TB sumerne zdruZené podla osiCT
a plati o nich 4T = BT. Z toho vyplyva konstrukcia:
Usecku OA rozdelme na tri zhodné useCky a vy-
znaCme hladané taZisko 7. OpiSme kruZnicu k=
= (T, TA) a ozna¢me B jeden z priese¢nikov kruZnice %
s priamkou OM. Bod C je prieseénikom priamky OM
a osi p usecky AB.

Obr. 41

Spréavnost konStrukcie vyplyva z vety, e faZisko T
trojuholnika ABC deli jeho tainicu AO tak, Ze plati
vztah (1). Trojuholnik ABC je skutone rovnoramenny,
pretoze bod C lezi na osi strany AB, ale neleZi na
priamke 4B.

Diskusia. DokéZeme, Ze kruZnica k mé s priamkou OM
dva rozne spolo¢né body.
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Dékaz. Polomer TA kruznice 2 je dvojndsobkom
useCky TO, ktord je vacsia alebo rovna vzdialenosti
bodu T od priamky OM. Preto priamka OM pretina
kruznicu k2 a dostdvame dva rbzne priese¢niky B, B’
kruZnice & a priamky OM. PretoZe je OT < OB, OT <
< OB’, lezi bod O vo vnutri useky BB’. Bod O od-
deluje teda body B, B’ a tym aj body C, C'. Ak napr.
bod B lezi na polpriamke OM, leZi tam aj bod C’,
zatial Co body B’, C lezia na polpriamke opacnej. Ak je
napr. B = C’, je TB' = TB a bod O je stredom tusecky
BB, t. j. TO | BB’ Cize dany uhol <CAOM je pravy.
Potom je v pravouhlom trojuholniku 7CO prepona
TC =2.TO, a preto je <XOCT = 30°, takze uhol
XACB = 60° a trojuholnik ABC je rovnostranny.
Pritom trojuholnik AB’C’ s nim splyva. Ak dany uhol
<X AOM nie je pravy, dostaneme dva rdzne trojuhol-
niky ABC, AB'C'.

3. Zd&k mél vypoditat aritmeticky priamér danych
cisel a, b, ¢, d. Pocital jej timto zpisobem: Nejprve nasel
aritmeticky pramér p cCisel a, b, potom aritmeticky
prumér g Cisel p, ¢ a nakonec aritmeticky pramér Cisel g, d.

a) Ukazte, Ze zpusob, kterého Zak pouzil, neni spravny.

b) Jestlize vSak zak presto dostal spravny vysledek,
spliovala cisla a, b, ¢, d nutné urcity vztah. Najdéte jej.

Reseni. Oznaéme
r=13a+b+c-+4d €))
hledany aritmeticky pramér Cisel a, b, ¢, d a r' pramér,
ktery vypocital zak. Plati p = 3(a +b), ¢ = ¥(p +¢) =
= }a +b + 20),

r"=4d+q)=#a+b+2 +4d). 2
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Budiz

r'=r
neboli
Ya +b+2 +4d) = 1a +b +c +d),
tj.
a-+b-+2c+4d =2a +2b +2c +2d,
tj.

d=}(a +0b). ©)

Z4k mohl tedy dostat spravny vysledek jen za pted-
pokladu, Ze dana Cisla spliiovala rovnost (3); jinak by
dostal vysledek nespravny. Proto postup vypoctu neni
spravny.

Zkouska. Ze vztahu (2) po dosazeni za d ze (3) do-
staneme r’ = }[a + b + 2¢c + 2(a + b)] = §[3(a +b) +
+ 2¢]. Ze vztahu (1) po dosazeni za d ze (3) dostaneme
r=14a +b +c+ e +0b)] =432 +b) +2 +
+ (a 4+ b)] = i[3(a + b) + 2c], takze Zdk skute¢né za
pfedpokladu, Ze plati (3), dostal spravny vysledek.

4. V roviné je ddna polokruZnice s krajnimi body 4, B.
Daile je dano kladné cislo ¢ << AB.

Najdéte geometrické misto priasecikti thlopiicek viech
Ctyfahelnikd ABCD, jejichz zbylé dva vrcholy C, D
lezi na dané polokruZnici, a to tak, Ze strana CD ma
stalou velikost c.

Reseni (obr. 42). a) Ozna¢me S stfed polokruZnice o.
Pro kazdou polohu tétivy CD konstantni délky je velikost
2¢ stfedového whlu <CCSD pfislusného k menSimu
oblouku CD taz; je tedy i

X CAD = < CBD = ¢ < 90° (1)
(obvodové thly nad mensim obloukem CD). Dile je
XADB = X ACB = 90° 2)

(véta Thaletova).
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V trojthelniku ABM oznaéme o velikost thlu <t AMB.
Tento whel je vnéjsim wGhlem trojuhelniku ADM, a je
roven soultu jeho vnitfnich ahlt <cMAD = <<CAD
[viz (1)] a <tADM = <CADB o velikostech ¢ a 90°;
je tedy w = ¢ +90° < 180° (thel ¢ je totiZ ostry).

Obr. 42

Hledame tedy, jaky utvar vyplni bod M, z n&hoZ je
vidét danou (pevnou) useCku AB pod konstantnim
thlem ¢ + 90°. Podle zndmé véty je to kruhovy oblouk o
o krajnich bodech 4, B (tyto body k nalezenému geo-
metrickému mistu bodd nepatii), pficemZ lezi v téze
poloroviné vytaté pfimkou AB jako danid polokruZnice;
oblouk pfislusi k obvodovému uhlu velikosti ¢ - 90° >
> 90°, coz je uhel tupy. VySetfovany oblouk AB je tedy
mensi oblouk pfislusné kruZnice.

b) Zbyva zjistit, zda kazdy bod oblouku o’ (mimo
body A4, B) néleZi hledanému geometrickému mistu.

Oblouk o’ nalezi jisté kruZnici %', jejiz stied leZi v po-
loroviné opa¢né k ABC. Stfedovy uhe! nad tétivou AB
v kruZnici £ ma velikost 180° — 2¢. Z toho snadno od-
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vodime, Ze teCna ke kruZnici &’ v . bod¢ A4 svird s pfimkou
AB ostry uhel velikosti 90° — .

Zvo!me nyni libovolny bod M £ A, B oblouku o’ a o-
znalme C prusecik polokruznice o s polopfimkou AM.
Podle pfedchézejiciho je SCMAB < 90° — g.

Z rovnoramenného trojihelniku ACS dostaneme

XASC =180° — 2. SLMAB > 2¢.

Lze tedy sestrojit na polokruZnici o mezi body C, 4
bod D tak, aby bylo CD = ¢, a zvoleny bod M je priseci-
kem thlopfic¢ek ¢tyfuhelniku ABCD.

8. ULOHY I. KOLA KATEGORIE D

1. Je dand kruZnica £ = (S, r = 5 cm) a v nej tetiva
AC dizky 9 cm. Zostrojte rovnoramenny lichobeZnik
ABCD so zakladiiami AB, CD tak, aby body B, D lezali
na kruZznici k£ a aby uhloprieéka AC rozpolovala jeden
z uhlov lichobeznika ABCD.

RieSenie. a) Rozbor. Predpokladajme, Ze je zostrojeny
taky lichobeZnik (napr A4B,CD,), ktorého uhloprietka AC
rozpoluje vnuatorny uhol <tB;AD,. PretoZe je AB, || CD,
a body B;, D, lezia v opaénych polrovinich s hranicou AC,
su striedavé uhly <xB;AC, <<D,CA zhodné. Okrem
toho je podla predpokladu

XB,AC = ¥D,AC.

Plati teda <tD,AC = <<B,;AC = <D,CA a trojuholnik
ACD, je rovnoramenny so zakladiiou AC. Vrchol D,
leZi teda na osi o tse¢ky AC.

b) Konstrukcia a skiska (obr. 43). Zostrojime priesec-
niky D,, D, osi o s kruZnicou 2 a bodom A vedieme
priamky m, || CD;, m, || CD,. Zistime, Ze priamKky m,, m,
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pretinaji kruZnicu 2 mimo bodu A4 po rade v bodoch
B,, B,. Pritom su body B,, D, a body B,, D, oddelené
priamkou AC. PretoZe trojuholnik ACD, je rovno-
ramenny, je D,AC = < D,CA. Pretoze uhly <D,CA

Obr. 43

a XB,AC su striedavé a pretoZe plati CD, || AB,, je
<xD;CA = <B,;AC. Polpriamka AC rozpoluje teda
skuto¢ne uhol B;AD;, t. j. lichobeznik 4AB,CD, vyho-
vuje podmienkam ulohy. Analogicky dokaz plati aj pre
lichobeZnik AB,CD,.

c) Zostava este rovnakym spdsobom zostrojit tie licho-
bezZniky, ktorych uhloprie¢ka AC rozpoluje uhol <tBCD.
Tie dostaneme zrejme predchddzajucou konstrukciou, ak
vymenime body A, C (a potom ovSem aj body B, D).
Zostrojime ich teda ako lichobezniky simerne zdruZené
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podla osi 0 s obidvoma lichobeznikmi AB,CD;, AB,CD,.
Uloha mé teda Styri rozne rieSenia.

2. Najdéte vSechna trojciferna (pfirozena) Cisla s touto
vlastnosti: NapiSeme-li pfed hledané Cislo stejnou cifru,
jako je ta, ktera stoji na misté jeho jednotek, dostaneme
Ctyfciferné Cislo, které je o 18 mensi neZ sedmindsobek
hledaného Cisla.

Reseni. Trojciferné &islo v dekadickém vyjddieni lze
symbolicky zapsat (xyz), kde o celych Cislech x, y, z plati
0 < x =9 (dané dislo je trojciferné), 0 =y =9, 0 =<
< z = 9. Cislo (xyz) zapi$eme jako trojlen

100x + 10y + =.
Nové cislo 1ze symbolicky psat (2xyz) nebo jako Ctyiclen
1000z + 100x + 10y + =,
po Upravé
100x + 10y + 1001z. €))
Sedminasobek hledaného dcisla je 700x + 70y + 7z;
odecteme-li od ného Cislo 18, dostaneme Cislo dané vy-
razem (1), tj. plati
700x + 70y + 72 — 18 = 100x + 10y + 1001z

neboli

600x + 60y = 994z + 18. 2)
Pomoci této rovnice a vztaht

0<x=9, 0=5y=9, 029

uréime v nékolika krocich éisla x, y, 2.

[1] Leva strana rovnice (2) je délitelnd deseti, proto
i prava strana 994z +- 18 je timto Cislem délitelna. Ale
994z + 18 = (9902 + 10) + (42 + 8); proto Cislo 42 +
-+ 8 musi kondit nulou. Dosazujme do vyrazu 4z + 8
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za z postupné Cisla 0, 1, . . ., 9; Cislo 42 -+ 8 konci nulou
jen pro 2 = 3 nebo 2 = 8. Pro z = 8 viak dostaneme z (2)
60x + 6y = 797;

této rovnici nevyhovuji Zddnd nezdporna celd Cisla x, y
mensi nez 10. Je tedy nutné z = 3.

[2] Do (2) dosadme z = 3, takZe napravo dostaneme
3000 a ob¢ strany rovnice zndsobme Cislem g5; do-
staneme rovnici

10x +y =50. (3)

[3] Cisla 10x, 50 jsou délitelnd deseti; proto jedno-
ciferné Cislo y musi byt téZ délitelné deseti neboli je
nutné¢ y = 0. Pak (3) zni

10x = 50;
odtud plyne x = 5.

Hledané ¢islo (kdyZz vibec existuje) musi byt rovno 503.

Cislo, které z ného vznikne, je 3503 a skutecné plati
503 .7 = 3521 = 3503 + 18.

Tim je feSeni provedeno.

3. Kvadr ABCDA'B’'C’'D’ (o sténé¢ ABCD, pticemz je
AA' | BB’ |CC" | DD’) ma dané rozméry a = AB,
b= AD, c = AA’'. Rovnobé&’né roviny BDA" a CB'D’
oddéluji od daného kvadru dva cCtyfstény ABDA’ a
C'CB'D'.

Vyjadrete objem zbylého télesa pomoci a, b, c. Na-
rysujte jeho sit pro a = 4cm, b = 3 cm, ¢ = 5 cm.

Reseni (obr. 44). a) Objem &tyfsténu vypoditime podle
vzorce pro objem V jehlanu, tj. V = 1{Pv, kde P je
obsah podstavy a v velikost pfislusné vysky. Povazujme
ve Ctyfsténu ABDA’ trojuhelnik ABD za podstavu, pak
ve v = AA' = c¢. Obsah pravouhlého trojuhelniku 4BD
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o odvé&snéch’ a, b je P = }ab.
Proto je
V =1%-%ab.c = gabc.

I étyfstén C'CB’D’ mé objem
Labc, takze soulet obou objemu
je labc. ProtoZe objem daného
kvadru je abc, je objem zbylé-
ho télesa

abc — Yabc = %abc .

Vysledek: Objem zbylého té-
lesa je 3abc.

b) Sit zbylého télesa je v obr.
5. .

P -

T
’ 2. \':
)
1 b \
! , _— g;
: A a\ g g \ \\\
' \ .
\
\ Y
\ c
\\ \
\ \‘
\\ ' \ b C \
N 8 4 |
RN !
\ !
A a /
\ //
\\ J C /
\\\\ —", D ’D.
Obr. 45
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4. Jsou dany t¥i kruZnice k, = (S;, 4cm), k, = (S,,4cm),
ks = (S5, 1), z nichZ kazda se dotykd vné obou zbyva-
jicich kruZnic.

Sestrojte vSechny kruZznice, které maji s kazdou z da-
nych kruZnic vnitfni dotyk. Provedte diskusi fesitelnosti
vzhledem k poloméru r.

Obr. 46

Reseni (obr. 46). a) Ozna¢me P bod dotyku kruZnic &,,
ks, 0 jejich spoleCnou teCnu. ProtoZe pro stied S; kruz-
nice k; plati §,S; = S,S; =r +4, lezi bod S; na
primce o. Budiz & = (S; x) hledana kruZnice; pro jeji
stfed plati §,S = S,S = x — 4 (kruZnice k,, &, se totiZ
dotykaji zevnitf kruznice k). Oba stiedy S, S lezi tedy
na pfimce o a na ni leZi i bod dotyku T kruZnic &, kg;
je to ten z pruseciki pfimky o a kruZnice k;, ktery ma
vétsi vzdalenost od bodu P. Tecna ¢ kruZnice k; v bodé T
je spole¢nou te¢nou kruZnic &, k.
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b) Nézor napovidd, Ze existuje-li feSeni tulohy, je jen
jediné; to snadno dokdZeme. Necht jsou k, &’ dvé rizna
feSeni (viz obr. 46) a necht kruZnice 2 md mensi polomér

Obr. 47

nez k’. KruZnice &, k&’ se dotykaji obé v bodé T kruZnice &,
i navzdjem; leZi tedy kruZznice % (az na bod T') uvnitf %'.
ProtoZe obé kruZnice &,, &, leZi (az na dotykové body Uj,
U,, které nesplynou s T) uvnitf &, leZi celé uvnitf &’
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a tedy 74dna z nich se nemuZe dotykat kruZnice %'
KruZznice £’ neni proto feSenim ulohy.

c¢) Nyni sestrojime feSeni ulohy (obr. 47). V bodg
dotyku T kruZnic k,, k3 vedeme jejich spole¢nou te¢nu ¢,
a najdeme jeji pruseéik Q, s teCnou z. Bod Q, vidy
vznikne, protoZe bod T neleZi na pfimce o, a neni tudiz
t, || t. Z bodu Q, vedeme zbyvajici te¢nu u, ke kruZnici &,
a oznalime U, jeji bod dotyku.

Nyni sestrojime kruZnici &, kterd se dotyka v bodé T
primky z a prochdzi bodem U,. KruZnice % se dotyka
zfejmé kruznice k; v bodé¢ T. Mimo bod T existuje na
kruznici % jediny bod, jehoZ vzdalenost od bodu Q, je
rovna Q;T; je to bod dotyku druhé te¢ny vedené z Q,
ke kruZnici k. Tento bod je vSak U, ; pfimka Q,U; = u,
je tedy teCnou kruZnice k, tj. kruZnice k,, & se dotykaji
v bodé¢ U1. ProtoZe utvar slozeny z kruZnic k, ky, Ry, Rg
je soumérny podle prlmky o, dotyka se % také kruZnice &,.
Je tedy kruZnice & feSenim ulohy

d) Uloha m4 feSeni pravé tehdy, 1e—11 uhel TQ,U,,
obsahujici bod S;, duty. To nastane pravé tehdy, je-li
vzdélenost pfimky 7 od bodu P mensi neZ 4 neboli plati-li

PT > 4.

5. Vyraz
=@E—3+0—2°+(E—x7
rozloZte na sulinitelov a potom urCite vsetky trojice
Cisel x, y, 2, pre ktoré V = 0.

RieSenie. Plati postupne

V'="x®— 3z% 4-3xy2 — 3% +
+ 33— 3%z 4 3yz® — 2° + ¢))
4 2% — 322x + 32x% — x3.
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Stadial vypocitame

W= —xy(x —y) +2(x*—y?) — Hx —y) =
=@x—y[—x +(xz +y2) — 2% =
=(x—y)[yz—x) — 2z —x)] =
=@x—3)0—2E—2x.

Je teda

V=3x—-30—-2E—-2,
¢o po vynasobeni sthlasi s vyrazom V [vid (1)].

V =0 prave vtedy, ked plati asponi jedna z rov-
nosti:
x—y=0, y—2=0, z—x=0
Cize
x=y alebo y=2 alebo z==x.

Vysledok: V' = 0 prave vtedy, ked st hoci dve z Cisel
X, ¥, 2 sebe rovné.

6. Je din pravouhly trojihelnik ABC s odvésnami
velikosti a = BC, b = AC. Oznaéme D bod, ve kterém
se pfimky A B dotyka kruZnice trojahelniku 4BC vepsana.

a) Vypoctéte pomoci &isel a, b velikost poloméru kruz-
nice danému trojuhelniku ABC vepsané.

b) DokaZte, Ze obsah trojuhelniku ABC je roven
obsahu obdélniku o rozmérech DA, DB.

Reseni (viz obr. 48). O délkich telen vedenych ke
kruZnici k& = (S, r), vepsané danému trojuhelniku 4ABC,
plati (pfitom x je délka teCen vedenych z bodu C ke %
a zaroven polomér vepsané kruZnice):

AD =b —x = AC — x, (1)
BD =g —x=BC — x. 2



a) Pfitom o délce ¢ pfepony AB plati
¢ = BD + AD,
neboli
c=a—x +b— x;
odtud vypolteme Cislo x:
x=4%a+b—c)=4H¥a+b— a2+, (3

coz jsme méli vypocitat.

8 o.
+
)
7 .
) /
s // 5\*
ey £
x |
N :
c x b-x A
b
Obr. 48

b) Ze vztahu (1), (2) dostaneme

AD=b —x=b—}a +b—c)=¥—a+b+c), (3)
BD=a—x=a—#a+b—c)=%a—b+c); @)

vedle toho podle véty Pythagorovy plati
c2=a% + b2, (5)
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Odtud plyne
AD . BD = 4[6—(a—b)] L +(a—b)] =

= }c*— (a —
= 4[a2 + 62 — (a2 — 2ab +b?)] =
= }+2ab = }ab,

coZ je skutecné obsah daného trojuhelniku.

9. ULOHY II. KOLA KATEGORIE D

1. Pfi omezovani odbéru elektrického proudu v dobé
$picek se 35 zavodu zavazalo k sniZeni spotfeby. Celkem
byly tfi skupiny téchto zavodu: V prvni skupiné dosahl
kazdy zavod sniZeni na 50 9%, svého pravidelného odbéru,
ve druhé skupiné snizil kazdy zavod spotfebu o § a ve
tfeti skupiné o } pravidelného odbéru.

Tim se dosdhlo uspory 40 9%, celkové pravidelné spo-
tieby. Pfitom v prvni skupiné byl pocet zavodu dvoj-
nasobny nez ve druhé. Kolik zavoda bylo v kazdé sku-
piné, jestlize kazdy z téchto 35 zdvodi mél puvodné
stejnou pravidelnou spotfebu proudu ?

ReSeni. Oznaéme m # 0 (v kWh) mnoZstvi elektric-
kého proudu, odbirané pravidelné kaZzdym z uvedenych
35 zavodu v dobé Spi¢ky. Dale oznaéme 2x, x, y pocet
zavodi v jednotlivych skupindch, takZe plati

3x +y=235. (1

Spotieba zavodu v dobé Spicky pak v jednotlivych

skupinéch je:
12x = mx; Emx; $my.

Celkova spotfeba v dobé $picky je tm(2x +x +y) =

= #m(3x -+ y). Pfitom podle textu plati
mx + imx + $my = im(3x +y).
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3 ’ I3 . v 60 ’
Po znésobeni obou stran této rovnice ¢&islem P dosta-

vame postupné
60x +40x + 45y = 36(3x + ),

9y = 8x,
y=1ix. )
Po dosazeni vysledku (2) do (1) dostavame postupné
3x +8x = 35,
x=09;

odtud a ze (2) obdrzime
’ y=238.
Odpovéd. V prvni skupiné bylo 18, ve druhé 9 a ve
tfeti 8 zavoda.
Zkouska. V dobé $pi¢ky zavody jednotlivych skupin
spotfebovaly:
m-%-18 = 9m; m.9 = 6m; im.8 = 6m ,

takZze celkova spotfeba v dobé $picky podle toho byla
(9 + 6 + 6)m = 21m. Na druhé strané podle textu Glohy
celkova spotifeba byla §m.(18 +9 4 8) = 21m, coz
souhlasi.

2. V roviné je dina useCka AM a uvnitf téta usecky
bod V.

Sestrojte rovnoramenny trojuhelnik ABC se zaklad-
nou AB tak, aby useCka AM byla jeho vySkou a bod V
prusedikem vySek. Stanovte podminku feSitelnosti.

Narysujte, je-li AM = 82 mm, AV = 45 mm.

ReSeni (obr. 49). Rozbor. Oznaéme M, N, P paty
vysek vedenych body A, B, C v hledaném trojuhelniku.
Primka CP = p je osou soumérnosti tohoto trojuhelniku,
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a proto je VB = VA. V pravouhlém trojuhelniku VBM
(je <M = 90°) tedy zndme odvésnu VM a preponu VB.
Odtud konstrukce:

Ozna¢me ¢ jednu z polorovin vytatych pfimkou AM
a v ni nad useckou VM jako odvésnou sestrojime pravo-
uhly trojahelnik VBM, kde M = 90° a VB = VA.
Bod C je prusecik piimekm, p,kdem = MB, p je osa
useCky AB. Tim je sestrojen hledany trojuhelnik ABC,
ktery spliiuje pozadavky ulohy.

Diikaz. Podle konstrukce je e
VAB rovnoramenny trojuahel- '
nik o zakladné ‘4B a o ose p,
ktera prochazi bodem V. Bod C
podle konstrukce lezi na ose p
useCky 4B a na pfimce m, kde
m =% p, a proto trojuhelnik
ABC existuje a jerovnoramen-
ny. Podle konstrukce je AM |
1 BC,CP | AB, takZe bod V
je v trojuhelniku 4BC prise-
¢ikem vySek. Tim je ditkaz pro-
veden.

Diskuse. Resitelnost tlohy ! %
ziejmé zdavisi na moZnosti se- :
strojeni pravothlého trojuhel- :
niku VBM s pieponou VB,
ktera je v pravouhlém trojthel- Obr. 49
niku nejvétsi stranou, takZe
nutné musi byt VB > VM neboli VA > VM. Jestlize
tento vztah plati, dovedeme trojihelnik VBM sestrojit,
nebot pak je pfimka m senou kruZnice k = (V; VA).
V pravothlém trojuhelniku ABM (kde <M = 90°) je
thel (B ostry, a proto je <XVPB + <<PBM < 180°,

115



takZe podle Euklidova axiému se pfimky p, m protinaji
v bodé C.

Pri umluvené volbé poloroviny ¢ dostaneme jediny
trojahelnik ABC; jeho obraz v soumérnosti o ose AM je
druhé feseni. Tyto trojihelniky splynou, jestlize je AM
osa useCky BC neboli je-li ABC rovnostranny troj-
uhelnik; to zfejmé nastane pravé tehdy, )e-h AV =
— 2.VM.

3. Njjdite vSetky prirodzené Cisla delitelné Osmimi,
ktorych ciferny sucet v desiatkovej ststave je sedem a
sulin ich Cislic je Sest.

Riesenie. Hladané Cislo je delitelné dsmimi, a preto
je nutne parne. Na konci mdZe mat len cifru 2 alebo 6
(pri cifrach 0, 4, 8 by bol sucin cifier iny ako 6). Vytva-
rajme suciny hladanych cifier tak, aby boli rovné Cislu 6
a aby ich sacet bol 7 (bud je jedna cifra 6; ak nie, je
nutne jedna cifra 2):

Prlpad [1] Plati 6 = 6. 1; pripad [2]: Plati 6 =
=2.

Iné prlpady nie st moZné. Zostavujme z cifier, ktoré
sme tu dostali, prislusné cisla:

Pripad [1]. Cislo 16 vyhovuje poZiadavkim tlohy;
Cislo 61 nie.

Pripad [2]. Médme zostavit vSetky Stvorciferné Cisla
z cifier 1, 1,2,3, priCom na mieste jednotieck musi byt
cifra 2 a Cisla maja byt delitelné 6smimi. Stali teda
uvazovat o tych poslednych trojéisliach, ktoré koncia
dvojkou a su delitelné dsmimi.

Nech na mieste desattisiciek je cifra:

a) 3; potom mame jediné posledné trojcislie: 112.
Hladané Cislo je 3112 a vyhovuje poziadavkdm tulohy:
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je delitelné 6smimi a plati:
3.1.1.2=6, 34+14+142=7.

b) 1; potom mame tieto posledné trojcislia: 132, 312.
Z nich vyhovuje 312 a &islo 1312 vyhovuje poZiadavkdm
ulohy, pretoze je delitelné dsmimiaplatil.3.1.2 =6,
1+3+142=17.

Vysledok: Poziadavkam tulohy vyhovuja prave tri Cis-
la, a to: 16; 13125 3112.

4. V rovine su dané dve kruZnice &, = (S;; 25 mm),
ks = (835 25 mm); pricom vzdialenost S;S, = 120 mm.
Narysujte vSetky kruZnice, ktoré maju s kazdou z da-
nych kruZnic k,, k, vonkaj$i dotyk a zaroven sa dotykaju
priamky S, S,. Vypocitajte polomery zostrojenych kruZnic.
RieSenie (obr. 50). Nech je 2 = (S; r) hladana kruz-
nica. Podla podmienok ulohy je $;§ = §,S = r + 25;
preto bod S lezi na osi m tseCky S;S,. Os m prechadza
stredom M ftusecCky S;S,. Tento bod je bodom dotyku
kruznice & a priamky S;S,, pretoze je S;S, | SM.
Vypocitajme polomer r kruZnice k. Z pravouhlého troj-
uholnika S;MS vyplyva podla Pythagorovej vety S;8% =
= S;M? + SM:? Cize
(r 4+ 25)2 = 60% 4%, (1
pretoze S;M = 60 (mm). Z rovnice (1) vypocitame
r = 59,5 (mm).

KonsStrukciu prevedieme na zaklade vypocltu: Na
priamke m zostrojime oba body S, S’, pre ktoré plati
MS = MS’ = r. Kruznice k= (S; r), ' =(§'; r) st
rieSenim ulohy, pretoze sa dotykaju priamky S,S,
(v bode M) a kazdej z kruZnic k,, k,. Z (1) totiZ vyplyva,
Ze §;8S = 85,8 = 85,8 = 8,8 =r +25.
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Bod S (§') modzeme skonStruovat bez vypoltu po-
mocou pravouhlého trojuholnika $;MS. Je to pravouhly
trojuholnik, v ktorom je zndma dlzka odvesny S, M =
= 60 mm a rozdiel dlZky prepony a druhej odvesny,
ktory je 25 mm. Ak zostrojime na polpriamke SM usecku

SP tak, aby platilo SP = S§§,, vznikne rovnoramenny
trojuholnik S;PS so zdkladniou S;P. Vrchol S je priesec-
nikom priamky 7 a osi o Gsecky S;P. Os o vieme zostrojit,
pretoze vieme zostrojit bod P. Je to bod polpriamky
opacnej k MS, pre ktory plati MP = 25 mm.
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