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IV. Ctvrta Mezinirodni matematicka
olympiada

1. O PRUBEHU SOUTEZE

Mezindrodni matematicka soutéz pro ziky
stfednich vSeobecné vzdélavacich a stfednich od-
bornych $kol vznikla v r. 1959 na popud ru-
munskych matematikd. Jiz tehdy Cs. zastupce
v mezindrodni komisi I. mezinirodni matematické
olympiddy mél zmocnéni ministerstva Skolstvi a kul-
tury i Jednoty ¢s. matematikd a fyzikt k pfedbéznému
pfislibu, Ze by tato kazdoroné proponovana soutéz
~ mohla byt uspotdddna v r. 1962 v Ceskoslovensku, a
to v rdmci oslav 100. vyroc¢i zaloZeni Jed-
noty ¢s. matematika a fyzikd. A tak skutecné
v prvni poloviné &ervence 1962 byla v CSSR uspo-
fadana Jednotou Cs. matematikii a fyziki (JCMF)
a pod zaStitou munisterstva Skolstvi a kultury (MSK)
IV. mezindrodni matematickd olympidda (MMO).

Soutéz pfipravoval od podzimu 1961 organizalni
komitet MMO (zkratkou OK). Jeho pfedsedou byl
akademik Josef Nowdk, mistoptecszdy doc. Fan Vysin
a Rud. Zelinka a sekretafem dr. Miroslav Fiedler DrSc.;
dal$§imi Cleny byli Milos Jelinek, tstfedni inspektor
MSK jako zastupce ministerstva Skolstvi a kultury a
Frantisek Vejsada jako zastupce pobotky JCMF
v Ceskych Budgjovicich a jako jednatel Organizaéniho
vyboru MMO, ktery se pro potieby soutéZe ustavil
v Ceskych Budg&jovicich. :
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Vedle organizacniho zaji$téni a fizeni celé akce pfi-
pravil OK navrh statutu, kterym by se mezindrodni
soutéz méla fidit. Ve statutu jsou shrnuty dosavadni
zkuSenosti ze soutézi. Statut vstoupi v platnost po
projednani v ministerstvech Skolstvi (osvéty) jed-
notlivych zacastnénych zemi; IV. MMO se v pod-
staté jeho zasadami jiz fidila.

Vlastnim fidicim orgidnem souté’e byla mezind-
rodni komise (MK), ve které byla kaZd4 zalastnénd
zem¢ zastoupena svym vedoucim delegace; komisi
predsedal akademik Fosef Novdk.

Kazdd ztCastnénd zemé vyslala na soutéZ osmi-
¢lenné druzstvo (viz pfilohu 2), ddle vedouciho de-
legace a pedagogického pruvodce druZstva;
oba tito delegati byli povinni opravovat Zdkovska fe-
Seni a pracovat v organizacnich intencich mezindrodni
komise. IV. mezinarodni matematické olympiddy se
ucastnilo 7 zemi socialistické¢ho tabora, jek je patrno
z pfiloh 1 a 2 (jmenny seznam delegatli a jmenny
seznam zucastnénych Zaka).

Vedouci delegaci se sjeli do Prahy jesté pred pfi-
jezdem zakl, aby ve dnech 5.—6. Cervence 1962 za-
jistili nejzavaznéj§i zéleZitosti soutéZe, predevsim
volbu soutéznich uloh. Podle pfedbézné dohody
zaslala do kvétna 1962 kazdi zucastnéna zemé orga-
nizaénimu komitétu nékolik nivrht soutéZnich tloh,
véetné nacrtu feSeni. TrojClenna komise pii OK
(oba mistopredsedové a sekretdf) provedla analyzu
doslych tuloh, navrhla upravy nékterych z doslych
uloh, pfipravila vybér z téchto uloh a dala je pfelozit

~do svétovych jazykd a rozmnoZit tak, aby je mohli
¢lenové MK predem fadné prostudovat; tato prace
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byla pfisné davérnd, takze jen 4 &s. pracovnici byli
seznameni pfed zahajenim soutéZe s texty uloh. Tuto
praci velmi uvazlivé fidil doc. Jan Vysin. Preklada-
telské a dalsi prdce obétavé konali pracovnici Mate-
matického tstavu CSAV. Z takto piipraveného mate-
ridlu byl po dvoudennim detailnim jednini proveden
vybér uloh pro dvé soutéZni pisemné price Zaka
(texty tloh a jejich feSeni jsou na str. 138); pro 1. den
soutéZe byly zvoleny 3 tlohy na 4 hodiny cistého
Casu, na 2. den 4 ulohy na 5 hodin Cistého Casu. Pre-
klad textt uloh do matefskych jazykd zucastnénych
zemi provedli vedouci delegaci v ramci praci MK;
texty byly rozmnozeny, takZze kazdy Zdk obdrzel od
predsedy MK vlastni text v zapeceténé obalce na po-
catku kazdého soutézniho dne.

Dile byly v MK stanoveny nékteré zésady pro po-
suzovani zakovskych praci, i kdyz kratky cas, ktery byl
k dispozici, nedovolil stanovit pfesnéjsi poZadavky;
ty pak byly urCovany aZz v prubéhu provadéni oprav
a hodnoceni soutéznich praci. Jmenovité v§ak MK sta-
novila predem maximélni pocet bodu za dokonald
feSeni jednotlivych uloh.

Zikovské delegace se svymi pedagogickymi
privodci se sjely do Prahy v sobotu 7. ¢ervence 1962
a po kratké prohlidce Prahy odjely pfistiho dne v ne-
déli odpoledne do Ceskych Budéjovic, kde byly slav-
nostné uvitdny budéjovickymi pracovniky v Cele
s Josefem Voddkem, piedsedou S$kolské a kulturni
komise ]zhoceskeho kra]skeho ndrodniho vyboru (JK
NV); pii uvitani byli pfitomni zvlasté zastupci KSC,
CSM a pobotky JCMF v Ceskych Budg&jovicich. Po
dobu pobytu hosti v JihoCeském kraji pefoval o né
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taméj$i organizacéni vybor MMO. Tento vybor se usta-
vil jiz v lednu 1962 na ziklad¢ dohody organizacniho
komitétu MMO s pracovniky Jihoceského kraje, re-
prezentovanymi odborem Skolstvi a kultury JKNV,
stranickymi pracovniky, CSM a pobockou JCMF
v Ceskych Budgjovicich. Zéci byli ubytovani v p&kném
zakovském internaté v HoleCkové ulici a delegati v ho-
telich.

V pondéli 9. ¢ervence 1962 navstivili hosté tuzkarnu
Koh-i-noor, n. p.,v Ceskych Bud&jovicich a odpoledne
si prohlédli pamatky zamku Hlubokd i umélecké po-
klady taméjsi AlSovy galerie, aby se tu pfedem sezni-
mili s prostfedim, ve kterém budou po oba soutéZni
dny Zici pracovat.

V utery 10. Cervence 1962 pfedseda MK akademik
Josef Novak v sale AlSovy galerie na Hiuboké slav-
nostné zahajil soutéz; prvni pisemna préce trvala od
8.30 hod. do 12.30 hod. Ve stfedu 11. Cervence 1962
byla na témZe misté v dobé¢ od 8 do 13 hodin provedena
druhi pisemni prace.

Jinak vSechen volny ¢as Z4ka byl vénovan rekreaci
a prohlidkam historickych, kulturnich a pfirodnich pa-
mitek Jiholeského kraje, exkurzim do zivodu atd.

Po celou dobu od 10. do 14. Cervence 1962 zajisto-
vala mezinirodni komise se Stdbem spolupracovnikii
opravy a hodnoceni Zékovskych feSeni. Zikovo feSeni
opravovali oba pfisluSni delegdtiza spoluprice
s ¢s. koordindtorem; byl to vysokoSkolsky pracovnik
v matematice a jeho tikolem bylo zajistit jednotné oce-
fiovani vzdy jedné ze sedmi zadanych uloh. Pro hodno-
ceni feSeni Cs. zakt urdila mezinirodni komise pro
kaZdou ulohu oba ¢leny jedné z delegaci jako kontro-
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lory spravneho hodnoceni; byli to pravé ti dva Clenové,
jejichz zem¢ lohu zaslala (pro ¢&s. tilohu pak to byli
oba delegati NDR). Instituce koordinatort méla za-
jistit mezinarodni troven hodnoceni zdkovskych fe-
Seni a celkem GspéSné splnila své poslani, 1 kdyZ v ko-
necné fazi méla MK fadu svizelnych jednani; pfitom
zvlasté sekretai OK jako vedouci skupiny koordindtorti
vzdy delikatné, ale duisledné se snazil plné zajistit mezi-
nirodni droveir hodnoceni, coZ se celkem podafilo
provést.

V ttery 14. Cervence 1962 odpoledne piijal Cleny
MK piedseda JKNV s. findfich Kouba. Pohovotil
s nimi o jejich tkolech, seznamil je s nékterymi otdz-
kami, které se snazi v kraji fesit, a pfal jim hodné pra-
covnich uspéchii; vyslovil potéieni, Ze se jim v jiznich
Cechach skutecné libi.

Ve stiedu 15. Cervence 1962 uspofddal ministr
Skolstvi a kultury dr. FrantiSek Kahuda v Ceskych
Budéjovicich pro tucastniky soutéZe slavnostni-ve-
C¢efi, na niZz k nim promluvil. Ocenil duleZitost
matematiky pro rozvoj socialistické spolecnosti a vy-
slovil radost z tohoto setkani mladeZe zemi socialistic-
kého tibora, pfiCemZ zvlasté uvital, Ze muZe mezi
zahrani¢nimi hosty uvitat také naSe milé sovétské
pratele.

Po provedeném hodnoceni Zékovskych feseni roz-
hodla dne 13. ervence 1962 MK o udéleni cen nej-
uspé$néjsim feSitelam. Na ndvrh pfedsedy MK udé-
lila 4 prvni, 12 druhych a 15 tfetich cen, a to vzhledem
k po¢tu bodu, které Zak ziskal celkem svymi feSenimi
sedmi soutéznich uloh; celkem bylo udéleno 31 cen.

Absolutnim vitézem soutéZe se stal Fosif Bernstejn,
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zak stfedni $koly v Moskveé, ktery jediny ziskal
maximalni pocet bodu (46). Mezi témi, ktefi ziskali
jednu ze Ctyf prvnich cen, je tentokrate i divka Lidija
Goncéarovovd, zdkyné stfedni Skoly v Moskvé.
I kdyz jde o soutéz jednotlivcl, musime konstatovat,
ze nejvétSiho tspéchu dosahli Zaci madarsti a tésné

za nimi zaci sovétsti, aviak 1 Zaci rumun$ti maji
- pékné umisténi. Z nasich z4ka byl nejlep$im Peter Ha-
tala, zak stfedni vSeobecné vzdélavaci Skoly
v Bratislavé; ziskal druhou cenu. Piehled o vysled-
cich jednotlivych zaka a zvlasté pak naSich je v pii-
lohéch ¢. 3a,b,4 a5. Neni pochyb o tom, Ze se pracov-
nici $kolsti i védecti budou nad témito vysledky za-
myslet a Ze budou hledany cesty, jak nynéjsi nasi situaci
v této otazce uvést na piiznivéjsi stupen. To bude
v nejblizSich letech tkolem organizdtori nejen naseho
Skolstvi, ale 1 nasi celostatni Matematické olympiady.

Slavnostni rozdileni cen provedl pfedseda
MK akademik Josef Novak opét v sile AlSovy galerie
na Hluboké v sobotu 14. ¢ervence 1962 o 10. hod. do-
poledne. Pfitomni byli ndméstek ministra $kol-
stvi a kultury Vdclav Hendrych se svymi spolu-
pracoviiky, stranicti a $kol$ti pracovnici Jihoceského
kraje, predseda Skolské a kulturni komise JKNV
Josef Voddk a fada vefejnych a kulturnich pracov-
nikid. Slavnostni projev predsedy MK tlumocili ve-
douci delegaci do svych matefskych jazyka. Jménem
ministerstva $kolstvi a kultury promluvil Vaclav Hen-
drych, niméstek ministra Skolstvi a kultury. Za od-
ménéné ziky, ktefi vedle uméleckych a pamdatkovych
pfedmétit dostali diplom podepsany ministrem $kol-
stvi a kultury a pfedsedou OK, podé¢kovala sovétskd
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zakyné Lidija Goncarovova. Jménem zahranicnich de-
legatth poradatelim soutéze viele podékoval jeden
z jejich zakladateld, prof. Gh. D. Simionescu z Buku-
reSti. Slavnostni obéd na ukondeni olympiady se konal
v internitu v Hole¢kové ulici v Ceskych Budg&jovicich
za pritomnosti naméstka Viclava Hendrycha a pra-
covnikii JihoCeského kraje.

Ucastnici souté%e a mezindrodni hosté mimo jiné
navstivili Krumlov, Lipno, RoZzmberk a jind paméti-
hodna mista jiznich Cech.

V nedéli 15. Cervence 1962 dopoledne se cela vy-
prava vratila autobusy pfes Tabor do Prahy a vecer
zhlédla v Narodnim divadle Smetanovu Libusi.

V pondéli 16. Cervence si zahrani¢ni hosté prohlédli
Prahu a odpoledne a vecer se rozjizdéli do svych vlasti;
zdrZela se jediné rumunska delegace, ktera odcestovala
ve Ctvrtek 19. Cervence.

Organizatofi vénovali hladkému prabéhu vSech akci
velkou pozornost. To plati zvla§té o pracovnicich OV
v Ceskych Budg&jovicich, ktery se svych tukol zhostil
k mimofddné spokojenosti vSech zahranicnich hosti,
ktefi odjizdéli s radostnou naladou; tu dluzno ocenit
obétavou Cinnost jak piedsedy OV Josefa Vodéka, tak
jednatele OV i pobotky JCMF v Ceskych Budgjo-
vicich; za zminku stoji 1 nevSedni ochota, s niZ ndm
vSichni zaméstnanci rtznych podniktt Jihoceského
kraje vychézeli vst¥ic. Rovnéz tustfedi JCMF a pra-
covnici Matematického tstavu CSAV vykonali pro
zdar akce vSe, co mohli. Ministerstvo Skolstvi a kul-
tury se zaslouZilo o realizaci a soustavné sledovani pria-
béhu pfipravnych praci i vlastni soutéze aoto, Ze se
akci podaftilo tak uspé$né dovést az do konce. NejlepsSim
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vyjadienim této péce je piijeti ¢lentt MK minis-
trem Skolstvi a kultury a jeho navstéva v Ceskych
Budé¢jovicich v prabéhu soutéZe, jakoZ i iCast namest-
ka ministra Skolstvi a kultury na slavnostnim rozdileni
cen. Tato fakta vSichni zahrani¢ni delegiti také vysoce
ocenili a netajili se tim, Ze je budou ve svych viastech
s patfi¢nou vahou konstatovat.

Pokud jde o politicky dosah mezi mladeZi,
Ize fici, Ze se vSichni Z4ci zahy velmi sbiizili, a to tim
spiSe, Ze jim bud&joviti svazéci pfipravili na taméj-
$ich zavodech druzbu, ktera vyvrcholila ve veselicich,
konanych v sobotu 14. Cervence odpoledne a veCer na
nékolika mistech.

Po strance odborné ndm umoznila IV. MMO
porovnavat vykony nejlepsich Zaka jednotlivych zemi
i konstatovat, Ze se dnes vSude témto z4kiim a vyuce
matematice vénuje nejen pozornost, ale pfimo mimo-
fadnd a trvald péce. Rovnéz jsme méli piilezitost po-
rovndvat zaméfeni vyuCovdni matematice v téchto
zemich a duraz, ktery se klade na urcité partie nebo
na nékteré matematické metody. Rok od roku lze
pozorovat i ve vlastni soutéZi zvySovani ndrokd,
zvlasté pokud jde o presnost a tplnost feSeni; je za-
jimavé, Ze nézory, které se pfi hodnoceni Zikovskych
feSeni pti I. MMO v této otazce jen tézko probojova-
valy, jsou dnes jiZ samoziejmym pozadavkem.

Pro informaci ¢tendit uvédime i texty a strucna
feSeni vSech sedmi soutéZnich uloh (viz ¢ldnek 2
na str. 138).
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Ptiloha &. 1

Fmenny seznam vedoucich delegdtii

Zemé
(zkratka)

Vedouci delegace
(¢lenové mezinarodni
komise)

l
| Pedagogicky vedouci

' Bulharsko
' (BLR)
|

: Madarsko
| (MLR)

|
|
|—
|
|

Némecka de-

Alipi Mateev, profesor
university v Sofii

Rudolf Zelinka, pra-
covnik MU CSAV,
Praha

Endré Hodi, védecky
pracovnik Ustavu op-
tiky, Budapest

Doc. Herberf Titze,

‘ Stojan Budurov, in-
spektor ministerstva
osvéty BLR, Sofie

Jan Vysin, docent ma- |

| tematicko-fyzikalni fa- |

| kulty KU, Praha
|
Ferenc Késedi, ustred-

dapest

Johannes Gronitz, uéi-
tel stfedni Skoly, Karl-
Marx-Stadt

odborny asistent, Var-

Petrisor Mihailescu,
inspektor matematiky
ministerstva osvéty
RLR, Bukurest

| mokraticka védecky pracovnik pe-
| republika dagogického tstavu,

i (NDR) Berlin

. Polsko Dr. Edward Otto, pro-
| (PLR) fesor polytechniky,

1 Varsava :

' Rumunsko Gheorghe D. Simio-
| (RLR) nescu, profesor poly-
| techniky v Bukuresti

|

‘ SSSR Jelena Aleksandrovna

Morozovova CSc.,
docentka Lomonoso-
vovy statni university
v Moskvé

Ivan Semjonovié Petr-
jakov, ucitel stfedni
skoly v Moskvé

Andrzej  Makowski, |

ni inspektor minister- |
stva kultury MLR, Bu- |
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Ptiloha ¢. 2

Jmenny seznam zulastnénych Fdki

Bulharska lidové demokratickd republika

Tanymes Mupocias Cpersiociaasos; bBoues Bosn
Mapunos; Ranapos Bomkugap [lumurpos; Beiemnen
Hurosia Vsanos; VsanoBa Mwienrka MuajgeHoBa;
Munacsaun ['apabea Appawmen; Hacatos [lumurbp
Saxapues; dmvurpos [luvo Besues.

Ceskoslovenskd socialistickd republika

Dane$ Josef, Dolni Pocernice; Fucik Svatopluk,
Hradec Krilové; Hatala Peter, Bratislava; JeZek Ja-
roslav, Praha; MeSina Marian, Novéky; Novotny Jan,

lomouc; Vesely Karel, Praha; Voda Pavol, Bratislava.

Madarskd lidové demokraticka republika

Kéry Gerzson, Sopron; Koéta Joszef, Tatabanya;
Galfi Laszlo, Budapest; Siminovits Mik!6s, Budapest;
Benczur Andras, Budapest; Gyarfas Andris, Buda-
pest; Sebestyén Zoltan, Gelldomolk; Szidarovszky
Ferenc, Budapest.

Némeckd demokratickd republika

Gorke Katharina, Berlin; Bolling Reinhard, Berlin;
Goize Friedrich, Klettwitz/Niederlausitz; Gorgens
Walter, Schonebeck/Elbe ; Lehman Wolfgang, Leipzig;
Michel Claus, Bautzen; Tetsch Karl-Heinz, Sonne-
berg; Weller Stefan, Berlin.
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Polskd lidové demokratickd republika

Gabryjanczyk Pawel, Lodz; Hensz Ewa, Lodz;
"Kuczma Marcin, Katowice; Rempala Jan, Warszawa;
Sztachelski  Jerzy, Warszawa; Urbanski Pawel,
Lublin; Wolejszo Jacek, Toruti; Zytkow Jan, War-
szawa.

Rumunskd lidové demokratickd republika

Badescu Lucian; Buimovici Alexandru; Eckstein
Gheorghe; Giergea Viorel; Hantila Florea; Lustig
Gheorghe; Puha Radu; Zsido Lészlo.

Svaz sovétskych socialistickych republik

Bepnmreitn Mocud, Mocksa; 'onuaposa Jlujgus,
MockBa; Hypanos I'ennammii, Mocksa; Mapryuruc
I'puropuii, Mocksa; Mymrapu Hanna, Haszaub;
[Tankpdmbes Eprenuii, H. Typa, Cepmiosckas
o0maactb; [lorenyn Auserceii, Jlenunurpay; ITepme-
HeB Adercanap, Mocksa.

Pfiloha ¢&. 3a
Celkovy pocet bodu, které ziskali Zdci jednotlivych zemi

BLR | GSSR ; MLR | NDR | PLR | RLR | SSSR
|
33 50 | 45 | 14 | 2 32 46
37 19 39 21 30 38 2
3 35 | 39 18 | 39 39 31
26 33 | 32 18 | 32 28 36
25 20 | 32 21 | 11 32 30°
13 23 | 23 21 19 35 22
15 20 | 41 34 33 30 37
15 23 | 38 6 28 23 19
|
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Pfilohad. 3b

Klasifikace teSeni- jednotlivych iloh &s. Zdku

I { ‘ 5
) | ‘ | 74k ziskal
Uloha ¢&islo | 1 2 3 4 5 6 7 | celkem
| | bodu
| |
| |
6 | 6 1 8| 4, 0 0, 6] 30
6 5 3 1 4 0 0 19
V radku je 6 6 8 4 | 7 l 4 0o 35
Kklasifikace 6 6 8 5 4 4 0| 33
jednotlivého | 1 | 4 | 6 | 4 | 5| 0 0 20
zaka 6 4 7 2 4 0 o 23
2 6| 75| 6] 2| 1| 29
5 2 8 5 ‘ 0 l 0 0o 23
| ‘ e
Maximalni | .
potet bodu | 6 6 8 5 7 6 8 | 46
za feSeni | ‘
|
Priloha ¢. 4
Pocet cen, které ziskali Zdci jednotlivych zemi
| -~ ~ o | M
Cena 5 7S = 5 ’ é 7] | Celkem
B Q| =228 23
| \ \ ‘ I
prvni S0 0] 2 0101012‘ 4
druha 1| 1| 3| 1] 1} 3|2 12
treti [ 2 3 “ 2 0 3 | 3 2 i 15
| = 8 |
| | 1 [_‘ T
Potet cen 1 ‘ ‘ | g
druZstva |3{4 7|1 4, 6|60 31
! 4 |
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Ptiloha ¢&. 5

Jmenny seznam Zzaku odménénych cenami na
IV. Mezinarodni matematické olympiadé

1. cena
Josif Bernsteyn (SSSR); Kéry Gerzson (MLR);
Lidija Gonéarovovd (SSSR); Sebestyén Zoltan (MLR).

II. cena

Kota Jozsef (MLR); Gdlfi Ldszlo (MLR); Marcin
Kuczma (PLR); Gheorghe Eckstein (RLR); Szida-
rovszky Ferenc (MLR); Alexandru Buimovici (RLR);
Bojan Marinov Bonev (BLR); Alexej Potépun (SSSR);
Grigorij Margulis (SSSR); Peter Hatala (CSSR);
Gheorghe Lustig (RLR); Karl-Heinz-Tetsch (NDR).

III. cena

Miroslav  Svétloslavov Tanusev (BLR); Faroslav
Jezek (CSSR); Facek Wolejszo (PLR); Bozidar Di-
mitrov Kacarov (BLR); Benczur Andrds (MLR);
Siminovits Miklés (MLR); fan Rampala (PLR);
Lucian Badescu (RLR); Florea Hantila (RLR);
Gennadij Kuranov (SSSR); Fosef Danes (CSSR);
"Eva Hensz (PLR); Radu Puha (RLR); Danijar -
Mustari (SSSR); Karel Vesely (CSSR).
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2. SOUTEZNI ULOHY IV. MMO
(Texty a nastin feseni.)

1. Vypoctete nejmensi pfirozené Cislo n, které ma
tyto vlastnosti:

(1) jeho vyjadfeni v desitkové soustavé kondi cif-
rou6; A
(2) jestlize pfed Cislo # napiSeme c1fru 6 a posledni
_cifru 6 $krtneme, dostaneme ¢tyfndsobek hle-
_ daného disla .
(Ulohu nayrhlo Polsko a spravné feSeni bylo hod-
noceno 6 body.)

Reseni. Polozme # = 10x + 6 (x celé neziporné);
ozname y pocet cifer Cisla #. Pak plati
4(10x +6) = 6.101 4 x,
tj. po upravé
13x =2.(10 — 4). 1)
Je tedy tieba vySetfovat celd Cisla 6, 96,996,9996, . . .,
kterd maji tvar 10Y~1 — 4, a najit mezi nimi prvni
Cislo délitelné tfindcti. Zkusmo urcime, Ze je to Cislo
99996 = 13.7692.

Je tedy y — 1 =5, y = 65 ze vztahu (1) dostaneme
x = 15384. Hledane 01510 je n=153 846 zkouska sku-
teCné dava 4.153 846 = 615 384.

Jiné feSeni. Konci-li hledané Cislo # cifrou 6, konci
Cislo & = 4n cifrou 4 (je 6 . 4 = 24), konci tedy 7 dvoj-
Cislim 46. Avsak 46 . 4 = 184, proto kon¢i & dvojcislim
84 a dislo » trojCislim 846; takto postupujme dile,
piehled poslednich cifer dekadického zapisu zachy-
cuje tabulka:
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Cislo & = 4n Cislo n

......... 4 iieee... 6
......... 84 " | )
........ 384 vee.....846
...... 5384 ......3846
..... 15384 .....53846
.... 615384 .... 153846

DokaZme, Ze Cislo 153 846 spliiuje pozadavky tulohy:
Predev$im plati 153846 .4 = 615384. Z tabulky a
z naznaCen¢ho postupu je patrné, Ze Cislo 153846 je
nejmensi Cislo toho druhu. Tim je feleni provedeno.

2. Urcete vSecka realna Cisla x, ktera spliluji ne-
rovnost

3—x—)x+1>4%. @2
(Ulohu navrhlo Madarsko; jeji spravné feSeni bylo
hodnoceno 6 body.)

Reseni. Budi? x kofenem nerovnosti (2); nerovnost
upravime na tvar

I3—x>t+)x+1.
ProtoZe na obou stranach této nerovnosti jsou kladna
Cisla, dostaneme po umocnéni a tpravé

I 2x> }/k +1.
Nové umocnéni a uprava di nerovnost
64x% — 128x + 33 > 0. 3)
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Rovnice 64x? — 128x + 33 = 0 ma realné kofeny

8 + |31
x1.2 = —‘—81/ ;

proto miiYeme rozloZit trojélen na levé strané (3)
v soucin kofenovych Cinitelti a dostaneme
(8x — 8+ ]31)(8x —8 — [3) >0. (4
Soucin obou Cinitelt je kladny jeding v tom p¥ipadé,
je-li mensi z obou &initeld, tj. 8x — 8 — |/31, kladny
nebo je-li vétSi z obou Ciniteld, tj. 8x — 8 +Vﬁ,
zaporny.
Odtud dostaneme dvé skupiny moznych feSeni:
x<1— %l/ﬁ R (5)
x>1+1)31. (6)
Nyni provedeme zkousku. a) Z (5) dostaneme
3—x>24+%1)31>0, x+1<2—13)31. (7
Aby odmocnina |/x + 1 mé&la smysl, musi bytx + 1 =
= 0; proto musi platit x = —1, tedy celkem musi byt
—1=x<1-—1}31. (8)
Umocnénim na druhou si ovéfime snadno rovnost
V2533112 = W3 =4 9)
vzhledem k (7), (9) je tedy
13—x2—Vx+1> 1%,

coZ je nerovnost (2).
Z (6) dostaneme

V3 =% > |2 —1)31,

VY Fi4i>i+ /2150,
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ProtoZe je zfejmé

V2 =331 < 1 + V2 + 331,
nedava vztah (6) zadné feSeni ulohy.
Vsecka feSeni nerovnosti (2) jsou tedy déna ne-
rovnostmi (8).

Pozndmka. Uvedené feSeni neuzivd metody ekviva-
lence, zkouska se vykonala bez obriceni postupu z roz-
boru. VétSina ucastnikd vSak fesila nerovnost (2) po-
moci ekvivalentnich tprav.

3. Je déna krychle ABCDA'B'C'D’ (protéjsi stény |
jsou ABCD, A'B'C'D’ a plati AA’]I BB || CC'|| |
|| DD’). Proménny bod X, probjhd stilou rychlosti
obvod ctverce ABCD (v -g{;san}-é?n_poradku), pro-
ménny bod Y r9b1h to& rychlosti obvod (tverce
B'C'CB (v -#apsaném’ poradku) Oba body X, Y se
pocnou pohybovat ¥-témz.- okammkmﬁpmcemz vychoz:f' A
polohy-jseu 4 a B'. -

-V-ysetr:&geemetncke misto Stfedi Z usecek X Ya
sestrojte nicrtek. U AMNAL0 g ,
(Uiohu navyrhlo Ceskoslovensko a jeji spravne feSeni

bylo hodnoceno 8 body.)

ResSeni (obr. 37). Oznaéme o rovinu soumérnosti
hrany AA’; rovina o je rovnobéZnd s rovinou ABC
a protne danou krychli ve ¢tverci 4,B,C,D, (4, je
stted tseCky A4’ atd.). Ozna¢me po fadé Z;, Z,
sttedy usecek A,B,, B,C,.

a) Kdyz bod X probihd tsecku AB, probihd bod Y
touz rychlosti useCku B'C’; stied Z tseCky XY lezi
podle zndmé véty v roviné o. Bod Z je tedy také stie-
dem usecky X'Y’, kterd je pravothlym priamétem
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Obr. 37

tseCky XY do roviny o. Geometrickym mistem stfedil
Z je v tomto pfipadé ziejmé useCka Z,Z,.

b) KdyZ bod X probiha usecku BC a bod Y tse¢ku
C’C, jsou ptimky XY rovnobézné s uhlopfickou BC'.
Geometrickym mistem bodit Z je v tomto ptipadé
ztejmé tisecka Z,C.

c) Kdyz bod X probihd usecku CD a soulasné
bod Y ftsecku CB, jsou piimky XY rovnobézné
s uhlopfi¢kou BD a body Z vyplni use¢ku CZ,, kde Z,
je stfed Ctverce ABCD (uhlopficky BD).

d) KdyZ se konecné¢ bod X vraci do bodu A4 po
usecce DA a soucasné bod Y se vraci do bodu B’ po
useCce B'B, je situace obdobnd jako v pfipadé a): bod
Z pak probihd tuseCku Z;Z;, jak snadno dokiZeme
vhodnou vyménou hran krychle.
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Patrné je Z,Z, = Z,C = CZ, (kazd4 z téchto use-
{ek je shodni s polovinou sténové whlopficky dané
krychle); mimo to je Z,Z, || CZ,. Ctyttihelnik Z,Z,CZ,
je tedy rovnobéZnik, a to kosocltverec.

Tim je uloha rozieSena.

4. Reste rovnici
cos2x 4 cos22x -+ cos23x = 1. (10)

(Uloha byla navrzena Rumunskem; spravné feSeni
bylo hodnoceno 5 body.)

ReSeni. Uzijeme zndmych vzorch
2 cos?x = 1 4 cos2x, 2 cos?22x = 1 + cosdx
a dosadime do prvnich dvou clent rovnice (10);
po upravé vyjde
cos2x + cosdx + 2 cos?3x = 0. (11)
Na prvni dva ¢leny rovnice (11) uiijemé vzorce pro
soucet cosa + cosf; dostaneme '

2 cos3x cosx + 2 cos?3x = 0,
neboli
2 cos3x (cos x + cos3x) = 0.

Na dvojélen v zivorkich uZijeme znovu vzorce pro
cosa -+ cosf; vyjde _

4 cosx cos2x cos3x = 0. (12)
Vsecka feSeni rovnice (12) jsou

x =90° + &.360° 2x = 90° + k. 360°,
3x = 90° + k. 360°,
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neboli
x =90° + k. 360° x = 45° + k. 180°
x=30°+ k.120°,
kde % je libovolné celé Cislo.

Zkouskou snadno zjistime, Ze tyto tii soustavy Cisel
skute¢né vyhovuji rovnici (10).

5. Je déna kruZnice % a na ni tfi rizné body 4, B, C.
Sestrojte (pravitkem a kruZitkem) na kruZznici % dalsi
bod D tak, aby vznikl ¢tytahelnik ABCD, jemuz lze
vepsat kruZnici. .

(Ulohu navrhlo Butharsko; nejvy$$i mozny pocet

Reseni. Pro hledany te¢novy &tytthelnik plati podle
znimé véty
AD 4+ BC = AB + CD. (13)
Zvolme oznaceni bodu 4, B, C tak, aby platilo BC =
= AB (je-li BC < AB, vyménime oznaleni bodu
A, C). Vztah (13) upravime na tvar
BC — AB = CD — AD. (14)
Hledany vrchol D nilezi tedy jednsk kruZnici &,
jednak hyperbole, ktera ma ohniska 4, C a jejiz hlavni
osa ma délku BC — AB. Jde tedy o sestrojeni spo-
le¢nych boda obou kfivek euklidovskou konstrukci.
a) Je-li AB = BC, musi podle (14) byt AD = CD;
bod D leZi na ose useCky AC, ktera protne kruZnici %
mimo bod B v jediném dal$im bodé¢. Vznikne kon-
vexni Ctyfuhelnik ABCD, ktery je deltoidem a jemuz
1ze tedy skutecné vepsat kruZnici (obr. 38).
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b) Je-li AB < BC, tu podile (14) je AD < CD
(obr. 39). Na tisecce CD sestrojime v tomto pfipadé
pomocny bod E, pro ktery plati DE = AD. Pro vzda-
lenost CE plati podle (14)

CE = CD — DE = CD — AD = BC — A4B. (15)

Mimo to je
<X AEC = 180° — <t AED =
= 180° — (90° — } < ADC) = 90° + } < ADC =
= 90° 4 % (180° — < ABC) = 180° — } < ABC5
- (16
Je totiz <X ABC + <t ADC = 180°, nebot C(tyi-
thelnik ABCD je tétivovy. ' v T
Pro pomocny bod E méme tedy dvé geometrickd
mista bodii: pfedné podle (15) je to kruZnice &, =
= (C; BC — AB), za druhé podle (16) je to oblouk o,
ktery lezi v poloroviné opaéné .k ACB a z jehoZ bodu
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je vidét use¢ku AC pod uhlem velikosti 180° —
—% < ABC.

KdyZ oblouk o, protne kruZnici &, v bod¢ E, ktery
lezi uvnitf kruZnice k, pak polopfimka CE protne

oblouk A Ckruznice &, ktery neobsahuje bod B, v bodech
D £ 4, C. Pro ¢tyiuhelnik ABCD plati podle jeho
sestrojeni < DEA = 4+ ¢ ABC a dile < EDA =
= 180° — < ABC, tudiz < DAE = 180° —
— <X DEA — < EDA = } <t ABC. Trojthelnik
AED je tedy rovnoramenny se zékladnou AE, tj. plati
AD = DE. Je tedy

CD — AD = DE + CE — AD = CE= BC — AB,
neboli pro Ctyfuhelnik ABCD plati vztahy (14), (13);
protoZze je tento Ctyfuhelnik konvexni, je teCnovy.
Tim je provedena zkouska feSeni.

Diskuse. Protoze plati 180° — 4 <t ABC > 180° —
— X ABC, lezi oblouk o, uvnitt kruznice % (s vy-
jimkou bodu A, C). Prisecik E kfivek k;, 0, vznikne
jen v pfipadé, je-li CE < AC, tj. kdyz plati

BC — AB < AC.

Tato nerovnost (trojihelnikovd) je splnéna pro kazdou
trojici bodit A, B, C kruZnice k; loha ma tedy vidy
jediné feSeni. '

6. Je din rovnoramenny trojuhelnik. KruZnice jemu
opsani mé polomér r, kruZnice vepsand mé polomér o.
Dokazte, Ze vzdéalenost d stfedit obou téchto kruZnic je

d=r(r—20).

(Uloha byla navriena Némeckou demokratickou
republikou a spravné feSeni hodnoceno 6 body.)
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ReSeni. Budiz ABC dany rovnoramenny trojihel-
nik se zékladnou BC. Stfed O kruZnice jemu vepsané
lezi v poloroviné BCA a jeho vzdalenost od pfimky
BC je o (obr. 40 az 42).

Obr. 41

Je-li thel o = <t BAC ostry, lezi stted S opsané
kruZnice také v poloroviné BCA a jeho vzdalenost od
piimky BC je r cosa; je '
tedy v tomto pifipadé

Je-li @ = 90°, splyne bod

S se sttedem M useCky B F— N;} C
BC a plati ( ST :
o , i
d=80=¢= Obr. 42
= |o — rcosa| .

Je-li thel « tupy, leZi stfed S v poloroving opacné
k BCA; jeho vzdalenost od ptimky BC je — r cosa a
plati opét '

d= SO = g —rcosa = |p — rcosa .
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Ve vsech pfipadech je tedy
d=|p — rcosa|- (17)
Zbyva vypocitat cose pomoci r, p; oznalme M

stfed tsecky BC a vyjadfeme délku tsecky BM dvo-
jim zpusobem. Predné plati

BM = rsina, (18)

at je uhel « ostry, pravy nebo tupy. Za druhé vyplyva
z trojuhelnika BMO vztah

BM=otg (45° + %) (19)
nebot & BOM =% < BOC = %(900 +%) _
5 o
= 45° + T
Porovndnim (18) a (19) dostaneme
[+ o . (24
. 1—{—th .cosz—}—smz—
Y Sino = Q p” =0 p . = .
L= g1 | cos.z — sin

Rozsifime-li posledni zlomek c¢islem cos —Z—C + sin %',

vyjde ' |
1 4+ sin %

rsin o'= 9 ——= |

COS %
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neboli

- 2
2r sin % 5 cos 2 (1 -+ sin 2)

Nahradime-li coszg — 1 — sin® i;: a d&lime-li klad-

nym Cislem 1 -+ sin — 2 , dostaneme
2rsin2%—2rsin—;+ 0=0. (20)

Jezto cos « = 1 — 2sin* 2, je podle (20)
0 — rcCose =0 —7r-+ 2rsin2%=‘

. o .o
=po—1r-+ 2rsm5— g—r(2 sm?— 1)
a déle podle (17), (20)

2 2 e ®  aan X s
d ~—r(4s1n > 4sm2+l)

—rfasinE 2 _4sn ¥ p1)=r—
—1'(4sm2 » 4s1n2—1—1) r2 — 2rp,

coz jsme méli dokazat.

——

7. Je dén ctyrsten SABC. K tomuto Ctyfsténu
existuje pét kalovych ploch, z nich? kazd4 se dotyka
Sesti pfimek SA4 /SB SC, 4B, BC, CA. Tento Ctyi-
stén je. pravidelny. Obracens ke kazdému. pravidel-
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nému Ctyfsténu lze sestrojit pét takovych kulovych
ploch. -

Dokazte obé tyto véty a sestrojte nacrtek.

‘(Uloha byla 1 navriena z SSSR a spravné fesSeni bylo

_hodnoceno nejvyse 8 body.)

ReSeni. I. Predné j je tfeba zjistit, v kterych bodech
se dotykeji kulové plochy prodlouZenych hran cCtyi-
sténu SABC. Kazda z 5 kulovych ploch protne rovinu
ABC v kruznici, kterd je trojuhelniku ABC bud ve-
psand, nebo vné vepsana.

Obr. 43 Obr. 44

a) Predpokladejme nejprve, Ze kulovd plocha K
protne rovinu ABC v kruZznici k£ vepsané trojuhelniku
ABC (obr. 43). Taz plocha K protne rovinu SAB bud
v kruZnici k; vepsané trojuhelniku SAB, nebo v kruz-
nici kg, kterd je trojuhelniku SAB vné vepsanid ke
strané AB (obr. 44). V prvnim pfipadé protne plocha K
rovinu SBC v kruZnici, kterd se dotykd dvou stran
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trojihelnika SBC ve vnitinich bodech (totiz stran
SB, BC); proto je tato kruZnice vepséna trojuhelniku
SBC a dotyka se i strany SC v jejim vnitinim bodé.
Kulové plocha K se tedy dotyka vSech hran Ctyfsténu
ve vnitfnich bodech; oznacime ji K, a nazveme ji
vepsanou kulovou plochou.

V druhém ptipadé plocha K protind rovinu SBC
v kruZnici, ktera se dotyka strany BC ve vnitfnim
bod¢ a prodlouZené strany SB ve vnéj$im bodé; tato
kruZznice je tedy vné vepséna trojuhelniku SBC ke
strané BC a dotyka se predlouZené strany SC v jejim
vnéj$im bodé. Tuto kulovou plochu oznacime Ky -
a nazveme ji vné vepsanou.

b) Protind-li kulova plocha 'K rovinu ABC v kruz-
nici &, vné vepsené trojuhelniku ABC napf. ke strené
BC, protind SAB v kruZnici vné vepsané trojthel-
niku SAB, a to ziejmé ke strané SB. Rovinu SBC
protina plocha K v kruZnici, ktera se dotyka stran SB
a BC ve vnitinich bodech; je to tedy kruZmice ve-
psana trojuhelniku SBC. Tim je tento pripad pfeve-
den na pfipad a), pficemZ jsou vrcholy S, 4, B, C
nahrazeny postupné vrcholy 4, B, C, S.

II. Kulové plocha Kj se dotyké ptimek S4, SB, SC
_po fadé v bodech A,, B;, C;, kulovd plocha Ky se
dotyka tychz pfimek po radé¢ v bodech A,, B,, C,.
Obé plochy protinaji rovinu ABC v téZe kruZnici k
vepsané trojuhelniku ABC; proto se obé dotykaji
pfimek (hren) AB, BC, CA po fad¢ v tychZ bodech
Z, X, Y. Podle vlastnosti tecen kulové plochy plati
AAd, ~—AA2—AZ AY; BB, = BB, = BZ = BX;
CC, = 002 =CX =CY. (21)
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Mimoto plati (opét podle vlastnosti teCen kulové
plochy)

SA4, = SB, = SC;; SA, = SB, = SC,. (22)
Protoze je SA, = SA, + AA, + AA, a obdobné

SB, = SB, + BB, + BB, , SC, = SC, + CC, +
+ CC,, plati podle (21), (22)

Ad, = BB, = CCy; (23)

protoze je SA = SA4, + AA,, SB = SB, + BB,
SC = SC, + CCy, je podle (22), (23)
§4 =8B = SC. (24)
Vyménou vrcholt zjistime z (24), Ze vSecky tfi hrany
vychézejici z kteréhokoli vrcholu daného Ctyfsténu
maji touZ délku; proto maji vSechny hrany Ctyfsténu
SABC touz délku a Ctyfstén je pravidelny.
Tim je dokdzana prvni véta z tlohy 7.

III. Budiz SABC pravidelny ctyfstén, M stied
kruZnice opsané i vepsané trojahelniku ABC (obr. 45).
OtoCeni o 120° kolem pfimky o = SM pifevedou ro-
vinu SAB v roviny SBC a SAC. Oznalme opét kg
kruZnici vepsanou tro;uhelmku SAB, S, jeji stied,
déle oznaéme k; kruZnici vné vepsanou tromhelmku
SAB, a to ke strand AB; jeji stfed oznatme S;. Pro-
toZe rovina SAB obsahu)e piimku 4B kolmou k CM
i SM, je SAB | SCM; proto kolmice vztyCend
v bod¢ S; k roviné SAB protne pfimku o v jistém
bodé O,. Obdobné protne kolmice vztyCend k roviné
SAB v bod¢ S; pfimku o v jistém bodé Og. Kulovd
plocha K, ktera m4 stfed v bodé O, a obsahuje kruz-
nice k,, obsahuje i kruZnice vepsané -trojihelnikim
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SBC, SCA, jak zjistime otifenim roviny SAB kolem,
osy o o 120°. Kulova plocha K| je tedy jednou z uve-
denych péti kulovych ploch.

Obdobné kulova plocha Ky se sttedem Oy, ktera
obsahuje kruZmici k;, protind roviny SBC, SCA
v kruznicich vné vepsanych trojihelnikim SBC, SCA4,
jak zjistime opét otoCenim kolem osy o. Plocha Kj je
tedy druhd z uvedenych péti ploch. Nahradime-li
bod S postupné body A, B, C, dostaneme dal$i tfi
plochy.

Tim bude dokédzdna i druhd véta z dlohy 7.
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. Zdvérelnd pozndmka k feseni uiloh IV. MMO. Pted-
chazejici feSeni soutéZnich uloh nejsou vSude prove-
dena do podrobnosti; také neukazuji vSude, jak se
pfijde na metodu feSeni tlohy; o tom necht uvazuje
ctendf sdm.

Pfipomindme jen, Ze ucastnici MMO, zejména
z nékterych statdi, feSili mnohé soutézni tlohy né-
kolika zpusoby, Ze si tlohy sami zobectiovali (napf.
ulohu 6 fesili pro libovolny trojthelnik) a fe$ii tyto
zobecnéné ulohy.

Tyto zkuSenosti jsou pro nas velmi poucné. Uka-
zalo se totiz, Ze ucastnici z nékterych statl byli vice
vedeni k feSeni tzv. otevienych problémi, které jsou
prvni etapou v samostatné tvofivé praci v matematice.
V tomto sméru mame je§té mnoho co dohanét v nasich
domacich soutézich. Proto jsme zafadili ve XII. roc¢-
niku &s. celostatni matematické olympiddy zatim po-
kusné mimo rdmec soutéZe nckolik takovych problé-
mi; chceme vénovat takovymto tlohém vice pozor-
nosti i v seminétich pro ucastniky MO a v soustfedé-
nich olympioniki. Je tfeba vynaloZit vSecko usili, aby
se zvysila uroven zakd nadanych pro matematiku a
aby si na$i Zdci vybojovali v pfistich mezinérodnich
matematickych olympiddach lepsi umisténi, nez tomu
bylo dosud ; tento i politicky zavazny ukol jisté pomo-
hou fesit ucitelé matematiky vSech typt nasich Skol.
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