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Ill. Texty a FeSeni Gloh ze soutéZe

1. ULOHY I. KOLA KATEGORIE A

1. Jsou dany dvé kolmé roviny gy, g, 0 prusecnici
0,0,. V rovin€ g, je sestrojena polokruZnice &, se
sttedem O; a krajnim bodem O,. V roviné p, je se-
strojena polokruznice %, se stfedem O, a krajnim
bodem O;.

Po polokruznici %, se pohvbuje bod X; a po polo-
kruZnici &, se pohybuje bod X, tak, Ze pro vzdalenosti~
plati vztah O,X; = O,X,.

Vysetite geometrické misto stfedt tseCek X;X,.

Reseni. Je zcela ptirozené zkoumat nejdfive jedno-
dussi ptipad vzajemné polohy polokruZznic &, &y, nez je
uvedeno v textu tlohy,a z ného pak odvodit feSeni
dané ulohy. Takovy jednodussi pfipad je situace, kdy
obé polokruZnice nilezi téze kulové ploSe nebo kdy
maji spoleCny krajni bod. VySetfujme napf. druhou
situaci (viz obr. 1).

—_

a) Posuneme polokruZnici %k, o vektor 0,0, do po-
lohy k,; polokruZnice &, k, maji pak spole¢ny krajni
bod O,, jejich zbyvajici krajni l_))ody oznacime 4,, A,
podle obr. 1. Pii posunuti O,0, pfejde proménny
bod X, polokruZnice %, v bod X, polokruznice %, a
podle podminky z textu ulohy je 0,X; = 0,X,. Ozna-
¢ime dale Y,, Y, pravouhlé praméty boda X;, X; na
pfimku O,;0,; nizor ukazuje, Ze je 0,Y, = O,Y,.
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Skute¢nézvéty Ssuply-
ne vztah AO,X,Y,
™ NOX,Y, a zného
0. Y, = OpYs
Ozna¢me M’ stfed
useCky X, X, (ktera
muzZe byt téz nulové,
je-li X, = X, = 02),
M, 1 jeho pravouhly pru—
mét do roviny gy, M,
jeho pravouhly pramét
do roviny g,. Bod M,
je zfejmé stiedem tsec-
kyX Y2 sjetedy (pokud
M, £ 0,) M0, |
OZJM 0,=1% X1Y1
Vsechny body M, na-
lezi tedy jisté uselce
O,B;, ktera lezi v ro-
viné p;, je kolmid k
pfimce O;0, a ma dél-
ku 4 (r = 0,0, je
spole¢ny polomér obou
polokruznic k&, k).
Snadno se dokaze, ze
kazdy bod usecky O,B;
je jednim z boda M;.
Geometrické misto
bodia M, je obdobné&
jistd useCka O,B,, kterd

Obr. 1)
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lezi v roviné g,, je kolmé k pfimce 0,0, a mé délku
}r. Geometrické misto bodu M’ je jista tseCka O,B’,
ktera lezi v jedné roviné soumérnosti rovin g;, 0, j€
kolma k pfimce O,0, a ma délku %rl/Z. ‘

b) Nyni snadno odvodime geometrické misto
stfedt M tselek X,X,. V trojuhelniku X, X,X; (ktery
vznikne vzdy, kdyz je X, == A4,, O,) je tisecka MM’
stredm prxckou Proto plat1 pro posunuti (vektory)

MM = = }X, X2 = %0201 ‘Geometrickym mistem
bodd M je tedy useCka SB, v niz pfevede posunuti
—_—

30,0, useCku O,B’; teCka SB lezi v jedné roviné
soumérnosti rovin g, @, obsahuje stied S useCky
0,0,, je kolma k pfimce 0,0, a ma délku %r]/2.
2. Dané su velkosti a, b susednych strdn rovno-
beznika a velkost w uhla zovretého jeho uhloprieckami.
Zostrojte tento rovnobeznik a zistite podmienky
rieSitelnosti vzhladom na dané Cisla a, b, .

ReSeni (obr. 2). Bud ABCD hledany rovnobé&znik
o stfedu S, ve kterém je a = b, kde a = AB, b = AD.

[1] Pro a=0b"je AS | BS, tj. nutné¢ o = 90°
(jinak tloha nema resem), rovnobéznik je tedy v tomto
piipadé rovnostranny (tj. kosoctverec anebo Ctverec).
Uloha pak m4 nekone¢n& mnoho fedeni; pr1 konstrukci
zvolime polohu usecky AB délky a, nad ni jako pri-
mérem sestrojime Thaletovu polokruZnici 2, na ni
zvolime bod S (je B=2£S =£A4) a urlime po fadé
obrazy C, D bodi A, B v soumérnosti o stfedu S.
Potom ABCD je hledany rovnobéznik.

[2] V daldim necht je a > b. Trojthelniky SAD,
SAB se shoduji ve dvou dvojicich stran (S4 je jim
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spole¢nd, déle je SD = SB); protoZe vSak AD < AB
(neboli & < a), vyplyva z toho <x ASD < < ASB
(zndma poucka). Z této nerovnosti vyplyva <xASD <
<180° — <xASD, neboli

X ASD < 90°.
Zvolme oznaceni tak, aby bylo <t ASD = w; pak je
X ASD = w < 90°. ¢))

Sestrojime tedy trojuhelnik ASD z téchto prvki:
z délky strany AD = b, z délky téZnice MS = }a,
kde M je stfed strany AD, a z velikosti ostrého ihlu
<X ASD = w; potom snadno trojihelnik ASD do-
plnime s jedinym vysledkem na rovnobéznik ABCD,
¢imZ bude uloha rozieSena.

Obr. 2

Konstrukce (obr. 2). Zvolme polohu tsecky AD
velikosti b; dale zvolme polorovinu ¢ vytatou pfimkou
AD (v ni bude lezet stted S hledaného rovnobéz-
nika ABCD a tim i tento rovnobéZnik). Provedeme
v ¢ znimou konstrukci geometrického mista bodu,
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z nichZ je use¢ku AD vidét pod danym thlem .
Je to vétsi oblouk k= AD kruZnice o stiedu O,
pfiCemz bod O leZi uvnitf poloroviny o, nebot je
w < 90° (pomocny thel X DAV = w, = wleZiv ¢
aje AV | AO); ptitom MO je osa useCky AD a M
stfed této usecky. Body 4, D k tomuto geometrickému
mistu nepatfi.

Dile sestrojime v poloroviné ¢ oblouk m = M;M,
kruZnice o stfedu M a o poloméru }a (nebot ma byt
2.MS = A4B).

Je-li S spole¢ny bod obloukt %, 7 (nutné lezi uvnitf
poloro  iny o), je uloha rozieSena.

Diikaz spravnosti konstrukce vyplyva z predcho-
ziho.

Diskuse. Uloha je fesitelna pravé tehdy, kdyZ polo-
kruZznice m ma s obloukem % spole¢ny aspoil jeden bod
lezici mimo pfimku AD. Je-li a > b, nemeaji obé
Ifi ky zadny spolecny bod na pfimce AD; v tomto
pfipadé sta¢i hledat podminku, aby obé pfislu$né
kruznice mély spolecny aspon jeden bod. Necht pro
takovy spole¢ny bod S plati 90° = < M ;SM, >
> < ASD; thel <t ASD je tedy ostry, tj. bod S né-
leZi vétsimu oblouku nad tétivou AD a tim je oblouk k.

Stfedy O, M obou kruznic maji vzdalenost OM =

= -g— cotgw (plyne z AAMO) a jejich poloméry jsou

a b ) ) ) .
3 Svne Podminka pro existenci aspon jednoho
spoleéného bodu zni
= + b = 3b cot ~|a_ b
251n(,0 - cotg @ = 2 2sinw )
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po upravé
asinw + b = bcosw = | asinw — b | .
ProtoZe je b = bcosw, je leva nerovnost splnéna vzdy.
Prava nerovnost se d4 nahradit dvéma nerovnostmi
bcosw + b = asinw ,
asinw = b — bcosw

neboli
o 2 @~ 5 i @ e
2bcos 5 = 2asin 5 €05 s
w w . w
1N — - > 2
2a°in > cos 5 = 2bsin 5
po upravé
b “ S . *
cotg > = a, acotg 5 = b. ™)

=

. w . w w
v — < = —_ > i — =
Protoze je 2 =5 ¢ cotg 5 = 1, tj. a cotg 5 =
= a > b; druhd nerovnost (*) je tedy splnéna vzdy
a zbyva jen podminka

w
beotg — = a.
2
Zdvér. V ptipadé a = b, o # 90° je tiloha nefesi-
telnd; v ptipadé a = b, ® = 90° mé nekone¢né mnoho
teSeni. V pripadé a > b, ® = 90° je tloha nefeSitelna;

v piipadé a > b, w < 90° méa kone¢ny pocet feSeni,
a to jediné nebo dvé.

3. Je dana funkce
_ - Px
y_x2+P2+13 (1)
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kde p je redlny parametr. DokaZte, Ze tato funkce na-
byva jen takovych hodnot y, pro néz plati |y| < 4.

Zvolte parametr p tak, aby funkce méla nejvétsi
hodnotu}; v tomto ptipadé¢ vysetite jeji prabéh a na-
Crtnéte jeji graf.

Reseni. Pro viechna redlnd x a pje x2 + pz +1>0,
takZe pro kazdé p ke zvolenému x obdrzime jisté realne
¢islo y pomoci (1). Pfi dal$im vySetfovani se omezime
na pripad, Ze je p # 0. V piipadé p =« totiz je
funkce y = 0, jejimz grafem je redlna osa x pravo-
thlych soufadnic; druhd otazka pro tento pfipad ne-
ma smysl.

Graf dané funkce (1) je soumérny podle pocatku
O = [0, 0] pravouhlych soufadnic, jak ihned doka-
Zeme: Necht je bod 4 = [x = 0, y] bodem, ktery na-

lezi grafu funkce (1); potom bod A4’ = [x' = —x,
¥y = —y] je téZ bodem tohoto grafu, nebot k danému
x = 0 dostaneme z (1) hodnotu y, k danému x’ = —x
r - Px =
dostaneme z (1) hodnotu y’ = Frp i .

Pfitom body A, A’ jsou soumérné sdruZené podle
bodu O.

Danou funkci (1) tedy staci vySetfovat jen pro
x = 0, kdy pro p > 0 je pak stile y = 0, pro p < 0
je stile y = 0; budeme tedy predpoklidat, Ze je
x =0.

[1] Nyni dokdZeme, Ze je |y| < }. Dukaz: Mime
dokazat, Ze plati

Y . <}
x2+p2+1
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neboli
2plx

x4 p241
kde x% 4 p2 + 1 > 0. Tento vztah je proto ekviva-
lentni se vztahem

2plx<x®+p*+1
O<(x—Ip)*+1.

Avsak na pravé strané této nerovnosti je soucet neza-
porného a kladného disla, takZe nerovnost plati pro
vSechna p a vSechna x; obriacenim postupu dojdeme
k (1). Tim je dtkaz proveden.

[2] Mame zvolit p tak, aby pro vSechna x platilo
¥y = } neboli

<1,

neboli

px
m = ¥. 2

ProtoZe je jmenovatel kladny, dostaneme ekvivalent-
nimi Upravami postupné .

dpx < 2+ p2 41,
0=(x—2p)*+1—3p2. 3

Tato nerovnost je splnéna pfi libovolném x pravé
i
tehdy, jestlize plati 1 — 3p2 =0 neboli [p| = %3— .
Ptitom ve (3) nastane rovnost praveé tehdy, je-1i
x—2p=0, 1—-3p>=0
3 2|3
p== V?: x=4 "g— )

kde soucasné plati znaménka plus nebo minus.

neboli
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3 + Vgx
3x2 44 °
Vysetfme jen prubéh a graf prvni funkce. Graf funkce

—V3x

Pro p = + -??- rovnice (1) zni y =

Y= 3x2 + 4
dostaneme jako obraz grafu funkce
V3x
Y= 3x% + 4 (4)

v soumérnosti podle osy x.
Nyni dokazeme, Ze pro
2
O=x= B8 4)

je funkce (4) rostouci a ie pro
= <x (4")
V

je funkce (4) klesajici.

Diikaz. Oznatme y,, y, hodnoty funkce (4), které
piislusi po fad¢é k hodnotdm x,, x,, pro néZ plati

O§x1<x2§1—/?. (5)
Pak je _ _
T x2V3 o x1]/3 -
SGREE G 7 N S T B
_ (x5 — %) V3
BRI R R ORI
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Prvni Cinitel (zlomek) vyrazu (6) je kladny. Z (5) plyne

—, X, = % a tedy x,x, < 5 neboli4 — 3x,x, >

]/3 - 3
> 0; je tedy i druhy Cinitel vyrazu (6) kladny a tim
Y5 — ¥, > 0 neboli y, > y;. Stejné se dokaze, Ze pro
ta x, kterd splfiuji nerovnost (4”), je funkce (4) kle-
sajici. Tim je dukaz proveden. Graf funkce (4) se-
strojime uZitim této tabulky:

1ii|2

X <

x 0{ 0,5 3

y|0 '2V3 0 182’]/3

s
= 0,25 Vgi 0,216

Déle uzijeme stfedové soumérnosti grafu vzhledem
k bodu O = [0;0]; viz obr. 3.

0251/
02292 e s

5

1"
(%)
¢

N
+
&S

>

Nb- - e -

Obr. 3
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Vysledek. Existuji pravé dvé funkce:

. V3x B V3x
YT 4 YT T 3era
které spliuji druhy pozadavek tlohy. Prvni z funkci

2,
I3

Jiné myS$lenky pii feSeni této ulohy uZil jeden

nabyvd maxima } pro x = —%, druhd prox = —

ostatni hodnoty téchto funkci jsou mens$i neZ .

e px .

z Zakt: Nerovnost o 21 = % wupravil na
tvar

x22—4dpx+(p*+1)=0 ™

a rozlozil trojClen na levé strané v soucin kofenovych
Ciniteld:

[x—Q@p+ V32— DI x—(2p— |3 —1)] =0.

**)
Z nerovnosti (**) vyplyva, Ze bud oba Cinitelé jsou

nezéporni, nebo oba nekladni. Pro kazdé x musi pak
platit asponi jeden ze vztahu

x=2+ |32 —1, x<2p—]3p*—1.
Pro x = 2p plyne z prvniho nebo druhého vztahu
135" — 1 =0 neboli p — il/;_.

Tento CasteCny vysledek je vSak nespravné odvozen,
nebot napf. pro p = } je splnéna nerovnost (*) pro
vSechna x; plati totiZz

2 —2x+1+1=x—-12+1>0.
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Cim je tato chyba zplisobena? ReSitel neopravnéné
pfedpokladal, Ze troj¢len na levé strané vztahu (*)
lze rozlozit v redlné kofenové Cinmitele, jak ukazuje
vztah (**); to vSak neni pravda napf. pro p = 4,
kdy je 3p? — 1 = —} < 0. Proto také pro (2) ne-
mohlo vyjit ¢islo p = 4, ackoli pro p = } je také spl-
néna nerovnost (*) pro viecka x.

4. Ak st o, f, y velkosti vnatornych uhlov troj-
uholnika, potom plati
cos?a + cos?f + cos?y = 2; (1)
dokazte.
Néjdite vSetky trojuholniky, pre ktoré v predchid-
zajucom vztahu plati rovnost.

RieSenie. O uvaZovanych uhloch plati
y = 2R — (a« + B),

cosy = — cos(a -+ f) =
= — (cose cosff — sina sinf) . 2
Preto je dalej
cos?y = cos?x cos?f + sin%« sin?f —
— 2sina sinf cosx cosf . (3)
Zo znameho vzorca vyplyvaja vztahy
sin®e = 1 — cos?a, sin?f = 1 — cos?f.
Po dosadeni do (3) dostaneme
cos?y = 1 + 2cos?e cos?f — cos?x — cos?2f —
— 2cosex cosf sina sinf,

a teda

Cize
cos?a + cos?f + cos?y =
= 1+ 2cos2acos?ff — 2cosa cosf sinesinf. (4) -
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Posledné dva Cleny pravej strany vztahu (4) moZzno
viak upravit takto:
2co0s%a cos?f — 2cosa cosf sine sinf =
= 2cosa cosf (cosx cosf — sina sinff) =
= 2cosa cosf cos (a+ B) =
= — 2cosa cosf cos [2R — (& + p)] =
= —2c0sa COS 5 COSY.
Po dosadeni tohto vysledku do vztahu (4) dostdvame
cos?o + cos?f + cos?y = 1 — 2 cosa cosfp cosy, (5)
¢o plati pre kazdy trojuholnik.
Pre tupouhly alebo pravouhly trojuholnik su dve
z lisel cosa, cosfl, cosy kladné a tretie je nekladné.
Potom je vSak aj vyraz 2 cos«cosf cosy Cislo ne-
kladné, a preto plati
cos2e -+ cos?f + dos?y = 1. (5
Uvazujme dalej len o ostrouhlom trojuholniku.
Oznacenie trojuholnika moZno zvolit tak, aby platilo
90°>a=p=y>0°. , (6)
V tomto pripade je kazdé z Cisel cose, cosf, cosy
kladné, ale menSie neZ jedna; Specidlne je
0<cosy<l1. (6"
V8imnime si vztahu
cos (& — B) + cos (x 4 f) = 2cosa cosf .
Pritom je cos(x + B) = —cosy [vid (2)], 90° >
>a— f=0%a teda je 0 < cos (e — p) =1 (kde
rovnost plati prave pre « = f). Plati teda
2cosa cosff =< 1 — cosy,

pri¢om rovnost plati privé pre « = f. Vynidsobme
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otidve strany poslednej nerovnosti Cislom — cosy,
kde —1 < —cos y < 0 [podla (6’)]. Dostaneme

—2coso cosf cosy = cos?y — cosy .
Pouzitim tohto vysledku vo vztahu (5) dostaneme

cos?x + cos?f + cos?y = 1 + cos?y — cosy

Cize

cos?a 4 cos?f + cos?y = (cosy — )% + £. (7
Pre ostrouhly trojuholnik je teda Cislo y = cos?ax
+ cos?f + cos?y vicSie nez §; iba vtedy, ked plati
cosy — $=20, je y=4% To vSak nastane jedine .
pre y = 60°.

Lahko sa zisti, ze vztah (5) pre y = 60° plati jedine
pre . = f = y.

Tym je platnost vztahu (1) dokdzand. Rovnost v iom
nastane jedine pre rovnostranny trojuholnik.

5. Dvé mista 4, B lezi na témZ zemépisném po-
ledniku p; misto 4 ma severni zemépisnou Sitku ¢,
a misto B m4 jiZzni zemépisnou $ifku ¢,. Kosmicka
lod pii prfeletu nad polednikem p byla z mista A4
pozorovana na jizni strané ve vySce « stupnu nad ob-
zorem; v témZe okamZiku byla z mista B pozorovina
na severni strané ve vySce § stupni nad obzorem. Jak
daleko byla lod od povrchu zem¢é?

ReSeni (obr. 4). Budte P,, P, severni a jini p6l,
O stred zemé, p = P,P, uvaiovanjr zemsky polednik
mist 4, B, t;, t, po fadé jeho teny v bodech 4, B

a «;o1 %: AOR, @2 = <L BOR zemépisné $itky mist
4, B, ptiCemZ R je spole¢ny bod zemského rovniku a
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poledniku p; plati tedy pro duty uhel <t AOB vztah
9= X AOB = ¢, + ¢,. (D

Obr. 4

V roviné poledniku p leZi vySkové tthly « = <t M'AM,
f = < N’'BN, pod nimiZ je po fadé z bodu A4, B vidét
kosmickou lod K ve chvili, kdy se nachdzi nad po-
lednikem p. Plati

<X OAK =90° + «, <t OBK = 90° + B, )

=Pt P2
(kde «, B, @1, @, jsou vesmés ostré hly), takze jsou
vSechny tfi uvedené uhly duté. Dale je
X OAB = <X OBA = 90° — }¢; 3)

proto je [Vlz (2, Bl

{ABK @:OBK < OB4 .ﬂ-l— ip.



Maé-1i nastat popsand situace, musi existovat prusecik K
polopfimek AM, BN v poloroviné opacné k poloro-
viné ABO; podle Euklidova axiému to nutné vyza-
duje, aby soucet obou uhla (4) byl mensi nez 180°
neboli
O<a+ f+4 ¢ < 180°. (5)

Pak nutn& ¢tyfahelnik BOAK je konvexni, nebot jeho
thel ¢ K = 180° — (& + f + ¢) je duty a zbyvajici
jeho tfi thly jsou thly (2). Dile v ném zndme strany
OA = OB = r (zemsky polomér).

H'edime vysku lodi (nad povrchem zemskym —
viz obr. 4). Oznalime

< AOK = w;, < BOK = w,,
W+ w0, =¢@. (6)

OK OK r+wo,
OA OB r °’
pomoci sinové véty dostaneme postupné
r+o sin(90° 4 «)  sin (90° 4 B)
r  cos(x+ @) cos(B+ wy)

priemz

Plati

neboli
r+o cosa - r+o cosf
r  cos(ax+ w)’ r  cos (B + wy)
neboli

r Ccosax

CcoSa COSw, — Sine Ssinw; = 7
1 1 r + ) : ] ( )

. . r cosf
cosf cosw, — sinf sinw, = ——— . 8
B cosmy —sinf sinay = T2 (@)
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Z rovnosti (6) plyne w, = ¢ — w; a po dosazeni do
levé strany (8) méme

cosff cosg cosw, + cosf sing sinw; —
- —sinf sing cosw, + sinf cose sinw,
neboli (8) lze uvést na tvar
cos w; cos (B + @) + sin w, sin (B + ¢) =
r cos f§
T rto”

Rovnice (7), (9) tvofi soustavu linedrnich rovnic pro
neznimé cos w;, sinw,. Refeni této soustavy je

[}

9

Cosw; = Ar_, : !
r+o Sln(“+[3+¢), (10)
sinw, = .30 - L
r+osin(e+ g+ ¢ °
kde
A = cos asin (f + ¢) + sinc cosf , (11)
B = cosa cos — cosa cos(f + ¢) . (12)

Pfitom je
' sin (x +  + @) =
=sin [4R — (R 4+ «) — (R + p) — ¢] = sinx,
kde
%= < AKB =

=4R—-—R+o)—R+H—9. (13)
Z rovnic (10) vylou¢ime w, tim, Ze rovnice umocnime
na druhou a secteme; vyjde

(r + v)2.sin% x = (4% 4 B r2?. (14)
42



Z (11), (12) dostaneme
A? + B? = cos?f (sina + cos?e) +
+ cos?a [sin® (§ + @) + cos® (f + @)] +
-+ 2sine cosa cosf sin (f + @) —
— 2co0s%a cosfp cos (f + @) = cos?a + cos?f —
— 2cose cosf cos (ax + B + ). (15)
Dosadme z (15) do (14); po upravé dostaneme
(r+ 92 =
Y cos? o 4 cos?ff — 2cos a cosf cos (a+ B+ (p)
sin? (o + f + ¢)

(16)
Vzhledem k (5) je
sin (¢ + f+ @) >0.

Citatel zlomku na pravé strané v (16) lze psét ve tvaru

(cos @ — cos )2 4+ 2cos acos f[1 — cos (a + B+ ¢)];

to je kladné cislo, nebot vyraz v lomené zivorce je
kladny [viz (5)]. Ze (16) dostaneme tedy

QD =
[Vcoszoc + cos® — 2cosx cos B cos(x+ B+ ¢) 1]
sin (« + f + ¢) '
Tim je tiloha rozfeSena.
Pozndmka. Pro o« = [ obdrzime pro vySku vyraz
cos o

RS DR

6. Néclrtek zndzoriuje dvé trati poulicni drdhy
APQB a CPQD které maji spoleény usek PQ (viz
obr. 5),
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Kterykoli viiz projede (nehledé na smér) kezdy
z Useka AP, BQ, DQ, PQ za 20 minut, ale tsek
CP za 40 minut; pfitom nebereme zietel na dobu

* strdvenou Cekénim na zastiv-
kach a konecnych stanicich.

Urdité dva vozy vyjedou
z konetnych stanic 4, C
v 8 hodin.

a) V ko'ik hodin se tyto
vozy potkeji poprvé mezi
misty P, Q?

b) V ko’ik hodin se tyto
Obr. 4 vozy potksji mezi misty P,
Q v dobé od 12do 14 hodin?

ReSeni. Pro stru¢nost zvolme dobu 20 minut za
Casovou jednotku. V ni jsou vyjadfeny vSechny dalsi
Casové udaje; pfitom Cas zacindme v téchto jednotkich
pocitat od 8 hodin. Vliz M prvni trati projede usek
zA do B a zpétzadobu6, viz N druhé trati projede
usek z C do D a zpét za dobu 8. Situace tedy bude
vidy za dobu 24 (nejmensi spoleCny ndsobek Cisel
6, 8) tiZ jeko pii politeCnim stavu. Pfitom vz M se
do mista P dostane v. lichych Casovych tdajich (1;
5; 75 115 135 175 195 23), takze v misté Q je v sudych
¢asovych udajich (drahu PQ urazi za jednotku); vz N
je v misté P v sudych casovych udajich (2; 65 105 14;
18; 22) a tim v misté Q v lichych ¢asovych twidajich.
Setkéni je proto mozné jediné ve stfedu S usecky PQ -
(za pfedpokladu rovnomérného pohybu), pfiCemZ se
vozy pohybuji proti sobé.

Viz M projizdi mistem S v téchto Casovych udajich:
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% + 6m (pti jizd€ z P do Q); § + 6m( pfi jizd€ z O do
P); vz N je v misté S v téchto ¢asovych tdajich:

% + 8n (pti jizdé z P do Q); 4 -+ 8n (pfi jizdé z Q
do P).

Pfitom jsou m, n celd nezdporna Cisla.

Rovnosti 2 +6m=3%5+8n, &+ 6m=2%il+4 8n
nelze splnit Zddnou dvojici Cisel m, n, coZ ostatné
plyne z dfivéj$i uvahy (vozy by se nepotkaly). Zby-
vaji pravé dv€ moznosti:

Ptipad [1]. Necht je § 4 6m = § + 8z neboli

m=n-+3n—1). )
Nejmensi vyhovujici # je n =1 a pak m =n = 1.
Setkdni tedy nastivd v Casovém udaji § + 6.1 =
=%54+8.1=104 tedy za 210 minut neboli za
3} hodiny po osmé hodiné, tj. o 11} hodiné, Pfitom
vuz M jede z Q do P.
Pripad [2]. Necht je § + 6m = * 4 8n neboli
m=n+3n+2). ()
Nejmensi #, které vyhovuje pozadavkim, je n =1 a
k nému prislusi m = 2; setkani tedy nastava v casovém
adeji 8 + 6.2 =44 8.1 = 134, tj. za 270 minut
neboli 44 h po osmé hodiné, tedy o 124 hodiné.
Ptitom viz M jede z P do Q.

Tim je zodpovédéna otizka a).

b) Doba mezi 12. a 14. hodinou je vyjadfena inter-
valem (12, 18) v smluvené Casové jednotce, pficemz
Casovy udaj ¢ = 0 je v 8 hodin. Abychom zodpovédéli
otazku b), musime fe$it nerovnosti

12<$4+6m<18, 12< 4 6m< 18 3)

celymi nezdpornymi Cisly m. Prvni nerovnost (3)
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déava vztah

1,7T<m< 28,
ktery ma jediné celoCiselné feSeni m = 2. Ze vztahu
(2) dostaneme # = 1; pfislu$nd doba § + 6.2 = 134,
tj. 270 minut = 4 hodiny 30 minut. Doba setkéni je
tedy 12 hodin 30 minut.

Druhi nerovnost (3) dava vztah

12<m< 23,
ktery ma jediné celoliselné feSeni m = 2. Ze vztahu
(1) dostaneme 7 = %, coZ neni celé Cislo; nedostaneme
tedy zadné dalSi feSeni.

Pfi feSeni této ulohy wuZivali néktefi tcastnici
tabulky (coz je vlastné feSeni experimentilni) nebo
grafického jizdniho fadu, jako napi. Leopold Vrina,
zak t¥idy IILb SVVS v Novém Jiciné.

2. ULOHY II. KOLA KATEGORIE A

1. Cislo 171 + 1917 je délitelné Cislem 17 + 19.
Dokazte.

Reseni. Je zndm vzorec
a* +b"=(@a-+b)[a"t—a" % + ...... + 5" 1],
ktery plati pro lichd n» > 1, jehoz v dalSim pouzijeme.
Odisle x = 17 ++ 197 nyni plati
x = (17 — 17Y) 4 (19V7 + 17'7) =
= 17172 — 1) + (19 + 17) (19 — 1915 .17 + ...
cee + 171%) = 1717 .16 . 18 4 36 . B = 36 (4 + B),

kde A =177.8, B = 19%¢ — 195,17 4 ... + 17'¢
jsou pfirozena (isla. P

46



Z vysledku x = 36(4 + B) vyplyva, Ze Cislo x je
délitelné tficetiSesti.
Jiné feSeni. Plati
x={18 — D® 4+ (18 + )17 =

o
+[1817+(11)1816+.. ( )18—{—1]
—18[1818—( )8"+ +( )]+
n 18[1816 n (1) 1817 | ...+ (117)] -

:18[1818 (19) 1817 4 .. +( )+18w+

s ()

—_ L s ] . 19
Cleny obsazené v lomené zdvorce jsou az na ( 1) s
1 Cisla vésmés délitelnd osmndicti a tudiz sudd;

z toho plyne, Ze vyraz v lomené zavorce je Cislo sudé,
takze plati

x=18.2k,
kde % je celé Cislo. Je tedy Cislo x délitelné Cislem 36.

2. V roviné je dina soustava pravouhlych soufadnic.
Vysetite mnozinu vSech bodd, jejichZ soufadnice x, y
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v této soustavé spliiuji nerovnosti
0=x==% 0=y=m=,
1+ |cos x| = 2sin®y. } (1)
ReSeni. Méme najit vSechna feleni, jejich? obrazy
nalezi ¢tverci OMNP (viz obr. 6):
0=x=mn ,}

@)

Je-li xy, v, FeSeni sou-
M- -c-- R - . stavy (1), je také

T — xo, yo
feSeni scustavy (1), a také

Xos T — Yo
je FeSeni soustavy (1).
To znamend, Ze mno-
Zina obrazu feSeni, které
lezi ve ¢tverci (2), je sou-
mérné podle pfimek o rov-

0<y<n.

Obr. 6 nicich
T i
X = —2—, y = —é‘ .

Stadi tedy najit feSeni ve Ctverci sklddajicim se z boda
[x, ¥], pro néz plati

®)

Potom vSak plati, Ze s tfeti nerovnosti(l) je ekvivalent-
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ni nerovnost
2sin%y — 1 = |cos x] .
Ponévad’ je
cosx =0,

dostaneme dale

—C0s2y = cosx 4)
¢ili

cos(m — 2y) = cosx .

Jak &islo @ — 2y, tak i Cislo x leZi v intervalu < 0, b5 /
v némZ je funkce kosinus klesajici. Proto je nerovnost
(4) ekvivalentni s nerovnosti

T—2y=x,
tj.
x+2y="w.
Avsak rovnice x 4 2y = = vyjadfuje v roviné pfimku,
kterd prochazi body

03]+ 3

Body spole¢né poloroviné x + 2y = = a Ctverci (3)
tvofi trojuhelnik ABS (viz obr. 6) s vrcholy

T T T ™ - T
A=|:O,‘2—]> B=|:§’ 74‘]: S=['§> '5]-

V disledku zminénych soumérnosti je hledand mno-
7ina bodu kosoltverec ABCD; viz obr. 6.

3. Dané je rovnica
x2 4+ 2px +2p2 —1=0 (1)
s neznamou x, kde p je redlne Cislo. Najdite vSetky
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Cisla p, pre ktoré ma dand rovnica redlne korene,
z ktorych Ziaden nemad absolutnu hcdaotu vacsiu nez
jedna.

RiesSenie. Ak ma dana rovnica (1) redlne korene,
potom je jej diskriminant nutne nezaporné Cislo. Teda
nutne plati

(=)= —1D=1—-p"=0

—1=p=1. (2)
Korene x;, x, danej rovnice (1) st
X1,2 = ‘"P:EVI —p*.
Podla poZziadaviek vyslovenych v texte ulohy plati
o nich

—1s—p—|T=pP=—p+|I-p=1,
Z toho vyplyva (strednd nerovnost zrejme plati), Ze
suCasne musia byt splnené nerovnosti

JT—p=1—p, JI-p"=1+p; (3
priCom st na ziklade vztahu (2) Cisla 1 — p, 1 + p
nezdporné. Po umocneni obidvoch strdn nerovnosti
(3) a dalSej tiprave dostaneme, Ze Cislo p musi stiCasne
vyhovovat vztahom

Cize

0=plp—1), 0=pp+1). 4)
Je teda nutne bud
=0 3
alebo plati stucasne [pozri (4)]
p>0, p=1, (6)
alebo plati sucasne [pozri (4)]
p<0, p=-1. ©)
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Kombinéciou vztahov (6), (2) dostavame, Ze je nutne

p=1 3)
kombin4ciou vztahov (7), (2) dostivame, Ze je nutne
p=—1. )

Vysledky (5), (8), (9) vedu k tomu, Ze dana rovnica
(1) musi byt jednou z rovnic

Tieto rovnice skutocne vSetky vyhovuju poziadavkim
tlohy. O tom sa Iahko presved¢ime vypocitanim ich
korenov. Tym je uloha vyrieSena.

4. Je déna krychle ABCDA'B'C’'D’ o hrané délky 1
a &islo d, pro n&% plati 1 < d < ]/2. Usecka X Y délkyd
je umisténa tak, ze bod X lezi ve sténé¢ ABCD a bod Y
ve sténé A'B'C’'D’; mimoto obsahuje useCka XY
pevny bod M télesové “thlopricky AC’, pro ktery plati
C'M = 2AM. Vysetite geometiické misto boda X;
jaky utvar vznikne pro razné hodnoty d?

ReSeni (viz obr. 7). Bodem M vedeme kolmici na
rovnobézné roviny ABC, A'B'C’ a jeji pruseciky
s témito rovinami po fadé oznalime P, Q; je PO =
= AA" = 1. Ze stejnolehlosti trojuhelnika AMP,
AC’C podie bodu 4 vyplyva MP =_iPQ = 1, takze
MQ = 3. Ze stejnolehlosti trojuhelniki MPX, MQY
podle bodu M vyplyvaji vztahy (je XY = d)

MX =1d, MY = 3d.
Proto z pravouhlého trojuhelnika MXP plyne podle
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Pythagorovy véty :
PX?=MX?— MP*=}§d*—1)<%,

tudiz PX = }|/d> — 1 a dile

PX=<1.
D, —n
i LA 4
A A 74
= —B
\_I | v
\p 27
R
:\I //
T
2 D S
/5 @,—/’
£ PRy
A= B

Obr. 7.

Pro dané d je PX konstanta, a proto vS§echny body X
le?i na krunici & = (P; }]/d® — 1), pop¥. dostaneme
pro d = 1 jediny bod X = P. Tato kruZnice % leZi
celad ve Ctverci ABCD, nebot vzdédlenost bodu P od
- ptimek AB, AD je %, od pfimek BC, CD je %.

Avsak celd kruZnice % neni hledanym geometrickym
mistem bodlu X, nebot ne ke kazdému bodu X kruz-
nice k lze sestrojit bod Y, aby néleZel ¢tverci A’'B'C'D’;
této otdzky si ihned bliZe v§imneme.
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Z pravouthlého trojihelnika MYQ podle Pythago-

rovy véty dostaneme
QY = MY? — MQ? = §(d* — 1),
tj.
QY =gle-1=4

body Y pro dané &islo d lezi na kruZnici &' =
=(Q; %de — 1), popt. pro d =1 je Y = Q. Kruz-
nice & v$ak pro dané Cislo d nemusi ndleZet celd
¢tverci A'B’'C'D’. ‘RozliSme 5 ptipadu, které snadno
pomoci nalrtka vySetfime; necht je

[1] = d (obr. 8); pak plati Y =Q a X = P;

[2] 1< d<= }]/5(obr.9); potom celd kruznice %’
lezi ve C&tverci A'B'C'D’;

L)J 7C’ DI 7 C’

Obr. 11



81 15 < d < 3]/6 (obr. 10). Kruznice ' pro-
tind stranu A’'B’ ve dvojici bodd L, L’ leZicich mezi
A’y B'; podobné je tomu i se stranou 4'D’.

D' ¢ [4] d = 3]/6(obr.11). Kruz-
nice %k’ prochidzi bodem A’ a
vedle toho protina stranu A'B’
v dal$im bodu L leZicim mezi
A’y B'; podobné je tomu se
stranou A'D’.

51 % ]6<d=]2 (obr
12). KruZnice &’ se rozpada ve
dva oblouky, z nichZ jeden lezi
vné Ctverce A'B’C'D’, druhy
nalezi tomuto Ctverci.

Bod Q mé od stran A'B’, A'D’ vzdalenosti %, od
stran B'C’, C'D’ vzdélenosti %; protoZe pakje QY = 3,
lezi ten oblouk KL kruZnice k' v obr. 10az 12, ktery
protina usecku QC’, cely ve Ctverci A’B’C'D’; o polo-
méru p = QY této kruznice v jednotlivych obrizcich
9 a7 12 po fadé plati:

0<% I<e<il2 o=112 #2<e=3.
Z téchto podminek a ze vzorce MY? = MQ? 4+ QY?
neboli

(3d)* = ()* + ¢*

dostaneme vztahy uvedené v ptipadech [2] az [5].

Nyni snadno vySetiime hledané geometrické misto
boda X. Jestlize bod Y leZi na kruZnici £’ a zaroven
ve ¢tverci A'B'C'D’ (popt. je-li Y = Q), pak prisludny
bod X tseCky XY = d nalezi hledanému geometric-
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kému mistu bodd. Hledané geometrické misto bodu
pro dané d je tedy v piipadé¢:

[1] jediny bod P;

[2] kruznice k;

[3] dva oblouky kruZznice k, které jsou bez spolec—
ného bodu; .

[4] jeden oblouk kruz- p c
nice & a izolovany dalsi
bod (prusecik kruZnice &
s useckou PC);

[5] jeden oblouk kruz-
nice k.

Graficky tyto oblouky
nejrychle;ji sestrojime tak-
to: V pravouhlém promi-
tani na rovinu ABC se-
strojime pramét k" kruz-
nice ¥’ a primét XY’
tseCky XY (viz obr. 13,
pro pfipad [3] porovnej
s obr. 10). Prumety Y” bodit na kruznici £” a hledané
geometrické misto bodi X na kruZnici %k jsou stej-
nolehlé podle bodu P = M" pii konstanté stejnoleh-
losti —4% (viz silné narysované <asti kruZnice &” a
kruznice & v obr. 13).

3. TEXTY ULOH III. KOLA KATEGORIE A

1. Je dan trojcClen
2x2 — x — 36.
Urclete vSechna celd Cisla x, pro kterd se hodnota
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. daného troj¢lenu rovnd druhé mocniné prvocisla.
2. V roviné je dana soustava pravouhlych soufadnic
x5 9.
,Vy§eti'rte mnozinu vSech bodd, jejichZz soufadnice
v této soustavé spliiuji nerovnost
0=x =< ir,
JT—sin2x — T +sin2x <y < |/T — cos 2x —
——]/1 -+ cos 2x .
Nadrtnéte obraz této mnoZiny. K
3. Jsou dény dvé navzajem kolmé mimobézky PM,
ON, kde primka PQ je kolma ke kazdé z obou mimo-
béZek. V roviné ¢ kolmé k tselce PQ a prochizejici
jejim stfedem S je déna kruZnice & = (S, r).
DokaZte, ze kazda useCka XY, jejiz krajni body X, Y
lezi po fadé na mimobézkich PM, ON a kterd obsa-
huje bod kruZnice k, ma touz délku; vyjadfete tuto
délku pomoc1 polomeru r a délky v = PQ.

Jaky utvar vyplni krajni body X vSech takovych
tsecek XY?

4. V roviné je ddna kruZnice k= (S, r). Kromé&
toho je dén bod A =S, ktery lezi uvnitf kruZnice k.
Svételn}'r paprsek vychézejici z daného bodu A4 se od-
raZi od kruznice & v jistém bodé¢ B, pak se odrazi od
kruZnice %k v jistém bodé¢ C a odtud se vraci nazpét
do bodu 4.

Vypocitejte sinus dutého uhlu <X SAB pomoci

Cisel r, d = SA a rozhodnéte o feSitelnosti tilohy.
Pozndmka. Redeni téchto tloh najdete v této bro-

Zzufe na str. 111 v ¢lanku ,,Néco o metoddch feSeni
tuloh.«
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4. ULOHY I. KOLA KATEGORIE B

1. Jsou ddny dvé rtizné rovnobé&zky p, g a bod A leZici
na p; dile je ddn bod M lezici uvnitf pasu s hranicemi
y2X'0

Sestrojte takovy rovnoramenny trojihelnik ABC
se zakladnou AB, aby vrcholy B, C leZely po fadé¢ na
pfimkach ¢, p a bod M na ramenu BC.

Provedte diskusi vzhledem k vzdalenosti » rovno-
bézek p, g a vzdilenosti bodu A, M.

'y
e A

9

Obr. 14

Reseni (obr. 14). Pokusime se uréit smér piimkyA4B.
Soumérnost podle této pfimky pfevede hledany troj-
uhelnik ABC v rovnoramenny trojuhelnik ABC’,
jehoz rameno BC’ lezi v piimce g. TéZ soumérnost
ptevede bod M v jisty bod M’, ktery leZi jednak na
pfimce ¢, jednak na kruZnici 2 = (4; AM). Sestro-
jime-li bod M’ jako spole¢ny bod car ¢, & a vedeme-li
osu o useCky MM’, protne osa o pfimku ¢ v bod¢ B;
pfimka BM protne pfimku p v jistém bodé C; bod
s nim soumérné sdruzeny podle pfimky o (ktery lezi
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na ¢q) oznalime C’. Obrazec ACBC’ je rovnobé&znik,
nebot AC| BC’, BC|| AC’; jeho twhlopficky lezi
v pfimkiach o, CC’ navzijem kolmych, a je to tedy
kosoctverec. Proto je trojuhelnik 4ABC skute¢né rovno-
ramenny se zdkladnou AB.

Uloha ma dvé rtzné feSeni, je-li AM > v; jediné
feSeni, je-li AM = v; je nefeSiteln4, je-li AM < v.

2. Druhé mocnina prirodzeného isla # mi v deka-
dickom zépise posledné dvojcislie 56. Aké je posledné
dvojcislie Cisla #? (St 4 moZnosti.)

ReSeni. ProtoZe posledni cifra 7 je 6, je posledni
cifra ¢sla n bud 4,nebo 6. Cislo 7 lze tedy napsat
v jednom z tvara

n=10x + 4, (1)
n=10x + 6. 2)
V pripadé (1) je
n? = 100x% + 80x -+ 16 =
= 100x% + 10. (8x + 1) + 6.
Na predposledni Cislici mé vliv jediné ¢len 10(8x + 1).
Podle podminky ulohy musi ¢islo 8x + 1 kondit
Cislici 5, tj. 8x musi byt Cislo koncici ¢tytkou. Mezi
nasobky osmi jsou to Cisla 24, 64, 104, 144, ...,
tj. Cislo 8x pro x'= 3, 13, 23, 33,... ax = §, 18, 28,
38, . ... Prvni dvé& feSeni ulohy jsou tedy (isla, jejichz
posledni dvojcisli je 34 nebo 84.
V ptipadé (2) je
n2 = 100x2 + 120x + 36 =
= 100x2 + 10(12x + 3) + 6.
Jako v pfipadé (1) zjistime, Ze Cislo 12x musi koncit
dvojkou. Takové nasobky dvanicti dostaneme jen
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pro x =1, 11, 21, 31,...a x = 6, 16, 26, 36,....
Tak dostavime dal$i dvé feSeni ulohy: posledni
dvojcisli hledanych ¢isel je 16 nebo 66.

3. Je déno kladné cislo p. Mnozina vSech bodl
v roving, jejichZz pravouhlé soufadnice x, y vyhovuji

rovnici
plxl+1x+y =4, (D
je obvod jistého rovnobéznika; dokaZte.
Potom zjistéte, pro které Cislo p je tento rovnobéZnik
obdélnikem.

ReSeni. Rozli§ime ¢tyfi pripady:
a)x=0,x+y=0, b)x=0, x+y=0,
)x=0,x+y=0, dx<0, x+y=0.

V pfipadé a) plati |x| = x, |x + y| = x + y; proto
piepiSeme rovnici (1) do tvaru

P+Dx+y=4. (1a)

Grafem rovnice (1a) je pfimka m,, kterd protini osu y
v bodé¢ 4 = [0,4] a pfimku p o rovnici x +y =0
v bodé B — [% — ;], jak zifstime snadngm’ v§pot-
tem z (la). Graf rovnice (1) vSak neobsahuje celou
pnmku my, nybrz jen jeji Cast, pro kterou plati sou-
Casné x =0, x +y = 0. Vsecky body [x, y], pro néz
plati x = 0, vyplni polorovinu yB, tj. pravou poloro-
vinu s hran1c1 v ose y; vSecky body [x, y], pro néz plati
x + vy = 0, vyplni polorovinu pA. Spolecné ¢éast obou
téchto polorovin je thel <t APB (P je polatek sou-
fadnic). V tomto uhlu leZi jen Cast pfimky m,, a to .
usecka A4B.
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V pfipadé b) postupujeme obdobné jako v pfipadé a).

Zdeplati |x| = x, |x + y| = —x — y; proto pfepile-
me rovnici (1) do tvaru
p—Dx—y=4. (1b)

Grafem rovnice (1b) je ptimka m,, kterd protind osu y
v bodé¢ C = [0, —4] a pfimku p v toié B. Viecky
body [x, ¥], pro néZ plati soucasné x =0, x + y < 0,
vyplni spole¢nou c¢ast polorovin yB, pC, coz je thel
X BPC. Cast piimky m, lezici v tomto uhlu je
~ use¢ka BC.

Ptipady c) a d) vySetfime snadno na zikladé stiedové
soumérnosti. Z rovnice (1) je
patrné: Jestlize této rovnici vy-
hovuje dvojice cisel x, y, vy-
hovuje ji téZ dvojice —x, —y;
to znamend, ze graf rovnice (1)
je utvar soumérny podle stiedu
P (viz obr. 15).

Mimo nalezené tsecky AB,
BC nalezi tomuto grafu tedy
také useCky AD, CD, kde D
je bod soumérné sdruZeny s bo-
dem B podle sttedu_ P a leZici
ov§em na piimce p. Ctytihelnik
ABCD je rovnobéznik, nebot
je soumérny podle stfedu P.
Grafrovnice (1)je obvod tohoto
rovnobéznika.

Odpovéd na druhou otdzku dlohy. Rovno-
béZnik ABCD je obdélnikem jen tehdy, kdyZ plati
AC = BD, neboli AP = BP. Z ptedchoziho vime, Ze
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AP = 4; snadno vypocteme podle Pythagorovy véty, Ze
4\? 4\ 4. _
BP?]/(p) b (p) =72
Dostaneme tedy pro p podminku
4 5 —
4 =—1J2
p V
a odtud p = |/2.

4. Nech su a, b, ¢ di¥ky strén trojuholnika a P
jeho obsah. Potom plati
a? + b% + ¢ = 4P)3; (1)
dokazte.
Zistite, kedy nastdva rovnost.

RieSenie I. Vzhladom na geometricky vyznam su
Cisla a, b, ¢ vSetky kladné. Podla Heronovho vzorca

P:=s(s—a)(s—b)(s—c),kdes= % (a+ b+ ¢)

plati

16P2=(@a+b+c)(—a+b+c)la—b+o).

@t+b—o=[-a+ b+ )] [a* — (b — )] =

— —at f al(b — 9 4 (b + o — (58 — e =

= —a* — b* — c* + 2a%2 + 2b%?% + 2c%a?.

Teda je

16 P? = —a* — b* — c* 4 2a%? + 2b%c2 + 2c%a?. (2)
Nech teraz plati nerovnost (1), ktorej obidve strany

st kladné Cisla. Potom plati tieZ nerovnost

(a® + b2 + %2 = (4P|/3)
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Cize

at + b* + c* + 2a%? + 2b%¢* 4 2c¢%® =16 . 3P2.
Do pravej strany poslednej nerovnosti dosadme zo
vztahu (2). Po uprave dostaneme

4(at 4 b* 4 c* — a?h? — b%? — c%?) =0
Cize
(a2 — b2 4 (B2 — 22+ (2 — a®2 =0. (3)

Tento vztah plati pre vSetky Cisla a, b, c. Pretoze upravy,
ktoré sme previedli, si za danych predpokladov
o Cislach a, b, ¢ ekvivalentné, vyplyva z nerovnosti (3)
nerovnost (1). Vzhladom na vztah (3) nastane v (1)
rovnost prave pre a* = b* = ¢% CiZepre a = b = ¢,
tj. pre rovnostranny trojuholnik. Tym je uloha vy-
rieSend.

Riesenie II. Do vztahu (1) dosadme z kosinusovej
vety

2= aqa%+ b%> — 2abcos v,
kde y = <t BCA. Dostaneme
2(a? + b2 —abcosy) = 4. tabsiny. |3,

pricom sme pouzili P = } ab sin y.

Prevedme ekvivalentné tpravy:

z[a2 + % — 2ab(cOSV- t + siny . 1/23)] =0,

2 [a® + b* — 2abcos (y — 60°)] = 0. 4)
Bez ujmy na vSeobecnosti mdZeme predpokladat, ze
je a=b=c>0 cize
180° >a ==y >0°.

Pritom je nutne y = 60°. Ak by totiZ bolo y > 60°,
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potom o + S+ y >3.60° = 180°, o je v spore
s tym, Ze ide o uhly «, 8, y trojuholnika.

Je teda —2ab cos(y — 60°) = 0 pre vietky vy a preto
pre kazdy trojuholnik plati i vztah (4), ktory je so
vztahom (1) ekvivalentny. Tym je dokaz prevedeny.

5. Je dana soustava rovnic

R4y 422=c, (2
v, )

kde ¢ je dané kladné Cislo.

a) Udejte podminky pro Cislo ¢, aby soustava méla
redlné feSeni x, y, 2.

b) Udejte vSechna ¢&isla ¢, pro néZ alespon jedna
trojice Cisel x, y, 2z (feSicich soustavu) je sloZena
z kladnych a navzijem raznych disel.

Refeni. Umocnéme obé& strany rovnice (1) na
druhou a do vysledku, ktery tak dostaneme, dosadme
ze (2) a (3); obdrzime postupné

c+2xy +yz+x2)=1,
c+2zx:(x+y+2)=1.
Nyni sem dosadme z (1), ¢imZ dostdvame
z=4%l—0o). (1"
Tento vysledek dosadme do (1) a (3); dostaneme pro
nezndmé x, y soustavu
x+y=3%¥l+¢), (2)
xy = (1 — o). (3)
Podle znamé véty o koeficientech kvadratické rovnice
jsou Cisla x, y spliiujici rovnice (2) a (3") kofeny na-
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sledujici rovnice s neznimou ¢:

?— 31+t + 31 —o2=0,

42 — 21+ ot + (1 —¢)2=0. 4)
Diskriminant D této rovnice je
D=414¢c2—41—¢c?*]=40Bc—1)3 —o).

Rovnice (4) mi tedy redlné feSeni pravé tehdy, plati-li
D = 0 neboli

neboli

1<c<3; ®)
kofeny ¢,, z, rovnice (4) pak jsou

n=4l+c+ ]G —-1B - }
=31+c— B —-1G—9).

Jsou-li splnény podminky (5),a jen v tomto pfipadé,
jsou Cisla 4, t, redlnd; pak je bud x = t,, y = ¢,, nebo
X = ty, ¥ = ;3 Cislo z je podle (1°) vzdy realné. Re-
Senim dulohy a) jsou tedy nerovnosti (5).

Aby byly splnény podminky z tlohy b), musi
platit

by F loyly F 2ty # 2,2 > 0,1, > 0(pakjeiz; >0).
Nerovnost 7, 7 t, ddvd podminku D = 0, tj.
c#L,c#3. (5a)

Rovnice 7, = zirovnice z, = 2z davé po snadné Gpravé
feSeni ¢ = 4, ¢ = —1. Cislo ¢ = } skutedné vede
k rovnostem z = t; = t,, Cislo ¢ = —1 nevyhovuje
ani rovnici 2 = t;, ani 2 =1, (pro ¢ = —1 je D < 0).
Nerovnosti #; # z, t, # 2 nevedou tedy k dal$i pod-
mince. Nerovnost 2 > 0 vede k vztahul — ¢ > 0,

)
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neboli
c< 1. ‘ (5b)
Koneéné nerovnost z, > 0 vede k podmince ¢ + 1 >
> /B¢ —1)(3 — ¢), neboli 4(c — 1)2 > 0, neboli
¢ # 1, ktera je zahrnuta v podmince (5b).
Spojenim (5), (52), (5b) dostaneme tedy odpoveéd

na otazku z druhé ulohy: hledané hodnoty para-
metru ¢ jsou dany nerovnostmi 3 < ¢ < 1.

6. Z kocky ABCDA'B'C’'D’ s hranou diZky d je
vyrezany pravidelny $§tvorboky hranol XZYTX'Z'Y'T’
(pozriobr. 16a). Tym vznikne duté teleso K, ktorého
povrch sa skladid z -desiatich rovinnych obrazcov.
Ozna¢me postupne P, Q stredy tuseciek AA’, CC'.

Vypotitajte dizku lomenej &iary PXYQ a néjdite
krat$iu lomenu Ciaru spajajucu body P,Q a iducu po
povrchu telesa K.

RieSenie (pozriobr. 16a). Zvolme hranu kocky za

C/
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jednotkovii tseCku. Potom je XX' =YY =x= 1.
Dalej je PX = QY = PX' = -"2—]/5“, XY =XY=
= |/(3x) + x* = x]/10. Teda

PXYQ = PX'Y'Q0=2.2]5 + «|10 =

= 3(J5 + }10). (1)
Al
X (A
Pi.. :U
| TV T
;&}“\ -~
T~ ~.R |y
A Z
WS,
e 17 Sq
Z y!
Obr. 16b.

Zostrojme teraz Cast siete vyrezaného telesa (pozri
obr. 16b): Body P, Q vsieti spojime useCkou, ktord na
povrchu telesa K je vlastne lomenouciarou PUVRWQ.
Jej dlzku vypolitame z pravouhlého trojuholnika
PMQ. Dizky jeho odvesien st: PM = 2x, MQ = 5x.
Je teda

PO =|/4x® + 25x% = a;Vé@ =1)29. (2
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Vzhl’i@om na vztahy (1) a (2) porovnajme Cisla Vg +
+ |/10 a }/29. Je

(/5 + J10)2 = 15 + 10 /2 = 29,14 > 29 = (]/29)2.
Preto je druhd spojnica kratSia neZ prva.

5. ULOHY II. KOLA KATEGORIE B

1. V roviné je dina soustava pravouhlych soufad-
nic. Vysetite mnozinu vSech bodd, jejichZz soufadnice
x, ¥ v této soustavé spliiuji rovnici

lx—1+ly—2l=I|x—5+Ily—6. (1)
ReSeni. Rozlidime pifipady

x=1, 1=x<5, x=5,
y=2, 2=y=6, y=6,

které kombinujeme vSemi deviti moZnymi zpusoby;
dostdvame 9 pfipadii:

Pripad [1]. Je-lix = 1,y = 2, pak plati
x—1=1—x I|x—5=5—x,
y—2l=2—-y, ly—6/=6—y.

Pripad [2]. Je-lix =<1, 2 =<y < 6, pak plati
x—1=1—x |x—5=5—ux,
ly—2[=y—2,|ly—6=6—y.

Pripad [3]. Je-lix =<1, y = 6, pak plati
lx—1=1—x |x—5=5—x,
ly—2=y—2, [y—6l=y—6.
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Ptipad [4]. Je-li 1 £ x <5, y <2, pak pldti
lx—1=x—1, |x—5=5—x,
ly—2[=2—-3, [y—6l=6—y.

Pripad [5]. Je-lil =x =5, 2 =y < 6, pak plati
lx—1l=x—1, |x—5 =5—x,
ly—2/=y—2, [y—6=6—y.

Piipad [6]. Je-li 1 =< x =5, y = 6, pak plati
lx—1l=%—1, |x—5=5—ux
ly—2l=3—-2, |[y—6=y—6.

Pripad [7]. Je-li x =5, y = 2, pak plati
[x—1l=x—1, |x—5 =x—25,
ly—2=2—y, |y—6=6—y.

Ptipad [8]. Je-lix = 5,2 =<y = 6, pak plati
lx—1l=x—1, |[x—5=x—25,
ly—2l=y—2, [y—6|=6—y.

Ptipad [9]. Je-li x = 5, y = 6, pak plati
[x —1]=x—1, |x—5=x—05,
ly—2l=y—2, [y—6|/=y—6.

Dosadme po fadé vysledky z jednotlivych pfipada do
dané rovnice (1); obdrZime tyto rovnice pro hledané
geometrické misto bodu (viz obr. 17):

(1)0.x+0.y+8=0 (prazdnd mnozina)

2)y==6 (polopfimka AX)
3)0.x+0.y+0=0 (pravyuhel <t XA4Y)
4) x=5 (poloptimka BY")
BG)x+y=T (tisecka AB)
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6) x.=1 (polopfimka AY)
7H0.x4+0.y=0 (pravy uhel <t X'BY’)
B)y=2 (polopfimka BX")
9 0.x+0.y+8=0 (prizdnd mnoZina)
Pritomje 4 = [1;6], B =[5;2], X = [—656],
X' =1[102], Y=[1,9], Y =([5;—2].

Hledand mnoZina bodi tedy vyplni dva pravé
uhly < XAY, < X'BY’ a useCku AB. Tim je feleni
dlohy provedeno.

/// ;
X (2

T 4 2012 4

Obr. 17

2. Jsou dany tfi linearni rovnice s neznimymi x,y

px—|~(p—1)y=7, (1)
(p—5x+py=4, (2)
(4p+5)x—py=2p—4. 3)

Zjistéte, zda lze zvolit Cislo p tak, aby vSecky tfi
rovnice mély spole¢né feSeni.
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Reseni. JestliZe je p # 0, plyne ze (2)
_4—0p—5=

# ?

a po dosazeni do (1) mime

(6p —5)x =3p + 4. (4)
Dile z (1) plyne

e l=(@—=Dy
p
a po dosazeni do (2) obdrzime :
(6p —5)y =35—3p. ©)

Je-li 6p — 5 =0 neboli p = §, pak rovnice (4),
(5) jsou podle x, y nefeSitelné, nebot pak je 3p + 4 #
# 0, 35 — 3p # 0; soustava (1) az (3) je pro p = §
zfejmé neteSitelna.

Je-li vSak 6p — 5 =~ 0, neboli p #§, p # 0, pak
ze (4) a (5) dosadme za x,y do(3); po upravé dostd-
vame

(4p 1 5)(3p + 4 — p(35 — 3p) = (2p — 4) (6p —5),

neboli
p(p+10)=0.

ProtoZe je p # 0, plyne odtud, Ze musi byt p 4 10 = 0,
neboli

p=—10.
Dani soustava (1) aZ (3) pak zni
—10x — 11y =17,
—15x — 10y =4,
—35x + 10y = —24
a mi vzhledem ke (4), (5) zfejmé feSeni x = ¢, y = —1.
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JestliZe je p = 0, m4 soustava (1) aZ (3) tvar
—y=17 —5x=4, 5x=—4;
jeji feSeni pak je x = — &,y = —T.

Zdvér. Dana soustava tfi rovnic mé FeSeni jen ve
dvou pfipadech, a to je-li p = 0 anebo p = —10;
v obou pfipadech mi jediné feSeni. Pro vSechna
ostatni redlna p nema soustava feSeni.

3. Je dan pravouhly rovnoramenny trojthelnik ABC
s pfeponou AB délky 1 a kladné Cislo d. Svételny
paprsek vyslany z bodu X leZiciho mezi 4, B se
zrcadlové odrazi na odvésné BC v bodé Y a dopadne
do stfedu M odv&sny AC. Urlete bod X tak, aby
draha XY + YM paprsku méla délku d. Provedte
diskusi vzhledem k ¢islu d.

Obr. 18

ReSeni (obr. 18). Rozbor. Jestlize bod X leZici
mezi 4, B je feSenim ulohy a odraz paprsku se déje
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v bod¢ Y mezi body B, C, potom plati
d=XY+YM, < XYB= < MYC.

Oznaéme A’ obraz bodu A v soumérnosti o ose BC,
takze A'BC je v této soumérnosti obrazem trojihel-
nika ABC a bod X’ uvniti useCky A’B je obrazem
bodu X. Tu ze soumérnosti plyne
d=XY+ YM, X X'YB= < XYB,

tj. < X'YB = < MYC; oba tyto tihly jsou vrcho-
lové, takZe body M, Y, X' leZi v téZe pfimce a d =
=XY + YM=X'M. Je tedy

MX' =d.

Odtud konstrukce (obr. 18): V soumérnosti o ose BC
sestrojime obraz A4’ bodu A a opiSeme kruZnici
k= (M, d). Je-li X' spole¢ny bod kruZnice % a vnitiku
useCky A’'B, potom uréime pruse¢ik Y pfimek MX'
a BC; dile oznalime X obraz bodu X’ v soumérnosti
o ose BC. Pak XY je hledany paprsek, ktery se odrazi
v bodé Y od BC a mifi do bodu M. Dukaz je patrny
z rozboru.

Diskuse. Z poZadavku, Ze bod X ma leZet mezi
body A, B, vyplyva, Ze bod X’ nutné musi padnout
mezi body A’, B (v§imnéme si téZ, Ze body pfimky A’'B
s vyjimkou vnitfku tise¢ky A’'B nevedou k fyzikalnimu
feSeni ulohy).

Podle textu je AB =1, ¢ A = <X B = 45°. Proto
po fadé plati

GB = CA:= GA' =L

J2°

CM =AM =1AC =144 = —~,
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MA' =3CA=1)2=}]is. 1)
Podle Pythagorovy véty pro trojuhelnik BMC
(X C=90°) je
MB=|CBE+CM:=|1+1=)5=1]10, (2
takze je MB < MA' [viz (2) a (1)]
Je-li X, pata kolmice vedené bodem M k pfimce BA’,
je MX,| BA, nebot je < ABA' =90°; je tedy

BX, M =}
BA' A4 *®
tj.
BX,=1%.
Dileje
MX,= }AB = %. 3)

Na zékladé toho provedeme diskusi FfeSitelnosti
tlohy. Jestlizeje:

[1] d=MX, =1,
m4 uloha jediné feSeni [viz (3)];

[2] MX, < d< MB
neboli

- 3<d< 110,

ma4 tloha dvé feSeni [viz (3) a (2)];

[3] MB =d = MA
neboli

J10=d<1)2,

m4 tloha jediné feSeni [viz (2) a (1)]; pfitom pro
d = }|/2je X = A a jedna se o kolmy odraz paprsku
XC od ptimky BC.
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Neplati-li pro Cislo d %4dny ze vztahu [1] aZ [3],
nem4 uloha feSeni.

4. Dany je kvader ABCDA'B'C'D’, ktorého pod-
stavou je Stvorec so stranou dizky 1 a )eho vyska je v.
Bod X prebieha hranu CC’. VysSetrite geometrické
miesto bodov, ktoré st péitami kolmic spustenych
z bodu B na priamky AX. MozZno zvolit vysku v tak,
aby toto geometrické miesto obsahovalo asponi jeden
bod, ktorého vzdialenost od podstavy kvadra je %?

RieSenie. VSetky trojuholniky ABX su pravouhlé
s preponou AX (obr. 19). Prepony vsetkych tychto
trojuholnikov leZia v rovine ACC’. Oznacme Y péitu
kolmice spustenej z bodu B na priamku AX. PretoZe
jeuhol < AY B pravy, leZia podla Thaletovej vety vSetky
body Y na gulovej ploche K zostrojenej nad prieme-
rom AB. Okrem toho leZia vSetky body Y v rovine
ACC’. Musia teda lezat na prieseku roviny ACC’
s gulovou plochou K. Tymto priesekom je kruZnica %
s priemerom A4S, kde bod S je stredom podstavy
ABCD a je jednym z bodov Y (dostaneme ho pre
X = C). Stred M kruZnice % je pritom péta kolmice
spustenej zo stredu plochy K na rovinu ACC’. Preto
bod M lezi na priamke ACa je teda stredom useCky AS.

Na obr. 20 je znidzornend situicia v rovine ACC'.
Bod Y neprebieha celd kruZnicu k, ale len jej obluk
ohrani¢eny bodom S a prieseénikom H kruZnice %
s polpriamkou AC’. Poloha bodu H na k teda zavisi
od velkosti tise¢ky CC’( v obr. 20 je vzhladom na
dalsie zvolené HM | AQC). Pritom ku kaZdému bodu Y
obliku HS dokiZeme néjst na useCke CC’ prisluSny
bod X, pri ktorom je Y pitou kolmice vedenej bo-
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dom B k priamke AX. Obluk HS je teda hladanym
geometrickym miestom bodov.

A,

S
o

Zvolme teraz bod C’ tak, aby H bol tym bodom
kruZnice %, ktory je najdalej vzdialeny od priamky AC

(od roviny ABC). Potom je MH = Mg— (pretoze je

AC = |/2). Zvolme dalej vy¥ku v kvadra tak, aby
telesova uhlopriecka AC’ prechddzala bodom H.
Potom z podobnosti A ACC’ ~ A AMH vyplyva

vztah CC' = 4 MH = |/2. Pretoze je *~ ]/2 L 114 =

= 0,353 . 1, moZeme teda vyhov1et druhe) Casti
ulohy, napr Vtedy, ak zvolime za vy3ku kvadra dizku
uhlopriecky jeho podstavy.
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6. ULOHY I. KOLA KATEGORIE C

1. Je-li x celé &islo, potom Cislo x® + 2x je délitelné
tfemi; dokaZte.

ReSeni. Méame-li zkoumat délitelnost &isla tfemi,
uZijeme té skutecnosti, Ze kazdé celé Cislo déleno tfemi
déava zbytek bud 0,nebo 1,nebo 2. Lze tedy psét Cislo x
v jednom z téchto tfi tvari

x =13y, (n
x=3y+1, (2)
x=3y+2, : A3)

kde y znaci celé ¢islo. V kazdém z téchto pfipadt nyni
vypocteme x® -+ 2x.
V pfipadé (1) je
x4 2x = 27y% + 6y = 3(9y* + 2y),
coZ je Cislo délitelné tfemi.
V piipadé (2) je
B4+ 2x =272+ 27Ty  +9y + 1+ 6y + 2 = 3a,
kde a je Cislo celé; Cislo x® + 2x je tedy opét délitelné
tfemi. '
V piipadé (3) je
x3 4 2x = 27y3 + 54y% 4 36y + 8 + 6y + 4 = 3b,
kde b je cislo celé; Cislo x3 4 2x je tedyiv tomto pfi-
padé délitelné tfemi.
Tim je véta dokizéna.
2. Je déna tiseCka MN a uvnitf této tsecky je dan

bod A4; déle je dan ostry tihel w.
Sestrojte obdélnik ABCD téchto vlastnosti:
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(1) Piimky CB, CD po fadé prochizeji body M, N;

(2) je AB > AD;

(3) uhel uhlopfitek obdélnika je shodny s danym
thlem w.

Refeni (obr. 21). Je tfeba sestrojit tfi neznimé
vrcholy obdélnika, a to body B, C, D; zfejmé postaci
sestrojit bod C; oba zbyvajici vrcholy B, D pak snadno
doplnime jako paty kolmic spusténych z bodu A4 na
piimky CM, CN. Z této konstrukce vyplyvd, Ze bod B
lezi mezi body C, M a bod D mezi body C, N.

Obr. 21

Pro bod C uréime dvé geometricki mista bodd.
Pfedné protoZze < MCN je pravy, lezi bod C na
Thaletové kruZnici % sestrojené nad primérem MN.
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Za druhé vypolteme velikost thlu ¢ ACM. Je-li S
sttedem hledaného obdélnika ABCD, je <t ASB >
> XASD = <. BSC, nebot podle pifedpokladu je
AB > AD. Z rovnoramenného trojuhelnika BCS
zjistime, Ze

% SCB = 90° — 2.
Protoze body B, D, S lezi po fadé uvnitf tselek
CM, CN, CA, plati

@:ACM=§:SCB:90°—-%. (1)

Geometrickym mistem boda X, pro néz plati

w

E‘ >

jsou dva oblouky o, 0, sestrojené nad tétivou AM;
oblouky o;, 0, jsou soumérné sdruzeny podle pfimky
AM.

Kazdy z obou obloukil o,, 0, protne kruznici 2 mimo
bod M jesté v jednom bodé. SkuteCné kruZznice 74,
jiZ nalezi oblouk o,, se nedotyka v bodé M kruznice &;
jinak by totiZ mély kruZnice %, z v bodé M spolecnou
tenu, kterd by byla kolma k pfimce AM, a oblouk o,
by byl polokruznice. To vSak neni moZné, nebot ob-
vodovy uhel ¢ AXM je podle (1) ostry.

Sestrojime tedy dva pruseliky C, ==M, Cy =M
kruZnice % s oblouky o,, 0,. Protoze pfimka AC,; neni
kolma k C;M ani k C;N (A4 lezi mezi M, Na C;M |
1 C;N), lze sestrojit obdélnik AB,C,D;. Obdobné
se sestroji obdélnik AB,C,D,.

Uloha ma tedy vzdy dvé feSeni.

X AXM = 90° —
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3. V pravouhlom trojuholniku ABC s preponou AB
ozna¢me D stred prepony a E priesecnik osi uhla
<t ACB s preponou AB. Zostrojte tento trojuholnik,
ak je dana dizka tse¢ky CE a velkost uhla <t DCE.
Zistite podmienky rieSitelnosti.

Reseni. Podaii-li se sestrojit trojuhelnik CDE, do-
plnime snadno trojuhelnik 4BC, nebot podle zndmé
vlastnosti pravothlého trojihelnika je DA = DB =
= DC (obr. 22).

45Xy
0

C

Obr. 22

Z prvki trojuhelnika CDE je dina délka strany CE
a velikost thlu <t DCE = w. Vypolteme velikost
vnitfniho tthlu <¢ CED. Zvolme oznaceni vrcholi 4, B
tak, aby bod E leZel mezi body B, D, a ozname

B = < CBA. Uhel <t CED uréime jako vné&jsi thel
trojuhelnika BCE
<X CED = 45° + f. ' (1)

ProtoZe trojuhelnik BCD je rovnoramenny, je
B= <X CBD= <X BCD=45+w. (2
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Spojenim (1) a (2) dostaneme
X CED =90° 4+ w.

Trojtahelnik CDE sestrojime ze strany CE a z obou
ptilehlych uhld <t DCE = ® a ¢ CED = 90° + o.
Obé ramena téchto whla, kterd nelezi v pfimce CE,
se protnou podle Euklidova axiému (v bodé D) pravé
tehdy, je-li o + 90° + o < 180° neboli

w < 45°. 3)

KdyZz mame doplnit trojihelnik CDE na trojuhelnik
ABC, je tteba, aby bylo DA = DB = DC > DE.
Porovname tedy délky stran CD, DE trojuhelnika CDE
pomoci protéjSich Ghlid. Nerovnost DE < CD sku-
teéné plati, nebot je

o = X DCE < ¥ CED = 90° + o.
Vztah (3) je tedy podminkou feSitelnosti ulohy.

4. Nijdite vSetky prirodzené Cisla, ktoré nie je
moZné vyjadrit ako sucfet dvoch zloZzenych Cisel
(prirodzenych).

RieSenie. V dalSom budeme rozumiet pod Cislom
prirodzené Cislo. Parne ¢islo moZeme napisat ako stcet
dvoch parnych cisel. Neparne ¢islo mozno zapisat ako
silet neparneho a parneho Ccisla. Najmen$ie pérne
zloZené Cislo su 4, kym najmensie neparne zloZené
dislo je 9.

Najskoér nijdeme vSetky prirodzené Cdisla, ktoré
mozno vyjadrit ako sucet dvoch zloZenych ¢isel. Ro-
zoznavajme v dalom dva pripady:

Pripad [1]. Nech N je parne islo. Potom mozno
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ndjst jediné Cislo p tak, Ze plati N = 2p Cize N = 4 +
+2(p —2).

Ak je p — 2 = 2 lize p = 4, potom ¢islo N moZno
zrejme rozloZit na sucet dvoch zloZenych Cisel. To
znamend, Ze ziadne parne ¢islo N = 8 nevyhovuje po-
Ziadavke ulohy, zatial o Cisla

4,6 (1)
zrejme tuto poziadavku spiiaja.

Pripad [2]. Nech N je nepérne Cislo. Potom existuje
jediné Cislo p tak, Ze plati N=2p 4 1 Cize N =
=9+ 2(p — 4).

Ak je p — 4 = 2 CiZe p = 6, potom Cislo N mozno
zrejme rozloZit na sucet dvoch zloZenych cisel. To
znamend, Ze Ziadne neparne Cislo N = 13 nevyhovuje
poziadavke ulohy, zatial Co Cisla

39, 19, Tl (2
poziadavky tlohy spiiiaju.

Zdver, Cisla (1) a (2) su vietky prirodzené ¢&isla,
ktoré spifiajii poziadavky danej tilohy.

5. Dani je Zelezna kocka s hranou dizky 4. Z nej
boli vyrezané rovnaké otvory tvaru pravidelného
§tvorbokého hranola s podstavnou hranou dizky «x.
Bocné hrany vSetkych otvorov st rovnobeZné s urdi-
tou hranou kocky. Tak vzniklo teleso s dutinami,
ktorého povrch je priblizne rovny dvojndsobku po-
vrchu povodnej kocky a jeho vdha sa priblizne rovna
 vdhy povodnej kocky.

Urcdite pocet otvorov a dlzku x.

RieSenie. Oznaéme V = h3, P = 6A2 objem a po-
vrch kocky. Objem jednej dutiny je V, = x%*h a po-
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vrch P jednou dutinou vzrastie o P, = 4xh — 2x2.
Nech 7 je prirodzené ¢islo, ktoré znamené pocet dutin.
Dalej nech je V',P’ ob]em a povrch telesa, ktoré z danej
kocky vzniklo tak Ze sme Vv nej vytvonh n dutin. Podla
textu ulohy ma platlt
P =2P, (1)
V'=4%V. (2)
Povrch P vzrastie o nP, na P’ = 2P, tj. nP; = P
Cize
n(dxh — 2x%) = 6h%.
Teda
. 3h?
n—=— x(2h—x)' (3)
O objeme vzniklého telesa plati podla vztahu (2)
" — nx?h = 3} W®

Cize
h2
Porovnanim vztahov (3) a (4) dostaneme
3h2 kR

2hx — x®  4x®’

Postupnymi upravami stadial dostaneme (je % # 0,
x #0):

3 o1
2h — x  4x°
12x = 2h — x,
13x =2k,

x=2h. )
82



Po dosadeni do (4) méame pre n pribliim’l rovnost:
e (4. kg ) = 1.
Je teda
10<n<1l.
Skuska. Pre n = 11 je:
a) P’ = 6h® + 4xhn — 2nx?® = 6h% 4 2nx(2h — x) =

= o 4 212 (211 f;’)

88 12h%*  6h%

= 6h2 —. =
=6 + 13- 13 = 33~ (169 + 176) =

6h 2
265 (2,169 +7) = 6. (2+ 169) > 2P,
Teda P’ > 2P, pricom P’ je len o malo vécSie neZ 2P.
b) Mad byt V' =k —n .x*. h=3%hr.

Po dosadeni z (5) pri n = 11 je

44 125 3 125.4
1 _— 1,3 [l e /1 . 3 —
Vi=h (1 169) 160" =1 169.3"
—3.300 .5
4 507

Teda V' je o malo mensie ako £ V.

Ziverom treba konétatovat’, Ze do kocky s hranou %
moZno skutofne umiestnit 11 otvorov tvaru kvadra
s rozmermi 3k, 5k, h tak, ako to text ulohy vyZa-
duje. '

6. Na Sachovnici se 64 poli byly sestrojeny vSechny
kruZnice, jejichZz pramér neni mensi nez délka jednoho
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pole a které neprochézeji vnitfkem Z4dného cerného
pole. Urlete pocet téchto kruZnic.

Reseni. UZijeme oznaleni z obr. 23. Ctvercova pole
Sachovnice budeme kritce nazyvat poli; vrcholy poli
tvofi ¢tvercovou sit, délku
strany pole ozna¢me 2d. Po-
dle textu ulohy plati o pru-
méru x hledanych kruznic
vztah x = 2d. Pro x = 2d
dostaneme zfejmé 32 kruz-
nic vepsanych do bilych poli.
V dals$im pfedpokladdme, Ze
je x > 2d.

Bud ABCD cerné pole a
ABC,D,, AB'C'D, A,B,CD,
A"BCD" bila bezprostiedné
s nim sousedici pole. Mé&jme
kruZnici &, kterd spliiuje po-
zadavky ulohy. Tato kruz-
nice nemuZe zfejmé leZet v jediném poli, takze
prochéazi nékolika poli. Z jednoho pole do druhého
(jde vesmés o bild pole) muze pfejit jediné ve vrcholu
pole (v bodu sit¢). Necht tedy % jde vrcholemAd,
takZe prochazi polem ABC,;D,; potom musi prochazet
jesté bud vrcholem B,anebo vrcholem C; (vrchol D,
pfi této uvaze miZeme vynechat; situace, kdy kruZnice
jde body 4, D;, se dostane ze situace, kdy kruZnice jde
body A, B, a to pomoci osové soumérnosti podle
pfimky AC,).

Uvazujme nejprve pfipad, kdy kruZnice & prochazi
body A4, B. Nyni v poli AB’C’D kruZnice & prochazi
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bud bodem D, anebo bodem C’ (bodem B’ neprochézi,
nebot body B, A4, B’ leZi v téze pfimce).

Ptipad [1]. Necht kruznice %2 prochazi bodem D,
neboli je opsdna Cernému Ctverci ABCD; oznacme ji
ky=(Sy, 7o), kde ry=d]/2. T&chto kruZnic je tolik jako
Cernych poli, které nepatii k okrajovym faddm poli
$achovnice;jejichtedy (8 — 2) (8 —2) =4.36=18
(viz v obr. 24 ¢tverec M;N,P,Q, o délcestrany 6 . 2d).

Ptipad [2]. Necht kruZnice % prochazi bodem C’,
neboli je opsdna trojuhelniku ABC’; oznacme ji k, =
= (8§, ry). Pfitom S, je prusecikem pfimek o,, 0,, kde
0, je osa tseCky AB a 0, = DB’; bod S je tedy stfe- .
dem bilého ctverce A4,B,CD. Z trojthelnika AS;0
(tj. < O = 90°) pro jeji polomér r, = S; 4 dostaneme
pomoci Pythagorovy véty AS; = 042 + 0S8}, ne-
boli 7, = d ]/10, kde 3d < r, < 4d.

Stfed S, kruZnice %, je stfedem bilého pole; kruz-
nice &, probih4 t¢mi bi- Q )
Iymi poli, jejichZ nej- -
vyzdélgnéjéi ]st]rany ma]ji ﬁz %
od §; vzdéilenost nej- Z ‘N _

2

vySe 5d (nmapf. vzda-
.

=
WEAS

lenostbodu §; od pfim-
ky C.D,). Pocet kruz-
nic typu k, je roven
poctu bilych poli, ktera
dostaneme, kdyZ vyne-
chime z dané Sachov-
nice MNPQ nejprve
vSechny okrajové fady
Sachovnice a ve vzniklé
Sachovnici M,;N,P,0Q, Obr. 24

Y)
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N
WEIW

\
z}?

&



0 6.6 = 36 polich opét vynechame vSechny okrajové
fady; zbude nidm cCtverec M,N,P,Q,, ktery ma
4.4 = 16 poli, z n¢hoz 8 je bilych. KruZnic typu &,
je tedy 8. Tim je pfipad [2] vytizen.

Nyni budeme uvaZovat pfipad, Ze kruznice % pro-
chézi body A4, C; (bodem C’ neprochazi, nebot body
C,, A, C' lezi v téze pfimce); potom ze Ctverce
AB’'C’'D tato kruznice vychdzi bud ve vrcholu D,
anebo ve vrcholu B’. Plati v§ak

A DAC, 2 A ABC' 2 A\ B'AC,,
takZe jde o kruZnici typu k;, kterd je opsdna trojuhel-
niku ABC’, a kterou jsme pravé vySetfovali.

Tim jsou v§echny moZnosti vyCerpany.

Zdvér. Jsou tfi typy kruZnic vyhovujicich tloze.
Prvni typ jsou kruZnice opsané tém cernym polim,
které nejsou v okrajovych fadach Sachovnice (pole
¢tverce M N,P,Q,); téchto kruznic je 18. Druhy typ
jsou kruZnice opsané ze stiedit osmi bilych poli tver-
ce M,N,P,0Q, na obr. 24 polomé&rem d]/10, kde 2d je
délka strany pole; téchto kruznic je 8. Tretim typem
jsou kruZnice vepsané bilym polim, kterych je 32. Hle-
dany pocet kruZznic je tedy 18 4 8 + 32 = 58.

7. ULOHY II. KOLA KATEGORIE C

1. Pfirozené Cislo x je délitelné Sestnécti, jeho ci-
ferny soulet v desitkové soustavé je 7, soulin jeho
¢islic je 6. Urcete vSecka takova Cisla x. ‘

Refeni. Vzhledem k tomu, Ze ciferny soudet hle-
daného Cisla x je 7, kdeito soulin cifer je 6, jsou
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jediné moZné tyto dva rozklady ¢isla 6 v soudin:
6=6.1, ¢))
6=3.2.1.1. 2

Prvni rozklad vede k dvojcifernému, druhy ke cCtyfei-
fernému Cislu. Pfitom musi byt hledani cisla déli-
telnd Sestnicti a tedy i Ctyfmi; vyhleddme proto nej-
prve Cisla délitelnd Ctyfmi; ta maji nutné posledni
dvojcisli délitelné Ctyfmi.

Pripad [1]. Rozklad (1) vede jediné k ¢islu 16, které
spliluje pozadavky ulohy.

Ptipad [2]. Posledni dvojcisli hledaného cisla musi
mit na konci cifru 2, a mtZe tedy to byt bud 12, anebo
32,

a) Pfed dvojcisli 12 musime vzhledem k rozkladu
(2) napsat cifry 1 a 3, co lze ulinit dvéma zpusoby,
ato:

1312, 3112.

Z obou Cdisel je jediné ¢islo 1312 délitelné Sestndcti.

b) Pied dvojéisli 32 musime vzhledem k rozkladu
(2) napsat dvé cifry 1, coZ vede k jedinému cislu 1132,
které ziejmé neni délitelné Sestnicti (dokonce ani
osmi).

Zdvér. Uloze vyhovuji pravé dv& ptirozend Cisla, a
to 16 a 1312,

2. Dand je priamka AB. KruZnice &y, k, sa dotyka;u
priamky AB po rade v bodoch A4, B a ma;u navza;on;
vonkajsi dotyk v bode X. Vysetrxte, aky utvar vyplfiia
vietky body dotyku X pre vSetky mozné také dvojice
kruZnic %, &g
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Riesenie (obr. 25). Zostrojme spoloénu doty¢nicu ¢
kruznic %;, k, v bode X. Priamka ¢ nie je rovnobeZna
s priamkou AB, lebo je ¢t | S§;S;,(S;,S, st stredy
kruZnic %, k,) a S;S, nie je kolmicou k AB (je totiz

8,4 | AB, S,B | AB, 8,4 =£S,B). Priamka t
pretne teda priamku 4B v nejakom bode M. Dotyc-
nice vedené z bodu M ku kruZnici k, st priamky
AM = AB a t. Body dotyku st 4 a X, preto je

: AM = MX .
Z podobného dovodu je
BM = MX.

Z toho vyplyva AM = BM = }3AB. Bod M je
preto stredom useCky AB, takZe bod X lezi na kruz-
nici m zostrojenej nad prlemerom AB v danej polro-
vine s hranicou AB.

_'Obrétene, kazdym bodom X (réznym od bodov
A,,B),,kruinice.m..prechédza jedind kruZznica &, ktora
sa dotyka priamky AB v bode 4 a jedind kruZnica %,,
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ktord sa dotykd priamky AB v bode B. PretoZe je
MA = MX, je X bodom dotyku dotycnice vedenej
z bodu M ku kruZuici &, a z podobného dévodu je
X tiez bodom dotyku dotyc¢nice vedenej z bodu M
ku kruZnici k,. Priamka MX sa teda dotyka oboch
kruZnic %, k2 v bode X. Dotyk oboch kruZnic je von-
kajsi, pretoZe kruZnica &, obsahuje bod B leZiaci mimo
kruZnice k; (na jej dotyCnici) a kruZnica k; obsahuje
bod A leziaci mimo k, (na jej dotycn1c1)

Zdver. Hladané geometrické miesto bodov je kruz-
nica m bez bodov A4, B. Uselka AB je jej priemerom.

3. Reste podle neznimych x, y, z soustavu rovnic
s redlnym parametrem p:

x—py+pE=1, | (1)
"‘P3x +y—pz =1, (2)
Px—py+z=1. (3)

Provedte diskusi vzhledem k parametru p.

ReSeni. Ob¢ strany rovnice (2) zndsobme &islem p
a prictéme ji k rovnici (1); dostaneme
x(1—p)=1+p. 4
Nyni zndsobime obé strany rovnice (3) Cislem p a
pfi¢téme ji k rovnici (2); obdrzime
yA—p)=1+p. ®)
Koneéné znisobme rovnici (1) &islem —p? a pfi¢téme
ji k rovnici (3); dostaneme
z1—=p)=1-—p". (6)
Protoze plati 1 — p* = (1 — p) (1 + p) (1 + p?), 1e
1 —pt= Ojedintprop = lap = —1.Jelip # +1,
potom ze (4) az (6) dostivame. jediné feSeni,.a.to
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- 1 o 1 )
ST+ T T

Tato ¢isla x, y, z skuteCné jsou feSenim rovnic (1)
az (3), jak se zjisti dosazenim.

Pro p = 1soustava (1) az (3) zni

X =

x—y+z=1,
—x+y—2z=1,
x—y+z=1

a nem4 feSeni; seCtenim prvnich dvou rovnic dosta-
neme spor 0 = 2.

Pro p = —1 soustava (1) az (3) zni
x+y+z=1,
x+y+z=1,
x+y+z=1,

takze kazdé feSeni rovnice x + y + 2 = 1 je feSenim
soustavy. MuZzeme napf. volit Cisla y, 2; pak je x =
=1 — y — 2. Soustava ma nekonecné¢ mnoho (ruz-
nych) feSeni.

Zdvér. Dand soustava mi pro kazdé redlné &islo p
razné od 1 nebo —1 feSeni dané vztahy (7). Pro
p =1 nema 74dné feSeni a pro p = —1 m4a neko-
ne¢né¢ mnoho feSeni [x =1 — y — 2, v, 2], pfi CemZ
¥, 2 jsou libovolni Cisla.

4. Je dany tstrizok plechu v tvare rovnoramenného
trojuholnika s podstavou dfzky 22 cm a ramenom dizky
35 cm. Zistite, ¢i moZno z tohto plechu vystrihntt siet
kocky s hranou diky 6 cm tak, aby tito siet mala
tvar pismena T.

Vysledok odévodnite vypoctom.

RieSenie. (Dizky tsediek st v cm.) Sief danej kocky
volme v tvare nevypuklého osemuholnika ABCDEFGH
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ako na obr. 26 (pritom P je stred tseCky EF), takZe
ma tvar ,,obrateného® T. Os useCky AB je tiez
osou useCky A'B’ ,,dolného stredného‘ Stvorca.
OpiSme sieti rovnoramenny

trojuholnik MKL, kde M = |

—CE.HF, K= AB.HF, \
L = AB . CE. Jeho osou su- |
mernosti je priamka AMN, Fll\E
ktora je tiez osou siete kocky. 6
Strany $tvorcov siete majui :
dlZku d = 6. Teraz sa bude- 6

me zaoberat pravouhlymi

trojuholnikmi CLB, ECD, 6, \
EMP (kde po rade < B—  H[ Gl °ID \C
— 3D = 4P=90°a ¥ L= nl%6

=< C= X E). Z podob-
nosti tychto troch trojuhol-
nikov, ktoré sa okrem pravych

K A A’iB‘ B L

uhlov zhoduju tieZ v ostrych Obr. 26

uhloch <L, < C, X E, vyply-
5 . .1 ... . DE 18

va (pretoZe podla danych udajov je D=6 3)
“BL BL’°  PE  3°

Je teda

MN = MP 4 PN = MP + 24 = 33.

O preponédch uvaZovanych pravouhlych trojuholnikov
dostdvame po rade z Pythagorovej vety [pozri (1)]:
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CL =|/BC* + BL* = |/6* + 2* = |40 = 2|10,
EC =|DE* + DC* = |18 + 62 = 6]/9 + 1 =

= 610,
ME =|MP* + PE2=]9*+32=3]9 + 1=
= 3J/10.
S¢itanim tychto troch tseliek dostaneme
ML = 11]/10,
kde J/10 < 3,17, a teda
ML < 35. 2

Pritom podla (1) je
KL = KA + AB + BL =
=2.BL+ AB =
=2.2 +18 =22,
Teda
KL = 22. 3)
Pomocny rovnoramenny
trojuholnik MKL so zaklad-
fiou KL = 22 a s ramenom
ML < 35, do ktorého sa cel
siet kocky vojde, mé s da-
nym ° trojuholnikom KLO
(tvaru ustrizku) zhodnt zédkladiiu, ale rameno
ML je menSie ako rameno daného trojuholnika
KLO. Cely trojuholnik MLK sa teda vojde do troj-
uholnika KLO ako na obr. 27. Preto sa tam vojde aj
nami pdvodne narysovana siet kocky, t.j. siet kocky sa
dé skuto¢ne vystrihnut z daného tustrizku plechu Tym
je riedenie tlohy prevedené. .
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8. ULOHY I. KOLA KATEGORIE D

1. Dielna v 1. tyZdni splnila plan, t.j. vyrobila z ku-
sov vyrobkov. V 2. tyzdni poklesla vyroba oproti 1.
tyzdiu o p %.

O kolko percent musela dielfia zvysit svoj vykon
z druhého tyzdia v trefom tyZdni, aby na konci
tyzdna bol splneny trojtyzdenny plin?

Na ziver prevedte vypocet pre p = 10.

RieSenie. V prvom tyzdni vyrobila dielna 7z vy-
robkov. V druhom tyZdni vyrobila dieliia

np _ n(100 — p) (1)

100 100
vyrobkov. V trefom tyZdni musizvysit vyrobu z dru-
hého tyzdna o x percent, takze musi vyrobit

VX

Ul 100 )
vyrobkov. Toto (islo sa rovni stctu jednak tych n
vyrobkov, ktoré boli pévodne plinované na treti tyz-

den, jednak tych 1 ()2() vyrobkov, ktoré neboli vyro-

bené v druhom tyZdni, t.j. (':islu

vyrobkov.
Porovnanim (2) a (3) dostdvame linedrnu rovnicu
pre neznimu x:

= np
7’+100 T

93



. g e e 100 \
Po vynasobeni tejto rovnice Cislom —, 2 bo uprave

dostaneme:
x = —*—”(IO‘Z)JF ) _ 100, 4)
Po dosadeni za v z (1) do (4) postupne dostaneme:
100
x = n(100 + p) . 100 —p) 100,
_100(100 +p) ..
= 100—p 100 =
— 100 100 4 p — (100 — p)  200p
o ’ 100 — p 100 —p°
Dielta musi teda svoj vykon z druhého tyZdna zvysit o
x= e 2P ercent
=100 —pP :

Priklad. V pripade, ked je p = 10 (to znamend, Ze
v druhom tyzdni podala dieltia 90-percentny vykon),
dostavame

2000 200 2

—x.%‘*—j— —22§‘< 22,3.
Ak chce teda dielfia dohnat svoje oneskorenie z dru-
hého tyzdna, musi svoj vykon z tohto tyZdna v tretom
tyzdni zvysit asi o 22,3 9.

2. Dany je rovnobeznik ABCD, v ktorom AB > BC
a uhol <¢ DAB je ostry. Na priemke AB zostrojte ten
bod X, z ktorého vidno use¢ky AD, CD pod zhodnymi
uhlami.

Vysetrite polohu bodu X vzhladom na usecku AB.
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ReSeni (obr. 28). Podle podminky ulohy je
X AXD = < DXC. Podle véty o stfidavych thlech
je X AXD = < XDC. Trojihelnik DXC je tedy
rovnoramenny se zakladnou DX. Odtud vyplyva kon-
strukce bodu X je to spole¢ny bod pfimky AB a kruz-
nice k = (C; CD).

Obr. 28

KruZnice £ mé s pfimkou 4B spoleény aspori jeden
bod naleZejici poloptimce BA pravé tehdy, je-li
CD = CB neboli AB = BC}; tato podminka je vSak
splnéna podle znéni textu tlohy. Tento bod néleZi
usece AB, nebot podle piedpokladu je <t DAB
ostry, tj. uhel ¢ ADC je tupy a z trojuhelnika ACD
pak vyplyvd AC > CD. Ptfitom kruZnice %k protne
use¢ku AB v jediném bodé X, nebot <t ABC je tupy;
proto bod X’ soumérné sdruZzeny s X podle kolmice
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p | AB vedené bodem C padne na prodlouZeni
useCky AB za bod B, pfiCemz X' leZi téZ na k. Oba
body X, X’ tedy zfejmé vyhovuji poZadavkam ulohy,
kterd ma dvé feSeni.

3. Urcete vSechny dvojice ptirozenych disel x, y,
které vyhovuji rovnici

5x 4+ 7y* = 1600 . (1)

ReSeni. Jestlize dvojice piirozenych &isel x, y

spliluje rovnici (1), potom plati
2

x=320-—y2——2%. (2)

Cislo 2y? musi byt délitelné péti; to znamend, Ze

i Cislo y? musi byt délitelné péti (tj. musi koncit nulou

nebo pétkou). To znamend dale, Ze i Cislo y musi byt

délitelné péti (snadno se presvéd¢ime, Ze druhé moc-

niny téch pfirozenych Cisel, kterd nekon¢i nulou nebo

pétkou, nikdy nekon¢i nulou nebo pétkou). Cislo y je
tedy nasobkem péti, tj. ma tvar

y =5z, 3)
kde z je pfirozené Cislo. Po dosazeni do (2) dostaneme
x = 320 — 3522
neboli
x=5(64 — 72%). 4)

Cislo 64 — 722 je celé a kladné (jinak by nebylo
Cislo x pfirozené); sestavme tabulku tak, Ze budeme
volit Cislo 2 =1, 2, 3 (pro z = 4 je 64 — 72?% atedy
i ¢islo x zdporné). Uréime ze (3) a (4) Cisla x, y:
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4 1 2 3
64 — 722 57 36 1
x 285 180 5
y 5 10 15

Provedme nyni zkousku; skutecné plati:

a) 5.285 4 7.5% = 1425 4 175 = 1600;
b) 5.180 + 7. 102 = 900 + 700 = 1600;
c)5.54+7.15%2=25 4 1575 = 1600 .

Jsou pravé tfi dvojice pfirozenych Cisel, které splnuji
rovnici (1); jsou to dvojice: x = 285, y = 5; x = 180,
y=10;x =5,y = 15.

Jiné FeSeni. Rovnici (1) postupné upravujeme takto
1600 — 792
X= k4 3

L 7228 —5y2) +4 )

Nyni 228 — y2? musi byt pfirozené Cislo, tj. nejvyse
muze byt y* = 225 = 152 Vyzkousejme Cisla od
y =1do y = 15 dosazenim do (5); snadno zjistime,
Ze jediné Cisla y = 5, y = 10, y = 15 vedou k vyho-
vujicim dvojicim [x = 285,y = 5], [x = 180,y = 10],
[x =5, y = 15].
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4. Uselka AB dizky d je rozdelend na n zhodnych

useciek; z koncovych bodov tychto useciek st opisané

- d T Tap— .
kruznice polomerom e Vypoditajte ¢izku &ary, ktora

sa skladd z hrubo vytiahnutych oblikov kruZnic, a do-
kazte, 7e pre kazdé &islo # je dizka tejto iary vidsia
ako d (pozri obr. 29).

Obr. 29

Reseni (obr. 29). Zavedme oznaleni podle obrizku;
pfitom je AP = %, kde 7 je libovolné pfirozené Cislo.

Ozna¢me x délku silné narysované cary d
Poloméry shodnych kruZnic maji velikost r = e

Oblouky, s vyjimkou prvniho a posledniho oblouku

Cary, prisluseji ke stfedovym uhlim velikosti 60°;
napf. je <¢ NPQ = 60°, nebot trojuhelniky APN,
PRQ a tim i NPQ jsou rovnostranné. Délka y kazdého
z téchto oblouk, jichZ je celkem n — 1, je

1, 1 d_~
y=g2m=g.m.o =g

Prvni a posledni oblouk na$i Cary prisluseji ke stie-

dovym tuhlim 120° (je <t MAN = 120°), tj. kazdy

ma délku 2y.
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Je tedy
x=m—Dy+2.2y=m+3)y
neboli _ n(n+ 3)
X=—g d. (1)
Jesté dokazeme, Ze je x > d pro kazdé prirozené
Cislo 7.
Vzorec (1) napiSeme ve tvaru
_mn+3 0w é
=202 =2 .(1 +-n).d.

g

. . . 3 . 3
Vime, Ze je 3 > 1,1+ ~> l,prot01e—;£(1 +—;)>1,

x >d.

5. Je din ¢tverec ABCD o délce strany a a Ctverec
MNPQ o délce strany b, pfiCemZ je a > b; vrcholy
M, N, P, Q lezi na thloptickich AC, BD (viz obr. 30).

Sestrojte Ctverec XYZT tak, aby jeho vrcholy le-
zely na obvodu ctverce ABCD a aby body M, N,
P, Q lezely na obvodu ¢tverce XYZT.

Stanovte pocet feSeni ulohy vzhledem k danym
Cislim a, b.

Reseni. Rozbor (viz obr. 30). Ozna¢me S spole¢ny
stted Ctverct ABCD, MNPQ a p| BC, ¢q| AB
rovnobézky vedené bodem S ke strandm obou
¢tvercu.

Predpokladejme, Ze jsme sestrojili hledany ctverec
XYZT. Potom je trojuhelnik MNX pravouhly s pfe-
ponou MN o sttedu O; Thaletova kruznice k=
= (O, #b) nutné obsahuje vrchol X pravého uhlu
<X MXN.

Odtud plyne konstrukce: Sestrojme kruZnici k =
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& 5

+
A XWX B oObr. 30

= (O, r = %b) nad tseckou MN jako primérem a
oznatme X jeden z jejich spole¢nych bodii s ptim-
kou AB.

OpiSme kruZnici m = (S; SX); na ni lezi dalsi
vrcholy Y, Z, T hledaného ¢tverce XYZT, ptiCemz je
napf. BY = AX atd.

Diikaz. Otocme cely utvar okolo bodu S o pravy thel
tak, Ze bod A pfejde v B, bod Mv Nabod Bv Catd.
(vime, Ze je to moZné, nebot S4 = SB, SM = SN).
Pfitom tsecka AB prejde v usecku BC a bod X
v bod Y; je tedy SX = SY. Pravouhly rovnoramenny
trojihelnik XYS snadno doplnime na ¢tverec XYZT
pomoci soumérnosti o sttedu S, podle néhoZ oba dané
¢tverce jsou soumérné.

-Jesté musime dokézat, Ze bod N lezi na pfimce XY.
Ozname o, f ostré thly <t M, <¢ N v pravouhlém
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trojuhelniku MNX; vime, Ze je
o+ f=90°. (1)
Vime déle, Ze je
A MNX > A NPY,
nebot pfi otdleni, které jsme pfi konstrukci bodu Y
provadéli, preSel prvni trojuhelnik ve druhy. Je tedy
< YNP = «. A nyni vzhledem k (1) plati
X XNM 4+ << MNP + X YNP =+ 90° + a =
= 180°;
proto polopfimky NX, NY tvofi pfimy uhel, tj. body
X, N, Y lezi v pfimce. Tim je dikaz proveden.
Diskuse. Pocet feSeni zavisi na vzdjemné poloze
ptimky AB a kruZnice k. Vzdalenost v jejiho stfedu O
od AB je v = i(a — b), jeji polomér je r = 3b. Podle
zndmé véty o vzdjemné poloze piimky a kruZnice
dospéjeme k tomuto vysledku:
Je-li v < r neboli a — b < b, tj.
b<a<?2b,
jsou dvé raznd feSeni XYZT, X'Y'Z'T’, soumérné

sdruzend podle stfednich pficek ctverct ABCD,
MNPQ.

Je-li v = r neboli
a=2b,
je jediné feSeni XY ZT, kde X je stied tsecky AB.
Je-li v > r neboli
a>?2b,
nema4 uloha feSeni.
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6. Je dany kruh K so stredom S a polomerom r.
Bodom § vedieme dva kolmé priemery AC, BD
tohto kruhu. Nad useCkami S4, SB, SC, SD ako
priemermizostrojimekru-
hy K;, K,, K3, K, (pozri
obr. 31). Vypocitajte ob-
sah P $tvorlistka, ktorého
kazdy listok je spolocnou
Castou niektorych dvoch
kruhov.

Dalej vypocitajte obsah
Q vysrafovanej Cesti ro-
viny, ktord vznikne odde-
lenim kruhov K, K,, K,
K, od kruhu K.

RieSenie. Ozna¢me (po-
zri obr. 31) po rade S,
Ssy Ss, S4 stredy kruhov K, K,, K;, K, ktorych polo-
mery su 4r. Kruznice %, = (8;, ¥7), ky = = (S #7)
maji okrem bodu § spolocny bod M pri¢om je
r=88=8S=8SM=8M, < SlSS2 = 90°,
SSlMS2 je tedy Stvorec a plati

L SSM = X SS;M = 90°.
Oznaéme V obszh spolo¢nej &asti kruhov K, K,. Use&
kruhu K, prisluchajiica pravému stredovému uhlu
S SlM m4 obsah V. Obsah x tejto tiseCe viak vieme
vypocitat. Cislo x je rozdiel $tvrtiny obsahu kruhu K,
a obsahu troluholmka SMS,, v ktorom je SlM =
= §;8 = ¥, ¢ §; = 90°. Plati teda '

x—_l_n lrz‘_—_l_'il 2_7“_22
T (2) 2(2’):‘ 716
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Pre obsah V dostivame teda

T — 2
Vi= 8

2,

a preto, ze P = 4V, je

T —2

P= 2

¢o sme mali vypocitat.
Obsah Q dostaneme z obsahu nr? kruhu K, ked
od neho odcitame obsah }nr? kazdého z kruhov K,
K,, K,;, K, cize Cislo nr? a pripocitame obsah P. Je

teda
P=0,

Zdver. Vysrafovand Cast obrazca ma ten isty obsah
ako Stvorlistok.

r2 = 0,571 »%,

9. ULOHY II. KOLA KATEGORIE D

1. Narysujte obdfnik ABCD s rozmermi AB =
=12 cm a BC = 6 cm. 'V tomto obdfZniku narysujte
Stvrtkruznice &, &, so stredmi A, B a s polomermi
6 cm.

Vypocitajte polomer kruZnice &, ktord sa dotyka
priamky CD i oboch StvrtkruZnic %;, &, a potom kruz-
nicu & zostrojte. -

RieSenie (obr. 32). OznaCme x polomer hladanej
kruznice k. Dotyk kruZnice & s %, i s k, je nutne von-
kajsi, priCcom kruznica k& musi leZat v polrovine CDA,
kde lezia aj obe kruZnice, ktorych Castami su Stvrt-
kruZnice %, k, (kruZnica lezi vidy celd na jednej
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strane svojej doty¢nice). Stred G kruznice % leZi nutne
na strednej prie¢ke EF obdiznika ABCD. To preto, Ze
je GA = 6 + x = GB, takZe bod G padne nutne na
os useCky AB.

D

A \JE 8

Obr. 32

Z pravouhlého trojuholnika AGE s preponou AG =
= 6 + x dostaneme
AG?* — AE* = GE?,
AG*? — (EF — FG)? = AE?
a po dosadeni
(6 + x)* — (6 — x)> = 62.
Po upravich dostaneme
x=2.

Zostrojime teda os EF useCky AB (pozriobr.32)a
na polpriamku FE nanesieme useCku FG = § (je to
$1AD), opiSeme kruZnicu k= (G, %) a na useCkich
AG, BG a $tvrtkruZniciach &, &, zostrojime dotykové

Cize
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body H, K. Sprivnost konstrukcie vyplyva z toho, Ze
AE* 4+ EG*=6*4+ (6 —2)*=6*4+ (§)* = ’
_ 144 481 225  /15\?
i 4 T4 (2)
a dilej je AG=6+4 % =17% ako ma byt podla

Pythagorovej vety pouzitej na trojuholnik AGE. Tym
je tloha vyrieSena.

2. Dilna plnila pldn na 1009,. KdyZ nékolik dél-
nikd onemocnélo chfipkou, zvysiii ostatni délnici pra-
covni vykon o 20 9%,; aviak i potom plnila dilna denni
plan jen na 90 9,. Po onemocnéni dalsich ¢tyf délnika
se podafilo zbyvajicim délnikiim dosdhnout pavodniho
vykonu dilny, kdyZ sviij pracovni vykon zvysili o 259,
jednou jiz zlepSeného vykonu.

Vypoctéte, kolik bylo pivodné v dilné délnikid a
kolik jich celkem onemocnélo.

Reseni. Ozname x pﬁvodni pocet dé¢lnika v dilné

a y pocet délniku, ktefi prvné onemocnéli; mysleme si,

Ze jeden délnik ptivodné v dilné vyrobil napf. v kust
vyrobkt. Pak plati v prvnim obdobi chfipky:

o(x —).1,2=09xv, (1)

nebot za 1 den kaZzdy z dé€lnikd plnil denni pldn na
1209, a vyrobil o.31%) vyrobkid; vyrdbé&li vsak
celkem jen 909, denniho vykonu pivodnich x dél--
nikd, tj. vx. 0,9.

V druhém obdobi zbylo x — y — 4 délnikh; kazdy
z nich vyrabél 1259, denniho vykonu z prvniho ob-
dobi chfipky, tj. ». 1,2 . 1,25, tedy x — y — 4 délnika
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vyrobilo
ox—y—4).1,2.1,25,

coz je ptvodni denni vykon celé dilny, tj. vx. Plati
tedy
o(x —y—4).1,2.1,25 = ovx. (2)

Obé strany rovnic (1), (2) znisobme Cdislem 711)-;

dostaneme po snadné tGpravé soustavu

0,3x = 1,2y,
0,5x — 1,5y = 6.
Soustavu upravime na tvar
x=4y,
x—3y=12.

Odtud snadno dostaneme
y =12, x=48;

vSech délniki bylo 48, nejdiive jich onemocnélo 12,
pozdéji se pocet nemocnych zvysil na 16.

Zkouska. 48 délnika denné vyrdbélo 48v vyrobkil.
Denni vyroba po prvnim onemocnéni byla

v.36. }%g = 36. 1,20 = 43,2v;

pfitom 90 9% nidenni vykon dd v. 48 . 0,9 vyrobkii, coZ
je vskutku 43,2v.

Po druhém onemocnéni zbylo 32 délnikd, ktefi
vyrabéli
- 120 125 120 125.8
0.32.m'1‘66— .1—0‘0—"‘—1604——7).4.12—487),

coZ je puvodni denni vykon dilny.

.4
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3. Je dén thel <t KMN = 60°, pfiCemz je MN =
= 6 cm. Bodem N sestrojime pfimku NL || MK a
na useCce MN sestrojime body P, Q tak, aby platilo
MP = NQ =1 cm.

Sestrojte tfi rtzné kosoltverce, z nichZ kazdy ma
tyto vlastnosti:

(1) Dvé protéjsi strany kosoctverce lezi po fadé na
pfimkach MK, NL.

(2) Kazdy z boda P, Q lezi na nékteré z thlopficek
hledaného kosoctverce.

Reseni (obr. 33). Narysujeme thel ¢ KMN = 60°,
pficemz je MN = 6 cm; sestrojime pfimku NL || MK
a uvnitf tseCky MN sestrojime body P, O, o nichZ
plati MP = NQ =1 cm.

L Db, D, Dy, N=Cy C, Cy

Obr. 33

Jsou dvé& moZnosti: Oba body P, Q padnou na touZ
uhlopfiCku hledaného kosoétverce anebo kazdy padne
na jinou z uhlopfi¢ek hledaného kosoltverce. Podle
zndmé ve€ty ma hledany kosoltverec uhlopficky na-
vzijem kolmé. e
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Ptipad [1]. Oznaéme S spole¢ny stfed tseéek MN,
PQ a povazujme MN za tGhlopficku hledeného rovno-
béinika A,B,C,;D,;, kde A; = M, C;= N a body
B, D, jsou po fadé pruseciky piimky p | MN, ve-
dené bodem S, s danymi rovnobézkami MK, NL.

Pfipad [2]. Je-li S; stfed rovnostranného rovno-
béznika A,B;C,D, druhého typu, potom bod §; nutné
leZi na ose g pasu rovnobéZek MK, NL, a to spolu
s bodem S; bodem S tedy vedeme pfimku ¢ || MK.
Necht bod P lezi na thlopficce S;4,; a bod Q na thlo-
pficce S;D, (body P, Q jsou ziejmé pfimkou ¢ oddé-
leny), pficemz je thel <¢ PS;Q = 90°. Bod S, proto
nutné lezi na Thaletové kruZnici £ = (S, SP). Odtud
konstrukce:

Stfedem S ftseCky PQ sestrojime rovnobézku
g|| MK a nad tseCkou PQ jako primérem opiSeme
Thaletovu kruZnici k; protoie pfimka q prochazi
sttedem této kruZnice, md s ni dva razné spo‘ecne
body S, S, takze PS,0S, pfi vhodné volb& oznaleni
boda S;, S, je obdélnik.

Kolmice S,P; S,Q vytinaji na pfimce MK body
A,, B; a na pfimce NL. body C,, D,; Ctyfuhelnik
A,B,C,D, spliiuje pozadavky tlohy (je to rovnobéznik,
nebot se jeho uhlopficky vzijemné puli, a je rovno-
stranny, coZ vyplyva z kolmosti jeho uhlopficek).

Bod S, vede k druhému rovnobéZniku A,B,C,D,,
o ném? se snadno usoudi, Ze vznikne posunutim rovno-
bé&inika A,B,C,D, o tGseku S,S,, takZe oba sestrojené
rovnostranné rovnobézniky 4,B,C,D,, A,B,C,D, jsou
shodné.

Tim je tloha rozieSena.
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4. 73k mél fe$it rovnici
x+2 ' x—2
Tx+23  Tx+1)°

Opsal ji v8ak s chybami: v (itateli na levé strané
rovnice napsal chybné druhy ¢len a ve jmenovateli na
pravé strané misto znaménka plus napsal znaménko
minus. Pfesto pfi spravném feSeni chybné opsané
rovnice obdrZel kofen dané rovnice.

Jak znéla chybné opsana rovnice ?

Reseni. Nejprve nzjdeme feseni dané rovnice; zné-
sobme obé strany dané rovnice Cislem
7(x + 1) (7x + 23); dostaneme postupné

Tx+ 1D (x+2) = (7x + 23) (x — 2),

7(x* 4+ 3x + 2) = Tx* 4 9x — 46,
2lx —9x = ——46 — 14,
12x = —60,
x =—33=-5.

Provedme hned zkou$ku sprivnosti. Oznacme L,
P vysledek dosazeni x = —5 do levé a do pravé
strany dané rovnice. Dostdvime

I — ~5 52, =3 . 1
—=35+423 —12 4°
—5—-2 —17 1

P:7(—5+1)=7.(—4)=Z’

takZe je L = P.
Spatné napsané rovnice vypadala takto:
x+p x— 2

Tx+23 1x—1)°
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kde p je néjaké znamé Cislo. Tato rovnice vSak ma
rovnéz feSeni x = —5; dosadme do ni toto dislo.
Dostaneme

—54+p —5—-2

—35+23  7(—5-—1)

neboli
—54+p_  —7
—12  7.(—6)°
po zkraceni zlomku na pravé strané dostaneme
—54p 1
—12 6"
Je to rovnice pro nezndmé (islo p; feSme ji. Zna-
sobme obé¢ strany rovnice Cislem —12; dostaneme
postupné

—S’I*P:_‘z':
p:'—2+5,
p=3.

Z'él'< tedy chybné napsal misto dané rovnice tuto rov-
nici:
*x+3  x—2
Tx+23  T(x—1)°

Ta ma feSeni x = —5, nebot dosazeni do levé a do
pravé strany jsou:
I — —5+3 -2 _1
T —35423° —127 6°
P —5—-2 —17 1

T(=5—1) 7.(—6) 6’
takze vskutku je L = P.
Tim jsme ulohu roztesili.
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10. NECO O METODACH RESENI ULOH

V brozurach matematické olympiady najdete kazdy
rok tzv. vzorova feSeni soutéznich uloh. Jsou to bud
feSeni autorskd, kterd vypracovali autofi tuloh, nebo
nékterd péknd feSeni ulastnikll soutéZe. OtiSténa fe-
Seni vSak maji zpravidla jeden nedostatek: predvadéji
sice p¢kné, pfesné — nékdy i elegantni a vtipné zpu-
soby feSeni uloh, ale obvykle netikaji, jak se na takovy
zpusob reSeni pfijde. Domnivame se, Ze Ctete nase bro-
Zury proto, abyste se naudili feSit matematické ulohy;
a to pujde ztézka, budete-li jen studovat hotova, tiebas
vybrousend feSeni tiloh. Proto vidm chceme v této
brozufe ukdzat aspon na nékolika pfikladech, jak je
mozné hledat metodu feSeni. Metody, které uvadime,
nejsou ovsem jediné mozné; jisté sami objevite jiné.
Ale snad si pfi nasich ukazkach asponl uvédomite, Ze
metodu feSeni se vZdy pokousime vyhledat tim, Ze
tlohu zatadujeme do skupiny tloh, které se fesi jis-
tymi ndm znidmymi zpusoby.

Jako prvni ukdzku uvedeme ulohu B-I-1, tj.
dlohu ¢. 1, I. kolo, kategorie B); text tlohy nebudeme
opakovat (viz str. 55), zaéneme pfimo s uvahami.

Abychom sestrojili hledany trojahelnik ABC, mu-
sime sestrojit neznamé Vrcholy B, C. Pro kazdy z nich
mime ]Can geometrlcke misto bodu (pfimky g, p);
mimoto vime, Ze tseCka BC prochéazi bodem M a je
jim délena v zndmém poméru: Plati totiz MB : MC =
= MX: MY, kde X, Y jsou pruseciky pfimek ¢, p
s libovolnou pfimkou prochizejici bodem M.

Konstruktivni tloha tohoto typu se obvykle fesi
stejnolehlosti: najde se obraz ¢’ pfimky ¢ v stejno-
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lehlosti se stfedem M a koeficientem —MY : MX
a urci se spolecné body Car p, ¢'; mezi nimi musi byt
bod C. BohuZel v nasem pripadé je ¢’ = p, a proto
tato metoda nevede k cili.

Jiny népad: pokusime se pro bod B urcit dalsi
geometrické misto bodu, a to pfimku AB. Pro tuto
pfimku je tfeba urdit jen smér, protoze bod A je dan.
Usecka AB je thloptickou kosoltverce, ktery vznikne,
prekiopime-li trojuhelnik ABC kolem piimky AB do
polohy ABC'. Ptimka AB je pak osou usecky CC’ a
také osou usecky MM’, kde M’ je bod vznikly pfe-
klopenim bodu M kolem ptimky AB. Protoze je
ziejmé BC' = ¢, lezi bod M’ na piimce ¢ a dovedeme
jej sestrojit, nebot je AM' = AM. Pfenechavame Cte-
naftm, aby si feSeni dokon¢i.i sami.

Jiny nédpad : misto rovnoramenného trojtihelnika
ABC budeme sestrojovat rovnoramenny lichob&Zznik
ABMN se zékladnami AB, M N ; neznamé¢ jsou vrcholy
B, N. Pro kazdy z nich mdme jedno geometrické misto
bodu: pro bod B piimku g, pro bod N piimku p. Obé
thlopficky AM, BN se protinaji v bodé¢ Q a plati
BQO:NQ = AQ : MQ. Tento pomér je vSak zndm,
nebot podle jisté vlastnosti lichobéZznika je AQ : MQ =
= BC: MC = XY : XM (viz prvni zpusob feSeni).
Dovedeme tedy sestrojit bod Q a pak i body B, N, C.
Pii tomto zplsobu feSeni jsme pouzili vlastné pro
lichobéZnik ABMN metody, kterd selhala v prvnim
piipadé pro trojuhelnik ABC.

Druhd ukizka se tykd tlohy C-I-1 (vizstr. 76).
Nebudeme vychdzet z formulace dikazové ulohy,
ale zaddme ulohu radéji takto: mame nalézt vSechna
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ptirozeni lisla x, pro néZ je Cislo x® 4 2x délitelné
tfemi.

Je ziejmé: je-li x délitelné tiemi, je také Cislo
x® + 2x délitelné tfemi. Neni-li x délitelné tfemi,
davéa po déleni tfemi zbytek bud 1, nebo 2; l1ze je tedy
napsat v jednom z tvaru

x=3n+1, x=3n-+2, (1)

kde 7 je celé ¢islo nezaporné. Takovéto vyjadreni Cisla x
vzhledem k déliteli 3 se zpravidla vidy osvédc¢i pii

zavislych na x.
Vypolteme pro obé vyjadfeni (1) vyraz x® 4 2x a
uloha bude rozfeSena; vyjde totiZ
x4+ 2x=03n+ 12+ 203n + 1) = 27n® + 2Tn* +
49+ 1+ 6n+ 2 =3k,
x4 2x = (3n + 2)® + 2(3n + 2) = 27n® + 54n?* +
+36n4+8-+6n4+4=31.
Tento postup je moZnid méné elegantni neZ feSeni
autorské, ale zato je prirozen¢jSi a ukazuje obecnou

metodu pro feSeni uloh tohoto druhu.
Jako dalsi ukdzky uvddime ulohy III. kola.

Uloha A-III-1. Je dén troj¢len
2x2 — x — 36.
Urcete viechna cela Cisla x, pro néZ je hodnota daného
troj¢lenu rovna druhé mocniné prvocisla.
ReSeni. Prvni pokus sméfuje k zjisténi, zda lze
dany troj¢len rozloZit v soulin linedrnich dvojélent,
které nabyvaji pro celoCiselnd x celoliselnych hod- -
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not. V tom piipadé¢ bude feSeni jednoduché. Kazdy
z téchto dvojclend musi totiz nabyvat pro hledané
x hodnoty bud +1, nebo +p, nebo +p? (kde p je
prvocislo) a hledané x se urc¢i reSenim linearni rovnice.
Je ovSem tfeba hned uvazit toto: nezdafi-li se rozloZit
troj¢len uvedenym zptisobem, nemusi byt dloha ne-
feditelnd. Tak napt. troj¢len 2x2 — x + 21 nelze roz-
lozit v soucin linedrnich Ciniteld s redlnymi koeficienty,
a pfesto pro x = 4 nabyva hodnoty 49 = 72.Troj¢len
2x% — x — 17 lze sice rozloZit v linedrni Cinitele, ale
s koeficienty iracionalnimi

2% — x — 17 = 2(x — .l.iM)(x — 1__M7),

4 4

pfesto pro x = 6 nabyva tento trojclen hodnoty
49 = 7% V téchto pripadech vede naSe tiloha na ne-
urcitou rovnici druhého stupné, napft. 2x* — x — 17 =
= y?, kterou upravime na tvar (4x — 1)? — 8y* = 137;
tuto rovnici mame feSit celymi Cisly x, y a vybrat
navic ta feSeni, kde y je prvocislo. To je ovSem tloha
Timto zplisobem fesil danou tlohu Peter Hatala,
zak tridy IIL.a SVVS v Bratislavé v Novohradské
ulici. Oznacil si 4x — 1 = A4 a po tupravé dospél
k rovnici 42? — 289 = 8p?, neboli
8prt=A+17) (4 — 17). U )
Dile uvazoval takto: Je-li p sudé, je p = 2, vyjde
A? = 321, coz je nemozné, nebot A je Cislo celé.
Je-li p liché, je také A liché a &isla 4 + 17, 4 — 17
jsou suda. Je tedy tieba rozlozit islo 8p* v soucin dvou
sudych Cinitelt; protoze je p liché, je to mozZné jen

Sesti zptisoby 8p% = (£2p).(-4p) = (£2p?).(+4) =
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= (44p? . (42). Nyni zkouma jednotlivé pfipady
(napt. 4+ 17=2p, A — 17 =4p atd.) a po vy-
louceni nezndmé A dostane p (p = —17). Po vyne-
chini nevyhovujicich Cisel p dostane vSecka feSeni
ulohy: nejprve p a pak x. Vyhodnéj$i by ovSem bylo
vyloudit p, urit 4, pak x a provést zkousku, zda p,
které vyjde z rovnice (*), je skuteéné prvocislo.

V tloze A-ITI-1 v$ak je trojélen rozloZitelny Zada-
nym zpusobem. Kvadratickd rovnice 2x2 — x — 36 =
= 0 m4 kofeny 2, —4 a rozklad zni

2x2 —x —36=02x — 9 (x + 4).
Nyni musi byt bud
[l 2x—9=41, x+ 4= +p?
nebo
[2] x +4= 41, 2x — 9 = +Lp?
nebo
Bl x+4=+4p, 2x—9=+p.

V pripadé€ [1] dostaneme z prvni rovnice bud
x =25, nebo x ='4; druh4 rovnice d4 bud x + 4=09,
nebo x + 4 = 8. Dostavame tedy jedno feSeni

xl - 5 .
V pifipadé [2] dostaneme z prvni rovnice bud
x = —3, nebo x = —5; druhd rovnice dia bud

2x — 9 = —15,nebo 2x — 9 = —19. Nevychazi tedy
z4dné dalsi feSeni, nebot Cisla 15 ani 19 nejsou druhé
mocniny prvocisel. :
V ptipadé [3] musi byt x + 4 = 2x — 9; odtud
vychazi x = 13, (x + 4) 2x — 9) = 172; mame tedy
druhé feSeni tlohy
x, = 13.
Tim je tloha A-III-1 Gplné roziesena.
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Uloha A-III-2 zni: V roviné je déna soustava
pravouhlych soufadnic x, y. VySetite mnoZinu vSech
bodt, jejichZz soufadnice v této soustavé splfiuji ne-
rovnosti:

0=x < i~, (1a)
J1 —sin2x — /I +sin2x < y < /T — cos2x —
—J/1 ¥ cos2x. (1b)

Nadlrtnéte obraz této mnoZiny.

K feSeni této tlohy neni tieba mnoho duvtipu.
Jde zfejmé jen o tpravu druhé dvojice nerovnosti,
aby vztahy mezi x, y byly jednodussi, tj. aby na pravé
i levé strané byl pokud moZno jen jeden ¢len. Pokud
jde o pravou nerovnost (1b), nabizeji se piirozené
vzorce z goniometrie

/2 |cos x| = J/T + cos 2x, J/2 |sin x| = /T — cos 2x.

()
ProtoZe plati (1a), je cos x = 0, sin x = 0 a absolutni
hodnoty ve vzorcich (2) 1ze vynechat. Dale upravime

Vé_(sin X — COS X) = l/_2_[‘-in x — sin (g — x)] =
=J2.2. ]/_15 [—sin (} - )] — —2sin (-} _ x).

%),
Dile upravime levou nerovnost (1b) podle vzorca
J1=sin2x = VI — cos (—Tzr- — 2x)=
= }J/2 |sin (% — x) 5 (4a)
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V1+sin2x=l/l+cos(—g—2x)=

—Vz

cos(lc-—x)
) .

(4b)

Také ve vzorcich (4a) a (4b) chceme odstranit abso-

lutni hodnoty. ProtoZe plati (1a), jc
R
4=7 " =3 3’
bude tedy nutné rozli§it dva pfipady:
[MlJe-io=x=<-—, je

=
4

tj.

/1 —sin2x — |/1 + sin 2x =

=V§[sin (g-— x) — cos (%——x)]=
E3 ]/f[ﬁn (-};- — x) — sin (% + x)] -

=V§.2.V%(—sinx) = —2sinx,

neboli

/1 —sin2x — |/1 + sin2x = —2sin x.

®)
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sin(%—x)éO, cos(%—x)%O,
J1 —=sin2x — |/1 4 sin2x =
= . ™ ™
=—]/2 [sm(z—x) —i—cos(z—x)]:
= — Vf[sin(g— x) -+ sin (g—[—x)]:

= —Vf.z.v—licosx= —2cosx ,

tj.

neboli
J/1 —sin2x — |/1 +sin2x = —2cosx.  (6)
Pro interval 0 < x < —g dostavame tedy podle (3),

(5) nerovnosti

—2sinx <y < —2sin (% = x); )
pro interval % =x= ; dostavame podle (3), (6)
nerovnosti

—2cosx <y < —2sin (% o x) . ®)
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Nerovnosti (7) pfepiSeme do tvaru

5 T . 1
sm(a-——x)g—%gsmx, A(7)

nerovnosti (8) pfepiSeme do tvaru
: K y ’

Iy -2 <
sm(4 x) = — 5 = cosx. (89

Zobrazime funkce

Yy =1sinx, Y = COS X, y——-sin(g——x);

viz obr. 34. Body [x, 9)2—] vyplni vySrafovany obra-

zec; hledany obrazec bodu [x,y] dostaneme preklo-

penim kolem osy x a dvojndsobnym zvétSenim vSech
soufadnic y.

y=C0SX  y=sinx
—Lo

™~

)

slxf---- -
[S)
N
%)
X

y:s/n(;':-r—x)

Obr. 34
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Podstatné kroky naSeho postupu byly tyto: pouZiti
vzorcu pro ,funkce polovi¢niho uhlu®“ k odstranéni
odmocnin v (1b); pouZiti vzorct pro ,soucet sind
k ziskdni jediného Clenu na pravé i levé strané ne- -
rovnosti (1b); v obou pfipadech bylo nutno nahradit
nékde funkci sinus funkci kosinus a naopak. Dalsi

podstatné kroky byly: rozdé¢leni intervalu (0, %} na

dva intervaly, abychom se zbavili absolutnich hod-
not, a kone¢né uprava nerovnosti na tvar (7') a (8),
abychom ziskali jednodussi funkce, jejichz prubéh
lIze snadno zakreslit.

Vétsina spravnych feSeni uZivala v podstaté tohoto
postupu.

Uloha A-IIT-3 m4 tento text: Jsou ddny dvé na-
vzéjem kolmé mimobézky PM, ON, kde pfimka PQ
je kolma ke kazdé z obou mimobézek. V roviné ¢ kolmé
k tsecce PQ a prochizejici jejim sttedem O je ddna
kruznice k = (O, r).

Dokazte, Ze kazda use¢ka XY, jejiZ krajni body X, Y
leZi po fadé na mimobézkich PM, QN a ktera obsa-
huje bod kruZnice k, ma touz délku; vvjadiete tuto
délku pomoci poloméru r a délky v = PQ.

Jaky tutvar vypini krajni body X vSech takovych
useCek XY? ‘

ReSeni. Prvni &ist tlohy bude rozielena, vypolte-
me-li délku tseCky XY. Kazdou usetku XY lze po-
klddat za pfeponu pravouhlého trojuhelnika Y'XY,
ktery zkonstruujeme takto: pfimkou p vedeme rovirtu
0|l o a oznaime Y’ pravouhly primét bodu Y do
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roviny p. Zfejmé je YY' = PQ = v; zbyva vypocitat
délku odvésny XY’. K tomu je tfeba uplatnit jesté
podminku, Ze stfed S tsecky XY lezi na kruZnici k.
Proto promitneme pravothle také kruZnici £ do ro-
viny p; tak dostaneme kruZnici &' = (P, r). Stied S

Obr. 35

useCky XY se promitne pravothle do roviny o do
sttedu S’ tseCky XY’; bod S’ leZi na kruZnici &'.
Situace v roviné p je naznacena na obr. 35; pfitom ¢’
znali pravouhly primét pfimky ¢ do roviny p. Na
obr. 35 je zakreslena tzv. ,,obecna poloha‘ tisecky XY’,
kdy zidny z bodi X, Y’ nesplyne s bodem P; proto
vznikne pravouhly trojuhelnik XY'P s pfeponou XY".
Protoze jeji stied S’ leZi na kruZnici %', je PS' =r.
Stied S’ je vSak stfedem kruZnice opsané trojuhelniku
XY'P, proto je S X=8Y =8P=r a XY'=
= X§" + S'Y’ = 2r. Zbyva dokézat, Ze tseCka XY’
ma délku 2r také v pripadé, kdyz jde o ,,zvlaStni po-
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lohu*, kdy je bud X = P,nebo Y’ = P; to je viak
zfejmé, jak ukazuje na obr 35 priklad usecky X,Y;.
Je tedy

XY2=YY"? + XY'? =02 4 42,

Tim je Gplné rozteSena prvni Cast tlohy. Odpovéd
na druhou otazku dame zcela snadno. Pfedchozi uvahy
vam jisté pfipomnély jedno zndmé geometrické misto
bodit v roviné: geometrické misto sttedtt S’ uselek
XY’, které maji stilou délku 2r a jejichZ krajni body
X, Y’ lezi na kolmicich p, ¢’, je kruznice k' = (P, r).
Kazdy z bodu X, Y’ vyplni tedy usecku délky 4r, ktera
lezi v pfimce p(¢’) a mé stfted v bodé P. Tim je vy-
Setfeno geometrické misto boda X; protoZe lze v textu
ulohy zaménit primky 2 (body X, Y), je tim vy-
Setfeno i geometrické misto bodu Y.

Rada fesitelt tlohy A-III-3 uzila CdsteCné metody
souradmc, oviem jen kartézskych soufadnic v roviné.
Tak napft. Jiti Durdil, zak tfidy II1.b SVVS v Praze 8-
Libni, zvolil za osy souradmc ptimky p, ¢’ a uzil rov-
nice kruZnice &’ k tomu, aby dokazal vztah XY’ = 2r.
Pro vypocet délky usecky XV vSak uz uzil opét Pytha-
gorovy véty a dopliiujici ivahy pro ,,zvla$tni*“ polohy
této uiseCky vynechal. Zde se ukazuje, jak bylo vyhodné
uzit disledné metody soufadnic (analytické geometrie)
pro feSeni celé ulohy [i otazky b)]. Tu by ovSem bylo
tfeba zavést soustavu prostorovych soufadnic, ktera
se na stfedni $kole neprobiré. Zaroven si uvédomime
pr1 této prﬂezxtostx, jak ucmnym prostredkem pro vy-
Setfovdni geometrickych mist bodu je prave metoda
analytické geometrie.

Uloha A-III-4 zni: V roviné je dana kruZnice
k= (§; r). Kromé¢ toho je dan bod A4 = S, ktery lezi
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uvnitf kruznice k. Svételny paprsek vychazejici z da-
ného bodu A se odraZi od kruznice % v jistém bodé¢ B,
dale se odrazi od kruZnice & v jistém bodé C a pak se
vraci nazpét do bodu 4.

Vypoditejte sinus dutého uhlu < SAB pomoci
isel r, d = SA a rozhodnéte o feSitelnosti tlohy.

P#i feSeni stadi uplatnit zndmy fyzikdlni zdkon
o thlu dopadu a odrazu svételného paprsku; piitom
je tfeba uvazit, Ze kolmice ke kfivce odrazu v daném
bod¢ je kolmice k te¢né ¢i'i tzv. norméla kiivky. U kruz-
nice prochézi normaéla kaZdého jejiho bodu stfedem
kruznice. Drdha svételného paprsku je zakreslena na
obr. 36. Dréha je obvod trojuhelnika ABCj; bod S je
podle podminek ulohy priseéikem os thla <t B, <¢ C
tohoto trojuhelnika a polopfimka AS je osou uhlu <CA.

Hledany sina« vyjadfi-
me z trojuhelnika SAB
pomoci sinové véty

dsine = rsinff. (1)

Abychom z rovnice (1)
urcili sin « pomoci 7, d,
je tfeba vyjadrit f pomoci
o. Protoze polopfimka A4S
je osou uhlu < CAB, je
0 = o (oznzleni uhla
podle obr. 36); protoZe :
trojuhelnik BCS je rovno- Obr. 36
ramenny, je f = ». Pro
velikost vnitfnich Ghla < ABC plati tedy 2« + 48 =
= 180° neboli « = 90° — 2. Dosadime za « do rov-
nice (1), vyjadfime nejprve sin f a pak dosadime zpét
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do (1); dostaneme
dsin (90° — 2p8) = rsinf,

neboli
dcos2f = rsinf,
neboli
d(1 — 2sin?f) = rsinf,
neboli

2dsin?f 4 rsinf —d=0.
Odtud vychazi (d# 0 podle pfedpokladu)

sinf = —1= ]{1’; + 8 @)

Diskriminant je zfejmé Cislo kladné; protoze thel S
je duty, je sin g > 0 a ve vzorci (2) pfichdzi v uvahu
jen znameni plus. Je tedy

sinfl = T 2"
MiuZems= se jeSté presvédlit, Ze zlomek na pravé strané
je Cislo kladné a mensi nez 1. Skutecné je ]/r2 + 842 >
2 2
Ve + L&d ">'1, bylo
byv]/.r2 + 842 = 4d + r, tj. po tipravé 8d(d + r) < 0,
coZ je nemozné. _
Nyni dosadime z (2’) do (1) a dostaneme
I +8a2 —r
4d° :
Tim je tloha uplné roziesena.

> J/* = r; kdyby platilo

sina = r
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