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111.O vysledcich jednotlivych kol
soutéze

-

A. SOUTEZ I. KOLA

V tabulkich ¢. 1 a 2 je podle jednotlivych kraju
uveden pocet ucastniki I. kola, a to téch, ktefi pfed-
loZili feSeni vSech Sesti pfipravnych uloh a alespori
Ctyf soutéZnich tloh I. kola. Nejsou zde uvadéni ti,
ktefi se soutéZe ucastnili jen z ¢asti. Dale je zde uve-
den pocet usp&nych fesiteld prvniho kola, tj. téch,
ktefi ze Sesti pfipravnych uloh roziesili alesponl Ctyfi
spravné a odevzdali alespon Ctyfi spravna feSeni sou-
téZnich uloh I. kola.

Udast je proti IX. ro¢niku MO znaéné slabsi; ve
vyssich kategoriich poklesl pocet tiastnikt aZ na polo-
vinus v kategorii D je ubytek jen asi 15 9%,. PriCiny
tohoto zjevu jsou ruzné. Pfedevsim je tu znacné mimo-
Skolni Casové zatiZeni zaku rtznymi akcemi, coZ plati
zvlasté o vysSich kategoriich. V téchto kategoriich
vSak také matematické olympiddé znacné konkuruje
fyzikélni olympiada. V tomto rocniku ptisobila znac-
nou nesniz nestejnd predbéZnd pfipravenost Zaku
stejné starych v riznych typech $kol, vzhledem k tomu,
Ze se osnovy matematiky na téchto Skoldch znalné

liSily od osnov normélnich, Proto mohli ucitelé mate-
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matiky se svolenim KVMO zatadit své Ziky i do niz-
Sich kategorii. Tak napf. néktefi Zaci, ktefi by svym
ro¢nikem patfili do kategorie C, soutéZili v kategorii D.
V celé této otazce poltu ucastniki pfipadnd nevhod-
nost nékterych soutéznich tloh I. kola rozhodné ne-
hrala podstatnou roli.

Pfitom je potéSujici, Ze procento uspésnych feSitelt
prvniho kola ve vysSich kategoriich se blizi Cislu 55,
v nejvyssi kategorii A dokonce Cislu 65. To je pod-
statné zlepSeni proti pfedchozimu ro¢niku, kde se
v téchto ptipadech setkdvdme s ¢isly 40 a 43. To do
jisté miry asi znamen4, Ze absolutni ubytek poctu fe-
Siteld je vyvaZen zlepSenim kvality, pokud ovSem pied-
pokladame, Ze ndroky na soutéZici v obou rolnicich
byly zhruba stejné. V kategorii D procento uspé$nych
fesitelt je asi 55, tedy jako v pfedchozim ro¢niku.

Lze oclekavat, Ze v organizaci naSeho $kolstvi na-
stane v pristich letech urcity klid a jednotnost v poza-
davcich, ¢imz budou i poZadavky soutéZe na Zzaky cel-
kem jednotné.

B. SOUTEZ II. KOLA

1. Vysledky II. kola jsou patrny z tabulek ¢. 3 a 4.
Je vidét, Ze vSichni Uspésni fesitelé I. kola nebyli po-
zvani vybory MO k soutéZzi II. kola. Také né&ktefi

pozvani se nedostavili. Jednou z pficin tu byva i to,
Ze néktefi Zaci nepracovali v 1. kole zcela samostatné
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Tabulka ¢ 2
Prehled poltu ucastnikii I. kola podle kraji v kategorii D* )

Kategorie D
Kraj

S EREEE
Praha mésto 1212 601 761
Stredoclesky 1170 643 773
Jihogesky 1082 550 600
Zapadoclesky 982 524 534
Severolesky 1136 573 586
Vychodogesky 1809 1036 865
Jihomoravsky 1768 806 1063
Severomoravsky 1601 796 828
Zapadoslovensky 868 468 495
Stfedoslovensky 1156 624 633
Vychodoslovensky 323 173 224
Celkem 13107 6794 7362

*) P = celkovy pocet tcastniki ;

a chtéli se vyhnout netspéchu ve II. kole. Tato situace
je patrna i v kategorii D, kde se Casto v I. kole vysky-

tovaly stiZnosti na opisovani zZakd.

Ubytek tcastniki v I1. kole pfi porovndni s pfed-
chozim rolnikem je vé&tS$i neZ 30 9,, zato procento
uspé$nych fesiteld je asi 40 9%, oproti 32 9, v pred-
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Tabulka ¢ 4 .
Prehled poétu uicastnikii I1. kola podle krajit v kategorii D* )

Kategorie D
Kraj
IR
Praha mésto 626 286 477
Stfedocesky 415 214 2906
Jihocesky 141 75 65
_ Zapadocesky v 442 240 311
Severocesky 522 257 321
Vychodocesky 723 389 465
Jihomoravsky 842 427 421
Severomoravsky 666 335 379
" Zapadoslovensky 452 247 273
Stiedoslovensky 191 90 126
Vychodoslovensky 167 91 147
Celkem H 5187 2651 281 |

*) P = podet vech ucastniki; U = pocet uspéSnych resitell.

chozim ro¢niku; v kategorii D je asi 60 9, uspé$nych
fesitela proti 68 9, v pfedchozim ro¢niku. Je tedy
klasifikace ve vysSich kategoriich pfiznivéjsi, kdezto
v kategorii D ostiejsi, coZ je k prospéchu véci, i kdyZ
posldni kategorie D je zna¢né odli$né od poslani ostat-
nich kategorii.

2. Vybory MO odménily uspésné fesitele II. kola
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pochvalnymi uzninimi a hodnotnymi vécnymi cena-
mi, zvlasté pak odbornymi knihami.

V kategoriich B, C, D konci soutéz II. kolem. Uva-
dime jména deseti nejlepsich fesitelt v kategoriich B
a C za kazdy kraj. Pokud neni jinak uvedeno, jedna se
v tomto seznamu o zaky stfedni vSeobecné vzdélavaci
sSkoly.

PORADI USPESNYCH RESITELU II. KOLA
V. KATEGORIICH B, C

SVVS = stfedni vSeobecné vzdélavaci $kola
P = prumyslova $kola

Praha —mé&sto

B. Durdil Jifi, 23. SVVS, Prah 8; Vesely. Karel,
6. SVVS, Bil4 ul., Praha; Jezek Jaroslav, 17. SVVS,
Kiesomyslova, Praha; Vanétek Milan, SVVS, Skolni,
Praha 1; Tvrdy M., 20. SVVS, Praha 5; Cibulka Josef,
36. SVVS, V tizlabing, Praha; Bérdk Jaroslav, 21. SVVS,
Praha 5; Holzbecher J., 20. SVVS, Praha 5; Hojdar
Josef, 9. SVVS, Praha 8; Sobinova Zdefika, 15. SVVS,
Praha 3.

C. Zeminek Jaroslav, 20. SVVS, Praha 5; Vit Zde-
nék, 14. SVVS, Praha 2; Fried Viktor, 2. P, Praha 1;
Vodi¢kovd Ludmila, 14. SVVS, Praha 2; Ctyroky Jiti,
27. SVVS, Praha 4; Fri¢ Martin, 7. SVVS, Praha 7;
Berdnek Viclav, 5. P, Cyrilometodé&jské n. 8, Praha;
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Hudcova Marie, 24. SVVS; Soudek Vladimir, 21. SVVS,
Praha 5; Vorli¢ek J., 14. SVVS, Praha 2.

Sttedolesky kraj

B. Kunc, Kladno; Spetlik, Mnichovo Hradistg.

C. Prochizka Jindfich, Celdkovice; Liskova Marie,
Ri¢any; Kobylka, Hofovice; Muzik J., Hofovice; Si-
merka Ivan, Mlad4 Boleslav; Kroupa K., Ri¢any; Hlou-
ek, Vlasim; Svoboda, P, Kladno; NeSetfil, Rakovnik.

Jihoclesky kraj

B. Cvach Jaroslav, Sobéslav; Zavadil Jifi, Pelhfimov;
Parma Ludvik, Téabor; Ostry Ladislav, P, Tébor; Ned-
védova Zdéna, Strakonice; Hronkova Eva, Strakonice.

C. Limpouch Viclav, Strakonice; Héjkova Jarmila,
Blatnd; Turek Zdenék, P, Pisek; Hora Jan, Téabor;
Komrska Pavel, Tyn nad Vitavou; Matzner Jan, Ceské
Budgjovice; Macek Bohuslav, Strakonice; Mili¢cka Edu-
ard, Strakonice; Klouzek Jan, Cesky Krumlov.

ZapadocCesky kraj

B. Vacek Jifi, Plzen;

C. Stveritek Josef, Sokolov; Fleissig Jiti, Plzefi;
Opatrny Jaroslav, Nepomuk; Paidar Viclav, P, Klato-
vy; Mertl Petr, Plzen; Klicka Jan, PreStice; Zemandl
Milan, P, Klatovy; Svik Véclav, Piestice; Dvorik Josef,
Cheb; Sluka Zdengk, Horazdovice.
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Severolesky kraj

B. Fejtkova Pavla, Liberec; Stary Petr, Usti n. La-
bem; Novotny Jifi, P, Most; Cmelik Jifi, Liberec; Jae-
ger Vladimir, Most; Bure$ Véclav, Usti n. Labem; Tho-
rovsky Ctibor, Usti n. Labem; Andrlovd Miroslava,
Tanvald; Balcar Rudolf, Liberec; Prochdzka Antonin,
Litoméfice.

C. Hovorkovd M., Liberec; Gorlich P., Usti n. La-
bem; Ruzi¢ka A., Usti n. Labem; Marek Jan, Liberec;
Kn&Zourkové D., C. Lipa; Pola¢ek K., P, Usti n. La-
bem; Karasek J., Ceskd Lipa; Ry$inek F., P, Usti n.
Labem; Kykalova I., P, Liberec; RySavy Jan, P, Libe-
rec. :

Vychodocesky kraj

B. Netuka Ivan, Hradec Kréalové; Ptidal Jaroslav,
Hradec Kralové; Hrndif Fr., Nova Paka; Hrdlicka Mi- -
lan, 1. SVVS, Pardubice; Bryknar Zd., Nové4 Paka; Ku-
drnovsky Pavel, Dvtr Kralové n. Lab.; Foftova Kvéta,
Pfelou¢; Martincovd Marta, Rychnov nad KnéZnou;
Richter Antonin, Dviir Kralové nad Labem; Loulny
Zbynék, Lanskroun.

C. Chaloupek Karel, Kostelec nad Orlici; Kapicka
Ales, 1. SVVS, Pardubice; Veverka René, 3. SVVS,
Pardubice; Hartman Miroslav, Hradec Kralové; Mou-
dra Milena, Pardubice; Plasil Jan, Hofice v Podkrko-
nosi; Hlavacek Ladislav, Kostelec nad Orlici; Holoub-
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kovd Marie, P, HavlickGv Brod; Zima Miroslav, Trut-
nov; Semerak Viclav, Prelouc.

Jihomoravsky kraj

B. Sobotka Jan, Blansko; BartiiSek M., Brno; Ko-
louch Jaromir, P, Gottwaldov; Vitek Pavel, Jihlava;
Bendové Jitka, Brno; Cerny Véclav, M. Budé&jovice;
Poustka Jifi, Brno; Jic¢insky Milos, P, Brno.

C. Simkové Drah., Znojmo; Vasek Lub., Gottwal-
dov; Kubin Milo$, Brno; Chyba Jaroslav, Brno; Lenc
Michal, Brno; Rybai Pavel, Brno; Svoboda Karel,
Brno; Znojil Mir., Prostéjov; Mikula Milan, Ttebic;
Vrbik Jan, Vyskov.

Severomoravsky kraj

B. Josifko J.,Opava; Vrana L., Novy Ji¢in; Kundic-
ky P., P, Ostrava; Cimalova K., Orlova.

vvvvv

Zapadoslovensky kraj

B. Hatala Peter, Bratislava; Lesyk Peter, Bratislava;
- Komrska Peter, P, Bratislava; Tarabek Pavol, Bratisla-
va; Vesely Marian, Bratislava.
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C. Voda Pavol, Bratislava; Janekova Dagmar, Bra-
tislava; Kedro Martin, Trencin; PiSutovd Anna, Brati-
slava; Pohanka Vladimir, Bratislava; Kovacikovd Na-
dézda, Trencin; Krnan Pavol, Bratislava; Mardiakova
Anna, Bratislava; Plachetka Jan, Trenéin; Té6th Stefan,
Trnava.

Stiedoslovensky kraj

B. Jirasek Juraj, Zilina; Vnadlik Stanislav, T. Tepli-
ce; Holmova Augustina, Namestovo; Krsko Jan, T.
Teplice; Fiizy Dusan, RuZomberok; Jaro$ Stefan, Ru-
zomberok; Rusndk Ivan, RuZomberok; Bystricky Ka-
mil, P, Dubnica; Reich Rudolf, P, Zvolen; Kozik To-
mas, P, Dubnica. ‘

C. Francen Jozef, Handlovd; Hovorkovd Darina,
Zvolen; Moraviik Jozef, Zvolen; Kudlitka Jén, P,
Martin; Jablonskd Marta, P, RuZomberok; Heisova
Zdena, Zvolen; Szenesyova Elena, Zvolen; Kralik Ja-
roslav, Zvolen; Hrdina Milan, Zilina; Hlava¢ Ivan,
RuZomberok.

Vychodoslovensky kraj
C. Koslik Stefan, Kogice; Neuwirth Peter, Kosice;
Ponist Jozef, Kosice; Sitarovd Anna, KoSice; Forgac
Ladislav, PreSov; Zachar Juraj, P, Kosice.



C. SOUTEZ I11. KOLA

Mezi 80 ucastniky III. kola bylo 7 Zzakd primyslo-
vych $kol, ostatni byli ze stfednich vSeobecné vzdéla-
vacich $kol; pfitom jeden uspéS$ny ulastnik byl ze II.
roéniku SVVS. SoutéZe se ulastnilo 11 déviat.

Mezi 44 Gspésnymi fesiteli byli 3 Zici z pramyslo-
vych $kol. Uspéiné fesitelky byly 3.

Nejlepsich 20 uspésnych fesiteld III. kola se podle
organiza¢niho fadu stalo vitézi X. rocniku MO; jeden
z nich je z pramyslové skoly, 4 jsou Slovéci. Osm z vité-
ztt MO se ticastnilo III. mezindrodni matematické olym-
piddy, konané v Cervenci 1961 v Madarsku (viz ¢ast VI
této brozury).

V dal$im uvadime potfadi vitézi X. jubilejniho roc-
niku matematické olympiady.

Pofadi vitézi X. jubilejniho rocniku MO
ve $k. r. 1960/61

1. Karel P¥ikry, 3.a tf. SVVS, Vyskov
2. Tomd§ Yech, 3.b tf. SVVS, Hellichova ul.,
Praha 1
3.—4. Alexandr Groda, 3.b t¥. SVVS, Kollarova ul.,
Praha 8
Fan Lusk, 3.d t¥. SVVS, Ceské Budgjovice
5.—6. Michal Kretschmer, 3.b tf. SVVS, Omska ul.,
' Praha-Vrsovice
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10. —13.

14. —15.

16.—19.

20.

Premysl Svoboda, 3.b tf. SVVS, Roudnice n.
Lab.

. Pavel ObloZinsky, 3.a tf. SVVS, Bratislava-

Palisady

. Karel Hrbdcek, 3.a tf. SVVS, Nymburk

Emil Kraemer, 3.b tf. SVVS, Zukovova, Pra-
ha 6

$i¥i Lauda, 3.a tf. SVVS, Havli¢kav Brod
Belomir Lonek, 4.a ro€. pramyslové Skoly ja-
derné techniky, Je¢na ul., Praha

Miroslav Smuk, 3.c tf. SVVS, Ostrava 5 —
Hladnov

Zdenédk Vyborny, 3.b tf. SVVS, ul. Pionyrd,
Praha 6

Bohumil Krdl, 3.a tf. SVVS, Bratislava-Novo-
hradska

Ladislav Luk$an, 3.a t¥. SVVS, Usti n. Lab. —
Na skifivanku

Fan Dobes, 3.a tf. SVVS, Cesky Té&in

Pavel Krbec, 3.b tf. SVVS, Beroun

Karol Macdk, 3.c tf. SVVS, Bratislava-Novo-
hradska

Dusan Miklo$, 3.c tf. SVVS, Bratislava-Novo-
hradska

Josef Danef, 1.d t¥. SVVS, Praha 9

Vitézové X. ro¢niku matematické olympiady byli
odménéni ministerstvem $kolstvi a kultury velmi hod-
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notnymi vécnymi cenami, jejichz druh si sami urili.
Vedle toho dostali poukdzky na nakup odborné studijni
literatury (az do vySe K& 250,—); seznam pro vybér
vhodnych publikaci v jazyce Ceském, slovenském a rus-
kém kazdy z nich obdrZel. Vedle toho kazdému vitézi
byl doru¢en umélecky provedeny Cestny diplom o
uspéchu ve III. kole; diplom podepsal ministr §kolstvi
a kultury dr. Fr. Kahuda a ptedseda UVMO akademik

Josef Novdk.
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P¥ipravné Glohy I. kola
KATEGORIE A

1. Zostrojte pravouhly trojuholnik, ak je dany polo-
mer kruZnice trojuholniku opisanej a polomer kruZnice
vpisanej. Urobte diskusiu rieSitelnosti vzhladom na vel-
kosti oboch danych polomerov. '

(P o kyn. Vypocitajte stiCet odvesien pomocou da-
nych polomerov a vysledku pouZite ku konstrukcii.)

2. V roviné jsou diny dvé kruZnice %,, &, (0 polo-
mérech R, r, kde R = r = 1), které maji vnéjsi dotyk.

Vypotitejte polomér x kruZnice k, kterd se kazdé
z kruZnic &, k, dotykd vné a zirovenl se dotyka jedné
spolecné vnéjsi teCny kruZnic &, k..

Rozhodnéte, pfi které hodnoté R je x nejmensi.

3. Narysujte graf funkce:

_x. x* X1/ % —9
a)y—m, b)y:‘v_x—;> C)y [x[ [.x—z:—_g]
X x2+ x — 6
Dy=rg BiARE ;

)y =lal.| = Dy=1xl.) .

Podejte odiivodnéni.
4. Urcete vSechna redlnd Cisla p, pro kterd rovnice
¥ —2(p +4x +p*+6p=0

0 nezndmé x ma:
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a) oba kofeny rizné a zdporné; b) jeden zaporny ko-
fen, druhy nezéporny.

5. Vyroba podniku sa kazdym rokom zvySuje o p 9.
V priebehu ktorého roku vzrastie vyroba o np %, (kde n
je dané prirodzené Cislo) proti pocCiatocnému stavu? Na
zéver urobte vypoclet pfe p = 20, n = 5.

6. Oznatme D priiselik osy thlu <rBCA trojthelniku
ABC se stranou AB; déile ozname CB = a, CA = b,
CD = u.

a) DokaZte, Ze plati BD -

AD T b
b) Vypoctéte obsah trojuhelnika ABC, jestlize jsou
déna Cisla a, b, u.

(Je vyhodné uzit trigonometrickych vzorct pro obsah
trojuhelnika.)

KATEGORIE B

1. Dané su celd Cisla 4, B. Potom aspon jedno z Cisel
A, B, A +B, A — B je delitelné troma; dokaZzte.
(P o kyn. Existuje jedina dvojica celych Cisel a, 2, kde
0 < 2 < 3, takd, Ze plati A = 3a + z.)

2. V roviné jsou dény dva rtizné body C, P a na piim-
ce CP bod V.

Sestrojte rovnoramenny trojuhelnik ABC v ném? je
bod P stfedem zdkladny AB a bod V pruseikem vysek.

Rozhodnéte o feSitelnosti ulohy vzhledem k poloze
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bodu V na ptimce CP. (P okyn. Vypoctéte velikost
useCky x = 14B.)

3. V roviné je din kosoltverec ABCD.

Sestrojte kruznice &, = (Sy,1y), ks = (Ss, 1,) téchto
vlastnosti:

(1) kruZnice &,, k, maji vng&jsi dotyk,

(2) plati r, = 2ry,

(3) kruZnice %, se dotykd ramen uhlu <tDAB a kruz-
nice &, se dotykd ramen uhlu <<BCD,

(4) obé kruznice &, &, lezi v kosoctverci ABCD.

4. Vroviné jsou dany dva pravé pfilehlé thly cQMN
JXMNP. Uvazujme Ctverec ABCD, kde bod A leZi na
polopfimce MQ, bod B je bodem usecky MN, bod C
lezi na polopfimce NP.

Vyjadrete délku usecky AB pomoci dané délky MN=
= 2d a vzdalenosti x bodu O, B (je tedy x = 0), kde O
je stfed tiseCky MN. JestliZe bod B probiha usecku MN,
vysetite, co pfitom vyplni:

a) stfed S ¢tverce ABCD;b) vrchol D ¢tverce ABCD.
(Ke zvolenému bodu B pfislusny bod C je priselikem
primky NP a pfimky, kterou dostaneme otocenim pfim-
ky MQ o pravy thel kolem bodu B.)

5. Rieste rovnicu

X —a x—b xX—c
b+c +c+a +a+b_3’

kde a, b, ¢ st dané redlne Cisla a x je nezndma. Zistite,
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pre ktoré trojice Cisel a, b, ¢ nemd rovnica vyhovujice
rieSenie; dalej, kedy md jediné rieSenie a kedy ma neko-
ne¢ne mnoho rieSeni.

6. Vyraz

p_pr—2 p—4p+4 + p3—6p2+12p—8

p+2 p+4p+5 + 6p* 4 12p + 87
kde p = — 2 je dané redlné E’:islo, je zaporny pro .ta
Cisla p, o nichZ plati
: —2<p<2;

jinak je nezdporny; dokaZte a udejte vSechna Cisla p,
pro néZ je dany vyraz roven nule.

(Pokyn. Lze felit tak, Ze nejprve dokaZete: 1 —
— x +x% > 0 pro viechna redlna &isla x; pfitom po-

—p=2 )
lozte x P T2

KATEGORIE C

1. Moftska voda obsahuje 5 9, soli. Kolik kilogrami
obyCejné vody musime pfilit do m kg motské vody,
abychom dostali dvouprocentni roztok soli ve vodé?
(Ostatni latky rozpusténé ve vodé pfitom zanedbime.)
Provedte téz priklad pro m = 40.

2. V rovine je dand useCka CP a priamka p | CP,
ktora prechidza bodom P. UvaZujme rovnoramenny
trojuholnik ABC, ktorého vrcholy A, B lezia na priam-
ke p.
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Vysetrite, ¢o vyplnia ta%iska T vietkych trojuholni-
kov ABC.

(Pozndmka. Pre polohu hlavného vrcholu troj-
uholnika ABC st dve podstatne rozdielne moZnosti.)

3. V rovin¢ jsou diny dvé ruzné rovnobézky a, ¢
a uvnitf jimi ureného pasu je ddn bod B.

Sestrojte ¢tverec ABCD tak, aby bod A4 leZel na pfim-
ce a a bod C na pfimce c.

Rozhodnéte o Yesitelnosti tlohy.

(P ok yn. Otolte pfimku ¢ kolem bodu B o pravy
thel.)

4. Narysujte trojihelnik SMN, kde SM = 5 cm,
SN = 4 cm, MN = 6 cm.

Sestrojte kosoltverec ABCD o stiedu S, aby platilo:

(1) Délka stran kosoctverce je 7,5 cm.

(2) Ptimka AB prochdzi danym bodem M. -

(3) Pfimka CD prochazi danym bodem N.

DokaZte, Ze tloha ma dvé feSeni.

(Uzijte soumérnosti o stiedu S.)

5. Najdite vSetky prirodzené &isla p, ¢, o ktorych
platia:

1 1 1 1 1
a);—f‘—q‘—l: b);‘f‘?—f-

(Dokazte, Ze ulohe a) vyhovuju jedine Cisla p = g = 2,
tlohe b) tieto tri dvojice: p =6, ¢ =3; p = q=4;
p=34q9= 6.]
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6. Jsou dana redln4 Cisla a, b, ¢, o nichZ platia + b +
+c=0.
Ma-li vyraz
1 1
V= a-+b + b+c +

smysl, potom plati

_ a2+b2_|__c2 .
V= 2abc ?

1
c+a

dokazte.
Daile udejte vSechny trojice Cisel a, b, ¢, pro néz dany
vyraz ztraci smysl.

KATEGORIE D

1. Udajte vSetkych delitelov (tj. prirodzené Cdisla)
Cisla 180. Uvedte postup, ako ste tto ulohu riesili.

2. JZD mélo v r. 1959 dodat 2670 q obili; plin splnilo
na 115 9, (takZe plan dodavky obili pfekrocilo o 15 9%,).

Kolik obili musi dodat v roce 1960, jestlize chce pre-
krocit o 15 %, svou dodavku z minulého roku?

3. Narysujte dvé rovnobézky p, ¢ o vzdalenosti 4 cm;
na piimce p zvolte bod P.

Sestrojte kruZznici, kterd se pfimky p dotyka v bodé P
a kterd na pfimce ¢ vytina tétivu délky 5 cm.

4. Pocitajte dvojakym spdsobom, najskér podla pouc-
ky o druhej mocnine mnohoclenu, potom podla poucky
o rozdielu §tvorcov

(2x +)* — (x +2y)%
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5. Narysujte thel STMPN = 60°.

Na polopfimce PM sestrojte bod 4 a na pfimce PN
sestrojte body B, C tak, aby o trojuhelniku ABC platilo:
AC = 6cm, BC = 7cm, £« BCA = 75°.

Uloha m4 dvé feleni; z provedené konstrukce roz-
hodnéte, zda oba sestrojené trojahelniky padnou do thlu
XMPN. :

6. V rovnob&zniku ABCD je strana AB = 4,9 cm,
strana AD = 7 cm a vy$ka pfislu$nd ke strané 4B ma
délku 5 cm; pfitom uhel <cDAB je ostry.

Vypoltem rozhodnéte, zda pata P vysky vedené bo-
dem D ke strané AB padne dovnitt usecky 4B ¢i nikoli.
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b4 ' d 4 ~
V. ReSeni Gloh ze soutéze

1. ULOHY I. KOLA KATEGORIE 4

1. a) DokaZte, Ze je-li 0 < x < 1, potom plati
1 —3x -1 —x< 32 (1)
b) Narysujte (napf. na milimetrovy papir pomoci ta-
bulky hodnot) graf funkciy = 1 — }x — |/1 —x, 3y =
= 1x?vintervalu (0, 1); za jednotku délky zvolte 20cm.
c) Vypoltéte (na Ctyfi desetinnd mista), o kolik se 1isi
hodnoty pravé a levé strany dokazované nerovnosti
v tuloze a) pro x = $.
Reseni. a) Prg &islo x podle textu tlohy plati
0<x<1, (2)
takze
1 —x>0; 3)
m4 tedy odmocnina v (1) smysl. Upravami (1) dostaneme
2 —x — x2< 2]/T — x neboli
Q+x1—x<21—x . (4)
Vzhledem ke vztahtm (2), (3) jsou Cisla 2 +x, 1 —x
kladnd; proto obé strany ve (4) jsou kladna Cisla; umoc-
ninim obou stran (4) na druhou dostivame po upravé
x* 4+ 2x3% — 3x2 < 0 neboli
x¥(x +3)(x—1) <.
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Tento vztah vzhledem ke (2) vskutku plati pro vSechna
uvazovani x; obrdcenim postupu dostaneme sprav-
nost vztahu (1), coZ jsme méli dokazat.

b) Polozme y, = x% y, =1 — }x — Vl — X3 sou-
fadnice bodu grafu prvni funkce budou [x,y = y,],
[x,y = y,]. Grafem prvni funkce je oblouk paraboly
(grafem funkce y = ax?, jak zndmo, je parabola); da se
dokézat, Ze i grafem druhé funkce je oblouk paraboly.:
Sestavme tabulku hodnot ke kazdé z obou funkci (sloup-
ce oznacené *) jsou mimo uvazovany interval):

" B
x 0 (02 |044] 05| 06| 08| 1

N 0 | 0,02 0,080,125/ 0,18 | 0,32 | 0,5

1 *)
o |02 |04 |05 (0,6 |0,8 |1 Poznamka

1—3xl 1 |09 |08 [0,75|0,7 | 0,6 |05 | piesnd

l1—x| 1 |08 |06 |05 |04 |[0,2 |0 pfesné

dolni
Ji==%| 1 |o089|0,77| 0,70 | 0,63 | 0,44 | 0 heanice

horni
Y2 || 0 |0,01/0,03]0,05|0,07]0,16] 0,50 1 .
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¢) Pro x = 0,5 maji funkce y, = $x%, 9, =1 — Jx—

— /T = hodnoty:
Ji= 'tlf = 0’125:
y=1-1-105=075 - ]05;
rozdil
d =y, —y,= 0,125 — (0,75 — }/0,5) = ]/0,5 — 0,625.
Pfitom je
0,707106 < |/0,5 < 0,707107,
tj.
0,707106 — 0,625 < d < 0,707107 — 0,625

neboli
0,082106 < d < 0,082107.

Je tedy
d = 0,0821 + k. 1075,
kde 0 < k& < 1 je jisté realné Cislo, které nemd vliv na
cifru 1 stojici na 4. desetinném misté.
2. Ak st a, b, ¢ diZky stran trojuholnika ABC a s jeho
poloviény obvod, potom pre dizku « osi vnutorného uhla
pfi vrchole A tohto trojuholnika plati vztah

u? = —(;_—’_Ilcc)—z s(s — a);
dokézte.

Ak je trojuholnik ABC pravouhly s preponou BC,
potom s pouZitim predchadzajuceho vysledku dokdZte,
Ze : -

A sSin 2w
v=1te|2 o rena
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pri¢om je w velkost hociktorého z oboch ostrych uhlov
trojuholnika ABC.

RieSenie. I. Zavedieme oznacenie podla obr. 1. Po-
uZitim sinusovej vety na trojuholniky ABU, ACU
dostaneme
BU _ sing CuU _ sing 1)

c sin ¢ ° b ~ sing’

Porovnanim vztahov (1) dostaneme

BU c
TU ~ b ©)

Obr. 1

PretoZe je BU + CU = a, je podla (2) % CU +CU=

= a, tj.
ab

a podobne (vymenou stran b a c)
ac .
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Teraz pouzijeme kosinusovu vetu na trojuholniky ABU,
ACU; podla vzorcov (3a), (3b) je

a*b? ab A
b=y 4+ 22 _ GEor C)z — 2u———— T e S8 P W
2__
u? + (b+c)2 —I—Zu + . COS @,

pretoZe cos(180° — ¢) = —cos ¢. Rovnosti (4) vyndso-
bime po rade &islami ¢, b a s¢itame. Dostaneme

be(b +¢) = u(b +¢) + (b“_:")z ®+o. (5
Rovnost (5) delime kladnym ¢islom b + ¢ a po uprave
dostaneme -

2
u?=be(1 ——(b‘ach)?- (6)

Vztah (6) je jeden tvar hladaného vzorca. MéZeme ho
dalej upravit takto:
be
ut = B+ oF (6 +¢)* —a®] (M
PretoZe je
G+t —at=0+c+a)b+c—a)=
= 25(2s — 2a) = 4s(s — a),

kde s znamen4 di¥ku polovi¢ného obvodu trojuholnika,
dostaneme z rovnosti (7) rovnost

u? = T 417(:6)2 G — a), *)

¢o je uz hladany vzorec.
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I1. Nech je teraz <xCAB = 90°. Pri odvodeni vzta-
hu (*) vyjdeme zo vzorca (6). Ak je w = <ABC, je

£, (Vid obr. 2.) Dosadime do (6)

. a
b = asin w, ¢ = acos w a postupne dostaneme

sinw=;,003w=

u?=a?sinwcosw(l — @
a® (sinw + cos w)?)?
2 & _
u 2 sm2w(1 1+sin2w)’
2=_¢f_ . sin 2w )
W= 20 yams
a? sin? 2w

u2=_._.
2 ° (sinw + cos w)

i
Obr. 2

Pretoze je w < 90°, je sinw > 0, cos w > 0, sin 2w >

>0, a teda
g a sin 2w

U=71z2* sino+cosw >

¢o je uZ vzorec (*) z druhej Casti dlohy. PretoZe pre
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0 < w<90° je sin(180° — 2w) = sin 2w,
sin(90° — w) = cos w, c0s(90° — w) = sin w,
vyplyva z predchadzajuceho vzorca, Ze plati pre obidva
ostré uhly w, 90° — w pravouhlého trojuholnika 4BC.

3. Je dan ¢tverec MNPQ. UvaZujme vSechny rovno-
stranné trojuhelniky ABC, které maji tyto dvé vlast-
nosti:

(1) Vrchol A lezi na tisecce MN.

(2) Vrcholy B, C lezi po fadé na polopfimkach NP,
MQ.

Zjistéte, ktery ttvar je geometrickym mistem:

a) vrcholu Bj; b) stiedd tseCek BC; ¢) tézist trojtihel-
nikit ABC. Potom sestrojte ten z trojuhelniki ABC,
jehoZ t&Zisté padne na tiseCku MP.

| |
0 § f %y
——————— +-—————-P QF——————f{——>~—-1P
(o v, 8, Vi
/ .
/ | \\ // | \
AN /AN VA I, VR VT A Y
H e CzH + 2 S
| / IT1 \ 2 /7 i \\ o
/ /N
y I \\ y \\
/ l \ / | \
CN N
M lf’foAi N M S x2 =q N5A2
|
Obr. 3 Obr. 4



Reseni (viz oznadeni z obr. 5, kde MN = 2a). Oznac-
me p osu usecky MN a § stied této usecky. Piedpokla-
dejme, Ze vrchol A hledaného trojuhelnika ABC leZi
na usecce SN (moznost, Ze bod A padne na tsecku SM
dostaneme z pfedchoziho pomoci soumérnosti o ose p).

Ptipady, 7e je A = S nebo A = N jsou jednoduché,
jak je vidét z obr. 3, 4.

. !P ,{3 VoA
\ 2 1
A ! / Pid
N - gz\g*,
Q \ ,/ 7~ I
N A5 1%
PR el ) %
N g 5,
14 / !\/‘(/ e
Hl,)///'r/\/
A w7 %
- //‘\/Iw \\ G ~
AN X \
N M / \,\ \|
ab\ \ ]\\ }N’
/ Rt \\ /
/ ™~ 3 // ’(\:_\//Va
&6’00 X - \”\\\ - /\
M a  SHAx A a-x N
a+x
Obr. 5

Necht nadale je 4 bod leZici uvnitf usecky SN.
a) Bod B v obr. 5 dostaneme oto¢enim bodu C okolo
bodu 4 o0 60° v zdporném smyslu; toto otaceni oznaéme
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£ a otaCeni obracené nazveme £2’. S bodem C se pfitom
otaci i polopfimka MQ do polohy M’Q’, takZe bod B
je spole¢nym bodem polopfimek M’Q’, NP. ProtoZe
v otaCeni 2 plati AM’" = AM, <MAM’ = 60°, je troj-
thelnik MAM’ rovnostranny, takze bod M” leZi uvnitf
strany MV rovnostranného trojihelnika MNV sestro-
jeného v poloroviné MNP (bod V padne na pfimku p).
Pfesnéji feCeno, jestlize bod A4 probiha tsecku SN, pro-
biha bod M’ tseCku M, V, kde M, je stied strany MV
trojuhelnika MNV (viz obr. 5). ProtoZe pro kazdou po-
lohu bodu 4 je thel XMAM’” = 60°, jsou piimky AM”
rovnob&zné s pfimkou SM, pro viechny polohy bodu 4
jsou tedy rovnob&Zné i polopfimky M’Q’, které stoji
kolmo na AM’. Poloptimky M’Q’ leZi tedy v pasu rov-
nobézek M,Q,, VV,, které stoji kolmo k pfimce SM,
(pocatky M” padnou na tseCku M,V). Spolecna Cast
pasu rovnobézek M;Q;, V'V, s polopifimkou NP je jista
useCka B,B,. Jak patrno z obr. 5 je vzdalenost bodu B,
od piimky MN vétsi o délku usecky VH nez NB,, kde H
je spolecny bod ptimky p s polopfimkou M,Q, ; zfejmé
je SVM,0;, =30°= IM,VS, takie VH = M,H =
= SM; . tg30° (nebot uhel <M,SV = 30°), tj. VH =
= 31)/3.MS =1}|/3a. Dile je SV = 3 MN. |/3 = a|/3.
Je tedy NB,= VH + SV = #|/3a, nebot NB, =
= SV = a|/3 (bod B, je pravé o délku VH blize k pfim-
ce MN); viz téz obr. 3, 4. Obracené od kazdé¢ho bodu B
vnitiku usecky B,B, obracenym postupem pies bod M’
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vnitiku useCky M,V a otoCenim 2’ okolo bodu A4 mi-
Zeme dospét k bodu C poloptimky MQ.

Vysledek I. Geometrickym mistem boda B, odpovi-
dajicim bodim A usecky SN, je tiseCka B,B,, leZici
v poloptimce NP; ptitom je NB, = a|/3; NB, = %a|/3,
MN = 2a. Probihi-li pak bod 4 celou tseCkou MN,
vyplni bod B tsecku BB, o stfedu B;.

b) Stfed O tsecky BC dostaneme otocenim bodu C
kolem bodu A4 v zdporném smyslu otaeni o whel veli-
kosti 30° a stejnolehlosti s konstantou %V? (viz vzorec
pro vysku rovnostranného trojuhelnika). Toto otdceni
pievede poloptimku MQ v poloptimku M ,Q,, kde bod
M, je ziejmé patou kolmice vedené bodem A4 na pfim-
ku MV; ptimky MV, M,Q, tedy splyvaji. Podobnym’
zpusobem dostaneme bod O z bodu Bj; ptislusné oto-
Ceni o uhel velikosti 30° m4 kladny smysl a polopfimku
NP prevadi v polopfimku N,P,, leZici v pfimce NV.
Spole¢ny bod poloptimek M,Q, NoP, je spoleCnym
bodem piimek MV, NV, tj. bod V; je tedy O = V-

Vysledek I1. Geometrickym mistem stiedt useéek BC
je jediny bod V, tj. vrchol rovnostranného trojihelnika
MNYV, ktery lezi v poloroviné MNP.

c) Tézisté T trojuhelnika ABC spliiuje vztah EI;% = % .
bod T je tedy obrazem bodu A ve stejnolehlosti se stie-
dem V a koeficientem 4. Obrazy bodu tsetky MN vy-

plni GseCku KL rovnobéznou s ptimkou MN (viz obr. 6);
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vzdalenost pfimek KL, MN je 3|3 . MN. Tu je HK =
= 1}.MN, HL = 3MN. Uhlopiicka MP ¢&tverce
MNPQ protne pifimku HK v bod¢ X, jehoZ vzdalenost
od bodu H je HX = }|/3. MN == 0,577MN. Plati
vsak
3 < 0,577 < %;

proto bod X nalezi useCce KL. Obracené, ze zvoleného
bodu X na usecce KL odvodime snadno vrchol 4 a dalsi
vrcholy B, C rovnostranného trojuhelnika ABC.

Vysledek II1. Té&zist¢ vyplni tseCku KL, jejiz kon-
strukce je patrna z obr. 6.

lp
a % P
V)‘\ e
/ i\‘\ //
/N
Hl KL L AL |
/ ¥, .—'.T\
/ //, \ \
/s \\ \
‘e Vo RN
| / | \\ \
f‘ﬂeo" A & \
Mo IS- A N
Obr. 6

Pozndmka. Reseni tlohy uzitim vypoctu (geometricky
opfeném o pfedchozi postup) je patrné z obr. 5: Necht
bod A4 je bodem usecky SN; oznalme x. vzdalenost
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bodu S, A4, dale y, z vzdalenosti boda B, C od pfim-
ky MN. Snadno zjistime, e SV = }(y +2) = d|/3,
kde 2a = MN, ¢imz je odvozeno geometrické misto
stteda V useCek BC.

4. Necht «, f, y jsou velikosti Ghli trojuhelnika;

oznacme
p=sina +sin f + sin y,
g=cosa +cos B +cosy + 1.

a) Je-li trojuhelnik pravouhly, potom je p = ¢; do-
kazte. .

b) Je-li p = ¢, potom je trojahelnik pravothly; do-
kazte.

c) Které nejvétsi hodnoty muze nabyt c1slo p pro
pravouhlé trojuhelniky?

ReSeni. a) Predpoklidejme, ¥¢ jsme oznaleni troj-
uhelnika ABC zafidili tak, Ze plati

0<a<p=<y<l180° , (1)
Vztah « + f + y = 180° uZijeme zvlasté ve tvaru
Ha + ) = 90° — 3y. )
Je-li -y =090°je
sinly = cosiy = é]/Z siny =1, cosy = 0. 3)
Utvoime vyraz x = p — ¢; plati postupné uZitim
vzorcu pro soulet funkci, pfiCemZ poloZime

sinj(a + p) = cosy, cosi(a + p) = singy:
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x = (sina 4 sinf) + siny — [(cosa -+ cosp) +
+cosy -+ 1] = 2sin}(a + f) cosd(x — ) +1 —
— [2cosd(a + ) cost(x — p) +1] =
= 2cos}(a— p)[cosiy — sin}y] = 0 [viz (3)].
Plati x = 0 neboli p = ¢, nebot posledni Cinitel je
roven nule. Tim je tvrzeni tlohy a) dokdzano.
b) Necht plati p = ¢ [pfedpokladejme, Ze plati (1)]
neboli
sine — sin(90° — ¢) + sinf — sin(90° — ) + sin y —
—sin(90° — y) = 1.
Pomoci vzorce sinx — siny pro rozdil funkci dostaneme
(ptitom 2cosd5° = |2, 1/1—2_ = sin45°):
2cos45°sin(e — 45°) + 2cos 45° sin(p — 45°) +
+ 2cos 45°sin(y — 45°) =1
neboli

sin(x — 45°) 4 sin(f — 45°) = sin 45° — sin(y — 45°).
Pomoci vzorce sinx —+ siny pro soucet funkci dostaneme

2sin[$(e + ) — 45°] cost (& — ) =
= 2cos}y sin (45° — % »);

odtud pomoci vztahu (2) dostaneme
sin(45° — 3y) cos} (&« — B) = cos}y sin (45° — 3y),
tj.
Sin(45° — 4) [cos } ( — f) —cos 1] =0. (4)
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Plati
2z =cos} (e — f) —cos} y =

= —2sing (¢ — f +y).sini(x — f — 7);
avsak

o +y=180°—8, —p —y=0a — 180°,
proto

z = —2sin} (180° — 2p) sin} (2a — 180°) =

= 2sin (45° —} ) sin (45° — }a).
Po dosazeni do (4) mame, Ze pro uhly «, §, ¥ vedle
a + B +y = 180° plati
sin(45° — {«)sin (45° — 1f) sin (45° — }y) = 0.
ProtoZe uhly }a, 1B, 1y jsou ostré, plati nutné jeden
ze vztahlt a == 90°, g = 90°, y = 90°, tj. trojuhelnik
je pravouhly.
c) Pro y =90° je X(a + B)=45°; predpokla-
dejme, Ze je 0 < & < f, takZe je
08 —a< 90° (5)
Pfitom je ’
p = sina + sinf + sin 90° =

2sin 3(x + f) cos 3(f — &) +1=1 +|/2cos (8 — «);
vzhledem k (5) je p pfi y = 90° maximélni pro f —
—a=0, tj. pro x = f = 45° tedy pro pravouhly
rovnoramenny trojihelnik.
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5. N3jdite vSetky prirodzené Cisla n, pre ktoré je
Cislo 2* — 1 druhou alebo vy$Sou mocninou (s celym
exponentom) prirodzeného Cisla.

RieSenie. Rozbor. Podla textu tilohy mame najst pri-
rodzené Cisla n, m > 1, a, aby pre ne platilo

2 —1=an, 1

Pripad [1]. Nech je a = 1. Potom vztah (1) ma tvar
27 = 2 pre vSetky prirodzené Cisla m. Z toho vyplyva,
¢ nutne n = 1. Skutone pre a=n=1, m >1
(lubovolné) je vztah (1) splneny.

Pripad [2]. Nech je a > 1. Rozozniavajme moZnosti
[2a], [2b].

[2a] Nech je » = 1. Vztah (1) ma tvar 1 = a™ a ne-
moZno ho splnit, pretoZe pre vSetky prirodzené m = 1,
a > 1 je vzdy a” > 1. Tym je tato moZnost vylacena.

[2b] Nech je #» > 1. V tomto pripade je 2* > 2
parne Cislo a 2* — 1 Cislo neparne. Zo vztahu (1) vy-
plyva, e &slo a je nutne nepirne (inak by Cislo a
nebolo nepirne). Rozoznidvajme dve moZnosti
@, (B):

() Nech je m > 1 Cislo parne. Polozme a = 2k +-
+ 1, m = 2p, kde &, p su prirodzené ¢isla. Po dosadeni
do (1) dostaneme 2" — 1 = [(2k + 1)?]? Cize

20— 1= [4(k* +B) + 175, )

po umocneni dostaneme na pravej strane Cislo tvaru
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40 +1, kde Q =0 je prirodzené cislo. Vztah (1)
mozno teda uviest na tvar
2" =40 +2. 3

Pretoze je n > 1, je Cislo 2* delitelné Styrmi. KedZe
pravé strana vztahu (3) nie je Styrmi delitelnd, dospeli -
- sme k sporu.

Zostava moznost:

(B) Cislo m > 1 je nutne neparne. Vztah (1) moZno
pisat v tvare 2" = g™ 41 (kde je teda m = 2). Na
pravu stranu pouZijeme vzorec xb + y* = (x +y). P,
kde P= xb"1 — xb=2y + ... — xyp~2 4 371, ktory
plati pre vietky neparne prirodzené ¢isla b = 3, pri¢om
pocet ¢lenov mnohoclena P je prave b.

Vztah (1) potom prejde do tvaru

2=@+1).4, (4)

kde A =a"t —am2+4 ... —a +1 je satom ne-
parneho poltu m nepéarnych Cisel. Je to teda nepirne
Cislo. Pritom pre prirodzené 2 < k =m — 1 je 2, =
=afF —a*1 = a*a — 1) > 0. Kedze cCislo 4 je
suctom asponl jedného Cisla z;, a Cisla 1, je 4 > 1,
teda A = 3. No, lavd strana vo vztahu (4) nie je deli-
telna neparnym Cislom 4 = 3; tym sme dosiahli spor.

Zdver. Jediné prirodzené Cislo #n, ktoré spliiuje po-
ziadavky ulohy, je Cislo n = 1 a dané Cislo 27 — 1 sa
rovna 1. '
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6. Jsou dany dvé raznobéZné roviny o, ¢ a tisetka AC,
kterd nema s Zadnou z obou rovin p, o spole¢ny bod
a ktera neni kolmd k pruse¢nici rovin g, o.

Sestrojte rovnoramenny rovnobéZnik (kosoltverec
nebo Ctverec) ABCD téchto vlastnosti:

(1) Body A4, C jsou jeho proté&jsi vrcholy.

(2) Bod B lezi v roviné p a bod D leZi v roviné o.

Provedte prostorové feSeni uilohy a diskusi feSitel-
nosti.

Obr. 7

ReSeni (viz obr. 7). Oznatme p prisecnici rovin p,
o. Podle textu tlohy neplati p | AC; proto rovina
o | AC, kterd prochizi sttedem O usetky AC, je
s piimkou p rtiznob&’né (tj. md s ni jediny spoleny
bod). Kdyby platilo p || w, existovala by ptimka p’ || p
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jdouci bodem O a lezici v roviné w; pak by ale bylo
p’ 1 ACap | AC, coZ je proti znéni tlohy.

Je-li ABCD hledany rovnostranny rovnobéznik, je
BD | AC, takZe body B, D i s pftimkou BD lezi v ro-
viné w. Ozname r, s prusecnice roviny o po fadé s ro-
vinami g, o. Bod O leZi v jednom ze ¢tyt dutych whla,
v né&Z rovinu o déli raznobézky r, s (pfimky 7, s jsou
jisté rtizné, protoZe pfimka p protina rovinu w v bod¢ P,
jimZ prochizeji i pfimky r, s); tento uhel oznatme
XRPS. Tim je tloha pfevedena na planimetrickou
ulohu U: ,,V roviné o je ddn duty uhel <XRPS a
uvnitf tohoto thlu bod O. Na polopfimkich RP, PS
uréete po fadé body B, D tak, aby tseCka BD méla
stted 0. Odtud konstrukce:

Sestrojime stfedem O uselky AC rovinu o | AC
a oznaCime P jeji priselik s pfimkou p a r, s priiseCnice
dvojic rovin w, ¢ a w, 6. Ozna¢me LRPS ten z dutych
uhld, v néZ pfimky r, s déli rovinu w, uvnitf néhoZ
lezi bod O (takovy uhel je ziejmé jediny); pfitom body
R, S le7i po fad€ v rovinich o, 0. Nyni v roving o
rozieSime ulohu U, a to takto (obr.8): Oznalme 1/,
s’ obrazy pfimek 7, s v soumérnosti o sttedu O a B,
D priseciky dvojic riznobéZek r, s” a s, .

Protoze bod O lezi uvniti tthlu <CRPS, existuje rov-
nobéznik omezeny pfimkami r ||, s|| s o stfedu O
a bod O pitli jeho uhlopticku BD. Ptitom pfimka BD
lezi v roviné w | AC, takZze je BD | AC. Ve (tyi-
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thelniku 4ABCD podle sestrojeni jsou uhlopfi¢ky AC,
BD navzijem kolmé a navzidjem se puli; z téchto dvou
vlastnosti se uzitim osové a sttedové soumérnosti snadno

Obr. 8

dokaZe, Ze je to rovnostranny rovnobéZnik (za osy sou-
mérnosti  volime uhlopficky, za stied soumérnosti
stted O useek AC, BD). Pfitom existence feseni vy-
plyva z toho, Ze neplati AC | p, jak je patrno z roz-
boru ulohy. Tim je dokdzino, Ze loha m4 jediné feSeni.

2. ULOHY II. KOLA KATEGORIE A

1. Dany je trojuholnik ABC, o ktorého vnutornych
uhloch e, g pri vrcholoch A4, B plati vztah o = 2. Na
predfZeni strany AB za bod B je dany bod D tak, e
plati BD = }A4B. ‘

Vypoditajte rozdiel CD — CA pomocou dizky ¢
strany AB a uhla g.
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RieSenie. Vonkajsi thol pri vrchole C trojuholnika
ABC je « + f = 38 < 180°, t.j.
B < 60°. €))
Oznalme CA = b, CB = a, CD = d. Velkosti use-
Ciek a, b ur¢ime pouZitim sinusovej vety z trojuholnika
ABC. Je (obr.9)

sinf} . "sin2B
sin3p a=c sin3p ° ©
\7\ c
38 N
180%3) '\.\
N,
~.
.
b ~.
N
~,
\
a's2p p ao" p ~.
4 - j
Obr. 9

Plati
s1n3/3 = sin(2f + p) = sm2,8 cosf + cos2pf sinff =
= 2sinf cos?p + (1 — 2sin?p) sinf =
= 2sinf} (1 — sin?p) + sinf(l — 2sin%B) =
= 3sinf — 4sin3f;

sin3 = 3sinf — 4sin3p.



Po dosadeni do (2) dostaneme

_ c . 2ccosf
b‘a-4sinzﬁ’ = 3" 4gmp - )
Aby sme urcili velkost useCky d, pouZijeme na troj-
uholnik BCD kosinusovi vetu. Vzhladom k (3) dosta-
neme

_ cos?f ¢t
d* = dc*5— sintf)f 9

2ccosf c o
CiZe
@ = 55— g sy 36086 + (3 — sinp)? +
-+ 12c0s28(3 — 4sin2p)] =

c?

~ 9(3 — 45sin2p)? [81
(9 — 8sin2p)z. )

— 144sin2f + 64sin?f] =

cz
T 9(3 — 4ssin%p)?

Vzhladom k (1) je 0 < sinf < sin60° = V3 3 teda

2
3 —4sin?f >3 —4.%=0. 5)
PretoZe je sin%f < 1, je zrejme
9 — 8sin?f > 0. (6)
Vysledok (4) mozno vzhladom k (5) a (6) upravit takto:
d = -m (9 SSinzﬂ).
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Odtial a z (3) dostavame
4 .
_2c(3—4sin®f) _ 2
T 33 —4sing) ~ 3°
takZe je
d —b=%c.

Tym je uloha vyrieSer4.

RieSila Marta Kasalicks,
3. g tr. SVVS,
Zétkova ul., Ceské Budgjovice.

2. Urlete parametr p tak, aby funkce
6x — 6
Y= oot M
byla definoviana pro vSechna redlna Cisla x a aby pro
x = 2 nabyvala své nejvétsi hodnoty.
Nacrtnéte pfiblizny graf funkce a dokaZte o ném, Ze
je stfedové soumérny podle bodu X = [1, 0].

Reseni I. Aby funkce (1) byla definovéna pro viechna
realnd Cisla x, nesmi byt trojélen x2 — 2x 4+ p roven
nule pro zidné x. Rovnice x2 — 2x + p = 0 nesmi
mit tedy realné kofeny, tj. jeji diskriminant 4 — 4p
musi byt zdporny; musi platit 4 — 4p < 0 neboli

p>1. 2
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Pro p > 1 skutecné je
x2 —2x +p=(x—124+(p—1)>0,

nebot je (x — 1)% nezdporné Cisloa p — 1 > 0.
Ozname f(x) hodnotu zlomku na pravé strané (1)

pro dané reidlné Cislo x. Aby funkce (1) pro x = 2
nabyvala své nejvétsi hodnoty, je nutné, aby platilo
f(2) > f(2 + k) pro vSechna reédlna Cisla 2 == 0; mame
tedy urcit, pro ktera (isla p plati vztah

6 _60+K

p~ kR2+ R +p°
jestlize je & == 0. Dokazali jsme jiZ, Ze oba jmenovatelé
v této nerovnosti jsou kladnd dCisla; ekvivalentnimi
pravami dospéjeme ke vztahu

k% 42k > pk. 3)

Rozeznavejme £ >0 a k< 0.

Piipad [1]. Necht je £ > 0; potom ze (3) plyne
pro Cislo p pozadavek & + 2 > p, ktery musi platit pro
libovolné & > 0, tj. musi byt

p=2 3)

Pfipad [2]. Nechtje 2 < 0;ze (3) podobné dosté-
vame poZadavek & + 2 < p neboli

p=2 3"
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Ma-li byt f(2) maximum, musi platit (3) pro vSechna
redlnd % == 0 neboli musi byt p == 2 [viz (3), (3],
tj. jedna se o funkci

6(x — 1 ,

y= 'xz—(_z‘xﬁ:*j : (1)

Ta pro x = 2 nabyva hodnoty 3; to je maximum nasi

funkce, jak plyne z obriceni postupu v ptfipadech [1],
[2].

II. Nyni dokaZzme, Ze graf funkce (1) je stfedové
soumérny podle bodu X = [1, 0] neboli, %e plati
f(1 4+ k)= —f(1 — k), kde k =+ 0; pfitom je f(1) = 0.

Dosadme do (1) jednak x =1 + %, jednak x =
= 1 — k; dostaneme

f4+Ry =%

7
M

st tes W
SR
&

Qbr, 10
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Tim je dtkaz proveden, nebo body [1 + &, f(1 + k)],
[1 — &, f(1 — k)] jsou soumérné sdruZené ve stiedové
soumérnosti o stiedu X.

Na zaklad¢ toho snadno sestrojime graf (obr. 10),
k jehoz sestrojeni uZijeme tabulky:

y 0 3 2,4 1,8 113 2,4

Resil Toma4s Jech, .
74k 3. tf. SVVS Jana Nerudy,
Praha 1 — Maléd Strana, Hellichova ul. 3.

II. N4ért jiného ¥eSeni. Jako v pfechozim feSeni
usoudime, Ze nutné plati p > 1. Prvni derivace funk-
ce (1) je ‘

, _ 6x% 4 12x 4 6p — 12
Yy = (xa — 2x + p)z s (6)

Ma-li funkce (1) pro x = 2 maximum, pak podle
zndmych vét pro x = 2 plati " = 0. AvSak jmeno-
vatel ve zlomku pravé strany (6) je pro p > 1 pro
vSechna x kladny, proto je nutné pro x = 2 Citatel
tohoto zlomku roven nule; po dosazeni x = 2 dosté-
vame, Ze nutné je 6(p — 2) = 0 neboli

p=2
70



Pro p = 2 funkce (1) zni

__6(x—-1
S G-t 1 ™
Pro x = 2 ze (7) dostavime
f(2) =3. ®)

Pro x = 2 poloZme x = 2 + &, kde & = 0 je libovolné
Cislo; je
_ _6(1 44k
fA+8) =g 57 9)
Pomoci (8) a (9) dostaneme

3k?
f) —fA +4k) AT R T1
coZ je kladné Cislo pro vSechna % == 0; pro x = 2 ma
tedy funkce (7) vskutku maximum.
Soumérnost grafu se dokdZe jako v pfedchozim FeSeni.

Reseni podal Michal Kretschmer,
7sk 3. tf. SVVS,
Praha 10 — VrSovice, Omska ul. 1300.

3. Urdite vSetky dvojice prirodzenych cisel, ktorych
najmensi spolocny ndsobok je o pit vacsi ako ich naj-
vacsi spolocny delitel.

RieSenie. Nech je D najvacsi spoloény delitel hla-
danych cisel 7, s, o ktorych moéZeme predpokladat, Ze je

r=s. ¢))
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Predovsetkym je
r=nrD, s = §;D, 2)
kde r,, 5, st nestdelitelné prirodzené Cisla, o ktorych
vzhladom k (1) plati
ry =S, . 3)

Oznalme 7 najmensi spoloény nasobok Cisel r, s,
takZe podla zndmej vety plati

n = ri5,D. (4)

Podla textu tlohy ma byt n = D + 5, takZe po dosa-
deni do (4) dostaneme

ris;D=D +5

Cize i
5

1‘151 = 1 + 5‘ .

Cislo r,5, je prirodzené a preto je nutne % tieZ pri-
rodzené cislo, Cize je bud D = 1 alebo D = 5.

Pripad [l]. Nech je D=1, takZe vzhladom
k (5) mame r;5;, = 6. Je teda bud r, = 6, 5, = 1 a teda
vzhladom k (2)

r==6, s=1 (6)
alebo r, = 3, 5, = 2 a teda vzhladom k (2)
r=3 s=2 ‘ (7)
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Pripad [2]. Nechje D = 5, takze vzhladom k (5)
mame r;5;, = 2 Cize r; = 2, 5, = 1 a teda vzhladom
k (2)

r=10, s=>5. (8)

Tym st vietky moZnosti vylerpané.

Zdver. Poziadavkdm tlohy vyhovujd jedine dvojice
disel 6,15 3,2 a 10,5.

RieSenie podali: Alexander Groda,
ziak 3. tr. SVVS.

Kolldrova 5, Praha 8 — Karlin a
Jan Lusk,

Ziak 3. tr, SVVS,

Ceské Budgjovice, Zatkova ul. 29.

4. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC, o jehoZ od-
vésnach plati CB < CA. Urlete mnoZinu vSech boda X
trojahelnika ABC, pro néz plati zaroven tyto vztahy:

XA = XB = XC, x; = x, = Xy,
kde x;, x,, x3 po fadé znali vzdilenosti bodu X od
stran BC, CA, AB trojuhelnika ABC.

ReSeni (viz oznaleni v obr. 11). P¥i feseni tlohy
uzijeme téchto vét:

Véta U. Bud dan duty thel <<CAB; ozname X
libovolny bod tohoto thlu a x,, x; po fadé jeho vzda-
lenosti od piimek AC, AB. Potom mnoZinou vSech
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bodd X, o nichZ plati x, = x,, je ostry uhel XBAK,

kde polopfimka AK je osou daného tthlu <xtBAK.

Véta V. Bud dana useCka AB; ozname o, jeji osu.
Mnozinou viech bodt v roving, o nich? plati X4 = XB
(v€etné nulovych vzdalenosti), je polorovina o;B.

Véta W. Je-li xBCM dany duty uhel a prochazi-li
polopfimka CK vnittkem tohoto twhlu, protne polo-
pfimka CK usecku BM v jejim vnitfnim bodé.

ReSeni ulohy rozdélme na &sti I, II; v prvni &asti
vySetiime mnoZzinu vSech bodi X trojuhelnika ABC,
o nichZ plati X4 = XB = XC, v druhé ¢asti dokon-
¢ime feSeni ulohy.

1. Oznalme po fadé o4, 0y, 05 08y stran a, b, ¢ daného
trojihelnika ABC, dale M’, M", M stiedy téchto stran,
AK, BK, CK osy jeho vnitfnich thld, pfi ¢emz K je
stfed kruZnice trojtihelniku ABC vepsané (o ném vime,
%e leZi uvnitt trojthelnika). Podle textu ulohy plati

a < b; : ¢))
proto o ostrych uhlech w, # trojuhelnika ABC plati
0< ax< 45°< B < 90° 2

Z véty V vyplyva: Kazdy bod X trojuhelnika ABC,
o ném? plati X4 = XB, lezi v poloroviné 0,B; kazdy
bod X trojahelnika ABC, o némz plati XB = XC,
leZi v poloroving o,C. Bod X, o némz plati

X4 = XB = XC, 3)
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lezi zéroven v pravém thlu <<BCA a v ostrém uthlu
XOMM’, kde Q je priseCik pfimek AC, o;; thel
XOMM’ je totiZ spoleCnou Casti polorovin 0,C a 0,B.
Nez stanovime, co body X vyplni, provedme dv¢ va-
Setfovani:

[1] Plati o, || AC, nebot je AC | CB, o0, | CB.

[2] Plati MA = MB = MC, 4)

nebot M je sttedem kruZnice opsané trojthelniku ABC.
Je tedy trojihelnik MAC rovnoramenny a o, je jeho
osa soumérnosti; odtud plyne: XCMM" = XAMM" =
= f (nebot v trojuhelniku AMM" je <A = «,
IM” = 90°, <M = p). Uhel X QMM" = «, takze
je XXMM" > XOMM" [viz (2)]; lezi tedy polo-
piimka MQ v thlu XCMM" a tim bod Q uvnitf
useCky CM". Body X trojuhelnika ABC, o nichZ plati
(3) tedy vyplni lichobéznik COMM’o vétsi zakladné

MM’ = 1b. )

II. Z véty U vyplyva: Kazdy bod X trojihelnika
ABC, pro néjZ plati x; = x5,

lezi v ostrém thlu <ACK; (6)
kazdy bod X trojuhelnika ABC, pro néjZ plati x, = x3,
lezi v ostrém thlu <BAK. ©)

Ozna¢me L priselik osy CK uhlu <tBCA s pfimkou
0. Podle (4) je trojuhelnik MBC rovnoramenny a plati
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IBCM = < CBM =  >45° [viz (2)], takZe je
<BCM > < BCK = 45°; leZi tedy polopfimka CL
uvnitf thlu <xBCM a ma podle véty W s tiseCkou MM’
spoleCny bod L lezici mezi body M,M’. Odtud plyne,
ze spoleCnou Casti lichob&Znika COMM’ [viz (5)]
a thlu ¥ACK [viz (6)] je

lichob&#nik COML. (8)

Zbyva vysetfit, co je spoletnou Casti lichobé&Znika

Obr. 11

COML [viz (8)] a thlu <tBAK [viz (7)]. Poloptimka
AK lezi uvnitf thlu <cCAB neboli thlu <QAM a
podle véty W mad s useCkou QM spolecny bod P, ktery
lezi mezi body Q, M. Dale bod K (stfed kruZnice ve-
psané trojuhelniku ABC) jist¢ leZi uvniti trojihelnika
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ABC; dokizeme vsak, Ze bod K padne dovnitf tsed-
ky CL. '

V trojuhelniku KBC plati B = 1, <C = 45°
polovina ostrého uhlu f je vSak mensi neZ 45°, takZe
je <B < <C. Proti vétsimu uhlu <<C trojuhelnika
KBC lezi vétsi strana, tj. je KC < KB a podle véty V
(uzité pro ostrou nerovnost) padne bod K. dovnitf
poloroviny o0,C, a tim nutné dovnitf usecky CL; tim je
dtikaz proveden.

Bod P tedy lezi uvniti tseCky QM a bod K lezi uvnitf
tise¢ky CL; proto spolednou &4sti lichobéznika CQML
a thlu <BAK je ¢tyfuhelnik (vypukly) KPML.

V naSem vySetifovani jsme se opirali o véty U, V,
které jednaji o mnoZindch vsech bodi jisté vlastnosti.
Proto je Ctyfuhelnik KPML mnoZinou viech bodd,
které spliuji poadavky ulohy. Tim je feSeni ulohy
provedeno.

3. ULOHY III. KOLA KATEGORIE A4
1. Je dana posloupnost.
1, 2,2, 3,3,3, 4,4,4,4, 5,
Vypocitejte jeji tisici Clen.
Reseni. Cleny dané posloupnosti zatadme do skupin
podle tohoto vzoru:
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Clen:
poZloupnosti 1 2,2 13,3,3| ... | myn...,n

Index skupiny 1 2 3 ces n {

Viimnéme si toho, Ze index skupiny uddvd zaroven
skupinu a pocet Clent, které mé skupina. Prvnich n
skupin obsahuje

S,=142+3+ ... +n=4n(n +1)

Clent dané posloupnosti.

Jestlize tisici &len dané posloupnosti se nachazi
v n-té skuping, je s, = 1000
neboli

in(n + 1) = 1000;
po upravé dostaneme pro Cislo » pozadavek

n* +n — 2000 = 0. (1)
Po rozkladu levé strany této nerovnosti dostaneme

(n —n)(n —mny) =0, 2)

kde 7, = 3(—1 +}/8001) >0, n,= 3(—1 —|/8001) <0;
je tedy n — n, > 0, a proto musi platit

n=n,. 3
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Avsak 90 > V8001 > 89; proto je
—1 + 89
2

—44, n < —L1T0 _ ys

:nl > 2

Vztah (3) tedy plati pro vSechna pfirozena Cisla # vétsi
nebo rovna islu 45, tj. tisici Clen je ve skuping s, a je
tedy roven Cislu 45.

Podle feSeni Michala Kretschmera,
11.b SVVS,

Omska 1300, Praha 10 a
Svatopluka Fucika,

11.b SVVS J. K. Tyla,

Hradec Kralové.

2. Dany je pravouhly rovnoramenny trojuholnik
APQ s preponou AP. Zostrojte Stvorec ABCD tak,
aby priamky BC, CD prechadzali po rade bodmi P, Q.
Vyjadrite dizku strany $tvorca ABCD pomocou dizky a
odvesny daného trojuholnika.

RieSenie. Oznaéme k = (M, MA)kruZnicu opisani
trojuholniku APQ. Rozoznivajme tieto dva pripa-
dy: [1] Bod B leZi vo vnutri polroviny APQ. [2] Bod B
lezi vo vnutri polroviny opacnej k polrovine 4PQ.

Pripad [1]. Rozbor (obr.12). Je <xABC = 90°
a bod B leZi vo vnutri StvrtkruZznice AQ (inak priamka
CD neprechidza bodom Q). Bod C zrejme leZi vo vnutri
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tisetky BP. Oznatme S spolo¢ny bod tsetick 4Q, PB.
V pravouhlom trojuholniku PSQ je C pita vysky OC,
je teda <SQC = < SPQ a AAQD ~ AQPC (usu),
lebo je AQ = QP = a. Plati teda: AD = QC = b.
Dalej plati 5 = DC = AD (pretoze ABCD je §tvorec).
Musi preto platit: QC = DC. Je teda C stred tsecky
OD a S stred usecky AQ (je CS || AD a CS je stredna
priecka v trojuholniku AQD).

Obr. 12

Konstrukcia (obr. 12). Zostrojme stred S tsecky AQ
a oznaéme B == P spolo¢ny bod polpriamky PS a kruz-
nice k. Ozna¢me C obraz bodu B v simernosti so stre-
dom S, takZe plati SC = SB. Trojuholnik ABC (kde
<X ABC = 90°) doplnime na rovnobeZnik ABCD, ktory
vyhovuje poziadavkim ulohy, ako hned dokaZeme.

Dokaz. Zo stmernosti so stredom S vyplyva, Ze
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ASQC =~ ASAB a teda <SCQ = 90°. Preto strana
CD rovnobeznika ABCD prechadza bodom Q a vietky
jeho uhly su pravé.

Dalej je SA = SQ a teda aj

CD = CO. W
No, AAQOD ~ AQPC (usu) — vid rozbor — a teda
CQ = DA. 2

Z (1) a (2) vyplyva, ze CD = DA a teda rovnobeZnik
ABCD ma vsetky strany i uhly rovnaké, t. j. je Stvorec.

Diskusia. Bod S mozno vzdy zostrojit a preto existuje
prave jeden stvorec ABCD s vrcholom B vo vnutri pol- -
roviny APQ.

Z trojuholnika QSC, kde QCS = 90°, SC = 15,
OC = AB = b, pomocou Pythagorovej vety dostaneme
082 = SC? + QC? Cize

b,

NI

a2
4
odkial
- 4
b= 75

Pripad [2] (obr. 13). Nech bod B lezi vo vnutri
polroviny opacnej k polrovine APQ. Pritom nutne
padne na kruZnicu 2 = (M, MA) a uhol <ABP = 90°.
Bod C lezi teda na geometrickom mieste bodov, z kto-
rych vidno tsecku AQ pod uhlom 45°. To je v naSom
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- pripade vac§i obluk kruZnice & = (M, MA) s konco-
vymi bodmi 4, Q. Bod C == B lezi na PB a k, takZe nutne
je C = P a teda aj D = Q. KonsStrukcia je samozrejma
(vid obr. 13 — na flom $tvorec AB’C’D"). V tomto pri-
pade je strana Stvorca AB" = a.

Zdver. Uloha md préve dve rieSenia.

Podla rieSenia DuSana Miklo$a,
3¢ tr. SVVS,
Novohradska ul. Bratislava.

Iné rieSenie (na ¢rt — vid obr. 14). Ak je bod C
rozny od P, Q, potom je
XPCQ = 90°, <xACP = 135° alebo xACP = 45°.
Zostrojme kruZnicu %, nad tiseCkou PQ ako priemerom
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a kruZnice k, = (Q’, 04), ky = (0, Q4), kde Q’ je
" obraz bodu Q v simernosti podla osi AP. KruZnice %,
ks sa dotykaju v bode P. KruZnice &, k, sa v bode P
pretinaji a st na seba kolmé. Musia mat zrejme dalsi
spolo¢ny bod C v polrovine PQA (vo vnutri opacnej

polroviny neleZi totiZz Ziadny bod kruZnice k,), ktory
nemdZe padnut do polroviny opacnej k polrovine APQ.
Tym je dané jedno rieSenie. Druhé rieSenie dostaneme
pre pripad, Ze je C = P (pripad C = Q zrejme nemdZe
nastat) — vid Stvorec AB’C’D’ na obr. 13.

3. Dva cyklisté vyjedou soucasné z téhoZz mista kru-
hové drahy a jezdi po této draze v opacnych smyslech,
prvni stalou rychlosti ¢;m/vt, druhy stilou rychlosti

~
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¢c,m/vt. Kolikrat se potkaji v dob&, v které prvni cyklista
objede kruhovou drahu n-krat?
Provedte vypocet pro ¢, = 10, ¢, = 7, n = 11.
Reseni. Oznaéme T &as (ve vtetinich), ktery uplynul
od vyjeti cyklisti az do jejich prvniho stfetnuti; dale
ozna¢me o obvod kruhové drahy.

Plati
TCI + TCz =0
neboli
o
T=—7a @

Za dobu xT, kde x je ptirozené Cislo, dojde k x setka-
nim; ozna¢ime-li z ¢as od vyjeti cyklistd aZ do urcitého
okamZiku mezi x-tym a (x -+ 1)-tym setkdnim, potom
plati

xT << (x+DT. -(2)
JestliZze v okamzZiku ¢ objel 1. cyklista obvod pravé n-krat,
pak plati 0 . n =c,z neboli
o.n
¢
Po dosazeni z (1), (3) do (2) mame
X, — <
G+ T

I =

1). 3

C1+52

1+2

po znasobeni Cislem pro Cislo x dostaneme

xén.#<x+l
5
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neboli X
xz[n' 51‘1‘02],

¢

kde symbol [a] znali tzv. celistvou ¢ast Cisla a
(pro cela a je [a] = a, pro necelé a je [a] nejblizsi celé
Cislo mensi nez a).

V daném piikladé je

xz[ll.i—g] = [18,7]: 18;

cyklista objel drahu 11krét, cyklisté se setkali 18krét.

Resil Antonin Luks, 3.c t.
SVVS, tf. Jifiho z Pod&brad,
Olomouc.

4. Je dan ctverec ABCD, jehoz strana ma délku 1.
Vrchol X proménného rovnostranného trojihelnika
XYZ lezi na poloptimce AB, vrchol X na tusetce 4D,
vrchol Z na poloptimce DC. ‘

Zjistéte, jak zavisi délka strany trojuhelnika XYZ na
vzdélenosti AX. Odtud vypoctéte, ktery z trojuhelniki
XYZ ma nejmensi a ktery ma nejvétsi obsah.

ReSeni (viz obr. 15, 16). Omezime se na ptipad, Ze
bod Y probiha usecku ED, kde E je stied usecky AB
(to 1ze ulinit vzhledem k soumérnosti o ose ¢, kde e |
L AD je osou tseCky AD).

Oznatme AD =1, XY =YZ = ZX = a, x vzda-
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lenost bodi 4, X, <AYX = «; pfi naSem omezeni
polohy bodu Y snadno v dal$sim ukdZeme, Ze je 30° <
< a < 60°.

UvaZujme dvé mozZnosti: [1] Je Y=E; [2] Y = E
je bodem usecky ED.

Piipad [1]. Plati x= AX = AE .tg60° = }|/3
a obsah P trojuhelnika XYZ je P = i]/3 (viz obr. 15).

D 4 lC
L/ |
[ |
|
|
Y=l ] 5 1 e
E [
Z |
i
™ 309 1
R ——;
A M X 8
Obr. 15

Ptipad [2] (viz obr. 16). Ozname G stfed strany
XZ trojuhelnika XYZ, dale F patu kolmice vedené bo-
dem X na ptimku DC a H stfed tsecky XF.

Oznatme T bod uvnitf ¢tverce ABCD takovy, Ze
XTYA = 90°; bod G zfejmé leZi uvnitf uhlu <AYT.
ProtoZe je < XYG = 30° je XAYX < 60°; ziejmé
plati 30° < <A4AYX < 60°.

Plati *YXF = JAYX = a (stfidavé thly); proto
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polopfimka XF lezi v thlu < YXZ, takZe bod H padne
dovnitt usetky EG a bod F dovniti useCky DZ.
Z trojuhelnika XZF (kde < F = 90°, XF = 1) plyne

1

XZ = XF. cos(60° — a)
neboli
. 1
4= cos(60° — ) * O
Dile je

EG = YG . cos(60° — &) = }a]/3". cos(60° — oc),
po dosazeni z (1) mdme
EG = 1/3, (@
takZe bod G, ktery leZi na pfimce e, je tyZ pro vSechny
trojihelniky XYZ (i pro pfipad [1]). Snadno zjistime,
Ze o Cisle x plati (viz obr. 15a, 16).

Vs <x=< ) |/3 3)
D=y F=2'
N l
AN
£ /N
\/ T\
E:_ [ NV / - TR - 2
/ | \ |
/ I \
/ . \
/ | N
/ | 1\
[HAN
A=Y’ X 8 X
Qbr. 15a
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Obr. 16

Plati (viz pravouhly trojihelnik XGH, kde < H =
- =90°, HX =}, HG=EG — EH =}]/3 — x)

) GX* = HG* + HX?;
po dosazeni a znisobeni obou stran rovnosti Cislem 4

dostaneme
at = (/3 —2x)* + 1. (3)

Tim jsme urCili stranu @ v zavislosti na x = AX; tento
vysledek pro x = 3|/3 plati i v ptipadé [1].

Minimum (maximum) obsahu P trojihelnika XYZ
nastane pro minimum (maximum) Cisla @ > 0.

Ze (3) plyne, %e minimum a nastane, je-li |/3 — 2x =
= 0 neboli x = }|/3 (viz ptipad [1] a obr. 15).

Funkci B ‘
y=(3—-2%?+1 4)

musime vySetfit v intervalu (3") ; dokdZeme, Ze je klesajici.
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Méjme disla x; > x, takova, Ze

W3 <0< x<i]3 )
a oznatme y;, ¥, hodnoty funkce (4) po fadé pro x,, x,.
Plati
Yo =N = (V§ - 2x2)_2 - (1/3 —2x;)% =
= 4(x; — x,) . (V3 — Xy — X)) =
= 4(x, — xz)[(%v3 — %3) + (%V3 — x1)].
Vzhledem k (5) je % —x, <0, 3|3 —x =0,
%V3 — x; >0 a tedy ¥y, — vy, < 0 neboli y, > y,, coZ
jsme méli dokdzat.
Minimum tedy nastane pro x = 1)/3, maximum pro
x = }]/3'a pro x = %|/3 (uvaujme trojthelnik Z’ ¥’ X’
soumérn¢ sdruZeny s trojihelnikem XYZ z obr. 15a
vzhledem k ose e tseCky AD).

Podle feSeni Jana Luska,
74ka 3.d tf. SVVS,
Ceské Budéjovice.

4. ULOHY I. KOLA KATEGORIE B

1. Zavod dodéava p procent svych vyrobku pro vyvoz,
zbytek na domaci trh.

a) Zavod dostane za tkol zvysit vyvoz o ¢9%,, domAci
dodavky o r9,. O kolik procent musi zvysit celkem vy-
robu?

89



b) Zavod zvysi celkovou vyrobu o 5% ; z tohoto zvy-
Seni doda tiikrat vice vyvozu neZ na doméci trh. O kolik
procent vzrostly jeho dodavky pro vyvoz a o kolik pro-
cent doddvky pro domadci trh?

Reseni. 2) Ozname # pivodni podet v;’rrobkl"l (v ji-

stém obdobi). Z toho pfipadlo V}’rvozu n vyrobku,

100

domacimu trhu ( 1— 1—0—6)72 vyrobku. Pfi zvySeni vyroby
pfipadne vyvozu (1 + 100) oo™ Vyrobki, domdcimu

trhu ( 1+ 100)( 100) n vyrobkul. Je-li celkovd zvy-
$eni vyroby dano x procenty, je zvySené mnoZstvi vy-
robkil (1 + 1—3‘6) n. Podle podminky tlohy a) je
9\ P r b4 _ x
(1 +m)mn +(1 +m)(1 - io—o)n_(l +m)n.
Znasobime-li tuto rovnost Cislem -1%) , dostaneme
q r —
(1 +m)p +(1 +-@)(1oo — p) =100 + x.
Po vynasobeni
Pq —
P+t 100 +r —p — 100 =100 + x,

a odtud
— b4 _
| x=r+ 25 (g — . )
Pro p = 40, ¢ = 20, r = 25 vyjde x = 23,
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b) V druhé uloze plati mezi Cisly p, s a ¢, r (to jsou
hledané pocty procent zvySeni doddvek) podle (1)
vztahu:

s=r -+~ (22)
L =
Vzrust dodavek pro vyvoz je —= i 00 106" = 1 002 n vyrob
ki, vzrast dodavek pro domadci trh je 100 ( 1— '1%))"
vyrobki. Podle podminky je
rq p
f00: =3~ 100( W)) n.

. . o vy 2 .
Znasobime-li tuto rovnici Cislem 197?—, vyjde

pq = 3r(100 — p). (2b)

Rovnice (2a), (2b) tvori soustavu dvou linedrnich rovnic
pro dvé neznamé g, r.

Rovnici (2a) znasobime Cislem 100, rovnici (2b) uspo-
faddme podle g, r; tim uvedeme soustavu na tvar:

pq + (100 — p)r = 100s,
pq — 3(100 — p)yr = 0.

Vylou¢ime-li r, dostaneme
75 .
» q= TSa (3a)
vyloucime-li ¢, dostaneme
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255 '
= S50 = R (3b)

Vzorce (3a), (3b) davaji feSeni tlohy b).

2. Zostrojte trojuholnik ABC, ak st dané velkosti
vysok v,, v, a velkost taZnice z,.
Udajte podmienky rieSitelnosti.

RieSenie. Rozbor (obr. 18 —20). Musi zrejme platit
v, < 1,. (D)

Nech st M, N po rade paty vySok trojuholnika ABC
vedenych bodmi A4, B a § stred strany BC, takZe je

AM = v,, BN = v,, AS =1t,.

OpiSme kruZnicu £ = (S, $v;). Tato sa dotyka priam-
ky AC v bode T. Pritom je ST strednou prieckou v troj-
uholniku BCN, takze je T stredom tseCky CN alebo je
N = C = T (vid obr. 20).

Pri konstrukcii treba rozoznivat dva pripady:

1] Jewo,=1t,t.j. M =S (obr. 17);

[2] je v, < 2, t. j. M == S (obr. 18 —20).

Pripad [1] (vid obr. 17). Zvolme usecku AS =
=1, = v,, uhol LASX = 90° a opiSme. kruZnicu 2 =
= (S, }v,). PoZzadujme, aby bod C padol do polroviny
ASX Cize na polpriamku SX. Ozna¢me T dotykovy bod
doty¢nice vedenej z bodu A ku kruZnici &, ktory lezi
v polrovine ASX. Spolo¢ny bod polpriamek AT, SX
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ozna¢me C a jeho obraz v simernosti so stredom S nech
je B. Potom je ABC hladany trojuholnik.

Obr. 19 Obr. 20

Dokaz konstrukcie nebudeme prevadzat, pretoZe sa
zrejme jednd o rovnoramenny trojuholnik s hlavnym
vrcholom 4.
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Podmienkou riesitelnosti je, aby bod A leZal mimo
kruZnice & (nie na kruZnici &) CiZe v, < v, = f,, t. .

v, > 20, = 2t,. (2)

Pripad [2] (vid obr. 18—20). Ak je ¢, > v,, zo-
strojme trojuholnik ASM tak, aby platilo <AMS =
= 90°, AM = v,, AS = t,. Dalsia konStrukcia je tak-
mer takd istd ako v pripade [1]. Ozna¢ime C prieseénik
priamky MS a doty¢nice p vedenej bodom A ku kruz-
nici % a zostrojime obraz B bodu C v simernosti so stre-
dom S. Potom trojuholnik ABC spliiuje poZiadavky
ulohy.

Dékaz a diskusia. V trojuholniku ABC ma4 taznica AS
dizku z, a vyska AM dizku v,. Ak bod A leZi mimo
kruZnice % (t. j. pre 2z, > v,), je doty¢nica p rdzno-
beZna s priamkou MS a bod C == S existuje. Pritom je
BN = 2.TS = v, (vid obr. 18—20), pretoze TS je
strednd priecka v trojuholniku BCN. M4 teda vyska
trojuholnika ABC vedeni bodom B dizku o,

Z bodu 4 moZno viest ku kruZnici £ dve rézne dotyc-
nice. Su teda dve rieSenia prave vtedy, ked je

2t, > v,
Inak dloha rieSenie nema.
Zdver. Ak plati: [1] v, =t,, v, < 2t,, ma uloha dve
rieSenia.
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[2] v, < t,, v, < 2t, m4 tiloha taktieZ dve rieSenia.
Inak tloha rieSenie nema.

Riesenie zaslal s. Karol Trnovsky,
utitel SVVS, RuZomberok.

3. Miéme rozdélit lichobéZnik ve tii neptekryvajici se
trojuhelniky o stejnych obsazich. |

Zjistéte, zda je uloha fesitelnd pro kazdy lichobéZnik.

V pripadech, kdy je uloha feSitelnd, najdéte vSechny
zptsoby takového rozdéleni.

Reseni. Oznaéme a = AB, ¢ = CD zakladny av
vySku uvazovaného lichobéznika ABCD; necht pfitom
plati a > ¢ (toho lze dosihnout vhodnym oznafenim
vrcholt lichobéZnika). Obsah kaZdého z hledanych dil-
Cich trojuhelnika pak je §(a +c)v.

D c _C

Obr. 21 4 Obr. 21 a

Piimka, kterd neobsahuje Z4dny vrchol trojuhelnika,
ztejmé tloze nevyhovuje; takova pfimka déli lichobéz-
nik bud ve dva Ctyfahelniky, nebo na trojtihelnik a péti-
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thelnik (ten nelze jednou dalsi pfimkou rozdélit ve dva
trojuhelniky). Proto musi hledanid pfimka p obsahovat
alespon jeden vrchol lichobéZnika. Jsou dvé moZnosti:
Ptimka p odd¢lujici diléi trojuhelnik prochazi vrcholem:

[1] vétsi zédkladny a a protind rameno lichobé&Znika
(srovnej s obr. 21). '

[2] vétdi zakladny a a protind mensi zdkladnu ¢ (srov-
nej s obr. 22).

[3] mensi zdkladny a protind rameno (srovnej s obr.
23).

Obr. 22 Obr. 23

[4] mensi zékladny a protina vétsi zdkladnu (srovnej
sobr. 24). (Vyrokem,pfimka protind tise cku*
tu rozumime, Ze mi s useckou jediny spole¢ny bod,
ktery lezi uvnitf uvaZované tsecky.)

Piipady [1] aZz [4] prozkoumame ve sledu [2], [4],
(1} [3]:

Ptipad [2] nevede k feSeni, nebot &tyfuhelnik T
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v obr. 22 je lichobéZnik a ten nelze rozdélit pfimkou,
ktera obsahuje uhlopficku, ve dva rovnoploché troj-
uhelniky.

Piipad [4] povede k feSeni prave tehdy, je-li
v obr. 24 Ctyfuhelnik T = BCDM rovnobéimkem, tj.
plati-li

cv =2%(a +cw
neboli
a=2c. (1)

Skute¢né, tato podminka je nejen nutnd, ale i postacu-
jici; tim je tento pfipad vytizen (viz

obr. 21, 24a, 24b). p_c ¢

- Pfipad [1]. Ozname v obr. 21a

x vySku trojuhelnika ABM; tu plati

1 1
yax=—¢(@+oo,

tj A @) 8
x= 2T o )
= T3, Obr. 24
D ¢ C
/
/
/
/ >
/
//
M=S
A . a=2c g A a=2c 6
Obr. 24a Obr. 24b
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Mime dv& moZnosti pro rozdéleni ¢tyfuhelnika T
ve dva rovnoploché trojihelniky:

a) Ctyfthelnik T vobr. 2la rozdélme uhlop¥ickou
AC ve dva trojuhelniky ; pro obsah P trojuhelnika ACD
plati

P=1}cw=1%(a+cw

neboli

a=2c. (1)
Po dosazeni (2) dostavame

x=3v 3)

coZ vede k feSeni (viz obr. 21a) a trojﬁhélm’ky maji obsah
cv.
b) Uhloptitka DM (viz obr. 21) vzhledem k (1), (3)
nedéli Ctyfuhelnik T ve dva rovnoploché trojuhelniky,
nebot obsah Q trojuhelnika CDM je

= 3w — %) = (a + s @
pomoci vztahu (2) vsak je

V—x = 2a3; € v a po dosazeni do (4) mime
1 (2a—¢) 1
< r .c'u-—g(a—]—c)'v
nebcli
a* —ac +c*=0,
tj.
a? a
@~ T1=0
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Troj¢len y2 —y +1=(y -~ 1)? +y je pro vSechna

kladna ¢isla y kladny; avsak % je kladné cislo, proto

v~

rovnice (5) nema redlné feSeni a déleni lichobéZnika je
nemozné.

Pifipad [3]. OznaCme z vySku pfisluSnou ke stra-
né CD trojuhelnika CDM v obr. 23; pak musi byt

, Yoz =1(a + o,
1.
a-+c 7

& = 3¢

Celé dalsi vysetfovani dostaneme z pfipadu [1] vymé-
nou pismen a, c. ProtoZe je a > ¢, je vztah ¢ = 2a [ob-
dobny ke vztahu (1")] nemoZny; proto pfipad [3] nemtze
nastat.

Zdvér. Uloha je pti a > ¢ felitelnd jeding, plati-li
a = 2c; pak ma tfi feSeni — viz obr. 21a, 24a, b.

4. Nijdite vSetky trojice navzajom roznych prirodze-
nych ¢isel x, y, 2, ktoré maju tu vlastnost, Ze sucet kaz-
dych dvoch disel trojice je delitelny zostavajlicim tretim
Cislom trojice.

RieSenie. Predpokladajme, Ze sme nasli prirodzené
Cisla, ktoré spliuj poziadavky tlohy. Najmensie z nich
oznalme x, najviacsie 2 a stredné, ¢o do velkosti, bznac-
me y. Plati teda

l<x<y<a €))
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Z nerovnosti

X< %Yy 2 ()
dostaneme scitanim

x +y< 2z (2)

Podla textu tlohy je sulet x + y delitelny Cislom z,
teda plati

X +y = kzs (3)
kde % je nejaké prirodzené cislo. Pomocou vztahu (3)
prejde vztah (2) do tvaru
kz < 2z, Cize 0< (2 —Fk)=.

PretoZe je z > 0, je nutne 2 — & > 0 CiZe 2 > k. Pre-
toze k je prirodzené Cislo, je nutne 2 = 1 a vztah (3)
m4 preto tvar

x +y=z. (3)

Podla textu tlohy pre Cisla x, y, 2 okrem vztahu (3)
platia eSte vztahy

x + 2z =ny, 4)
Y + 2 =mx; -5)

priCom m, n st urCité prirodzené Cisla. Ak do (4) a (5)
dosadime za 2 z (3"), dostaneme

2x + y=mny, 4)
x +2y = mx. (59
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Zo vztahu (5) vyplyva, Ze x je delitelom Cisla 2y, tj-.
2y = px, ' (6)
kde p je nejaké prirodzené ¢islo. Zo vztahu (4”) vyplyva,
Ze y je delitelom Cisla 2x, t. j.
2x = qys Q)

kde ¢ je prirodzené Cislo. Vynasobme navzijom lavé
a pravé strany vztahov (6) a (7). Dostaneme

4xy = pqxy.
KedZe je xy # 0, vyplyva z téjto rovnice
g =4

Prirodzené ¢isla p, ¢ nemdzu byt p = g = 2, lebo potom
zo (7) vyplyva x = y, €o je v spore s predpokladom (1).
TaktieZ nie je mozné, aby bolo p = 1; ¢ = 4, pretoZe
potom zo (7) vyplyva x = 2y, Co je opét v spore s pred-
pokladom (1). Zostava teda poslednd moZnost: p = 4,

= 1. Zo vztahov (6) a (7) dostaneme y = 2x a stadial
a z (3’) obdrZzime z = 3x. Dostali sme trojicu Cisel

x, y=2x, 2 = 3x,

kde x je Tubovolné prirodzené Cislo. Tieto ¢isla vyhovuju
poziadavkdm ulohy, ako sa lahko presved¢ime. Opravdu
Cisla

x+y 1,y+z=5’ z+x=2

su prirodzené,
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Hladana trojica Cisel je teda
ry 2r, 3r,

pricom r je Iubovolne zvolené prirodzené Cislo.

5. Jsou dany dvé shodné kruZnice k,, k,, které se
protinaji ve svou riznych bodech P, Q. Bodem P vedme
pfimku, kterd protne ob& kruZnice jesté v dalSich bo-
dech X, Y navzijem oddélenych bodem P.

a) Vysetite geometrickd mista stfed stran trojihel-
nika QXYVY.

b) Vysetite, ktery ttvar vyplni sttedy kruZnic opsa-
nych trojuhelnikim QXY

ReSeni. UZijeme oznaleni z obrizku 25, kde 7, =
= PT,, t, = PT, jsou po fadé tecny danych kruZnic
ky = (81, 1), ky = (S, r) ve spoleCném jejich bodé P.
Ptitom kruZnice %, leZi v poloroviné 7, = 1,0, kde O je
stted useCek PQ, S,S,. Piimky p, ¢ jsou rovnobéZné
s S1S, a po fad¢ prochazeji body P, Q. Duty uhel
o = X T,PT, je spoletnou ¢asti polorovin 7;, 753 uhly
¢ = XT,PU, " = < T,PV jsou vrcholové a k thlu w
~ vedlej$i. P¥imka 7, je rtznd od t,; obé pfimky maji
spolecny bod P, takZe jsou riznob&zné a protoZe je
I, == 1y, je t, seCnou kruZnice k,. PriseCiky pfimky ¢,
s k; oznalme P, U == P; podobné je V' druhy prisecik
piimky #; s k..

Oznalme s = XPY pfimku, kterd ma vedle bodu P
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Obr. 25
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_ s kruZnicemi %,, &, po fad¢ dali spole¢ny bod X, popf.
Y, a to takovy, Ze bod P oddéluje body X, Y. Doki-
zeme, Ze kazdd piimka, ktera prochizi bodem P a vniti-
kem thlu ¢, je pfimkou typu s; vSechny ostatni pfimky
jdouci bodem P nejsou pfimkami typu s.

Ptedevsim pfimky #;, £, nejsou typu s; kazda pfimka o,
kterd prochdzi vnitfkem uhlu w, nema s ddnou z kruz-
nic k,, k, uvnitf thlu o spole¢ny bod; thel w je spoled-
nou Casti polorovin 77, 7; a napf. uvnité poloroviny 7}
nelezi 24dny bod kruZnice %,, proto bod P nemuZe od-
dé€lovat body X, Y, které padnou do thlu o’, ktery je
k thlu o vrcholovy.

Zbyvaji nam pifimky, které prochizeji bodem P a
vnitiky vrcholovych uhli ¢, ¢’. Bud s jedna takova
pfimka; dokaZme, Ze ma napf. s kruZnici %, spoleny
bod X, lezici uvnitf Ghlu ¢. Pfimka s prochazi bodem P
a neni teCnou #, kruZnice &, je tedy nutné seCnou této
kruZnice; druhy jeji prisecik X == P vSak nemiZe pad-
nout dovnitf poloroviny 77 (v této poloroviné mé kruz-
nice %, pouze bod P). Padne tedy bod X nutné dovnitf
uhlu ¢. Stejné dokiZeme, Ze druhy pruseCik Y == P
piimky s s kruZnici , padne dovnitf thlu ¢’. Uhly ¢,
¢’ jsou vrcholové, nemaji Zadny spoleny vnitini bod
a proto bod P oddéluje body X, Y.

ProtoZe pfimka typu s neprochazi vnittkem thlu «’,
v ném? lezi bod Q, nepadne bod Q na pfimku s a ke
kazdé pfimce s = XPY existuje tudiZ trojihelnik O XY,
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o némz se mluvi v textu lohy. Oznatme & = < PXQ,
n = XPYQ; plati £ = 7, coz ihned dok4Zeme. Uhel &
m4 vrchol na %; a uvnitf poloroviny 7;, jeho ramena
prochizeji body P, Q kruZnice k,; je tedy & obvodovy
tthel v kruznici %, a thel < PS;0Q je k nému pfislusny
thel sttedovy, takze je & = < PS,0Q. Stejné se dokaze,
ze n = $PS,Q; aviak je IPS;Q = < PS,0 (Ghly
soumérné sdruZzené vzhledem k ose m tsecky S,S,),
a tim & = 5. Je tedy trojuhelnik QXY rovnoramenny
s hlavnim vrcholem Q. Dale je patrné, Ze vSechny troj-
thelniky QXY jsou navzijem podobné, nebot se sho-
duji v uhlech; toho uZijeme v Casti b) této tlohy.

a) Oznaéme Q,, X,, Y, po fad¢ stfedy stran XY,
YQ, QX trojuhelnika QXY. DokdZeme dvé véty.

Véta V,: Geometrickym mistem bodd Q, je vnitfek
oblouku U,PV, kruznice v = (O, OP), kde O je stfed
aseéek §,S,, PQ; body U, V, jsou po fadé stiedy
uselek PU, PV.

Véta V,: Geometrickym mistem bodu Y, je vnitfek
oblouku OS,U” kruZnice %’;, kterd je obrazem kruz-
nice %, ve stejnolehlosti o stfedu Q s koeficientem 3;
pfitom je U’ stfedem tseCky QU. (Podobna véta plati
o bodu X,.)

Dukaz véty V;: Je-li pfimka typu s kolma
k ptimce PQ (v obr. je to pfimka p), je O, = Pabod Q,
lezi na oblouku U,PV,. Je-li s =£ p, vznika pravouhly
trojihelnik PQQ, s pfeponou PQ; podle Thaletovy véty
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lezi bod Q, na kruZnici v opsané nad tseckou PQ jako
prumérem. Z bodta kruZnice v mohou pfijit v tvahu
pro bod Q, jen vnitini body oblouku U,PV, (kde U,,
V, jsou stiedy tétiv PU, PV), nebot ty body leZi v jed-
nom z uhld ¢, ¢” (jer vnitfky téchto thla prochazeji
ptimky typu s). Je-li Q, = P bod tohoto oblouku, po-
tom piimka PQ, je typu s a Q, je ziejmé stfedem pti-
slusné usecky XY. Tim je véta V, dokazana.
Dikaz véty V,: Libovolnd pfimka typu s ma
s k, spoleCny bod X == P; bod X lezi uvnitf thlu ¢
a uvnité oblouku 2 = PU, tj. toho, ktery neobsahuje
bod Q. Bod Y, je vSak obrazem bodu X ve stejno-
lehlosti o stfedu Q s koeficientem }; body O, U’ jsou
obrazy bodit P, U v této stejnolehlosti. Obrazy boda X
oblouku 2 v této stejnolehlosti leZi na oblouku OS,U”
kruZnice sestrojené nad useCkou S;Q jako primérem
(bod S, je obrazem bodu X’ diametralniho k bodu Q
na kruZnici k). Ve stejnolehlosti k pfedchozi obracené
je vnitfek oblouku (2 obrazem vnitfku oblouku OS,U";
kazdy bod vnittku oblouku OS,U” je-tedy stiedem Y,
strany Q Xjistého trojtihelnika naseho typu QXY. Timje
véta V, dokdzina a feSeni Casti a) dané tlohy provedeno.
b) Jiz jsme dokdzali, Ze kazdé dva rovnoramenné
trojuhelniky O XY, O’ X" Y’, které vyhovuji poZzadavkim
textu ulohy, jsou navzijem podobné (podle véty uuu).
OznaCme M, M’ stfedy kruZnic témto trojihelnikiim
opsanych; ty lezi po fad€ na poloptimkach QQ,, OQ’,
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kde Qg @’y jsou stfedy zékladen XY, X'Y’. Proto
plati

oM oM”

00, =005~ " M
kde 2 > 0 je konstanta; je tedy QM = 1. QQ,. Body
M, M" = P’ jsou tedy po fadé obrazy boda Q,, P ve
stejnolehlosti o stfedu Q s konstantou A stejnolehlosti.
Bod M proto vyplni vnitfek oblouku U’ M'V",, ktery je
v této stejnolehlosti obrazem jiZz dfive vySetfovaného
oblouku U, PV,

Obracené, ke zvolenému bodu M uvnitf oblou-
ka U,MyV, ptislusi v obracené stejnolehlosti bod Q,
uvnitf oblouku U,PV,; vime jiz, Ze ke kazdému tako-
vému bodu Q, pfislusi jediny trojuhelnik QXY a ten
m4é ziejmeé bod M za stfed opsané kruZnice.

Geometrickym mistem stfedd M kruznic opsanych
trojuhelnikim QXY je vnitfek jistého oblouku S,P’S.,
ktery ma se¢nu PQ za osu soumérnosti, pfitom je S, =
= Uy S; =V,

Pozndmka. Konstanta 4 se da jednoduse vyjadfit po-
moci Cisel r, t, kde 2z = PQ je délka spolecné tétivy
kruznic %y, k,. Je .

2= 305 QU = 0S, =1, QU,= PQ.sin = 2,
takze

r?

ﬂ.: ?{2—.
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Nebo oznaéme QX’Y” ten z uvaZovanych trojthel-
nika, ktery md pfimku m = PQ za osu soumérnosti
(takZe je XY’ | m); tu bod S, je sttedem ramene QX"
a stted M’ kruZnice trojuhelniku QX’Y” opsané je pri-
seCikem piimky 7 a kolmice vedené bodem S k pfim-
ce 0S;. Bod P je sttedem zdkladny X" Y” rovnoramen-
ného trojihelnika QX" Y’, tj. Qy = P. Pomér 1 ze vzta-
hu (1) je

A—QM/—— QS,:siné r
00, 2t " 2t.siné
a protoZe je
. 0Q t
£ = I
sinf = 5¢ =
dostaneme
1=_T
2t2

6. Je-li x nezdvisle proménnd, dokaZte:

a) Funkce y = x +2|/T — x je Klesajici v intervalu
(0, 1).

b) Funkce y =

10x
x? 4 25
stouci, kdeZto v obou intervalech (—oo, —55, <5, c0)
je klesajici; nalrtnéte pfiblizny graf funkce.

Vysvétleni. Funkce y = f(x) se nazyva v urCi-
tém intervalu Klesajici, jestlize pro kazda dvé &isla x, <
< x, tohoto intervalu plati f(x,) > f(x,); nazyva se v in-
tervalu rostouci, jestlize pro kazda dvé Cisla x, < x,
tohoto intervalu plati f(x,) < f(x,).

je v intervalu { —5, 5 ) ro-
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ReSeni. a) M&jme &isla xy, x,, 0 nichZ plati

0< < X< 15 ¢Y)
mame dokézat, Ze potom plati
x, 2T —x, > %, +2)T — x,. )

Podle (1) maji pro uvaZovana Cisla x,;, x, odmocniny
/T =%, |/T = x, vyznam a jsou kladné.
Dtikaz provedme nepiimo; necht plati
X1 “[‘2]/1 — X = Xy +2V1 — X5 @)
pfipad rovnosti se snadno vyloudi. Vyloucime-li tedy
ve vztahu (2) rovnost, potom plati postupné
2(V1 S x1 R Vl - x2) > xg - xl,
2 .ﬂl - x1)2_ (Vl = xl)z
V= + V1 —x

2, S =
l/l—x1~{~]/1—x2

< X — X1»

< xz_xla

1

Po znasobeni obou stran Cislem Er—— > 0 dosta-
2 1

neme
2

Vl — x1 + Vl — X

Znédsobme obg strany této nerovnosti &islem [/I — x; +
+J/1 — x, > 0; dostaneme

2< T = + |1 =x. (3)

< L
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Avsak pro x z intervalu (0,1) plai 0 <1 —x < 1
a tim téz 0 < Vl — x < 1; je proto prava strana ve
vztahu (3) mensi neZ 2 a vztah (3) vyjadfuje spor,
k némuz vede predpoklad (2). Tim je ditkaz proveden.

Naért jiného feseni tilohy, a) Polozme y = Vl —x
pro 0 < x < 1; ziejmé je

0<y<l (4)

Odtud plyne x = 1 — y2 Pro x;, x, z intervalu (1)
~ mame dokdzat vztah (27); poloZme y;, = T =259, =
= |/ = x,. Potom lze (2°) psit ve tvaru 1 —y? +
+2y, > 1 — y% + 2y,, jehoZ platnost mame dokazat.

Plati-li tento vztah, plati postupné (1 — y,)% >

> —y)%h 1 =3 >1 =y [viz(@)], 32 > 1
]/1 —x2<]/1 — X, 1 —x<1—2x5 x5 < X,
Obracenim postupu dostaneme nase tvrzeni.

b) Méme redlni Cisla x, > x,, takZe je

xg - x1 > 0. (5)
Utvofme rozdil r funk¢nich hodnot f(x,) — f(x,) funkce
10x
Q &)= w55
Plati
o 10x,  10%, 10[xixy — x,x5 + 25x, — 25%,]
TxX+25 x+25 (x2 + 25) (2 + 25) -

_10(x; — x,)(25 — X1Xs)
T (w425 (6 +25)
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V jmenovateli posledniho zlomku jsou kladni {isla;
téZ Cislo 10(x, — x;) je kladné. Znaménko &isla r je tedy
shodné se znaménkem Cisla u = 25 — x;x,.

Plati jednak

U=25— x%, < 25 —{—S(x2 —x;) —

. — %1%, = (5 — x)(5 + x), (6)
]ednak
u=25—xx, >25—5(x, — x,) —
— 238y = (5 + x)(5 — x). @)

UvaZzujme tyto moZnosti:

[1] Je x, < x, = —5. Potom je 5 — x;, >0, 5 +
+ x5, = 0; odtud a z (6) plyne, Ze je u < 0 a tim r <
< 0.

[2] Je5 < x; < x,.Potomije5 —x, <0, 5+ x, >
> 0; odtud a ze (6) plyne, Ze je u < 0 a tim r < 0.

3] Je —5=<2x < x,<5, Potom je 5+ x, =0,
5 — x, = 0; odtud a ze (7) plyne, Ze je u >0 a tim
r > 0.

Tim je dokdzéano, Ze v intervalech (—oco, —5), {5, o)
je dana funkce klesajici (moZnosti [1], [2]), kdeZto v in-
tervalu {—5, 5) je tato funkce rostouci (moZnost [3]).
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ProtoZe je f(—x) = —f(x), je graf (obr. 26) funkce
soumérny podle polatku O pravouhlych soufadnic.
Staci sestavit tabulku hodnot funkce pro x = 0.

x |0 0,5 1 2 3 4 |5| 6

1 5 20 15 40
5,05~ 02| 3= 04 55 =07 |7 =091

60
1=
<1 6l

y =
—f(x) =1

Je patrné, Ze v bodé [5,1] je maximum, v bodé
[—5, —1] minimum. S rostoucim x > 5 se graf bliZi
ose x shora; pro x < —5, kterd rostou v absolutni
hodnoté, se graf blizi ose x zdola.

5. ULOHY II. KOLA KATEGORIE B

1. Nékladni vlak projede trat dlouhou 100 km za
2 hodiny 50 minut, z toho strdvi 20 minut C¢ekanim,
takZe se za jizdy pohybuje pramérnou rychlosti 40 km/h.

Pfi nové upravé jizdniho ¥adu vzrostla doba Cekdni
0 p %. O kolik procent je tfeba zvysit prumérnou rych-
lost jizdy vlaku, aby zistala celkova doba jizdy vlaku
(tj. vCetné Cekani) nezménéna?

ReSeni. Pavodni doba jizdy je

100 1
20 T 20 (1)
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Nova doba jizdy je
00 1
—l-q—+6~0.20(1+1_g(_)); @)
40(1 £ 1‘06)
pfitom ¢ znali polet procent, o néjZ je tfeba zvysit
rychlost jizdy. Podle podminky dlohy jsou si Cisla (1),
(2) rovna. Po tpravé dostaneme

17 5 1 P
6 2(1+_4_) T3 (1 +100)'
100
Po dalsi upravé

_ 1 P
15=15. T +50
100
a odtud

__ 100p

750 —p
Napf. pro p = 50 (10 min) je ¢ = %2 == 7 (%) (zvySeni
rychlosti jizdy je tedy asi o 2,8 km/h).

2. V roving je ddna useCka AB a uvnitf této UseCky
je dan bod P tak, Ze plati AP < PB.

Najdéte geometrické misto boda Q té vlastnosti, Ze
oba trojuhelniky APQ, PBQ maji shodné opsané kruz-
nice.

Oznalte Q, ten z bodu Q, kterym jsou urleny nej-
mensi z téchto opsanych kruZnic, a sestrojte vSechny
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takové body Q,. Vysetite, jakou polohu ma kruZnice
opsand kazdému trojuhelniku 4PQ, vzhledem k nale-
zenému geometrickému mistu bodi Q.

ReSeni (viz obr. 27). I. Necht APQ, BPQ je jedna
dvojice trojihelnikd, jimZ opsané kruznice %, &, o stie-
dech S;, S, jsou navzijem shodné; pfitom je nutné
P = Q, takZe se jednd o protinajici se kruznice. Oba

Obr. 27

uhly PS;0Q, <PS,0Q jsou soumérné sdruzené podle
piimky PQ, je tedy <S; = <S,; proto je téz x4
trojihelnika POA roven uhlu < B trojuhelnika POB
(obvodové uhly pfislusné ke stfedovym uhlim < S; =
= X§,). Proto je trojuhelnik Q4B rovnoramenny (proti
shodnym thlim <4, <B leZi shodné strany), tj. plati
QA = OB. Osa m soumérnosti tohoto trojuhelnika pro-
chazi bodem Q a stfedem M zakladny 4B, pfi¢emzZ je
m | AB.
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Lezi tedy kazdy bod Q na pfimce m pravé popsané.

II. Obracené, necht Q je libovolny bod pfimky m.
Je-li Q = M, pak Ize ob&éma trojuhelnikiim 4PQ, BPQ
po fadé opsat kruZnice k,, k,, které zfejmé nemohou
splynout (bod P oddéluje body A4, B). Ptitom je QA4 =
= OB (nebot m je osa tseCky AB) a tudiz <A prvniho
trojihelnika je shodny s thlem <B druhého; obvodové
thly <4, <B jsou ostré (tihly pfi zékladné rovnora-
menného trojuhelnika), takZze body A4, B leZi po fadé
na vétsich obloucich (s krajnimi body P, Q) kruZnic &,
k,. Sttedové thly <S,, <S,, pfislu$né po fadé v kruz-
nicich %, &, k obvodovym thlim <A, <B, jsou tedy
shodné, a proto je APQS; ~ APQS, (rovnoramenné
trojihelniky o spole¢né zékladné PQ a shodnych uhlech
xS, <8, proti zékladnam); je tedy S,P = S,Q a obé
kruZnice %,, &, jsou shodné.

ProtoZe je AP < PB, padne stfed M usecCky AB do-
vnitf useCky PB. KruZnice %, jdouci body A4, P nemuze
prochézet bodem Q =M. Z toho plyne, Ze bod M
nepatii k hledanému geometrickému mistu bod.

Zdvér. Geometrickym mistem bodid Q je osa m usec-
ky AB, pfiemZ z ni musime vyloucit stfed M useCky
AB.

ITI. KruZnice, kterd je z urcité mnoZiny kruZnic nej-
mensi (obr. 28), mé nejmensi pramér. Nejmensi z kruz-
nic, které v tiloze uvaZujeme, je nutné kruZnice %; opsana
nad tseCkou PB jako prumérem (vSechny jeji tétivy
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nejsou vétsi nez PB); kruZnici k; shodnou s %; 1ze body
A, P prolozit, nebot je AP < PB. Oznaéme %, ; shod-
né kruZnice, z nichZ prvni jde body 4, P a druhd ma
useCku PB za primér. Tyto kruZnice se protinaji v bo-
dech P, Q, (nemohou se v P dotykat, jinak by sttedy S,
S, téchto kruZnic lezely v pfimce AB a nutné by bylo
AP = PB, coz je proti pfedpokladu); pfitom je Q,
jeden z prusecikd pfimky m s kruZnici k; (tento bod

Obr. 28 °

existuje, nebot m prochazi vnitfnim bodem M kruz-
nice kj, takZe m je se¢nou kruZnice %;). Ctyfdhelnik
o thloptitkiach PQ,, SiS,, ktery uruji stiedy Sj, S,
a prusetiky P, Q, dvou shodnych kruznic, je nutné
kosoctverec (thloptitky se totiz navzdjem pili a jsou
k sob& kolmé). Je tedy PS, = Q,S; (jsou to poloméry
shodnych kruZnic &, %,) a Q,S; // PS; neboli Q,S; |
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| m;ztoho vSak plyne, Ze kruZnice %, se dotyka pfim-
ky m v bod¢ Q,.

Konstrukce (obr. 28): Nad primérem PB sestrojime
kruZnici &, (ta existuje pravé jedna) a oznalime Q,, Q;
jeji pruseciky s piimkou m; oba tyto body jsou rizné
a soumérn¢ sdruzené podle ptimky AB. Obé razné
kruZnice k], k;, opsané trojuhelnikim APQ,, APQ,
jsou podle pfedchoziho shodné s k;; dvojice ki, k;
a dvojice &7, k; jsou vSechna feSeni ulohy. Tim je feSeni
ulohy provedeno; tloha ma vzdy dvé feSeni (pokud jde
o body Q, a dvojice shodnych kruZnic).

3. Je déna funkce

V=131 +)4—=2 +11 )& ==1). 1)
Sestrojte jeji graf v intervlau —2 < x < 2 a dokaZte,

7e se skldda ze dvou uselek a kruhového oblouku.

ReSeni. Funkce (1) nabyvé vesmés kladnych hodnot
(nebot &en |1 +]/4 —x2| je kladné ¢&islo, ¢&len
|1 — V4 — x2| je Cislo nezdporné) pro vsSechna x,
pro néZ je 4 — x? < 0 neboli

—2=<x=<2 2

ProtoZe pro Cisla x, —x dostdvame z rovnice (1) touz
funkéni hodnotu, je graf této funkce soumérny podle

oSy y.
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Pro dalsi vySetfovani je tfeba rozliSit dv€é moZnosti.

Pitipad [1]. Necht je 1 —]/4 —x® =0 neboli
1= V4 — x?; umocnénim obou stran této nerovnosti
na druhou dostaneme, Ze tento vztah plati pravé pro
tato x:

bud

x =3
anebo

x< — |3 3
Potom je |1 — |/4 —x?| =1 — /4 — x* a ze vztahu
(1) dostavame
y=i1+)a=+1-J4—=]=1 (@
neboli
y=1
Spojenim vztaht (2), (3) a vysledku (4) méme (viz obr.

29) B Grafem funkce (1) v intervalech (—2, —V?7 >y
<V3, 2> jsou usecky MN, PQ, kde
M=[-21,N=[-|31,P=[]31,0=1[21]
Ptipad [2]. Necht je 1 —]/4 —x* < 0 neboli
1 < |/4 — x?; umocnénim obou stran této nerovnosti

na druhou dostaneme, Ze tento vztah plati pravé pro
tento interval:

V3= )
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Potomjerl 1 ——V4 — x| = V4 — x% — 1 a ze vzta-
hu (1) dostdvame

y=i1+Jd=+)a -2 -1]1=]4 —x*
neboli

y=)4 =%

Obr. 29

Umocné&nim obou stran této rovnice na druhou obdrZi-
me :

x* +y* =4, (6)
takZe ptislusné body grafu funkce (1) leZi na kruZnici
opsané kolem pocatku soufadnic polomérem 2. Pfitom
je y >0 a jednd se o body této kruZznice, pokud pii-
slu$né soufadnice x nélezi do intervalu (5); pro x =
= +]/3ay > 0 z rovnice (6) dostdvime y = 1. Tedy
(obr. 29) grafem funkce (1) v intervalu (—]/?7, V§> je
oblouk NP kruZnice o stiedu v poCatku soufadnic a po-
loméru 2; tento oblouk lezi nad osou x.
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4. Dany je lichobeznik ABCD s valSou zékladnou
AB.

Zostrojte vo vnutri useky AD bod P a vo vnutri
useCky BC bod Q tak, aby sucasne platilo: PQ || 4B,
AQ || PC. Vypotitajte velkosti useiek AP, BQ pomo-
cou velkosti stran daného lichobeZnika.

RieSenie (vid oznacenie v obr. 30). Rozbor. Oznatme
M priese¢nik priamok AD, BC. Vsimnime si toho, Ze
rovnolahlost (M) so stredom M, ktora prevadza bod A4
do bodu P, prevadza usecku AB do tsecky PQ, bod B
do bodu Q. Dalej previdza tsecku AQ do usetky PC
(pretoZe je PC || AQ), takZe bod Q prevadza do bodu
C. Z toho vsak vyplyva, Ze tGseCku QP prevadza do
useCky CD a teda bod P do bodu D. Oznatme x > 0
koeficient rovnolahlosti (M). Potom plati:

MP = x.MA, MD = x.MP.

Z toho delenim odpovedajticich si stran oboch rovnosti

" dostaneme
MmP o MA
MD ~—~ MP?
t.j.
MP?2 = MA . MD.

Je teda dizka Gse¢ky MPstrednou geometrickou timer-
nou zostrojenou z dizok MA, MD.
Z toho vyplyva konstrukcia: Nad tseckou MA ako
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priemerom opiSme polkruZnicu k. V bode D zostrojme
kolmicu k priamke MA a spolo¢ny bod tejto kolmice
a polkruznice 2 oznaCme R. Podla Eukleidovej vety
o odvesne vyplyva, Ze je MR*= MA.MD, takie

\ 7
: \

Obr. 30

MP = MR, ¢im je bod P zostrojeny. Bod Q leZi na

useCke BC a na rovnobeZke vedenej bodom P k priam-

ke AB. Tym je konStrukcia usecky PQ prevedena.
Dékaz. Podla konstrukcie je

MP = ||MA . MD
a teda aj
MQ = ||MB.MC, (1)

pretoze je PQ || AB. Musime dokazat, Ze plati AQ ||
|l PC. K tomu stali dokazat, Ze je
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MA _ MQ
MP = MC’ @

tize MA . MC = MP . MQ. Podla (1) je
MP.MQ = |/MA.MD.MB.MC . (3)

No, z homotetie so sttedom M, ktord prevddza usetku
AB do usecky DC, vyplyva

MD _ MC
MA ~— MB?
t.j. _
MB .MD = MA . MC. 4)

Po dosadeni vysledku (4) do (3) dostaneme
MP . MQ = MA . MC,

¢im je dokdzany vztah (2) a plati teda AQ || PC, ¢o
sme mali dokédzat. '

Z konstrukcie vyplyva, Ze tloha m4 jediné rieSenie.

Este vypocitame dirky useliek AP, BQ. Oznalme
AB = a, BC=b, CD = ¢, DA = d.

Z rovnolahlosti (M) vyplyva DP = x . PA, PQ =
= x.4B, CD = x . PQ, Cize

DP=x.PA, PQ=ax, c=x.PQ. (5

Po dosadeni druhého vztahu do treticho dostaneme ¢ =
= ax? a teda

x= /<. ©)
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Dalej plati DP 4 PA = AD, t. j. DP + PA = d. Ak
sem dosadime z prvého vztahu (5), dostaneme

PA(x +1)=d
a stadial po dosadeni za x zo (6)

PA()/s +1) =4,
t.j.
PA(Jc +Va) = dJa.
. Stadial vypocitame, Ze

dla
P4 = ———.
, Va + Ve
Podobne dostaneme
bVa
B o Fommmme—————
9B =11

Tym je rieSenie ulohy prevedené.

6. ULOHY I. KOLA KATEGORIE C

1. Rozhodnéte, ktery z obou zlomki

5678901234 5678901235
6789012345 ° 6789012347

je vetsi.
Reseni. Polo¥me x = 5678901234,y — 6789012345;

potom rozdil » zlomkia danych v tloze (v napsaném po-
tddku) lze psit
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r_ﬁ_x—l-l _ y+2x—(w+y) . 2x—y
Ty y+2 ¥y +2) ¥y +2)°
Ziejmé plati 2x > y neboli 2x —y > 0; je tedy

r >0.

Odpovéd. Prvni zlomek je vétsi neZ druhy.

2. Z cihelny v misté 4 se vozi nakladnimi auty cihly
na stavbu v mist& B. Ridi¢ ndkladniho vozu nastupuje
a kondi prici v misté A; jezdi pramérnou rychlosti
45 km/h s vozem plnym a 48 km/h s vozem prazdnym.
Pfi kazdé jizd¢ trvd naklddani vozu 35 minut, jeho vylo-
Zeni 20’ minut.

Vypocltéte vzdalenost mista 4 od mista B, vite-li,
Ze Tidi€ pii osmihodinové pracovni dobé odvezl z cihel-
ny na stavenisté 5 voza cihel.

O kolik minut pfi kazdé jizdé je nutno zkratit dobu
nakladani a skladani (pocitano dohromady), aby neklesl
osmihodinovy vykon fidile, je-li nakladané auto nuceno
jet z mista 4 do B (i zpét) objizdkou, kterd je o Ctvrtinu
del$i nez ptavodni silnice.

ReSeni. Oznaéme d vzdilenost (v km) mist 4, B
(méfeno na puvodné uzivané sinici); potom cesta

. , . d . P
prazdnym vozem trva 3 hodiny, cesta plnym vozem
trva % hodiny. Na naloZeni a vyloZeni jednoho vozu
je tfeba §§ hodiny. Na jednu okruZni cestu vozu (vCetné

naloZeni, vyloZeni a navratu) je tfeba
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d , d | 55, 4.
4—§+@—|—6—0h0d1n,

na pét okruznich cest za den bylo tfeba celkem 8 hodin
neboli plati

5(;% +4% +%)=8;

odtud postupné dostavame

31d _ 41
9.16  12°
41.12

&= 31
492 27
d= 37 =155

Vzdalenost mist A, B je skoro 16 km (1537 km).
V pfipadé objizdky kond auto pfi cesté tam i pfi cesté
zpét drahu o ;d delsi, ¢imZ se doba jizdy prodluzuje o

1 1 1 1 1 1 1 .
x=zd.4ﬂ5+zd.4-g:—4-d.(4—5‘+I8)h0dln,

kde

1,1 16415 |
. 45 48 3.3.5.16°
je tedy
1 41.12 31 41 41
T4 31 " 9.5.16  3.5.16 ~ 240
neboli v minutich
41 41 1
m'60_1_101'
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Odpovéd. Dobu 55 minut potiebnou na naklidéni
a vykladani auta musi zkratit o 10} minuty, tj. asi na
45 minut (44 { min).

3. Jsou dény poloméry r, o opsané a vepsané kruz-
nice pravouhlému trojuahelniku. :

Vyjadfete vzdilenost stfedd obou téchto kruZnic po-
moci Cisel 7, p.

f
f | e
/
> ey S
Ao
o | !
- !
= = 7
C f,ﬁ 1ob-¢
|
Obr. 31

ReSeni. Je-li ABC dany pravouhly trojtthelnik s od-
vésnami a, b a pfeponou ¢, potom pro polomér r kruz-
nice tomuto trojuhelniku opsané plati » = }c; oznaéme
2s obvod daného trojuhelnika ABC. Z obr. 31 je patrno,
ze délky teCen vedené z bodu C, B, 4 k vepsané kruz-
nici £ po fadé jsou g, a — g, b — ¢. Podle Pythagorovy
véty plati

a? 4 b% = ¢% = 4r2, €))
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V obr. 31 jsou A’, B, C’ dotykové body vepsané
kruZnice se stranami trojuhelnika ABC, M stfed kruz-
nice vepsané a O stfed kruZnice opsané (bod O je stfe-
dem useCky AB a bod P stiedem useCky AC); je
tedy OP !| BC stfedni pficka daného trojuhelnika.
Oznatme Q patu kolmice vedené bodem M k piimce
OP. Ztejmé je BA" > A'C,tj.a — p > p,takZejea —
— o > 0; proto je 3a = OP > CA’ = QP = . Z toho
plyne, Ze bod Q padne dovniti tGseCky OP a existuje
trojuhelnik MOQ s pravym uhlem <XQj; oznatme x =
= OM vzdilenost, kterou podle textu tlohy mime
zjistit. Je OQ = OP — PQ = }a — p; stejné se vy-
Setfi, ¢ MQ = CP — CB’ = }b — p. Uzitim Pytha-
gorovy véty na trojihelnik MOQ obdrzime MO?* =
= MQ? + OQ? neboli

x*=(3a — o) +(3b — 0)%
tj.
x2 = {[a® + b — 4p(a + b) + 80?]. (2)
Pritom podle obr.31jea +b = (a — o) + (b — o) +

+20=1c¢ 4+ 20 =2(r + o); tento vysledek a vysledek
(1) dosadme do (2); dostaneme

x? =12 —20(r + 0) +2¢°
neboli '
x2=r? —2ro,

¢imZ je feSeni provedeno.
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Je tedy
x = |/r(r — 29).

Jiné FeSeni (viz oznaleni v obr. 32). MuZeme pied-
pokladat, Ze je « < f, neboli BC < AC (pfipad BC =
= AC vyfidime na zavér). Ozna¢me §, K, L dotykové
body kruznice % = (S, p) vepsané trojuhelniku ABC

Obr. 32

s jednotlivymi stranami a O stfed pfepony AB, jejiz
délka je 2r (prumér opsané kruZznice). Plati
SF=SK=SL=CK=Cjf=9, OL=d (1)
a tedy
AL=AK=r +d, BL=Bjf=r—d (2)

(délky tecen vedenych po fadé z bod A, B ke kruZnici
k); zfejmé je totiz BL < AL (staci urcit obraz B’ bodu
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B v soumérnosti o ose SL a v§imnout si toho, Ze je
ISB'L=%f > ta = XSAL,kde <<SB’L je vnéjsi a
X SAL vnitini nesousedni tihel v trojtthelniku ASB").
Pomoci Pythagorovy véty uZité na trojuhelnik ABC
vzhledem k (1) dostdvame
(AK -+ CK)? + (BF + Cf)* = (AL + BLY

po dosazeni z (2)

r+d+o0?+@r—d+o2=(r-+d-+r—d)?
neboli
d? =r?2 — p% — 2rp. 3
Z trojihelnika OSL, kde <L = 90°, pomoci Pythago-
rovy véty pro hledanou délku x = OS dostaneme OS?=
= SL? + OL? neboli
x? = o2 + d?; )
odtud po dosazeni ze (3) plyne

x = Vr(r — 2p). 4)
Reseni podal Jaroslav Jerhout,
74k 1.b SVVS J. Fudika,
nam. Odboraft, Plzes.

4. Ak su p, g prirodzené cisla, potom je Cislo

107+ 4 2,107 + 2. 10* 4 4
36

celé. Dokazte.
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RieSenie. O Cisle y = 107+? 2,107 2. 10? + 4

plati
y=10°(10? +2) 4 2(10? 4-2) =
= (102 + 2)(107 4 2).

PretoZe p, g st prirodzené Cisla, su Cisla 107, 10? parne
a prave tak st parne aj Cisla 107 + 2 a 10? 4 2. Zépis
* Cisla 10” + 2 v dekadickej sustave obsahuje jednu Cisli-
cu 1, jednu dislicu 2, ostatné Cislice st pre p > 1 vSetko
nuly. Preto je sticet Cislic tohto Cisla 1 + 2 = 3 a ¢islo
107 - 2 je delitelné troma. Cislo 107 + 2 je teda deli-
telné dvoma a troma a preto aj Siestimi. To isté plati
aj o &isle 107 -+ 2. Cislo y je teda delitelné &islom 6 . 6 =
= 36. Tym je dokdzané, Ze Cislo :%6 je prirodzené.

Iné rieSenie. Zipis Cisla y = 107+ 2,107 +
+ 2. 10?7 4 4 v dekadickej sustave ma sucet Cislic 1 +
+2 +2 +4 =29 (to plati aj v tom pripade, ked p =
= ¢). Cislo v je teda delitelné deviatimi. Kazdé z &isel
107+2,2 . 107, 2 . 102 4 je delitelné §tyrmi: Cislo 107+7=
= 107, 10?je suc¢inom dvoch parnych Cisel, Co je zrejmé
z uvedeného zépisu, kde p, g st prirodzené Cisla. Podob-
ne Cislo 2. 107 i ¢islo 2. 102 su stciny dvoch parnych
Lisel. Cislo y je teda delitelné nestidelitelnymi ¢islami 9
a 4 a podla znimej vety je delitelné aj ich sucinom.

Cislo 33’—6 je teda prirodzenym Cislom.
5. Zvolte ostry uhel <tPVQ a uvnitf tohoto thlu
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¥

bod C. Uvazujme vSechny trojuhelniky ABC, kde 4 je
vnitini bod polopfimky VP a B vnitini bod poloptim-
ky VQ. ’

Sestrojte body A, B tak, aby trojuhelnik ABC, ktery
tak vznikne, mél ze vSech uvaZovanych trojuhelnika
nejmensi obvod.

DokaZte, Ze se takovy trojahelnik da sestrojit pravé
jeden. y

Reseni (obr. 33, 34). Rozbor. Budte C’, C” obrazy
bodu C v soumérnostech o osach VP, VQj; jsou-li A,
B’ po fadé libovolné zvolené body pfimek VP, VQ,
potom plati

A'C’=AC, B'C"=BC.
Délka x obvodu trojihelnika A’B'C je x = CA” +
+AB +BC a tedy x=CA +AB +BC’";
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jedna se tedy o délku lomené Cary C’A’B’C”. Mime
body A’, B’ urlit tak, aby délka této Ciry byla nej-
krat$i. Podle znimé véty z planimetrie (dikaz se opird
o vétu, ze souCet dvou stran trojihelnika je v&ts$i neZ
strana tfeti — viz obr. 35a—h) je znamo, Ze tseCka C’C”

je nejkrat$i lomend Cara, kterd spojuje body C’, C”-
Odtud konstrukce:

A ’
N ‘A
’ \\ \
C A=p' C" c/’ N c" \ c cn
~ 7 R -
S~ \\ N \\’//”
~ /
a) \\45. b) B &' )
A
' P ¢
///\A //// \
/// \\ /// \\
// \ -~ X
= J S S —. \
FT\ & FTTTE
A3
by s
d) \g' €
Al
B /7
A /
P ’// \ /// /
//— \ ;4)( \\ / (Bl
/ \ Y \ ’ \
\ / \

/ s \ N
L ) 4 Yy &L >
c c" ¢ ¢ c"

f 9) hy
Obr. 35a—h
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Sestrojme tedy body C’, C” (viz nahofe) a urleme
spolecné body A, B useCky C’C” s poloptimkami VP,
VQ (obr. 34); existuji-li tyto body, potom je ABC hle-
dany trojuhelnik. Dtikaz vyplyva z rozboru.

Diskuse. DokaZzeme, Ze body A, B existuji a lezi po
fad¢& uvnitf polopfimek VP, VQ. Oznatme w = I PVQ
podle textu ulohy je o < 90°. Diéle oznatme w; =
= JPVC, w, = <CVQ, pfiCemZ je v = w, + w,.
Body C’, C” jsou ziejmé rizné a existuje usecka C'C".
Pfitom je <JC'VC = 2w,, LCVC" = 2w, a tedy
180° > 2w = 2w, 42w, = XC'VC 4 <VCC" (dva
uhly sty¢né a duté), tj. C'VC" < 180°, takZe se jedna
skutecné o duty uhel, ve kterém leZi ostry tthel <PV Q;
polopfimky VP, VQ prochézeji vnittkem thlu <C’VC”,
a proto protinaji usetku C’C” v bodech A4, B. Tim je
dtikaz proveden; uloha m4 tedy pravé jedno feSeni.

6. Dané st dve zhodné kruZnice k, = (Sy, ), ky =
= (8,, 1), ktoré sa navzdjom pretinaji. Oznaéme O
stred tseCky S,;S,.

Bodom O vedte takd priamku, aby jej priese¢niky
s kruznicami %,, &, boli krajnymi bodmi troch navzijom
zhodnych tseciek bez spoloénych vnutornych bodov.

Udajte podmienky rieSitelnosti pomocou ¢isel 7, c,
kde ¢ = §;8,.

RieSenie (obr. 36). Ozname si P, Q priese¢niky kruz-
nic k;, &k, (P = Q). Zrejme je §,S, < PS; + PS, (¢o
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plati o stranach trojuholnika PS,S,) Cize §.S, < 2r.
Preto je S§;0 < r, S,0 < r a bod O leZ vo vnutri
kazdej z kruZnic %, k,. KruZnice %, k, si stimerne
zdruZené podla bodu O a podla priamky PQ. Priamka
PQ rozdeluje kruZnicu &, na dva obluky 2, 2" s kraj-
nymi bodmi P, Q. Bod O le#i vo vnitri %, a preto od-
deluje oba krajné body A, C kazdej tetivy AC kruz-
nice &;, pokial priamka AC prechddza bodom O a je
rozna od priamky PQ. Body A, C oddeluje teda aj
priamka PQ, takZe patria vnutraj$kom oboch rdznych
oblukov 2, £°. Zo stimernosti so stredom O vyplyva,
Ze to isté plati o obrazoch D, B bodov A4, C, a to
vzhladom ku kruZnici k,. Z tej istej simernosti vyply-
va, Ze je .
0OA = OD, AB = CD, OB = OC. (1)

Nasou tlohou je zostrojit body 4, B, C na priamke
p idacej bodom O tak, aby platilo 4B = CD a aby
bod B leziaci na kruZnici &, delil tetivu AC kruznice &,
na dve rovnaké casti. Je zname, Ze geometrickym
miestom stredov tetiv AC kruZnice &, iducich vnttor-
nym bodom O tejto kruZnice je kruZnica m zostrojend
nad tseCkou OS; ako priemerom (vyplyva to z Thale-
tovej vety, pricom aj body S;, O patria ku geometric-
kému miestu m ako stred tetivy MN, resp. PQ — vid
obr. 36). -

Konstrukcia (obr. 36). Zostrojme kruznicu m nad
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useCkou OS; ako priemerom. Oznaéme B spolo¢ny bod
kruznic m, k, (pokial bod B existuje). Potom priamka
p = OB je jednym rieSenim ulohy, pretoZe bod B patri
ku geometrickému miestu 7 a teda je stredom tetivy

AC, ktort na kruZnici k, vytina priamka p. Simernost
so stredom O prevadza kruZnicu %; na %, a obritene,
body B, C, 4 po rade do bodov C, B, D, takZe plati:
BA = BC, CD = CB a teda BA = BC =.CD.
Diskusia. Treba rozhodmiit o pocte spoloénych bodov
kruzZnic k,, m, ktorych polomery si oznalime r, o. Je
0 =18,S,. Spojnica stredov kruznic k,, m ma dizku
30. KruZnice &, k, sa podia predpokladu pretinajt
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(v dvoch réznych bodoch), preto plati 0 > S,S; > 2r
Cize0<4o<2r,t.j20<r.JetedaO< p<r—op
a preto r > p.

PretoZze bod O leZiaci na kruZnici m je vnutornym
bodom kruZnice k,, mdZzu pre vzijomnu polohu kruz-
nic k,, m nastat tri r6zne pripady.

Nech o dizke 3¢ spojnice stredov kruZnic &, m plati:

[1] » — o< 30 < r 4 p Cize r < 40, 20 < r (tento
vztah uZ plati). Potom existuju dva rézne spoloéné body
kruZnic k,, m a tloha m4 dve rdzne rieSenia (stimerne
zdruzené vzhladom k priamke S;S,).

[2] r — o = 3p ¢iZe 40 = r. Uloha m4 jediné riese-
~ nie: priamka S,S, je hladana priamka.

[3] » — 0 > 3p &iZze r > 4p. V tomto pripade tloha
rieSenie nemad.

PretoZze S,S, = 4p, moZno zdver vyslovit takto:

Ak je dika spojnice stredov danych kruZnic ,, %,
valsia ako ich polomer r (pritom je nutne mensia ako
2r), mé tloha dve rozne rieSenia. Ak sa di¥ka spojnice
stredov rovnd polomeru r, md tloha jediné rieSenie.
Inak tloha rieSenie nemad.

P oznamka. Jednoduché rieSenie ulohy sa dostane
pouzitim rovnolahlosti so stredom O a koeficientom 3.
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7. ULOHY I1I. KOLA KATEGORIE C

1. Jsou dény rovnobézky b, ¢ a uvnitf pasu jimi
urceného je dan bod A.

Sestrojte ¢tverec ABCD tak, aby jeho vrchol B lezel
na pfimce b a vrchol C lezel na pfimce ¢. Kolik feSeni
ma uloha? '

ReSeni (viz obr. 37). Rozbor. Je-li ABCD hledany
Ctverec, potom existuje pravouhly trojuhelnik ABM
o pfeponé AB = d, kde M je pata kolmice vedené
bodem A k pfimce 6. Oznatme v ném <4 = a,
<B = f (viz obr.37); je tedy « + f = 90°. Dile
ozna¢me N patu kolmice vedené z bodu C na pfim-
ku b. Potom je tihel oznaleny v obr. 37 pismenem o’
nutné roven «. Uhel oznaleny o v obr. 37 je pravy,
a tedy " 4 = 90° neboli &" = a. Je tedy « thel
ostry, a proto pata N kolmice vedené z bodu C na jeho
rameno padne dovnitf tohoto ramene, tj. na prodlou-
Zeni tsecky MB za bod B.

Oznacme jesté AM = a, CN = v. Plati

AABM ~ ABCN (usu),

nebot je AB = BC = d (strana &verce ABCD), o =
=0, f = p’. Odtud plyne:

MB=NC=9, BN=AM =a

Z tohoto odvodime konstrukct (viz obr. 37): Sestrojme
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patu M kolmice vedené bodem A4 na pfimku b; bod M
déli pfimku & ve dvé opalné poloptimky MP, MQ.
Dalsi konstrukci provedeme pro polopfimku MP (pro
polopfimku MQ je konstrukce obdobna).

Obr. 37

Na polopfimce MP sestrojme usetku MB = v, kde v
je vzdélenost danych rovnobézek b, c. Na prodlouZeni
useCky MB za bod B sestrojme useCku BN = a, kde
a= AM; v bodé¢ N sestrojme kolmici k piimce b
a ozname C jeji pruselik s pfimkou c¢. Trojihelnik
ABC dopliime na rovnobéznik ABCD, coZ je hledany
ctverec.

Diikaz. Podle konstrukce je

ANABM ~ ABCN (sus),
nebot jsme sestrojili AM = BN, MB = NC, <M =
= IN=90° Je tedy AB=BC a a=a/, f=f
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(viz obrazek); proto je f + o” = 90°, a tudiz << ABC =
= 180° — 90° = 90° neboli AB | BC. Je tedy rovno-
béznik ABCD pravouhly a rovnostranny neboli je to
Ctverec.

Diskuse. Pravé popsané feSeni ABCD existuje. Obraz
A’B’C’D’ ¢tverce ABCD v soumérnosti o ose AM je
rovnéz feSenim tulohy (které odpovida polopfimce MQ).
Body B, B’ jsou oddéleny bodem M, a tedy je B == B’,
a tim i oba ¢tverce ABCD, A’B’C’D’ jsou ruzné.

Uloha m4 pravé dve feSeni. :

2. Uvazujme dislo

x=1.102+r L2 10°"? 44,107 4-8,

kde p, g, r jsou dand pfirozend Cisla (napf. zvolime-li
p =2, ¢g=1, r =3, obdrzime Cislo 1 002 408).

Dokazte, Ze Cislo x je délitelné Cislem 24, at zvolime
pfirozena Cisla p, ¢, r jakkoliv.

ReSeni. Plati v&ta: Je-li &islo délitelné dvéma ne-
soudélnymi Cisly, je délitelné i jejich soucinem. Pro
délitelnost 24 méme tedy v &t u: Cislo je délitelné 24,
je-1li délitelné tfemi a osmi..

Protoze mocnitelé p + ¢ + 7, p + ¢, p Cisla 10 v z4-
pise Cisla x jsou ruznd pfirozend Cisla [je p + ¢ +r —
—@+=r>0p+q+r—p=gq-+r>0p+
+ g — p = g > 0], vyskytuji se v zépise Cisla x v deka-
dické soustavé jen cifry 1, 2, 4, 8 a nuly (popfipadé
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74dna nula); ciferny soucet Cisla x tedy je 1 +2 44 +
+ 8 = 15, tj. je délitelny tiemi.

UvaZujme, jak v dekadickém zapise Cisla x vypada
posledni trojéisli tohoto zdpisu. Jsou tyto moZnosti
(vesmés pro.r = 1):

Pro p=1, ¢g=1 je to 248.

Pro p =1, ¢ =2 je to 048.

Pro p =2, ¢g=1 je to 408.

Pro p =2, ¢ =2 je to 008; totéz trojCisli dosta-
neme pro p > 2, g > 2. Avsak kazdé z Cisel: 248; 48;
408; 8 je délitelné osmi. Je tedy Cislo x délitelné osmi.

Cislo x je tedy d&litelné &isly 3 4 8, a tim i &islem 24.

3. V roce 1960 mél unor pét pondélki. Ktery nej-
bliz§i rok bude mit tutéZ vlastnost?

ReSeni. Ma-li byt v tnoru 5 pondglki, musi to byt
pifestupny rok. ProtoZe se v kaZdém novém obycejném
roce posunuje napf. pondéli (pokud jde o datum)
o jeden den dopfedu, kdeZto v pfestupném roce o dva
dny dopfedu, znamend to za 4 roky pfesun o 5 dni
dopfedu.

Hledany rok musi byt tedy pfestupny a musi na
1. unora padnout pondéli; jednd se tedy o to, ve kterém
prvnim roce po roce 1960 se pondélek posune opét na
1. tnora. Posunuti za 1. Ctyfleti je o 5 dni, za dvé Ctyt-
leti je posunuti o 10 dni, za tfi Ctyileti o 15 dni atd.
Hleddme tedy prvni nasobek péti, ktery je délitelny
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sedmi (abychom dostali posunuti pondélku zase na
pondélek); je to zfejmé 35 dni = 5 dni. 7 neboli na-
stane to za 7 Ctyfleti, tj. za 4. 7 = 28 let (viz tabulku —
¢ti ji ve vodorovnych fadcich).

Po U St C P4 So Ne

1960 1964
1968
1972 1976
1980

1084
1088

Hledany rok, ktery bude mit 5 pondélkli v tnoru
jako rok 1960, je rok 1988.

Resil Viclav Limponek, z4k 1. tf.
SVVS, Strakonice.

4. Dany je pravouhly trojuholnik ABC s preponou
AB. Ozname k;, k, kruZnic zvonku vpisané troj-
uholniku ABC, ktoré sa po rade dotykaju useciek BC,
CA.

Pomocou di%ek a, b, ¢ stran trojuholnika ABC vy-
jadrite dizku dotyc¢nic vedenych z bodu C ku kruZni-
ciam k;, k, a vypoclitajte vzdialenost stredov kruznic
ki ks.
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RieSenie (vid oznacenie na obr. 38). Oznaéme a =
= BC, b= CA, ¢ = AB. Dizky doty¢nic vedenych
z body C ku kruZnici k; st rovnaké. Ozname ich x =
= CM = CN. Dizky dotyénic BN, BP z bodu B ku
kruZnici %, su si tieZ rovné, teda plati BP = BN = a —
— x.

Je teda AP = AB + BP = ¢ + (a — x) CiZe -
AP =a +c — x. ¢))

Dizky doty¢nic vedenych ku kruznici %, z bodu 4 su
taktiez rovnaké, teda AP = AM, kde AP je dané
vztahom (1) a AM = AC + CM, t.j.

AM =b + x. )
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Porovnanim vztahov (1) a (2) dostaneme

bt+x=a+c—x
Cize
x=%a—-b+c)=s—0b,
kde s je poloviny obvod trojuholnika ABC. Pritom je
CMS, N stvorec a jeho strana x je polomer kruznice ;.

Je teda )
x=15—b. 3)

Rovnako sa zisti, Ze polomer y = CR = CQ kruznice &,
je ‘
y=s—a. 4)

Polpriamky CS;, CS, su osami vrcholovych pravych
uhlov <MCN, <QCR a su preto navzijom opacné,
takZe bod C leZi vo vndtri tseCky S,S,. Priamky S, M,
85,0 su na seba kolmé a s priamkou §,S, ohranicuja
pravouhly trojuholnik S,S,U s preponou S;S,. Jeho
odvesny st zhodné tsecky a plati

SSU=8U=x+y=2s —a—-b=c.
Prepona S,S, = S,U. V2_ (ako uhlopriecka Stvorca)
Cize B

S.S, = cJ2.
Zdver. Vzdialenost stredov kruznic &y, &, je c]/2, kde ¢
je dizka prepony daného trojuhclnika ABC.
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8. ULOHY I. KOLA KATEGORIE D
1. V zipise déleni dvou pfirozenych Ccisel chybi
nékteré cifry. Nahradte chybéjici cifry tak, aby zapis
byl spravny. Zapis zni: 12* 76 : 23* = *2 (kazda hvéz-
dicka znali jednu chybéjici cifru).
ReSeni. Oznalme x, y, 2 po fadé chybgjici cifry.
Plati tedy
(12 x 76) = (23y) . (22).
Cislo (22), a tim i hledanou cifru 2, dostaneme délenim
(12 x76) : (23y). Pritom délenec je vétsi nez 12 000
a mensi nez 13 000, délitel je pfirozené Cislo mezi 230
" a 239 (popfip. jedno z téchto &isel). Tu plati
12 000 13 000

5<—ﬁ9—<6’ 5<W<6’

je proto nutné z = 5 (délili jsme nejvétsiho z moZnych
délenct nejmensim délitelem a nejmensiho délence nej-
vétsim délitelem). '

Soudin disel y, 2, ktera stoji na misté jednotek v Cini-
telich (23y), 52, je 2y; na misté jednotek soucinu
(12 x 76) stoji Cislo 6. Znasobenim cisel 0, 1, 2, ..., 9
Cislem 2 dostaneme v soucinu na misté jednotek Cislo 6
jen ve dvou pfipadech:

3.2=6, 8.2=16.

Musi tedy byt budy = 3 aneboy = 8;avSak proy = 3
mame
233,52 = 12116,
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coZ nevyhovuje. Pro y = 8 dostdvime
238 .52 = 12 376,
takZe je x = 3. Je tedy jediné feSeni x = 3, y =8,
g=>5,
UvaZovany soucin tedy je 238 . 52 = 12 376.

2. Dan4 je useCka AB so stredom S. Oznalme a, b
kolmice zostrojené po rade v bodoch A4, B k priamke
AB. Dalej zvolme bod M na prediZeni tse¢ky AB za
bod A.

Bodom M zostrojte priamku p tak, aby jej priesec-
niky X, Y s priamkami a, b a bod S boli vrcholmi
pravouhlého trojuholnika s preponou XY.

RieSenie. Rozbor (obr. 39a). Nech MXY je hladan
priamka, takZe je <<XSY = 90°. Oznaéme U priesec-
nik priamok SY,a. Je ASBY ~ ASAU (usu), pretoze
je SA= 8B, <BSY = <ASU (uhly vrcholové),
LYBS = QUAS = 90°. Preto je SU = SY. (To
mozno dokdzat tieZ pomocou sumernosti so stredom S,
v ktorej su priamky a, & sumerné zdruzené.) Podla
textu dlohy je << XSY = 90°. Preto je trojuholnik X YU
rovnoramenny so zdkladiiou YU a osou simernosti XS,
ktora rozpoluje uhol <cUXY. V osovej sumernosti
s osou XS je obrazom polpriamky XU polpriamka XY
a obraz T bodu A padne teda na polpriamku XY.
Z tejto sumernosti vyplyva, Ze

ST = SA. €))

10
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Obrazom pravého uhla <XAS je uhol < XTS, ktory
je teda tieZ pravy a plati:

) ST | MX. (2)
Zo vztahu (1) vyplyva, Ze body A4, B, T leZia na kruz-
nici k = (S, S4). PretoZe plati (2), je priamka MX
doty¢nicou kruZnice k.

Obr. 39a

Z toho konStrukcia: OpiSme kruZnicu k = (S, S4)
a s pouZitim zndmej konstrukcie vedme z bodu M do-
ty¢nice ST, ST’ ku kruZnici k. [Nad priemerom MS
opiSeme kruznicu m = (O, OM) a oznatime T, T prie-
seCniky kruZnic m, k.] Priamka p = MT pretne priam-
ky a, b po rade v bodoch X, Y, ako hned dokaZeme.
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K dokazu pouzijeme tuto vetu V: ,,Ak st A, T doty-
kové body doty¢nic XA, XT vedenych z bodu X ku
kruznici & = (S, SA4), potom je priamka XS osou si-
mernosti Stvoruholnika SAXT aj kruZnice k. Je teda
na obrizku & = &, w = w;, prifom je o + &= 90°
(sucet ostrych uhlov v trojuholniku SXT).«

Podla vety V je ¢ = &, 0 = w;, ¢ = ¢; (Vv tomto
pripade ide o doty¢nice YB, YT ku kruZnici k). Plati
vSak ‘

IBYX + <YXA = 180° 3)
(uhly prilahlé medzi rovnobeZkami a, b, pretatymi
prieckou p = MXY). Ale <BYX = ¢ + ¢, =29,
XYXA = ¢ + ¢ = 2e Po dosadeni do (3) méme
2¢ + 2e = 180° CiZe

¢ + &= 90°.
Preto v trojuholniku XYS je
XXSY = 180° — (p + &) = 90°.

Je teda SX | SY, ¢o sme mali dokazat.

Diskusia. Pretoze bod M lezi na predizeni usecky 4B
za bod A, padne mimo kruZnice % a podla zniamej vety
mono z bodu M zostrojit dve rdzne dotyénice MT,
MT’, z ktorych kazdd vyhovuje poziadavkim ulohy.
Uloha m4 teda dve rie$enia.

Iny zpdsob rieSenia (nacrt — obr. 39b). Zo-
strojme pomocnd kruZnicu % = (S, SM) a jej druhy
prieseCnik s priamkou AB oznalme M’. Niektory
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z prieseCnikov kruZnice k2 s priamkou a oznalme R.
Stredom S tsecky AB vedme priamky r || MR, ¢ ||
|| RM’. Je teda r | ¢ (podla Thaletovej vety je
SMRM’ = 90°). PrieseCnik priamok @, ¢ oznalme X
prieseCnik priamok MX,r ozname Y. Potom X, Y st
bodmi hladanej priamky p.

Obr. 39b

Dékaz (vid obr. 39b). UvaZujme o .rovnobeZniku
MRM'R’. Ked?e je SMRM = 90°, je to obdiZnik.
Priamky r, ¢ st jeho stredné priecky. Podla kons$trukcie
je trojuholnik XYS pravouhly (< XSY = 90°).

Ozname Y° priesenik priamok b, r. DokidZeme,
Ze je YO = Y: V osovej sumernosti podla osi ¢ = SX
je priamka a obrazom priamky MXY?, lebo priamka ¢
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je stredna prietka obd{Znika MRM’R’. Bod Y pritom
prejde do prieseCnika X° priamok a, r a plati X°Y |
1 ¢. Zrejme je SY = SX° Vieme, Ze bod S je stre-
dom sumernosti, ktord prevadza priamku & do priam-
ky a a obratene, Této stredovd stimernost prevadza
spolo¢ny bod X° priamok a, r do spolocného bodu pria-
mok b, r. Je teda Y° = Y, Co sme mali dokdzat. Priam-
ka MX prechidza teda bodom Y a je hladanou priam-
kou p.

3. Majme tri prirodzené {isla a, b, c. Utvorme

(@ ++b+c)3%@+b—0o)%(@—b+c)3
(—a +b+0)*%(@—b—c)?% (—a+b—c)
(—a—b+4+0)?% (—a—b—c)?
a ozname s sulet tychto dsmich Cisel.
a) NapiSte sucet s v najjednoduchSom tvare.
b) Najdite vSetky trojice prirodzenych Cisel a, b, ¢
tak, aby vysledny sucet s bol rovny 240.

RieSenie. Plati vzorec (a +b +¢)? = a? + b2 +
+¢% 4 2(ab + bc +ca). Ak tu poloZima napr. —b
namiesto b, dostaneme

(@a—0b+0)2=
= @t +(=8)? +¢* +2[a(—b) +(—b)c +ca] =
=a® 4+ b% +c* +2(—ab — bc + ca).

Kvoéli stru¢nosti bude vhodné oznalit X = a? + b2 +
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+ ¢% Oznalme dalej vyrazy uvedené v texte tlohy po
rade Vy, Vo, Vs, ..., Vg Plati:

V=X + 2(ab + bc + ca),
V,=X 4+ 2(ab — bc — ca),
Ve = X + 2(—ab — bc “f ca),
V=X +2(—ab + bc — ca),
V=X +2(—ab + bc — ca),
Ve= X +2(—ab — bc + ca),
V,=X +2(ab — bc — ca),
Vo= X + 2(ab + bc + ca).
a) Ihned je zrejmé, ze s = 8X, CiZe
s = 8(a? + b2 -+ ¢?).
b) Méme nijst prirodzené Cisla a, b, ¢ tak, aby platilo
8(a? + b2 + ¢?) = 240 Clize
a? 4+ b% + ¢ = 30.
Tieto Cisla ndjdeme pomocou tabulky. Je zrejmé, Ze
kazdé z Cisel a, b, ¢ musi byt menSie ako 6, pretoze
62 = 36 > 30. Pri hladani cisel a, b, ¢ mdzeme pred-
pokladat, Ze je
asb=c

(ostatné moZnosti uréime na ziver). Hned mdZeme vy-
lucit tiez pripad, Ze su vSetky tri Cisla parne; potom by
totiZ druhé mocniny Cisel a teda aj ich sucet boli deli-
telné Styrmi, Musia byt preto nutne dve z Cisel a, b, ¢
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nepirne a tretie parne (v tabulke uvddzame len také

trojice).
1 1 1 2 2 | 3
b 1 2 2 3 3 3
g 2 3 5 3 5 4
@ 1 1 1 4 4 9 | 16
b 1 4 4 9 9 9 | 25
e T4 9 | 25 o | 25 | 16 | 25
‘f;j;b2+ 6 | 14 | 30 | 22 | 38 | 3¢ | 66

Z posledného stipca tabulky je vidiet, e musi byt
a < 4. Jedind vyhovujuca trojica v tabulke je a = 1,
b = 2, ¢ = 5. Z nej dostaneme zdmenou dal§ich 5 tro-

jic.

Nasej poZziadavke vyhovuju teda iba tieto trojice
(o tom, zZe vyhovuju, sa lahko presvedCime skuskou):

Tym je rieSenie prevedené.
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4. Na obrizku 40 je ABC pravouhly trojuhelnik
o pieponé¢ AB; M je stied piepony, CD = CA; B’ je
bod soumérné sdruZeny s bodem B vzhledem k pfimce
CD, pfiemz je o < 45°,

Vnitfni ahly vSech trojuhelniki, které se vyskytuji
na obr. 40, vyjadfete pomoci thlu .

Na zavér provedte vypolet pro = = 42°,

Obr. 40

ReSeni. Uzijeme oznaleni z obrizku 41. Trojuhel-
nik ABC je pravouhly s pfeponou 4B, takZe je

JABC = 90° — a; (1)

bod M je sttedem pfepony 4B a kruZnice opsand kolem

bodu M polomérem MA je trojuhelniku ABC opséna
(Thaletova kruZnice), takze je

MC = MA.
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Je tedy trojahelnik MAC rovnoramenny se zikladnou
AC, pti které ma shodné uhly; je tedy

SACM = 0y $AMC = 180° — 22, (2)

Dile :
JAMD = <BMC = 2a 3)

(vngjsi uhel v trojuhelniku AMC).

Trojuhelnik CAD je rovnoramenny (mebot podle
textu ulohy je CA = CD) o zakladné ADj proto plati
XCAD = <ADC = % (180° — <xACD) = 90° —

- %“J ti'

SADC = $.CAD = 90° — }a. 4)
Je tedy ~ .
IMAD = 4 CAD — XCAM = 90° — }a —a =
= 90° — 32,
tj.
IMAD = 90° — {a. (5)

Trojuhelnik MBC je rovnoramenny (je MA =
= MB = MC) se zikladnou BC, takze <C = <B,
tj. [viz druhy vztah (2)]

XBCM = $(180° — 2&) = 90° — «, i
X CBM = 90° — a, )

coZ souhlasi s tim, Ze je <<BCM + xACM = 90°
[viz prvni vztah (2)].
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Vsechny Ctyfi thly o vrcholu Q jsou podle textu
ulohy pravé; na zékladé¢ toho snadno vypocitame dosud
neznamé velikosti 1’11}11"1 o vrcholech B, C, P, B’.

Obr. 41

Z trojuhelnika PC'Q (kde <xQ = 90°) plyne
XOBC = 90° — {BCM = a [viz(6)]. @)
Z trojuhelnika BMQ (kde <0 = 90°) plyne
IMBQ = 90° — <BMC = 90° — 2a [viz vztah (3)].

Z trojuhelnika CPQ (kde <<Q = 90°) o uhlech
X CPQ = < APB’ plyne

JAPB’ = <CPB = 90° — SACM = 90° —a (8)
[viz prvni vztah (2)]; o tihlech k nim vedlejsich plati

XAPB = {CPB’ = 90° 4 «. 9)
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Ze soumérnoti o ose CM vyplyva, Ze Q je stiedem
useCky BB’ a Ze je

XOB’'C = <QBC = « [viz (7)], (8)

dale, Ze <xQCB’ = <QCB neboli
XQCB’ = XBCM = 90° — « 9

[viz prvni vztah (6)].
Avsak [viz (9”) a prvni vztah (2)]

JACB’ = 4QCB’ — X ACM =
=90° — & — &= 90° — 2. (10)

ProtoZe bod M je stfedem useCky AB a Q je stfedem
useCky BB’, je tseCka MQ stiedni pfickou v tro;-
thelniku ABB’, tj. plati

MQ|| 4B

Odtud plyne, Ze pfilehlé uhly <SMQOB" = 90° a
XAB’Q mezi rovnobézkami AB’, MQ protatymi pfic-
kou OB’ maji soucet 180°; je tedy

JAB'Q = 90°. (11)

Posledni uhel, ktery méme vypocitat, je thel <PAB’
v pravouhlém trojuhelniku APB’ [kde B’ = 90° —
viz (11)]; v ném je tthel <APB" = 90° — « [viz (8)].
Je tedy
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IPAB = 90° — < APB’ = 90° — (90° — &) = a,
tj.
XPAB = a; ' (12)

odtud plyne, Ze polopfimka AC je osou thlu <tBAB’.
Tim je vypocet velikosti uhlt proveden. Velikosti viech
uhld (az na vrcholové) jsou zapsiny v obr. 41, pro
pfipad, Ze je « = 42°, pak na obr. 42.

Obr. 42

Zkousku spravnosti vypoCti mlZeme napf. provést
tak, Ze si ovéfime, zda je soucet uhld v kaZdém z troj-
uhelnikd na obr. 41 roven 180° a soucet whla ve Ctyf-
thelniku APQM roven 360°,
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5. Tenky drat jsme stoCili do tvaru Cislice 8 tak, Ze
se skladd ze dvou shodnych smycek. Smycku tvofi
oblouk AB krunice % a sti tefen sestrojenych v bo-
dech A, B ke kruznici %; délka oblouku AB je $ délky
kruznice k. Vime, Ze vySka zhotovené Cislice je 48 cm.

Vypoctéte sitku Cislice a délku spotfebovaného dratu.

Reseni. Bud x délka (v cm) spotfebovaného dritu.
Ozna¢me r polomér a p obvod kruZnice %, jejiz vétsi

Q. P

oblouk AB tvoii &st jedné smy&ky &islice 8 (viz ozna-
Ceni v obr. 43). Oblouk AB se sklada ze tfi Ctvrtkruz-

nic, nebot tseCky A’A”, B’B" jsou stiednimi pfickami
Ctverce MNPQ a plati A’A” | B’B"; je tedy délka
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o0 oblouku 4B déna vyrazem o = # p. Oblouk na druhé
smyCce ma touz délku a oba dohromady maji délku

20=135p=14%.2nr =3ar
neboli
20 = 3ar. (1)

Jedna smycka je vedle oblouku AB tvotena tsetkami
AE, BE (viz obr. 43). ProtoZe je SA=SB=r a
SA | SB, je ctyfuhelnik SAEB Ctverec; je tedy
AE = BE = r a AE + BE = 2r. Stejnou délku maji
obdobn¢ dvé usecky na druhé smycce; abychom dostali
délku dratu spotfebovaného na osmicku, musime k vy-
sledku (1) pficist Cislo 4r. Je tedy x = 20 -+ 4r neboli
[viz (D] x = 3ar +4r = r(3x + 4).

Polozme = = 2—72 5 pak je

. 66 28 __9__4
x=r(7 +—,7)— 7 r.

OznaCme y = MN S$itku Cislice 8; zfejmé je
y = 2r. 3)
Pro dali vypocet potfebujeme urcit délku r pomoci
vy$ky v = 48 cm zhotovené C(islice. Z obrazku 43 je
vidét, Ze {v= SB" + SE; pfitom je SB" =r,
SE = r)/2, kde |/2=1,4 (co% plyne ze vzorce pro
whlopficku SE Ctverce SAEB, jehoZ strana ma délku r).
Je tedy
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lo=r +rV§
o =r1(1 +]/2_)

Znasobme obé¢ strany této rovnice o neznamé r Cislem

1 —; dostaneme
1+ )2

neboli

a5
Priblizné tedy je
L 48 24
T=2A 18 T 24
Ze vztaht (2) a (3) po dosazeni za r = 10 dostaneme
940

= 10.

© Odpovéd. Sitka &islice je asi 20 cm, délka spotiebo-
vaného dratu asi 134 cm.

6. Je dan vyraz

_[a*+ b a*—b*\ (a+b a-—b
V_(az—bz_az-l—bz)'(a—b a+b)' @

a) Zjednoduste dany vyraz V.

b) Udejte, pro ktera Cisla a, b nemd vyraz V' smysl.
c) Udejte, pro ktera Cisla a, b je V = 0; déle, kdy je
kladny a kdy ziporny.

Reseni. a) Provedeme postupné tuto tipravu vyrazu J
[zvlasté uZijeme vzorce x2 —y%= (x —y)(x +)]:
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V= (az+b2)2__(a2_b2)2 . (a+b)z_(a_bz) .
(@—0b9@+06) ° (a—b@+b)
[a2 + b2 — (a2 — bz)] [az _I_ b2 + a® — b2]
(@ =5 (@ + 89

(@ —b)(a+b) _
[a+b—(a—b)lla+b+a—1d]
B 4a%b (a—b)a+b)
T (@a—Db)(a+ b)(at+ b2 ° . 4ab ’

Po zkriceni obou zlomkl dostaneme

ab
V=t @
b) Vyraz V nemd smysl pfedev§im tehdy, je-li roven
nule néktery ze jmenovatelti na pravé strané rovnosti
(1). Plati a® — b? = (@ — b)(a + b); ze vztahu
(@ —b)a+b)=0 '
vyplyvd, Ze jeden z Ciniteld a — b, a + b je roven
nule. Tedya — b = Oaneboa + b = 0; odtud plyne

a =>b anebo a = —b. 3)

Tim je rozhodnuto i o obou jmenovatelich a — b,
a -+ b ve vyrazu (1). Vyraz a® + b? je soutem dvou ne-
zapornych Cisel a ten je roven nule jediné tehdy, jsou-li
ob¢ &isla a2, b2 rovna nule, tj. plati-li a® = 0, 52 = 0.
Avsak zde ze vztahu a® = 0 plyne a = 0; podobné
se najde i vztah b = 0. Je tedy a® + b2 rovno nule
jediné pro a = b =0, coZ je jiz zahrnuto ve vztazich (3).
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Vyraz V nema dale smysl tehdy, je-li d¢litel

d= Zfz — :IZ na pravé strané¢ (1) roven nule;
podle provedeného vypoctu vsak je
4ab
1= G@—nHa+o

Jestlize je 4ab = 0, je d = 0 (a obraceng); ze vztahu
4ab = 0 plyne bud a = 0, nebo b = 0. Musi tedy byt
obé (isla a, b rizni od nuly, tj. a # 0, b # 0.

Odpovéd. Vyraz V ztrici smysl, jestlize je a =15

nebo @ = —b nebo je-li jedno z Cisel a, b rovno nule.
¢) Vyraz (1), pokud ma smysl, je roven Cislu
ab
CEY - @

[viz (2)]; ma-li byt V' = 0, musi byt ve zlomku (4)
Citatel roven nule (avSak jmenovatel ruzny od nuly),
tj. musi platit ab = 0. Odtud dostaneme, Ze musi
platit bud @ = 0 nebo & = 0. AvSak v Zadném z obou
piipadti nema vyraz (1) smysl.

Odpovéd. Vyraz V je rizny od nuly pro vSechna Cisla
a, b, pro néz ma smysl.

O znaménku vyrazu (1) rozhodneme pomoci vztahu
(2). Jmenovatel a% + b% je soultem dvou kladnych
C¢isel, nebot napf. a? je druhd mocnina Cisla razného
od nuly, a tedy kladné Cislo. Proto o znaménku zlomku
rozhodne Citatel ab zlomku (2).

Snadno usoudime, Ze je spravna tato odpovéd:
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Jsou-li ¢isla a, b tychZ znamének (tedy i riznd od
nuly), je ab kladné ¢islo; jsou-li éisla a, b riznych zna-
mének, je ab zaporné Cislo. T edy: jsou-li a, b rizni
Cisla tychZ znamének, potom je V Cislo kladné; jsou-li
a, b Cisla opaénych znamének a maji-li rizné absolutni
hodnoty, potom je V ziporné ¢islo.

Zdvér. Jsou-li a, b rizna Cisla a maji-li tdZ znaménka,
je V' > 0; jsou-li a, b Cisla riznych znamének a neni-li
a= —b,je V<0.

9. ULOHY II. KOLA KATEGORIE D

1. Dany je Stvorec ABCD so stranou dizky d. Zo
stredu kazdej jeho strany opiSme polkruZnicu, ktora
prechddza stredom Stvorca ABCD (vid obrazok 44).

Kolko percent z obsahu Stvorca je obsah vyciarko-
vaného obrazca?

RieSenie (obr. 44). Obsah daného obrazca dosta-
neme, ked obsah obrazca na obr. 45 vyndsobime $tyrmi,
t. j. obsah polkruhu s polomerom %d zmenSeny o }
obsahu $tvorca so stranou d. Teda

P = 4[in(}d)* — }d*] = d*(3= — 1).

Obsah §tvorca ABCD je P” = d*. Pre hladany pocet p
percent plati:

P’ 100P

pP=Piigpg="p -
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\\\ ///
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\ s
\\S//
A 0 B A 0 ~ B
Obr. 44 Obr. 45 .

Po dosadeni za P a P’ dostaneme

p =% (1r — 1) = 100(% — 1) = 57.
Obsah vycCiarkovaného obrazca je priblizne 57 %,
obsahu $tvorca.
Riesila Viera KoZiakova,
8.b tr. ZDS,
Hnusta, okr. Rimavskd Sobota.

2. V tovarné pracovalo 1440 zaméstnanci (muzu
a Zen). Za vzorné vykonanou prici obdrZelo prémie
182 9, ze vSech muzi a 22% 9, ze vSech Zen. Vedeni
tovarny vyhlasilo, Ze prémiemi bylo odménéno 20 9,
zaméstnanci.

Kolik muzi a kolik Zen bylo zamé&stndno v tovarné?
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Reseni. Oznatme x polet muzi, kte¥i pracovali v to-
varné; potom poclet Zen, které pracovaly v tovarné je
1440 — x. Bylo odménéno:

T5x

181 = %00°

18% % z po&tu vech muZi je -~ 100

22} 9, z poctu viech Zen )e144i)00 .22 =
_ M40 —x 45 45(1440 — 1)
100 2 200 ’
1440 1440
100 - 0= "5

20 9, ze vSech zaméstnancu je

Soucet poctu odménénych muzi a poétu odménénych
Zen je roven poctu odménénych zaméstnanci, tj. plati
75x + 45(1440 — x) 1440
400 200 - 5
Dostali jsme rovnici pro neznamou x; budeme ji
fesit. Znasobme obé strany rovnice Cislem 400 a po-
stupné ji upravujeme:

75x -+ 90 (1440 — x) = 80 . 1440,
1440 . (90 — 80) = (90 — 75)x,
14400 = 15x,

14400 2880
X = 15 = —3—“ = 960.

PoCet muzi je tedy x = 960; poCet Zen je 1440 —
— 960 = 480.
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Zkouska. Plati 960 -+ 480 = 1440. Dale je:
183 9, z 960 je 253 . 23 = 180 (pocet odménénych
muzi);

2219,z 480je 155 .% = 108 (pocet odménénych Zen);

20 % z 1440 je 1440. } = 288 (pocet odménénych
zaméstnancu).

Skute¢né je 180 + 108 = 288.

3. Dané su dve rovnobeZky p, ¢ o vzdialenosti v =
= 6 cm. Na priamke p je dany bod 4.

Zostrojte lomenu ¢iaru ABCD takého tvaru ako na
obrazku 46, aby Styri uhly na obrazku vyznacené (ob-
lu¢kami) boli zhodné a aby usecky AB, BC, CD mali
tieto dIzky:

AB=4cm, BC=7cm, CD = 6cm.

Je tito uloha rieSitelnd pre AB = 2cm, BC =
= 7 cm, CD = 3 cm? Odé6vodnite.
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RieSenie (vid oznalenie na obr. 46). Rozbor. Podla
textu ulohy je « = f = y = 4. Uhly «, § su striedavé
uhly medzi priamkami p, BC, pretatymi priamkou 4B.
Z rovnosti « =  vyplyva podla znimej vety, Ze je
BC || p. PretoZe vSak je p || ¢, vyplyva z toho, Ze je

I BCll g. (M

Taktiez uhly p, y sa striedavé medzi priamkami
AB, CD, pretatymi priamkou BC. Z rovnosti f = y
preto vyplyva, Ze je

AB || CD. (2)

Oznacme E priesenik priamok g, AB. Potom podla
(1), (2) s protilahlé strany $tvoruholnika EBCD na-
vzijom rovnobezné, takze EBCD je rovnobeZnik.
Preto je

ED = BC = 7 cm, 1 3)
BE=CD=6cm. J

Kedze AE = AB + BE, je AE—— 4cm +6cm=
= 10 cm, t. j.
AE = 10cm. )

Na zéklade vysledkov (4), (3) a (1), (2) prevedieme
konstrukciu (vid obr. 47):

Ozname m kolmicu vedentd bodom 4 k priamke g.
Jej pitu oznaéme M. Konstrukciu bodu E prevedieme
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v polrovine p, o je jedna z polrovin vytatych priam-
kou m. Vysledok v polrovine opacnej k o dostaneme
pomocou osovej sumernosti podla priamky .

PretoZe je AE = 10 cm, je bod E jednym z priesec-
nikov priamky ¢ a kruZnice 2 = (4, 10 cm). Na pol-
priamke EM a polpriamke k nej opacnej zostrojme
podla vztahu (3) po rade usecky ED = 7 cm a ED’ =
= 7 cm. Na polpriamke AE zostrojme useCku 4B =
= 4 cm. Bodom B vedme priamku r || ¢. Bodmi D, D’
vedme rovnobeZky s, s k priamke AE a oznalme po

:m
\\ Ah
2 AN
e ak%\(\”
e xC s c
Te —_—rrm T T
g J l/ 8 AN 9\
| \\ \s\’
N S’
\ 's N/ N
ENY MET DN 3 0
N
v S
+
Obr. 47

rade C, C’ ich prieseCniky s priamkou r. Potom lomené
Ciary ABCD, ABC’D’ vyhovuju poziadavkdm tlohy.

Doékaz prevedieme pre Ciaru ABCD (oznalenie vid
na obr. 47). (Pre ¢iaru ABC’D’ sa dokaz prevedie po-
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~ dobne.) Podla konStrukcie je BCDE rovnobeZnik a
preto je

B=y 5)

(uhly striedavé medzi rovnobezkami BE, CD preta-
tymi priamkou BC). Dalej je

y=29 (6)

(uhly striedavé medzi rovnobeZkami ¢, r pretatymi
priamkou DC). Koneclne je

o=p ™
(uhly striedavé medzi rovnobezkami r, p pretatymi
priamkou AE). Spojenim (5), (6), (7) dostavime a =
=p=y=0.

Podla konStrukcie je AE = 10cm, AB = 4 cm,
takze BE = AE — AB = 6 cm. Pretoze CD, BE su
protilahlé strany rovnobeznika BCDE, je CD = BE =
= 6 cm. Podla konStrukcie je ED = 7 cm, pri¢om
protilahlé strany BC, ED rovnobeznika BCDE st
zhodné, t. j. BC = ED = 7 cm. Maju teda Casti lo-
menej Ciary ABCD dlzky piedpisané v texte ulohy.
Tym je dokaz prevedeny.

Diskusia. Vzdialenost v = 6 cm stredu A kruZnice %
od priamky ¢ je mensia ako jej polomer, ktory je 10 cm.
Preto je ¢ seCnicou kruZnice % a vo vnutri polroviny o
lezi priesetnik E = M Ciar g, k (druhy priesecnik Ciar
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¢, k dostaneme ako obraz bodu E v stmernosti podla
priamky ).

Dostali sme dve rieSenia ABCD, ABC’D’ prisla-
chajuce k bodu E. Daliie dve rieSenia dostaneme ako
obrazy tychto rieSeni v sumernosti podla priamky m.

Uloha m4 teda celkom 3tyri rieSenia.

Pre tdaje AB=2cm, CD=3cm nema tuloha
rieSenie, pretoze useCka AE, pomocou ktorej sme tlohu
riedili, by mala dlzku AE = AB + CD = 5 cm. No,
kruznica £” = (A4, 5 cm) nepretina priamku g, pretoze
2 > 5cm.

Podrobné rieSenie tejto tilohy podal Jan Luptak,
9.atr. SVVS,
Vazovova 6, Bratislava.

4. Je dén vyraz

- 4x 2 x 4 .oXx
V_[x2+4 '(xz——2x+2x—4) _x2—4]' x—2°

a) Dany vyraz zjednoduSte a urcete vSecka Cisla x,
pro kterd ztraci dany vyraz smysl.

b) Najdéte vSechna celd &isla x, pro kterd je vyraz V
roven celému Cislu.

Reseni. a) Vokrouhlé zévorce méme zlomky o jme-

novatelich
x(x —2), 2(x —2);
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jejich spoleny nésobek je
2x(x — 2).

Proto prvni zlomek v okrouhlé zdvorce rozSifime
Cislem 2 a druhy cislem x; dostaneme nyni postupné:

V= [xff 4v (2x(x4~— 2) +2x(xx2— 2)) - xZLi 4] :

.ox [ 4x x*+4 4 ] .ox
x —2 x4 47 2x(x — 2) x2—4] x—2"
V lomené zavorce prvni Clen zkratime Cislem

2x(x% 4 4);

tim dostaneme

2 4 x
V“[x—~2— x2~4]' x—2°

Spoleény jmenovatel obou zlomkil v lomené zévorce je

x?2 —4 = (x — 2)(x + 2); proto musime prvni zlomek

v lomené zivorce rozsifit Cislem x 2. Dostdvime
postupné:

V= [ 2(x +2) B 4 ] Lox

T lx=2)(x+2) (x—2)(x+2)] x—2

o 2x .X
T (x—2(x+2) " x—2"

Po provedeni déleni pak mame

2x x — 2
Vz(x—z)(erz)' x
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Po zkraceni Cisly x, x — 2 je

2
FEYh (1
Provedena uprava vyrazu je spravnd, pokud dany vyraz
V ma smysl, tj. jsou-li jmenovatelé vSech zlomku, jez
se v daném vyrazu vyskytuji, rizni od nuly; tito jme-
novatelé jsou x(x — 2), 2(x —2), x* +4, x* —4 =
= (x — 2)(x +2). Musi tedy byt x %40, x —2 #0,
x2 +4 #0 (coz vidy plati, nebot je x* =0), x +
+2 # 0. Odtud plyne, Ze x musi byt rizné od Cisel

V=

0, 2, —2.

Vedle toho délitel < f 5
musi byt x % 0. ‘

Zdvér a). Dany vyraz V je roven zlomku ;% a md
smysl pro kaZdé Cislo x rtzné od disel —2, 0, 2.

musi byt rtizny od nuly, tj.

b) Dosadime-li do vyrazu za x celé Cislo, je

+ x+ 2
x -+ 2 rovnéZ celé Cislo; na$im ukolem nyni je najit
celé Cislo x + 2, které je délitelem Cisla 2. Avsak Cislo 2
Je délitelné pravé témito Ctyimi Cisly:

2,1, —1, —2. 3)
Musi tedy platit jedna z rovnic

x+2=2, x+2=1, x+2= -1, x +2= —
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Jejich feseni po fadé jsou:
x%O; x=—1; x= —-3;, x= —4.

Prvni ptipad ve (3) jsme vSak v Casti a) vylouCili [viz
(2)]. Zbyva tedy provést zkousku pro ostatni tii Cisla.

— eV = 2
Prox= —ljeV=—gry=2
— e Ve 2
Pro x = 3)eV——_3+2— 2.
. 2
Prox———4)eV——-———_4+2——1

Zdvér b). Je-li x celé Cislo, pak vyraz V' je roven
celému Cislu jediné pro x = —1 nebo pro x = —3
nebo pro x = —4.
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