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IT1. RESENI ULOH ZE SOUTEZE

1. ULOHY I. KOLA KATEGORIE A

1. Dokazte, Ze pro libovolnd kladna ¢éisla a, b, ¢
plati nerovnost
1 1 1 > 2

a+b_'+ b+c+c+a_:a+b+c'

Re¥eni. Z podminky @ > 0, b > 0, ¢ > 0 vyplyvaji
nerovnosti

a+b>0 b+4+¢>0, ¢c+a>0 a-+b-+c>0.

! Z posledni nerovnosti kombinaci s nerovnostmi
a>0,b>0,c> 0po tadé dostaneme
a+b+c>b+ec
a+b+c>c +a,
a+b+c>a-+b
V téchto nerovnostech jsou na obou stranach klad-

n4 ¢isla; podle znamé véty proto plati tyto nerovnosti
o prevracenych hodnotach uvazovanych stran

32



1 - 1
a+b4+c b+c’

1 1
a+b+c<c+a’

1 1
a+b+c<a+b'

Se¢tenim levych a pravych stran téchto t¥i nerovnost{
dostavame

3 1 1 1

a+b+c<a+b+ b+ec +c+a
neboli

1 1 1 3

a+b+ b+c+ c+a>a+b+c'

Déle plati nerovnost

2
1>-§.

Znasobenim piislusnych stran obou poslednich ne-
rovnosti dostavame

1 1 1 - 2
a+b+b+c+c+a a-+b+c’

Z této nerovnosti pak zfejmé vyplyva dana nerov-
nost (1); tim je dukaz proveden.
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2. Dané st dve réznobezné roviny P, Q, pretinajtce
sa v priamke p; v rovine P je dany bod 4 a v rovine
Q je dany bod C, pri¢om ziadny z bodov 4, C nelezi
na priamke p.

Zostrojte rovnoramenny lichobeznik ABCD (kde
AB||CD), ktorému mozno vpisat kruznicu, a to taky,
aby bod B lezal v rovine P a bod D v rovine Q.

RieSenie.

Pozndmka. RieSenie tlohy rozdelime na dve Casti:
stereometricku ¢ast A a planimetricka cast B.

A. Rozbor stereometrickej ¢asti 4lohy (obr.1). Nech
existuje lichobeznik 4 BOD, ktory splnuje poziadavky
textu ulohy. Rovinu lichobeznika oznaéme R; prie-
se¢nicu rovin P, R oznaé¢me p, a prieseénicu rovin
Q, R oznaéme p,. Je teda p, = AB, p, = CD, pricom
nutne plati p,||p,, p; # p,. Rovina R je teda uréend
dvoma réznymi rovnobezkami p,, p,. Pritom je nutne
R = P, lebo bod C nelezi v rovine P (P, Q su podla
textu dlohy réznobezné roviny, bod C lezi v Q, ale
nelezi v P); rovnako je R #£ Q. Je teda p #p,
D # Do

Priamky p, p; nie su réznobezné, ¢o hned dokaze-
me. Nech je X priese¢ik roznobeziek p, p,, takze je
P = (p, p,). Rovina R pretne rovinu Q v priamke p,
a pretoze bod X roviny R lezi i v rovine Q, prechadza
priese¢nica p, rovin Q, R tymto bodom (urcite je

34



Q # R), tj. priamky p,, p, maji spoloény bod, o viak
nie je mozné. Plati teda p||p, a podobne sa dokéaze,
ze je p||p,. Priamky p, p,, p, su teda rovnobeiné a
ziadne dve z nich nesplyvaju. Z toho vyplyva kon-
Strukcia roviny R:

Obr. 1

Bodom 4 vedieme priamku p,||p a bodom C' priam-
ku p,||p. Podla znimej vety je p,||p,. Pritom je
P, £ Py, pretoze priamka p, obsahuje bod A4, ktory
nelezi na p (takze je p % p,), priamka p, je z podob-
ného dovodu roézna od p (roviny P, Q nemaju okrem
priamky p spoloény bod). Obidve rozne rovnobezky
D1, Py uréuju jedind rovinu R, ktora je tym zostrojena.

Teraz v rovine R prevedieme dalsiu éast B riesenia
tlohy.

B. Rozbor planimetrickej éasti 4lohy (vid oznadenie
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z obr. 2). Tato cast tlohy mozno vyslovit takto:
,,V rovine R st dané dve rdézne rovnobezky p,, p,,
na p, je dany bod 4, na p, je dany bod C. Zostrojte
rovnoramenny lichobeznik ABCD, kde B lezi na
P, D lezi na p,, a to taky, ktorému mozno vpisat
kruznicu. RozrieSsenim tejto tulohy bude skondené
rieSenie danej tlohy.

V rovnoramennom lichobezniku ABCD je uhlo-
priecka AC zrejme vzdy Sikma k zakladni AB. Preto
tiloha nemé rieSenie v pripade, ked plati 4C | p,
alebo

AC 1 p. (1)

V-dalsom predpokladajme, ze neplati (1). Okrem

toho moézeme predpokladat, Ze je

AB > CD (2)

tize, ze v priamke p, lez{ viésia zakladna lichobeznika
Oddévodnime to takto:

Nech je AB < CD. Oznatme O stred usecky AC.
V stimernosti so stredom O st p,, p, simerne zdruzené
podle bodu O a prave tak st sumerne zdruzené aj
body 4, C. Lichob&zniku ABCD odpoveda v tejto
simernosti lichobeznik CDyA B, alebo AB,CD, (0br.2)
s nim zhodny, tj. plati CDy, < AB, (pretoze je
AB = CD,, CD = AB,). Lichobeinik AB,CD, ma
teda védsiu zakladiiu v priamke p,. Od neho prejdeme
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spominanou simernostou k lichobezniku 4 BCD, kto-
ry je tiez rieSenim tlohy. ‘

Za platnosti vztahu (2) zostrojime obdlznik A FCE,
kde F je pita kolmice vedenej bodom C' k p,. Ozna¢me
K, L stredy zakladni lichobeznika ABCD a M, N do-
tykové body ramien BC, AD s kruznicou k = (S, r)

19

lichobezniku vpisanou. Vyska lichobeznika je v = 2.
Zo simernosti lichobeznika podla jeho osi simernosti

q = KL vyplyva, ze K, L st dotykové body kruznice
k s jeho zakladnami. Bod F padne nutne dovnutra
tsetky KB, bod D dovnutra use¢ky KL. Pri vidse]
zakladni 4B lezi ostry thol <CDAB lichobeznika,
preto_bod D nutne padne dovnitra tsecky LE a teda
aj dovnitra polroviny AEC. Polozme (obr. 3)

AB = 2a, CD = 2c, kde a > c.
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0 dizkach dotyénic vedenych z bodov 4, €' ku kruz-
nici k& plati

a = AK = AN, ¢ = DL = DN.
Je teda AD = AN + DN = a + c. Dalej je AF =
=AK + FK = AK + LC = a + ¢, tj.

AD = AF. (3)

Obr. 3

Tento vysledok pouzijeme ku konstrukeii bodu D
a tym aj hladaného lichobeznika. Bod D je spoloénym
bodom priamky p, a kruznice m = (4, AF) a padne
do vnitra polroviny 4EC. V§imnime si este toho, ze
musi byt 4D > v (pre AD = v by sme dostali §tvo-
rec) ¢ize nutne plati

AF > CF (4)
alebo
JCAF < 45°, (4")

Vopred mézeme povedat, ze tiloha nemé rieSenie pre
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AF < COF alebo <CAF = 45°,

tj. ak je odchylka mimobeziek p, AC viadiia alebo
rovnd 45° [vzhladom k (1) véitane uhla 90°]. Pri kon-
Strukeii dokazeme, ze ak plati (4) alebo (4’), potom
m4 tloha prave dve rieSenia.

Konstrukcia (obr. 3). V rovine R st dané rozne
priamky p,||p,, na p, bod 4, na p, bod O, pri¢om je
JCAF < 45°, kde F je pita kolmice vedenej bodom
C k priamke p,. Zostrojme obdlznik AFCE. Je teda

AF > CF. (5)

OpfSme kruznicu m = (4, AF). Pretoze plati (5),
m pretne priamku p, vo dvoch réznych ‘bodoch. Zo
stimernosti kruznice m podla priamky AE vyplyva,
ze jeden z prieseéikov padne do vnutra polpriamky
EC. Oznatme ho D (druhy bod D, nevedie zrejme
k lichobezniku s vadSou zakladiou v priamke p,).

Pretoze plati
" AD = AF < AC

(prepona AC trojuholnika ACF je vidsia ako odvesna
APF), padne bod D podla zndmej vety do vnitra tsed-
ky EC. Oznaéme q os tse¢ky DC a B obraz bodu A
v stmernosti s osou ¢. Dostaneme S§tvoruholnik
ABCD s osou sGmernosti ¢, pritom je AB | ¢,
0D | q, AB||CD, AB > (D, ¢tize rovnoramenny
lichobeznik s véacsou zakladiiou 4B.
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Dokazeme, ze mu mozno vpisat kruznicu: Oznaéme
K, L priesetiky priamky ¢ s priamkami p,, p, a nech
S je stred tsetky KL. Kruznica k = (S, $v), kde v je
vzdialenost rovnobeziek p,, p,, sa dotyka priamok
P, Py po rade v bodoch K, L. Dotyka sa vSak aj
priamky AD ako hned dokazeme:

Podla konstrukcie je AD = AF, takze ADF je
rovnoramenny trojuholnik. Jeho zakladnou je usecka
DF, no body D, F st simerne zdruzené podla stredu
S, pretoze K, L st sumerne zdruzené podla S a
KF = LC = LD, pricom body F, D si oddelené
priamkou ¢q. Zo stredovej simernosti bodov F, D
vyplyva, Ze bod S je stredom tusedky DF, takze
priamka A48 je osou simernosti AADF a bod S lezi
na osi uhla <BA4D. Kruznica k£ ma stred S na tejto
osi AS a dotyka sa ramena AF v bode K, preto sa
dotyka aj ramena AD tohto uhla. Zo stimernosti
lichobeznika podla priamky ¢ vyplyva, ze kruznica
k sa dotyka aj ramena BC lichobeznika ABCD. Tym
je dokaz prevedeny.

Pouzitim stredovej stmernosti podla stredu O
tsecky AC prejde lichobeznik ABCD do lichobeznika
CD,AB,, ktory je tiez rieSsenim ulohy. Viac rieseni
tloha nem4.

Zdver. Ak je F pita kolmice vedenej bodom C
k priamke p, a plati AF > CF, ma uloha dve rézne
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rieSenia. Obidva lichobezniky st stimerne zdruzené
podla stredu O tse¢ky AC. Inak nem4 riesenie.

Lepsie mozno vyslovit podmienku rieSitelnosti
takto: Ak je odchylka mimobeziek p, AC mensia ako
45°, ma tloha dve rieSenia. V inom pripade neexistuje
lichobeznik pozadovanych vlastnosti.

3. V roviné je dana tsetka AB a uvniti Gsedky je
dan pohyblivy bod M; nad tset¢kami AM, BM jako
stranami sestrojime dva étverce AMCD, BMEF tak,
aby lezely v téze poloroviné vytaté primkou AB.
Témto étvercim opiseme kruznice; ty se vedle bodu
M protinaji jesté v dalsim bodu N.

a) Dokazte, ze ptimky 4 B, BC prochéazeji bodem N.

b) Dokazte, ze piimka MN prochazi uréitym pev-
nym bodem.

¢) VySetite geometrické misto stfeda tsecek, které
spojuji stfedy obou uvazovanych ¢&tverci.

ReSeni (uzijeme oznadeni z obr.4).a) V daldim
predpokladejme, zZe plati
AM > BM. (1)

Piipad AM < BM pievedeme na ptredchozi uzitim
soumérnosti podle osy ¢ useéky AB a vhodnou vy-
ménou nazva bodu A4, B; ptipad AM = BM vyiidime
pii zdvéru. Pro stru¢nost ozna¢me

AB = 4d 2)

41



a déle ¢ polorovinu, v niz lezi oba ¢tverce AMCD,
BMEF. Ozna¢me U vrchol pravého thlu v rovnora-
menném trojtihelniku ABU, kde U lezi v poloroviné
o na piimee ¢; oznaéme M, stied tisecky AB, potom

plati
AM, = 2d = M,U. (3)

Ze vztahu (1) plyne 8,0, > 8,0,, nebot je §,0, =
= 3AM, 8,0, = $BM. Odtud plyne, ze kolmice
MP | 8,8, prochazi vnittkem pravého uhlu <<BMC,
takze druhy pruseé¢ik N £ M obou kruznic k,, k,
lezi uvniti tohoto thlu. Bod £ padne dovnitt tsedky
MC a body 8,, S, zfejmé padnou poiadé dovniti ra-
men AU, BU trojuhelnika ABU.

Uhly <ACM, < ANM jsou obvodové v kruznici
k, a jejich vrcholy lezi v poloroviné p; je tedy 45° =
= XACM = < ANM neboli

JANM = 45°. (4)

Stejné se dokaze vztah XBEM = {BNM = 45°
vzhledem ke kruznici ks, tj.

SBNM = 45°. (5)

Oba tGhly <xANM, <*BNM jsou styéné a vzhledem
ke (4), (5) plati XANM + <<BNM = 90° neboli
JANB = 90°, takze je

AN | BN; (6)
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trojuhelnik AN B je tedy pravouihly a tse¢ku AB ma
za preponu; kruznice m = (M,, 2d) mu je opsana.

2d

Nyni dokazeme, ze body A4, E, N lezi v téze piimce
(v pravé napsaném poradku): Usetka BE je primé-
rem kruznice k,, bod E lezi uvniti Gse¢ky MC, takze
body M, N jsou piimkou BE oddéleny; k, je kruznice
opsand trojuhelniku BEN a tedy <BNE = 90°, tj.

plati
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EN | BN. (7)

Ze vztaht (6), (7) vyplyva spravnost naseho tvrzeni,
¢imz je dikaz proveden.

Dale dokazeme, ze body B, N, C lezi (v pravé na-
psaném potadku) v téze piimce: Usetka AC je pri-
mérem kruznice k;, opsané trojuhelniku ACN, tj.
JANC = 90°; oba sty¢éné thly xANC, ANB jsou
pravé a tudiz vedlejsi. Tim je i toto tvrzeni dokazano.

Dokazali jsme tedy, ze plati-li (1), potom pfimky
AE, BC prochazeji bodem N.

Jestlize vsak je AM = BM, jsou oba uvazované
étverce shodné, takze i kruznice k,, k, jsou shodné
a plati ' = E = N a tvrzeni a) Glohy je samoziejmé.

Tim je tvrzeni ¢asti a) ulohy dokazano.

b) V ptredchozim jsme dokazali, ze trojihelnik
ABN je pravouhly s preponou 4B a opsanou kruz-
nici m = (M,, 2d). Poloptimka NM je osou thlu
JXANB a protind nutné kruznici m v bodé @ # N,
piitemz @ lezi v poloroviné ¢’ opa¢né k poloroviné p
na piimce ¢; to plyne z toho, ze je JANM =
= IBNM = 45° neboli <ANQ = <BNQ, takze
jsou i pifsludné stiedové thly shodné, tj. XAMQ =
= IBM,Q = 90°.

Ptimka MN tedy prochazi bodem @; tim je podéno
Feseni ¢asti b) tlohy.

c) Oznaéme § stied usetky S,5, a dale po fadé
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0, 0,, 0 paty kolmic vedenych body S,, S,, 8 k ptimce
AB. Ctyithelnik 8,8,0,0, je pro AM # BM pravo-
uhly lichobéznik, pro AM = BM obdélnik a tsetka
SO je jeho stiedni pticka, takze O je stiedem tsecky
0,0, a déle je

SO = }(8,0, + 8,0,) = 3[34D + §BF] =
= }$4AB] = }.4d = d.

Oznadéme p||AB piimku poloroviny p, piidemz
vzdalenost piimek p, AB je pravé d; bod S tedy lezi
na piimce p.

Uhel < AUB je pravy; protoze body S,, S, lezi
uvnité jeho ramen, lezi usedka S5, v tomto thlu.
Bod 8§ je vnitinim bodem usetky S,S, a tudiz je
vnitinim bodem thlu <xAUB. Protoze z piimky
S§'S” ="p pravé tsetka S'S’’ lezi v thlu <AUB, lezi
uvazovany bod S nutné uvniti tseéky S’S”. \

Odtud plyne, Ze bod O je vnitinim bodem tusecky
0’0" (kde O, 0" jsou paty kolmic vedenych body
S’, 8" k ptimce 4B) a tim bod 8 je vnitinim bodem
S'S".
uvnitt pravé popsané tsetky S’'S”, je stfedem jisté
tsetky S,8,, piitemz body S;, S, jsou po Fadé stiedy
étvercdt AMCD, BMEF, které vyhovuji pozadavkim
textu tlohy.
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Dikaz. Necht bod S lezi uvnitt sttedni p¥iéky (Gsed-
ky) S’S” rovnoramenného pravouhlého trojihelnika
ABU; bod 8 lezi tedy uvniti pravého uhlu <xAUB.
Sestrojme obraz pravého thlu <xAUB v soumérnosti
o sttedu §. Bud M obraz bodu U. Je-li u rovnobézka
s piimkou 4B vedena bodem U, maji pasy rovnobé-
zek 8'S"'||AB, 8'S" || u stejné §iiky a ze vztahu US =
= SM plyne, ze bod M padne na ptimku 4B, a to
dovnitt usecky AB.

Oznaéme po fadé MX, MY obrazy poloptimek
UA, UB v soumérnosti o stiedu S. Ptimky UA||MX,
UB||MY omezuji obdélnik US,MS, (viz obr. 4)
o stfedu S, v némz plati S§; = S8,, takze S je stie-
dem tsec¢ky S,8,. Sestrojme ¢tverce AMCD, BMEF
v poloroviné p; protoze je XAMY = JABU = 45°
a IBMX = qBAU = 45°, jsou pravé sestrojené
body §,, S, stfedy sestrojenych ¢&tverca AMCD,
BMEF. Tim je dikaz ukonden a FeSeni ¢asti ¢) tlohy
provedeno.

Geometrickym mistem bodad S je tedy vnitiek
usetky S’S", kde §’, S”" jsou po fadé stiedy odvésen
pravothlého rovnoramenného trojihelnika ABU
o pireponé AB a lezictho v poloroviné g.

4. Je dana rovnice
a?— 6(k — 1)z + 9(k* —2) = 0 (1)

o neznamé z, pri¢emz je k dané realné &islo.
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Urdete viechna ¢&isla &, pro néz ma dand rovnice
alesponn jeden nezaporny kofen, ktery je nejvyse
roven &islu 1.

ReSeni. Necht &islo 2, o némz plati

0<ax<1, (1)
je feSenim rovnice (1). VySetfime podminky, které
o ném musi platit; protoze upravy, které budeme
provadét, budou ekvivalentni, dostaneme pfitom

¢islo k, pro néz o ¢&isle x plati vztah (17).
Diskriminant D rovnice (1) je

D = 9(k — 1) — 9(k* — 2) =
= O(k* — 2k + 1 —k* + 2) = 9(3 — 2k). (2)

Protoze musi platit D = 0 neboli 3 — 2k = 0, dosta-
vame.

jinak by rovnice (1) neméla realné feseni.
Oznaéme 2z, = z, redlné koteny rovnice (1); plati

T, = 3(k— 1) + 3)/3— 2k
¢ili po Gpravé
x, = 3(k—1 + /3 — 2k), (3)
2, = 3(k— 1= /3—2k). (4)
VysSettovani o ¢isle k provedeme pro kazdy z kote-

ni z,, 2, oddélené.
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I. Vysetfovani koiene ;. A. Necht je 2, = 0;
pak ze (3) plyne postupné
k—1+)3—2k=0,
V3 —2k=1—k. (5)
a) Necht je 1 — k& = 0 neboli
1=k

potom nerovnost (5) je splnéna pro kazdé k, o némz
plati

1=k <4 (6)
b) Necht je 1 — k& = 0 neboli
k=1, (7)

umocnénim obou stran vztahu (5) na druhou dosta-
neme postupné
3—2k=1—2k + k2,
k2—2 =<0,
(b +V2) (e —V2) <o0.
Cinitel &k — |/2 je vzhledem k predpokladu (7) zapor-
ny, a proto je nutné & + /2 = 0 neboli

k g _ Vé—s
tj. vzhledem ke (2), (7)
—J2<sk<. (8)
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Spojenim vztaht (6) a (8) vyplyva pro k nutné vztah
—J2<k <. (8
B. Jestlize je dale z; = 1, dostaneme'ze (3) postupné

3k —1+)3—2) <1,

3)/3 — 2k < 4 — 3k, (9)
takze nutné plati 4 — 3k = 0, tj.
k<4%{=13 (10)

Umocnénim obou stran (9) na druhou dostavame
postupné

9(3 — 2k) < 16 — 24k + 9%2,
0 < 9k — 6k — 11, (11)
0<=(3k—1—2)3)(8k—1 +2}3).
Tu vzhledem k (10) je 3k —1—2]3<4—1—
—2.1,7 = 4— 4,4 < 0; proto z (11) nutné plyne
3k—1+2)/3=0,
tj.
EF=—132)3—1)<o. [ (12)

Shrnuti pfipadu I. Spojenim vztahu (8') se vzta-
hem (12) dostavame

—Vesk=s—14(2V3—1) (13)
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Plati — J/2 < — 3(2 /3 — 1), nebot je
—3(213—1)—(—V2) =
=3(3)2+1—2)3) >
> 3(3.1,4+1—2.1,8) =
= (42 +1—3,6) > 0;

proto interval (13) existuje. Obracenim postupu do-

stdvame:

Vysledek 1 (obr.5). Vztah 0 = x; < 1 plati pravé
pro N
—JEsk=<s—13(2)3—1). (13)
II. VySettovani kotene x,. A. Z pozadavku
z, = 0 ze (4) plyne postupné
k—1—)3—2k=>0, (14)
k—1=)3—2k
a tedy predevsim je nutné k—1 = 0, tj.
k=1, (15)
coz spolu se vztahem (2) dava
1<k<3 (16)

Umocnénim obou stran nerovnosti (14) na druhou
postupné obdrzime
k2 —2k +1=3— 2k,
k2 —2 =0, :
(k+12) (k—V2) z 0.



Vzhledem ke vztahu (16) je & + /2 = 0 a z posled-
nf nerovnosti plyne, Ze nutné plati k — /2 = 0 neboli
k = /2 spojenim se (16) dostavame

J2<k<3i (17)
B. Z pozadavku x, = 1 ze (4) plyne postupné
3(k—1—)3—2k) <1,
3k —4 < 3)/3—2k. (18)

Pro 3tk—4 =0, tj. k=14, je tato nerovnost
splnéna; protoze viak plati % < |2, nepiichazi
tento pozadavek vzhledem k pozadavku (17) vibec
v tvahu.

Pro 3k — 4 > 0 neboli pro k > % (coz je splnéno
pozadavkem (17), nebot je % < Vé] po umocnéni
obou stran nerovnosti (18) na druhou postupné do-
stavame

Ok* — 24k + 16 < 27 — 18k,
(3t —1—2)/3)(3k—1 + 2)/3) < 0.

Piitom prvni ¢initel na levé strané této nerovnosti je
mensi nez druhy ¢éinitel. Z posledni nerovnosti tedy

plyne
3k—1—2)3 =0,

3k—1+2)/3=0

neboli plati zaroven
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k=< (2V3 + 1), (19)

_i (2)3—1) <k (20)
kde — }(2)/3— 1) < 0; vztah (20) je pozadavkem

(17) splnén. Uvedme ve vzajemnou souvislost vztahy

(17), (19).
Je /2 < i (2)/3 + 1), nebot plati
( 2y3+1)— V2—77(2V3_+ 1—3)2) >

1
> 5 (2174 1—3.1,42) = & (4,4 —4,26) > 0.

=
Dale je é (2V3_+ 1) < 32) , nebot plati
3 1 : 1 -
?—3_(21/3 +1) =_6_(9—41/3—2) —
1 ) 1 1
=5 (7—4V3)> 5 (7—4.1,74) = €(7——6,96)>O

Z obou poslednich vysledkt musi tedy vzhledem
ke vztahum (17), (19) o ¢isle k platit

J2sk< < (21/3 3.4 (21)
Obracenim postupu dostavame:
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Viysledek 11 (obr. 6). Vztah 0 < x, =< 1 plati pravé
pro

- 1
<k<
szk:3

(2)/3 +1). (21')

Zdvér. Alespon jeden z kofent dané rovnice (1) je
nezaporny a zarovei nejvyse roven ¢islu 1 pravé pro
¢isla k, o nichz plati bud vztahy (13’) anebo vztahy
(21').

osa

T A 0 Huk 1 23 2 Gael k
AT ' D ‘
: H5(2081) LN §208 )
, . : B
phipad ‘korene 0% x, £1 Prpad korene O% x, £1, kde X, §x,
Obr. 5 Obr. 6

Poznamka. Souctasna platnost vztahu 0 < z; = 1,
0 = 2, = 1 nenastane (viz téz grafy — obr. 5 a 6).

5. Dana je realna funkcia
y=Vo—2fi—i—Jatz2je—1
realnej premennej .
Najdite vsetky «, pre ktoré ma tato funkcia zmy-

sel; dalej ukazte, ze pre = 2 je funkecia rovna kon-
Stante. Potom nacrtnite graf danej funkcie.
RieSenie. Predovsetkym musi o premennej « platit
x— 1 =0 cize
@ =1, (2)
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pretoze inak by |/x — 1 nemala zmysel. Potom je
@ + 2 |/ — 1 &islo kladné a existuje aj jeho druhd
odmocnina.

Cislo « — 2|/ — 1 musi byt nezdporné, aby mala
zmysel jeho druha odmocnina, tj. musi platit x =
= 2|/@ — 1. Na oboch stranich tejto nerovnosti st
neziporné ¢isla, preto ich umocnenim na druhu do-
staneme nerovnost

2 = 4(x— 1)
éize
(®x—2)2 = 0.

Tato nerovnost je vsak splnena pre kazdé reilne z,
preto pre x = 1 existuje tiez odmocnina Vx —2fz—1.
Dana funkecia je teda definovana pre vSetky @ = 1.
Teraz rozhodnime o znamienku hodnét funkcie y
pre x z uvedeného intervalu. Dokazeme, Ze plati
y = 0 Cize

Je—2/e—1< Vo +2/z—1. (3)
Pretoze * — 2)/x — 1, x + 2|/x — 1 st pre = 1 ne-
zaporné ¢&isla, dostaneme umocnenim oboch stran

nerovnosti (3) na druht ekvivalentni nerovnost. Ak
utvorime rozdiel jej lavej a pravej strany, dostaneme

x—2fz—1—(z+2)z—1) =—4)z—1,
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¢o je zaporné &islo pre x > 1 a nula pre « = 1. Tym
je dokazané, ze je
y=0.

Teraz vypocitame y2 Postupne plati

Y=z—2x—1+x42fz—1—2)x2—4(x—1),
¥ =2 —|le—2)p),

¥ =2 —r — 2|);

y

A=i0 20 :

P=[2;-2]

Obr. 7

z ¢oho vzhladom k tomu, Ze y < 0, vyplyva
y=—12 k2.
Rozoznavajme dva pripady:

Pripad [1]. Nech je x —2 = 0, takie |z — 2| =
= 2 — 2. Potom plati y = — |/4 &iZze

y=—2
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Pre x = 2 je teda y rovné konstante —2, o sme
mali dokazat a grafom funkcie je v tomto pripade
polpriamka (vid obr. 7).

Pripad [2]. Nech je 1 < z < 2, takze je |x — 2| =
= 2 — x. Potom postupne plati
y=—1e—2 7,
y=—2)z—1.
Grafom funkecie v uvedenom intervale je obluk AP

paraboly o rovnici
y* = 4@ —1),

ktora méa vrchol 4 = (1,0) a prechidza bodom
P = (2,—2).
Tym je vySetrenie grafu prevedené (vid obr. 7).
6. Reste soustavu rovnic
sin(zx — a) + cos(y — a) = 0, (1)
sin(z + «) + cos(y + «) = sin2« (2)

o neznamych z, y, pti¢emz « je dané realné éislo.

ReSeni. Necht dvojice z, y redlnych &isel spliiuje
obé rovnice (1), (2).

Z rovnice (1) podle vzorce sing = — sin(—g) do-
staneme rovnici
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— sin(—x + a) + cos(y — a) = 0.

Pomoci vzorce sine = cos(R — ¢) lze prvni élen levé
strany této rovnice upravit, ¢imz dostaneme rovnici

——cos(R + x—a) + cos(y —a) = 0
neboli rovnici
cos(R + x — a) — cos(y — a) = 0.
Na jeji levou stranu uzijme vzorce cosw, — cosw, ==
=—2sin}(w, + ,) . sin}(w;, — w,); dostaneme rov-
nici
— 2sin¥(x + ¥y — 2« + R) .sind(x —y + R) = 0
neboli rovnici
sinj(x + ¥y — 2« + R).sin}(x —y + R) = 0. (3)
Jeden z obou ¢initell levé strany této rovnice musi
byt roven nule; kazdou z téchto moznosti uva-
zZujme oddélené (viz piipady [1] a [2]).
Pripad [1]. Necht ve vztahu (3)je
siny(x + y — 2« + R) = 0. (3")

Je znamo, Ze vSechna FeSeni rovnice sinw = 0 jsou
déna vztahem w = n.2R, kde n je libovolné celé
¢islo; podle rovnice (3') tedy o ¢islech @, y nutné plati

(x+y—2x + R) =n.2R
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neboli
=2x—x—R + n.4R,
tj.

Yy =2a—x + R(4n — 1), (4)
kde n je libovolné celé é&islo. Dosadme tento vysledek
do rovnice (2); jeji leva strana se postupné upravuje
takto:

sin(@ + «) + cos(3a —x — R) =
= sin(z + a) + cos[R — (Ba — 2)] =
= sin(® + a) + sin(3a — @) =
= 2 sin2x cos(x — «),
priéemz jsme uzili vzorce sinw; + sinw, =
= 2sind(w, + w,) cos}(w; — w,).
Dosazeni ze (4) do (2) tedy dava rovnici

2sin2«. cos(x — &) = sin2a«,

sin2« [cos(x —a)— %]: 0. (5)

Rozeznavejme dvé moznosti[a], [b].
Moznost [a]. Necht o ¢isle a plati
sin2¢ = 0 (6)
neboli
2« = p.2R, (6')
kde p je libovolné celé cislo. Potom rovnice (5) je
splnéna kazdym redlnym &islem z. Re$enim soustavy
rovnic (1), (2) mize byt jediné dvojice éisel [viz (4)]
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z, y=—x+ 2a— R + n.4R, (7)

kde z je libovolné realné &islo a n je libovolné celé
¢islo; piitom plati (6”).
Provedme zkousku dosazenim ¢&isel (7) do rovnic
), (2), jejichz levé strany po Fadé oznaéme L, Ly:

(1
L, = \sin(x —«) + cos(—x +a—R) =

= sin(x — «) + cos[R — (a — x)] =

= sin(® — «) + sin(a — &) =

= sin(® — &) — sin(x — «) = 0,
takze vskutku je L; = 0.

Dale je
L, = sin(z + «) + cos(—zx + 3a — R) =

= sin(z + «) + cos[R — (3a — )] =

= sin(z + a) + sin(3x — &) = .

= 2sin2x cos(z — a);
av8ak sin2« je podle predpokladu rovno nule a tedy
L, = 0, proto jsou obé strany rovnice (2) rovny nule.
Jsou tedy ¢isla (7) feSenim soustavy rovnic (1), (2),
a to tehdy, plati-li (6) neboli (6).

Moznost [b]. Necht o ¢&isle « plati

sin2x # 0 (8)
neboli
20 # p.2R, (8')

a to pro kterékoli celé ¢islo p; potom z rovnice (5)
plyne rovnice
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b

o] =

cos(x — a) =
tj.
r—a = 60° +m,;.4R
anebo
& —a = 300° + m,.4R,

kde m,, m, jsou libovolna celd ¢isla. Mame tedy pro
¢islo « jeden z pozadavki:

& =a + 60° + m,.4R (9)
(kde m, je libovolné celé ¢islo),
T =a + 300° + m,.4R (10)

(kde m, je libovolné celé ¢&islo).
Po dosazeni ze vztahu (9), (10) do (4) dostavame pii-
slusna ¢&isla y, tj.
Yy =a—R— 60°+ (n—m,) 4R,
Yy =a— RB—300° + (n—m,) 4R,
neboli
y = a + 210° + n,.4R, (9)
Y = a + 330° 4 n,.4R; (10')

pritom k sobé ptisluseji dvojice (9), (9') anebo dvojice
(10), (10").
I. Zkouska dosazenim dvojice (9), (9’) do (1), (2)
pti oznadeni L,, L, levych stran rovnic (1), (2):
L, = sin60° + c0s210° = sin60° — co0s30° = 0;
L, = sin(2a + 60°) 4 cos(2a + 210°) =
= 8in2x« c0s60° -+ cos2a sin60° 4
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+ co0s2x c0s210° — sin2« sin210° =
=sin2x(cos60° +sin30°) +cos2«(sin60°—cos 30°) =
= sin2«. (3 + 3) = sin2a.

Dvojice ¢isel (9), (9') tedy splituji obé rovnice (1),
(2).

II. Zkouska dosazenim dvojice (10), (10’) do (1),
(2) pii piedchozim oznacdeni:
L, = sin300° + c08330° = —sin60° -+ cos30° = 0;
L, = sin(2a + 300°) + cos(2«x + 330°) =
sin2x c0s300° 4+ cos2a sin300° -+
cos2a c0s330° — sin2q sin330° =
sin2x(cos60° -+ sin30°) +
cos2a(—sin60° + cos30°) =
sin2«x. (5 + %) = sin2a.
Dvojice ¢isel (10), (10’) tedy splituje obé rovnice

(1), (2).

Ptipad [2]. Necht ve vztahu (3) je

I

Il

b+ 1+

sin% (x—y+ R)y=0 (3")
neboli

é—(x—y + R) = n.2R,

kde n je libovolné celé &islo, takze

x=y—R 4+ n.4R. (11)
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Dosadme tento vysledek do rovnice (2); dostaneme
rovnici

sin(y + a — R) + cos(y + a) = sin2«
neboli postupné

—sin[R — (y + «)] + cos(y + «) = sin2a,
—cos(y + «) + cos(y + «) = sin2a,
0 = sin2a. (12)
Jsou dvé moznosti [a], [b]:
[a] Necht je

sin2a = 0 (13)
neboli

20 = n.2R,
tj.

ax=mn.R,

kde n je uréité celé &islo zavislé na ¢&isle a. Potom rov-
nice (12) je splnéna libovolnym ¢islem y. Jedno z &isel
x, y tedy zvolime, druhé vypocitdme ze vztahu (11).
Jestlize je sin2q¢ = 0, potom dvojice

z, y=« + R 4+ m.4R, (14)
kde z je libovolné realné ¢islo a m je libovolné celé
¢islo, je feSenim rovnic (1), (2); presvédéime se o tom
zkouskou dosazenim. Tu L,, L, jsou opét dosazeni do
levych stran téchto rovnic.

III. Zkouska
L, =sin(x —a) + cos(x + R—«&) =
= sin(x — «) + cos[R — (« — )] =
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= sin(x — «) + sin(a — ) =
= sin(x — a) — sin(x — «) = 0.
L, = sin(® + «) + cos(R + x + «) =
= sin(r + a) —sin(r + a) = 0,
piidemz prava strana rovnice (2) je sin2a = 0.

Cisla (14) spliiuji rovnice (1), (2).
[b] Necht je
sin2«x # 0
neboli
a #=nR,

at zvolime za n kterékoli celé ¢islo. Potom levé strana
rovnice (2) po dosazeni za x ze vztahu (11) je rovna
nule, kdezto pravé strana je rtizna od nuly. Dvojice
¢isel (14) tedy nespliuje rovnici (2) pfi a # nR.

Zavér. Jestlize o éisle a plati:

1. sin2« = 0, potom dvojice ¢isel (7), tj.
z (libovolné realné &islo), y = —x + 204 — R + n. 4R
(kde n je libovolné celé ¢&islo) a dale dvojice éisel (14),

tj.

z (libovolné realné ¢&islo), y =« + R + n. 4R

(kde n je libovolné celé ¢islo) je FeSenim soustavy
rovnic (1), (2).

2. sin2x # 0, potom obé dvojice &isel (9), (9")
a (10), (10"), tj.
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a)x =a + 60° 4+ m. 4R, y =« + 210° + n.4R,
b) & = a + 300° + m.4R, y = a + 330° + n.4R

(kde m, n jsou libovolna cela ¢&isla) jsou fesenim obou
rovnic (1), (2).

2. ULOHY II. KOLA KATEGORIE A

1. Najdite vSetky realne ¢&isla x, pre ktoré plati
vztah
tgle | Zeotgdr _ W
tgx cotgx
RieSenie. Aby vyrazy na lavej strane (1) mali zmy-
sel, musi byt tgx # 0, cotgx # 0 a okrem toho musia
mat zmysel tgz, cotgz, tg2x a cotg2x. Z toho dosta-
vame tieto poziadavky na &islo @ (pri¢om m je Iubo-
volné celé &islo):

x#mn;xv&(2m+1).%;x¢(2m+1).-g;
X # mm;
2x¢(2m+1).—2”—; 2z #* mam.

Tieto poziadavky mozno vetky zapisat takto:

X F#n. fZ , kde n je Tubovolné celé ¢islo.  (2)
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V dalsom nech z spliuje vztahy (2). Ak je x rieSe-
nim nerovnosti (1), polozme

tgr = y.
Potom (1) znie
2y 22—y
(1 —y%y 2y
a po upravach dostaneme odtial
2
— a2 <
1—p —9)=1
2—(1—y—(1—yp) _,
1—y2 =
a4
—¥+
11—y
y*—3) _
Tp—1 =% (3)

Vzhladom ku (2) je ¥y # 0 a teda y* > 0. Namiesto
(3) stadi preto skiimat nerovnost
y*—3

=10 (3)

(V dalom je n IubovoIné celé ¢&islo.) Uvazujme o pri-
padoch [1] a [2]:

Pripad [1]: Nech je y> —1 > 0 &ize |y| > 1. Po-
tom zrejme plati
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n 3
T+nn<x<zn+nn (4)

[priom zaroven plati (2) podla predpokladu].
Z (3') potom vyplyva, Ze je nutne y*>— 3 =< 0 &ize

ly| <13 a teda:
bud
nn§x§f§~—|—nn (5)
alebo
%n+nn§x§n+nn. (6)

Spojenim poziadaviek (2), (4) a (5), resp. (6) dosta-
vame, Ze o ¢isle  musi platit

bud
%+nn<x§%—|—nn (7)
alebo

§n+nn§x<%n+nn. (7)
Obratenim postupu zistime, Ze ¢isla splitujace vztahy
(7) a (7') vyhovuji nerovnosti (1).

Pripad [2]. Nech je y>— 1 < 0; potom z (3) vy-
plyva, ze musi byt y>— 3 = 0. No, obom tymto
vztahom sidasne nemdze vyhovovat Ziadne redlne
¢islo.
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Zaver (obr. 8). Vetky rieSenia nerovnosti (1) st
dané vztahmi (7) a (7').

Ol
N
ol
N

1 1 3
] P i 2x x

Obr. 8

2. Dané st dve mimobezné priamky p,, p, a bod
M, ktory nelezi na ziadnej z nich. Prevedte priesto-
rové rieSenie a diskusiu tejto ulohy:

Zostrojte kruznice k,, k,, ktoré prechadzaji bodom
M a v tomto bode sa dotykaju tej istej priamky,
pri¢om kruznica k, sa dotyka priamky p, a kruznica
k, sa dotyka priamky p,.

V diskusii udajte, kolko dvojic takych kruznic k,,
k, existuje.

RieSenie. Predpokladajme, zZe tloha ma rieSenie.
Oznatme «,, a, roviny uréené bodom M a priamkou
Py resp. p,. Tieto roviny st rdézne (inak by priamky
Py, P, lezali v tej istej rovine) a pretoze maji spoloény
bod M, st roviny «,, «, réznobezné. Ich prieseénicu
ozna¢me ¢ Priamka ¢ je zrejme rézna od priamok
P1s Do, pretoze inak by bod M padol na niektoru
z priamok p,, p,. Teraz prevedieme tito konstrukeiu
VvV rovine a, :
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a) V rovine «, st dané rozne priamky p,, ¢ a na
priamke ¢ bod M, ktory nepadne na p;.

St dve mozZnosti:

[1] p,, ¢t maja spoloény bod P, (obr. 9);
[2] p, || ¢t, pricom je p, ¢ (obr. 10).

Obr. 9

Pripad [1]. Ak st p,, ¢ réznobezky, mozno postupo-
vat takto (obr. 9):

Zostrojime na p, dva rbézne body X;, Y, také, ze
P, X, =PY, = PM. V kazdom z uhlov &t MP,X,,
X MP,Y, lezi prave jedna kruznica, ktord sa dotyka
priamky ¢ v bode M, a priamky p, (v bode X, resp.
Y, — vid obr. 9). Oznaéme tieto kruznice Xk, Yk,.
St to kruznice navzajom rozne.
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Pripad [2]. Nech je p,||t, p,# t (vid obr. 10). Potom
zrejme existuje jedind kruznica k,, ktora sa dotyka
priamky ¢ v bode M a priamky p,.

b) Rovnakt konstrukeiu ako v rovine «; prevedie-
me v rovine a, (pozri predchadzajuici text, v ktorom

Obr. 10

sa zameni priamka p, priamkou p,). Ak st p,, t roz-
nobezné, dostaneme dve rozne kruznice ¥k,, Yk,. Ak
je ps||t (pritom je p, # t), dostaneme jedind kruznicu
k.

Diskusia. Tym st kruznice zostrojené. Zostava vy-
setrif, za akych podmienok dostaneme v rovine «;
dve kruznice alebo jedinu a to isté v rovine «,.

Ak je p,||t, potom priamky p,, t, ktoré lezia v rovine
ay s roznobezné (inak by bolo p,||p,). Bod M
a priamka # lezia v rovine a, t. j. je ay||p,. Podobne,
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ak je p,||t, lezi bod M a t v rovine «a, a je a||p,. Ak
neplati ani jeden zo vztahov p,l||t, p,|[t, vtedy je ¢
prie¢kou mimobeziek p,, p,.

Zdver diskuste. Oznaéme s, rovinu, ktora obsahuje
priamku p,, pri¢om je 7, ||p,. Dalej oznaéme m, ro-
vinu, ktorad obsahuje priamku p,, pri¢om je m,||p;.
(Existuje prave jedna rovina 7, a jedna rovina z,, je
7|7y & 7y 7,

Ak nelezi bod M v ziadnej z rovin x,, 7,, potom
- v kazdej z rovin «;, a, existuji prave dve kruznice
spliujice poziadavky tlohy. Kombinovanim teda
dostaneme celkom Styri dvojice hladanych kruznic
ky, ky, a to dvojice:

Xhey, Xhoy Xkey, Yheo; Yhy, Xky; Yhy, Yy,

Ak lezi bod M v niektorej z rovin x,, m,, napr.
nech M lezi v rovine x,, takze je m, = a;; potom
v rovine «, existuji prave dve kruznice, zatial &o
v rovine a, # 7, existuje jedind kruznica, ktora vyho-
vuje poziadavkam tlohy (tu je t||p,). V tomto pri-
pade dostaneme tedy kombinovanim celkom dve dvo-
jice hladanych kruznic; napr. dvojica Xk, k, a dvojica
Yky, ky.

3. Je dan pravidelny Sestitthelnik 4,4,4,4,A4;4,,
jehoz strana ma délku 1. Uvnitt stran (tj. usecek)
AA,, A A,,..., A4, AgA, jsou po fadé sestrojeny
body B, B,, ..., By tak, ze plati
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AB, — A,B, = ... = A,B; = .

Usedky A4,B,, A,B;, ..., AgB; omezi novy Sestithel-
nik. Dokazte, ze tento Sestitthelnik je pravidelny,
a jeho obsah vyjadiete jako funkci dutého tuhlu
@ = X 4,4,B,.

Obr. 11

Potom vypoctéte, pro které ¢ ma vznikly Sesti-
thelnik obsah rovny dvéma tfetinam obsahu Sesti-
tihelnika daného.

Dodateéna otdazka. Obsah vzniklého sestluhel
nika vyjadiete jako funkci délky @ = A,B;.

ReSeni (obr. 11). a) Oznaéme C,, C,, .. ., C; vrcholy
vytvoireného Sestitthelnika jako na obrdzkw 11. Podle
vét o shodnosti trojihelnikt snadno dokazeme, ze
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jsou shodné trojahelniky A A,4,B,, /A AyA3B,,. ..,
A AgA B, a déle trojahelniky A A,B,C,, A A,B,C,,

e N AgBCs. Odtud vyplyva, zZe Sestithelnik
0,0,C,C,CCs mé v8echny vnitini uhly shodné, viech-
ny strany shodné a Ze je tedy pravidelny.

b) Obsah P, daného Sestithelnika je

P,=6- —l- -V/3 =%V3.
Oznaéme P obsah Sestithelnika C\C,. ..C; a P’ obsah
trojihelnika A4,4,C,.

V trojthelniku 4,4,C, je <X A,A,B,= ¢, < 4,4,C,=
= X A 4,45 — X A;4,B; = 120° — ¢, X A,C,4,=
= 60°. Ze sinové véty uzité na tento trojahelnik
plyne

ALy - sn(T20° =gy * " A0y . sing
4,4, — sin60°  ’ A4,  sin60°’
tj.
~ sin(120° — ¢) _sing
A0 =""Gner » 4% = e -

Pritom je 4,C, = 4,C, a tedy C,C, = 4,C, — 4,C, =
= A,C, — A4,0,, tj.

sin(120° — @) — sing

y =00 =- sin60°
2c0s60°sin(60° — @)  2)/3 .
— T = Sinﬁoo - T = 3 Sln(60 (p)'
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Odtud

1 =— 6 4)3 .
— 6. —q2l/3 = —. ) 2(60° —
P-—6.4y],3 B 3 sin*(60 ®),
tj.
P = 2)/3sin%(60° — g). (1)
¢) Mame najit ¢, pro které plati P = § P, neboli
P=2%.3%)3 atedy

P=13. (2)

Ze vztaht (1), (2) vyplyvé vzhledem k danému po-
zadavku:
2)/3 sin%(60° — ¢) = |/3,
1
CE0° o) — L
sin%(60° — ) =,

1/ 2

sin(60° — @) = ) (3)

nebot vzhledem k textu tlohy je
0< g <30° (3"

a tudiz sin(60° — ¢) > 0, takze pro thel 60° — ¢
nutné plati
30° < 60° — @ < 60°,

tj. uhel 60° — ¢ je ostry.
Ze vztahu (3) a (3') plyne 60° — ¢ = 45° tj.

p = 15°
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Zavér. Obsah vzniklého Sestithelnika pro 0 < ¢ <
< 30°je dan vzorcem (1). Tento obsah je roven dvéma
tfetindm obsahu daného Sestitihelnika pravé pro
@ = 15°

Dodateéna otdzka. Z trojihelnika 4,4,B,, kde
je X4, =¢,, <4, =120°, & B, = 60° — ¢, pomoci
sinové véty dostaneme

A,B, _ _sin<p -

‘A4, — sin(60° — ¢)
neboli pro x = 4,B, plati

_ . sing
sin(60° — @) (4)
a tedy _
Sin(60° — @) = El%('z :
Po dosazeni do (1) mame
5 sin? '
P =2/3. x;” : (5)

Ze (4) postupné plyne pro 0 < ¢ < 30° (viz geomet-
ricky vyznam uhlu ¢ a tuseéky A4,B, délky x, pii-
temz bod B, lezi uvniti Gsetky A4,4,)

LR )

x sing

/3 V3

1 1 . N 1
v = (T cosp — o sm(p] tSIng = 75— cotgy — o
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a tedy
24+ 2 _'2+x

2 Y3 /3

cotgyp = (6)

Je znam vzorec
1 .
1 + cotg?p ’

po dosazeni ze (6) mame

sin?p =

2
gin%p — 1 :[1 n ‘LM]

3a?
neboli
. g x?
A S S
Dosadme tento vysledek do (5); dostaneme

1

3
P=3V8 a1

4. Plati-li pro realnd ¢isla a, b, ¢ nerovnosti
a>0, b>0, 2c>a-+b,
potom je ¢z > ab a plati

c—Je—ab < a<c+ |ct—ab; (1)
dokazte.

ReSeni. Z nerovnosti 2¢ > a + b umocnénim obou
stran dostaneme (jde o kladna ¢&isla)

4¢2 > a® + 2ab + b% = (@ — b)? + 4ab = 4ad
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a tedy .
¢* > ab; (2)

proto v (1) je ¢ — ab > 0 a odmocniny maji smysl.
I. Predpoklddejme, Ze plati ¢ — |/¢* —ab < a
“neboli N
c—a<|ct—ab. (3)
Jsou dvé moznosti:
Pripad [1]. Necht je ¢ — a =< 0, potom (3) plati.
Piipad [2]. Necht je ¢ —a > 0; umocnéme obé
strany (3) na druhou:

c2—2ac + a® < c2—ab
neboli
0<a(2c—a—0). (4)

Protoze plati 2c > a + b, je vztah (4) spravny; obra-
cenim postupu dospéjeme ke (3).

II. Platnost nerovnosti @ < ¢ + |/¢2 — ab neboli
a—c < |c*—ab

dokazeme stejné jako v odst. I.
Tim je tvrzeni tlohy dokazano.

Nagért jiného FeSeni. I. Podle piedpokladu plati

(2¢)* > (a + )% (5)
necht neplati (2), tj. plati
4c? = 4ab. (6)

76



Z (5), (6) plyne 4ab > (a + b)? neboli 0 > (& — b)2,
COZ je spor.

II. Necht plati ¢ — }/¢? — ab = a neboli ¢ — a =
= ¢ — ab; pak nutné je c — a = 0 a plati (c — a)? =
= ¢*—ab, tj. —2ac + a* = —ab neboli 2¢ = a + b,
coz je spor s predpokladem.

3. ULQHY IIT. KOLA KATEGORIE A

1. Najdéte viechna realna ¢&isla @, pro néz plati ne-
rovnost
1 1 S8
sin%x cosx — 3

(1)

ReSeni. Je-li z feSenim nerovnosti (1), pak je

nutné
x # n.90° (kde n je libovolné celé ¢islo);  (2)

jinak by zlomky v (1) nemély smysl. Tu je
3sin%x cos®x > 0

a znasobenim obou stran nerovnosti (1) timto ¢islem
dostaneme nerovnost

3(cos?x — sin®x) = 8cos sin’z;
po snadné upravé obdrzime

8cos*r — 2cos2xr — 3 = 0
neboli

3 1
20 Y 2 M
[cosx 4][cosx+2]:0.
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Protoze druhy ¢initel na levé strané této nerovnosti
je kladny, plyne odtud, Ze nutné jé

c.(;szx——fz— =0
neboli
|cos 2| = o V3.

Obr. 12

Protoze je cos30° = 1]/3, snadno z grafu funkce
cosz najdeme tyto intervaly pro thel x (viz napft.
obr. 12):
—30° + k.2R <z < k.2R,
k.2R < x < 30° - k.2R,

2 vz

kde k je libovolné celé ¢islo.
Obracenim postupu s kterymkoli z ¢isel x téchto
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intervali dospéjeme ke vztahu (1). Tim je fefenf
tilohy provedeno.
Podle feseni Pavla Noska, 11.a tf. jss,
Hradec Kralové.

Jiné FeSeni. Vztah (1) lze za piedpokladu (2) po-
stupné upravovat takto (je tg% > 0):

cotg?r — tg2x = % , (3)
0 = 3tg'r + 8tg*r — 3.
Rovnice 3y* + 8y — 3 = 0 ma kofeny
1 — ]
Yro =g (—8 L )64 +36) = (—8 1 10),

tj. ¥, =3, ¥, = —3. Lze proto vztah (3) psat ve
tvaru

0 = (tg*x + 3) (3tg2x — 1),
kde prvni éinitel napravo je éislo kladné, a proto je

nutné
3tglz — 1 < 0.
Odtud plyne

tgal =513
O ¢isle  proto nutné plati: bud

n.2R < x < 30° 4+ n.2R
anebo
150° +n.2R < 2 < 180° 4 n.2R,
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kde n je libovolné é&islo celé. AvSak vzhledem ke (2)
dostavame intervaly

n.2R < x < 30° 4+ n.2R,
150° 4+ n.2R < x < 180° + n.2R,

kde n je libovolné ¢islo celé.
Obracenim postupu dospéjeme pro kazdé z téchto
¢isel « k nerovnosti (1).

' Podle feseni Jana Svobody,
4. ro¢. prumyslové §koly strojni,
Praha 1, Panska ulice.

2. Je dana krychle ABCDA'B'C'D’, kde ABCD je
Stverec a plati AA4'||BB'||CC’||DD’. Na ptimce 44’
lezi bod P.

Sestrojte S stied kulové plochy, kterd je soumérna
podle roviny ABB’, prochazi bodem P a dotyka se
piimek p = 4B, q = A'D".

Provedte diskusi fesitelnosti tilohy pro rtizné polo-
hy bodu P na ptimce AA’.

ReSeni. Rozbor (obr.13).Hledan4 kulové plocha
je soumérné podle roviny p = ABB', proto jeji stfed
S nutné lezi v roviné p. Plocha » se dotyka pfimky
q=A'D',kde q | p; protoze rovina vedend stie-
dem kulové plochy kolmo k jeji teéné protinad tuto
te¢nu v jejim dotykovém bodé, je nutné bod A’ do-
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tykovym bodem teény g kulové plochy %. Rovina g
protne plochu » v hlavni kruznici k o sttedu S. Kruz-
nice k prochazi tedy body A4’, P a dotyka se piimky
p = AB; tim jsme nasi ulohu pievedli na planimet-
rickou ulohu, kterou provedeme v roviné p.

Oznadéme m osu tsecky /49
PA’ (pokud je P # A'), o, ¢
ktera je kolma k primce p,
takze jem||p;bod Snutné Al
lezi na ose m tétivy PA’
a protoze teéna p je rov- p
nobéznd s prumérem m, -0
je vzdalenost 7 rovnobé-
zek p, m polomér kruzni- 4

ce k. Odtud Fkonstrukce
bodu S (obr. 14): Obr. 13

Obr. 14

6 IX. ro¢. matem. olympiady 81



Sestrojme osu m usetky PA’ a vySetifme vzdéalenost
r = AM rovnobézek m, p. Bod S lezi jednak na pfim-
ce m, jednak na kruznici n = (4, r), tj. je jednim
ze spoleénych bodi piimky m a kruznice n. Dale
sestrojme kruznici k = (S, r).

Ditkaz. Uvazujme nyni kulovou plochu o stiedu §
a poloméru r; kruznice k je jeji hlavni kruznici. Plo-
cha x prochéazi podle konstrukee body P a A’; protoze
je A’D" | o, je bod A" dotykovym bodem teény
A'D" = q kulové plochy ». Piimka p se dotyka kruz-
nice k£ v bodé @; proto mé ptimka p s plochou x spo-
leény jediné bod @ a ptimka p je proto i teénou plo-
chy ». Tim jsme dokdzali, zZe plocha » spliuje poza-
davky tlohy. Uvahu jsme provedli za piedpokladu,
ze je P £ A"

Diskuse. [1] Jestlize je P =A4, je r=4AA’
a kruznice k se pfimky p dotyka v bodé 4; tloha ma
jediné feseni (obr. 15).

[2] Jestlize bod P lezi uvniti tsecky AA’, je r >
> } AA’; vzdalenost bodu 4’ od piimky m je mensi
nez r. Proto kruznice » protne ptimku m ve dvou
raznych bodech S, §" a iloha ma dvé feseni (obr. 14.)

[3] Jestlize je P = A’ (vyjimeény piipad, ktery
jsme neuvazovali — viz obr. 16), potom ma tloha
nekoneéné mnoho feseni. Kazdy bod 7' piimky p je
dotykovym bodem jedné kruznice, ktera prochdazi
bodem 4’ a dotykd se piimky p v bodé 7T'. (Mnozinou
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stfed hledanych kulovych ploch » je podle znamé
definice parabola o ohnisku 4" a ¥idici piimee p.)

[4] Jestlize bod P lezi na prodlouzeni tsedky A4’
za bod A4’, je vzdilenost d bodu A4’ od piimky m
rovna d = § A'P, kdezto polomér r kruznice n je

>

4 T P
;
|

Obr. 16

r=73A'P + AA', tj.r > d; proto piimka m a kruz-
nice n se protinaji ve dvou rtznych bodech S, S’
a uloha ma dvé feseni (obr. 17).

[5] Jestlize bod P lezi na prodlouZeni tsetky AA’
za bod 4, nema tloha feSen{; te¢na p kruznice nemiuze
oddélovat body P, A’ kruznice.

Tim je Feseni tlohy provedeno.

Podle feSeni Jana Veselého,
Il.c. tT. js§,
Matiéni 5, Ostrava I.
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3. Vroviné jsou dany dva ruzné body 4, M o vzda-
lenosti d. Dale je dano kladné ¢islo v. V této roviné
sestrojte kosoétverec ABCD o vysce v tak, aby bod M
byl sttedem jeho strany BC. 4

Najdéte podminku FesSitelnosti a zjistéte pocet te-
Seni ulohy.

Mize byt fesenim misto kosoétverce ¢tverec?

ReSeni (obr. 18). Rozbor. V trojihelniku ABM
je AB = 2.BM, a proto je thel v = < BAM vzdy
ostry. Padne tudiz pata K kolmice vedené bodem M
na ptimku AB dovnit? poloptimky AB. Protoze M
je sttedem usecky BC, je MK = } v, kde v je vyska
kosoétverce. Trojuhelnik AMK ma pii vrcholu K
pravy uhel; zname preponu AM a délku odvésny MK
tohoto trojihelniku (uréeni podle véty Ssu). V troj-
uhelniku ABM je

BM 1

AR "2 (1)
Na zakladé toho sestrojime stranu hledaného koso-
¢tverce.

Konstrukce (obr. 18). Nad tseckou AM jako pru-
mérem sestrojme Thaletovu kruznici k£ a opiSme
kruznici m = (M, % v). Zvolme jednu z polorovin
vytatych ptimkou AM a oznaéme K spoleény bod
kruznic k, m, ktery lezi v této poloroviné. Tim jsme
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sestrojili trojuhelnik AMK; trojihelnik ABM se-
strojime uzitim stejnolehlosti takto:

Uvnitt poloptimky AK zvolme bod P a opisme
kruznici n = (P, 0 = § AP); oznaéme X # A jeden
ze spoleénych bodi poloptimky AM s kruznici n. Tu
plati 513}5 = 512 Ve stejnolehlosti o stiedu A4 pri-
fadme bodu X bod M;
potom bodu P odpovida
bod B (je MB||XP) a
plati vztah (1). Tim jsme
sestrojili ~ stranu  AB
hledaného  kosoétverce

ABCD, ktery pak snad-
no sestrojime.
7 konstrukece plyne, ze
“takto sestrojeny koso-
étverec spliuje pozadav-
ky tlohy: Bod 4 je jeho vrcholem, bod M je stfedem
strany BC' a vyska kosoétverce je v.

Obr. 18

Diskuse. Bod K se da ve zvolené poloroviné sestro-
jit prave tehdy, je-li MK < MA neboli jestlize je

v << 2d. (2)

Uloha ma dvé&, jedno nebo zadné feseni podle toho,
lezi-li uvniti poloptimky AM dva, jeden nebo zadny
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bod kruznice n = (P,o = }4P), tj. podle toho,
ktery ze vztahli v << p, * = p, * > p plati (x je vzda-
lenost bodu P od ptimky AM; piitom je p < AP,
takze spoleény bod kruznice n a ptimky AM mize
padnout jediné dovniti polopiimky AM). Ale x =
= AP .sinw, kde o = < KAM, piiéemz sinw =
=—;— v. 7cll ; je tedy 72xgi=‘2% '
neboli » = d, mé tloha dvé, jedno anebo Zadné fe-
Seni [v pripadech v = d je jiz splnén pozadavek (2)].

Ve ¢tverci je vyska v étverce rovna strané a étverce.
Pomoci Pythagorovy véty v tomto ptipadé z troj-
thelnika AMB dostaneme d = %v]fg ; plati-li tento
vztah, pak je jiz v < d a jednim ze dvou FeSeni je
étverec.

Je-li tedy vz § 1

Zavér. Pri konstrukei bodu K jsme se omezili na
jednu z opaénych polorovin o hranici AM; soumér-
nosti podle piimky 4 M dospéjeme z pravé popsanych
feseni k dalsim (i v ptipadé, kdy je BC | AM neboli
v = d) vesmés ruznym feSenim. Pro v = d jsou tedy
celkem dvé feseni, pro v < d celkem ¢tyti fesSeni
(popripadé véetné dvou ¢tvercu); pro v > d neni zad-
né feseni.

Podle feseni Marie Reichlové, 11.a jss,
Antoninska ul., Brno.
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Obr. 19

Naért jiného FeSeni (obr. 19). Oznaéme N stied
strany C'D hledaného kosoétverce A BCD. Je zndmo,
ze uhloptitka AC je osou soumérnosti kosodtverce
ABCD; v této soumérnosti jsou tsetky CB, CD a tim
1 body M, N soumérné sdruzené ttvary, tj. plati

AN = AM.
Na zakladé téchto vlastnosti provedeme konstrukci:

Bod K sestrojime podle piedchoziho feSeni (pfitom
hledany bod B bude lezet na piimce p = AK).
Ozna¢me L obraz bodu K ve stfedové soumérnosti
o sttedu M, takze je KL = v, a vedme bodem L
ptimku g¢||p. Opidme kruznici n = (4,d = AM);
jeden ze spoleénych bodi primky ¢ a kruznice n
ozna¢me N. Osa e tisetky MN (prochdzi jisté bodem
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A) protne pifmku ¢ v bodé C; body B, D hledaného
kosoétverce lezi na ose f tsecky AC a po fadé na
piimkach p, q.

Dikaz. Oznaé¢me S spoleény bod kolmic e, f. Po-
dle konstrukce je S4 = SC a dale SB = SD, nebot
piimky p, ¢ a tim i body B, €' jsou soumérné sdruzené
podle bodu S. Je tedy 4 BCD rovnobéznik, jeho vyska
je v. Podle konstrukce je ptimka AC osou soumér-
nosti tohoto rovnobéznika, a proto je OB = CD; je
tedy ABCD kosoétverec (popiipadé ¢tverec). Protoze
bod M lezi na ose o pasu rovnobézek p, q, je M stie-
dem strany BC. Tim je dukaz proveden.

Diskuse. Pfi volbé jedné z polorovin vytatych
piimkou AM existuje bod K pravé tehdy, jestlize je
v < 2d. O teSitelnosti dale rozhoduje vzajemna po-
loha kruznice n = (4, d) a piimky q. Je-li v < d,
jsou ve zvolené poloroviné dvé ruznad feeni (v tom
je téz Stverec, jestlize je d — 3v|/5); tato Feleni
jsou vskutku rizna, nebot body N, N’ jsou rtzné
(jsou soumérné sdruzené podle primky o' | AK,
jdouci bodem A), pii¢emz bod M lezi uvniti-poloro-
viny o'K (thel <X MAK je ostry). Je-li v =d, je
jediné feseni, kdezto pro v > d nema tuloha feSeni.
Zéavér je v predchozim FeSeni.

Podle feseni Josefa Patka,

11.a ti. js§, Litomérice.
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4. Zistite, pre ktoré realne ¢isla x je definovana
funkecia

a zostrojte jej graf.

RieSenie. I. Najprv rozhodneme, pre ktoré redlne
¢isla  ma dand funkcia zmysel.

[1] Musi platit 1 — i2”~ || = 0 dize
z 2] < 2. (2)
a) Pre v < 0 je @ || = — a?, Go je zaporné ¢islo
a vztah (2) je splneny.
b) Pre = 0 je x |x| = 2? a vzfah (2) mozno pisat
2= 2,t.j.

r<)2.

Spojenim obidvoch vysledkov dostavame, ze f)redo-
vietkym musi platit

z<]2. (3)
Platnost tohto vztahu budeme v dalSom predpokla-
dat.
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[2] Napidme dant funkciu struéne v tvare y =
= JJA, — |4, , pritom je A, = A, = 0. Stadi vysetrit
len to, kedy je 4, = 0, t.j.

H

1—_4.|x|_]/1—%|;go,

¢o mozno napisat

x T ae
1— x| =] 1—- || .
“elz|1—%
Ak z spliiuje tento vztah, je Tava strana nerovnosti
nutne nezaporné ¢islo a obidve strany nerovnosti mo-
zeme umocnif na druhd. Dostaneme, Ze nutne plati

1— 3 lal+ (5 la? 21— 5 |af

(5 1el) 20

¢o v8ak je splnené pre kazdé reilne x. Pre kazdé
redlne &islo x plati teda tiez 4, = 0.

Tak sme zistili, Ze funkecia (1) je definovana pre
vietky x, pre ktoré plati (3).

dize

II. Pre dalSie $tidium funkcie (1) rozozndvajme
moznosti:
a) x<0; byosz=<J2.
Pripad [a]. Pre x =< 0 je 2 || = — 2 a pravi stra-
nu vztahu (1) mozno pisat
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1 1
Jrurm—|Lerm.
PoloZzme 2 + 22 = a?, kde a > 0. Po dosadeni dosta-

neme

y =Vi— @+ a) +I/[V!2_— a]g—
.__1/ @2 + a?) _V_a _

2)/2a + a2] —

1

I
\\;\<
‘P‘ r—-l

.;;

(V2)? —2)/2a+ a?] =

~J[sz o] —|]5 tz—al =
21z +a) _‘_ V2_“)l

Pretoze je a® = 2, je a = |/2 a teda |3()/2—a)| =

= Ha—1V2).
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Dostaneme preto
y - .
Yy 25”/2 +a—(a—V2)]=V2.
Vysledok [a]. Pre x < 0 je

, y=1)2. @
Pripad [b]. Pre x = 0 je x|x| = a? a prava strana
vztahu (1) je

"I rr SR | ST Vi

SRS L S -
V4(4_x)+1/7(2__x)_

1 . 1/ 1 ¥~2W

*Vzﬁ—w)—ygw—xr

Polozme 2 — 22 = b2, kde b = 0 [vid (3)]. Po dosa-

deni je s -
y = V Lot g
4 (2 4 0%) + 35
.~ 1 ] - - —
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Platf viak 2 = b2,t.§.)/2 = b tize |2 — b = 0. Preto
dostaneme

y=5 T +o—(Z—0) =b=)2—a".

Vysledok [b]. Pre x = 0 je

y=12—a. (5)
Zdaver. Pre x = 0 je y
y = |2, teda konstanta
a prislusny graf je pol- N — 2
priamka AM, kde A = i ™~ y
EI 0, 1/2], M = [—l, VE] E / 4
(pozri obr. 20). ; ‘E
Pre =0 je y= 1’ 0\ 5 z
= V2 — & = 0 dize
#* + y* = (J2)". Body Obr. 20

[#, y], ktoré splnuja po-

sledntt rovnicu, lezia na kruznici k = (0, J/2), pri-
om v nasom pripade je x = 0 a stéasne y = 0, ¢o
znamend, ze sa jednd o Stvrtkruznicu 21_2?, kde
A =0,)2], B =[]2, 0] so stredom O = [0, 0] (pozri
obr. 20).

Tym je rieSenie tlohy prevedené.
Podla riesenia Ivana Korca, 11.a tr. js§,
Partizanske.
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4. ULOHY I. KOLA KATEGORIE B

1. Urcete vsechna realna &isla x, pro ktera plati:

1x+V2x—1—|—lx—V2x—l Ve ; (1)
b) Vo + Voo —1+Je—Jw—1= 1; (2)
o) Ve +V2z—1+)oe—Je—1= 2 (3)

(Pfitom odmocnina mé smysl jen pro nezaporna
¢isla.)

Refeni. I. Resme rovnici

V'x J2xr—1 + V:z:—- Vg:_l = p, (4)
kde p > 0 je dané reilné &islo. Jestlize x je realné
¢islo, které spliuje tuto rovnici, potom nutné plati

20— 1 =0 (5
neboli
1
r=—
= (5)

jinak by odmocnina |/2z¢ — 1 neméla smysl. Za pied-
pokladu, zZe plati (5), je vzhledem k (5') prvni ¢len
soudtu na levé strané Tovnice (4) ¢islo kladné; je v8ak
tieba, aby i druhy &len levé strany rovnice (4) mél
smysl, t] aby platilo

r—)2x—1=0 (6)
neboli

z=)22—1.
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V této nerovnosti jsou obé strany nezapornad ¢&isla
[viz (5) a (5')]; proto je tato nerovnost ekvivalentni
s nerovnosti

22 =2x—1
neboli

(x—1)2 = 0.
Avsak tato nerovnost plati pro kazdé realné éislo z,
a proto vztah (6) je splnén pro v8echna x ze vztahu
(5).

Umocnéme nyni obé strany rovnice (4) na druhou;

pro p > 0 dostavame ekvivalentni rovnici

z+ J2x—1 42— )2x—1 4 2)a? — (2x—1) = p?,
tj. rovnici »
2z 4 2)/(x — 1)z = p2.

Protoze pro redlné &islo a je J/a? = |al, plyne z pred-
chozi rovnice
2z + 2l — 1| = p2 (7)

Rozeznavejme dvé moznosti:
Piipad [1]. Necht je
z=1; (8)
potom rovnici (7) lze psat
2z + 2(x — 1) = p?

neboli
dr = p? + 2
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a tedy

2
=22 (9)

Pripad [2]. Necht je 4= « < 1; potom rovnici (7)
lze psat
2z + 2(1 —2x) = p?
neboli |
2 = p2 (7)

Jestlize je tedy p = /2, je rovnice splnéna pro
viechna
1

SSe<l; (10)
pro 0 < p # |/2 nemé rovnice (4) v intervalu (10)
zadné Feseni.
II. Nyni pfejdeme k jednotlivym tuloham:
a) Pro p = |/2 podle p¥ipadu [1] o ¢isle x musi
platit

neboli
=1
Podle ptipadu [2] pro kazdé &islo  z intervalu (10)
musi byt p = J/2 . Dosazenim do rovnice (1) se pte-
svéddime, ze ¢islo x z intervalu

1
§§x§1
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je FeSenim rovnice (1). Podle naseho postupu dospé-
jeme ke vztahu (7'), piidemz klademe p = |2, tj. ke
vztahu 2 = (]/2)%, ktery skutend plati.

b) Pro p = 1 ze vztahu (9) plyne

3

xzz,

coz odporuje piedpokladu (8); rovnice (2) tedy nema
fedeni.

¢) Pro p = 2 ze vztahu (9) plyne

442

>~

neboli

coz vyhovuje pozadavku (8). Cislo = § je skutetnd
fesenim rovnice (3), jak plyne z obraceni postupu
nebo dosazeni.

7 w7

Zdvér. Re$enim rovnice (1) je kazdé &islo x, o némz

plati
1

2

IA
A

x 1.

Rovnice (2) nema Feseni a rovnice (3) méa jediné te-
Senf = 3.
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2. Vroving je dan trojahelnik A BC. Uvnitt dsedky
AC sestrojte bod X a uvnitt tsedky BC bod Y tak,
aby platilo:

(1) XY|4B,
(2) obvod trojihelnika CXY je roven obvodu licho-
béznika ABY X.

———————

Obr. 21

ReSeni (obr. 21). Rozbor. Piedpoklidejme, 7e jsme
nasli ptimku XY pozadovanych vlastnosti. Troj-
thelnik X YC' a lichob&znik ABYX maji spole¢nou
stranu X Y, a protoze maji sobé rovné obvody, musf
o jejich zbyvajicich stranach platit

XA + 4B + YB=CX +CY. (1)

Plati (iseky na polopiimkach C4, CB protatych
dvéma rovnobézkami 4B, XY)

XA =Fk.CX, YB=1F§k.CY, (2)

kde konstanta imérnosti £ > 0 je nutné mensi nez 1;
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to dokazeme takto: Ze (2) dosadme do (1); dostaneme
postupné
AB + k(CX +CY) =CX + (7,
AB = (1 —Fk) (CX + C7).
Pritom vzdy je 4B > 0, CX + CY > 0 (pokud ma
uloha feSeni) a tim nutné téz 1—k > 0 neboli
k < 1, coz jsme méli dokazat. Je tedy X4 < CX,
YB<C(CY.
Proto vzhledem k (1) a (2) plati

XA +AB=CX +CY —kCY =CX 4+ CY(1 —k)

¢ili
XA + AB > CX.

Existuje tedy uvniti use¢ky 4B bod Z takovy, ze

plati
XA + AZ = CX. (3)

Levou stranu vztahu (1) lze tedy pséat
(XA + AZ) + (ZB + YB)
neboli
CX + (ZB + YB).
Tim (1) nabude tvar
CX + (ZB + YB) =(0X +CY

neboli .
ZB + BY =CY. (4)

99



Ze (3), (4) plyne
AZ =CX — XA,
BZ = (CY — YB;
po dosazeni z (2) pak dostavame
AZ = CX(1 — k),
BZ = CY(1 —k)

a tedy
AZ X
BZ T OY (5)
Protoze je XY||AB, plati podle znidmé véty vztah
cxX ¢4
cY — CB
a ve spojeni s (5) plati téz
AZ CA
BZ 0B~ @)

Sestrojme na prodlouzeni use¢ky AC za bod A bod
M tak, aby AM = AZ; na prodlouzeni tse¢ky BC' za
bod B sestrojme bod N tak, aby BN = BZ. Po do-
sazeni za AM, BN do levé strany (6) dostavame

AM c4
BN T (B

Podle znamé véty (svazek primek protaty dvéma
rovnobézkami nebo stejnolehlost trojihelnika CAB,
CMN) z této rovnosti plyne

MN||AB.
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Piitom je XM = XA + AM = XA + AZ =(CX
a podobné se dokéze, ze nutné je YN = CY. Je tedy
- XY||AB sttedni p¥itkou trojihelnika CMN. Vedle
toho plati (6), takze bod Z déli tsetku AB v poméru
stran C4,CB trojuhelnika. (Poznamka. Podle zndmé
véty o osethlu <xBCA je CZ osou tohoto thlu). Na
zakladé toho provedeme konstrukei.

Konstrukce (obr. 21). Bodem A sestrojme pomoc-
nou polopiimku APQ, ktera neni ¢asti piimky AB,
a to tak, ze o jejich bodech P, @ plati

AP — CA, PQ —CB. (7)

V trojuhelniku A BQ vedme piicku PR||QB a oznadme
Z spoleény bod primek PR, AB. Protoze bod P lezi
uvnitt tseéky AQ, lezi Z uvnitt AB; pritom je

CAZ AP
BZ — PQ
neboli vzhledem k (7)
AZ CcA
BZ ~ CB - 4 ®)

Na prodlouzeni use¢ky AC za bod A sestrojme tsetku
AM = AZ, na prodlouzeni usetky BC za bod B se-
strojme tsec¢ku BN = BZ. Oznaéme po tadé¢ X, YV
stiedy usetek C'M, CN; potom je X Y hledana ptimka.

Ditkaz spravnosti konstrukce pro struénost nebu-
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deme provadét; je patrny z rozboru a z pozndmek
piipojenych ke konstrukei, viz predevsim vztah (8).

Diskuse. Protoze bod Z lze sestrojit s jedinym vy-
sledkem a protoze stiedni piicka XY || MN trojthel-
niku CMN existuje, ma tloha vzdy pravé jedno fe-
Seni.

Dodatek. 1. Z ,,Poznamky‘ uvedené v textu
vyplyva velmi jednoducha konstrukce bodu Z uzitim
osy thlu xBCA; tu uzivime znamé véty: ,,Osa dhlu
XBCA trojthelnika déli stranu AB ve dvé usecky,
o nichz plati vztah (8).“

2.Jinéfeseni (uzitim vypodtu) je uvedeno v uéeb-
nici Geometrie pro 9. post. ro¢nik, vyd. z r. 1955,
str. 106.

3. Nech je dané prirodzené ¢&islo n. Dokdzme:

a) Ak je ¢islo n parne, potom je ¢islo 3* + 63 deli-
telné ¢dislom 72.

b) Ak je ¢islo 3* + 63 delitelné ¢islom 72, potom
je ¢islo n» parne:

RieSenie. a) Pretoze pre m = 2 je tvrdenie ulohy
pravdivé, predpokladajme, ze je m > 2 a ze ¢islo
n = 2k, kde k je prirodzené &islo vidsie ako jedna.
Plati 3

x = 3" 4 63 = (3~ — 3%) + 72. (1)
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Ak dokazeme, ze &islo
y — 3n J— 32

je delitelné ¢islom 72, potom bude dokaz tvrdenia -
tlohy prevedeny, pretoze je x = y + 72, kde druhy
séitanec je delitelny ¢islom 72.
O ¢isle y plati
y = 32(32—1).
Tedy ¢islo ¥ je delitelné deviatimi, no ¢&islo 72 = 9.8
(tj. stéin dvoch nestdelitelnych ¢éisel), preto stacéi do-
kazat, ze ¢islo ‘
z=3m2—1
je deliteIné 6smimi. Cislo n — 2 je parne a prirodzens,
takze moézeme pisat n — 2 = 2k, kde k je prirodzené
¢islo. Podla znameho vzorca plati

) z=23%_—1=(3k—1) (3 + 1),

kde 3* — 1, 3* ++ 1 st bezprostredne za sebou nasledu-
juce parne ¢isla v prirodzenej postupnosti ¢isel.
O tychto je zname, Ze prave jedno z nich je delitelné
$tyrmi a zbyvajice je delitelné dvoma. Preto je &islo
z delitelné stc¢inom 4.2, tj. ¢islom 8. Tym je tvrdenie
tlohy a) dokazané.

b) Dékaz tvrdenia tlohy prevedieme tak, Ze sa
oprieme o dokdzané tvrdenie tlohy a) a o skuto¢nost,
ze pre prirodzené neparne n nie je ¢islo @ = 3* + 63
delitelné ¢islom 72. (Iné celé ¢isla @ ako pre prirodzené
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parne alebo neparne n totiz neprichadzaja do dvahy.)
Nech je prirodzené ¢islo » neparne, takze plati
n = 2k + 1. Mézeme predpokladat, ze o prirodze-
nom ¢isle kplatik =1 (prek = 0jex = 3 + 63 = 66
a toto ¢islo nie je delitelné ¢islom 72).
Pre &k = 1 mézeme pisat [s pouzitim oznadeni z tlo-
hy a)]
@—T2 =y = 3P __ 32— 33A-1_ 1), (2)
2 = 32%-1 __ ] =
— (3—1) (3%=2 4 3%=3 4 . 34 1)
Druhy c¢initel tohto stéinu je stidtom 2k — 1 nepdr-
nych ¢&isel a je teda neparne ¢islo. Prvy &initel 3 — 1
je delitelny dvoma. Z obidvoch ¢initelov vo vztahu
(2) je teda prvy neparny a druhy je deliteIny dvoma,
no nie 6smimi. Cislo y nie je teda delitelné 6smimi a
preto ani ¢islo  pre prirodzené neparne » nie je deli-
telné ¢islom 72. Ak teda ¢&islo 3 + 63 (pre » priro-
dzené) je delitelné ¢islom 72, je nutne n ¢&islo parne.
Tym je dokaz tvrdenia tlohy b) prevedeny.

4. Sestrojte pravouhly trojihelnik ABC, je-li dana
jeho piepona ¢ = AB, pticemz vime, zZe téznice pii-
slusna k pfeponé je rovna stiedni geometrické umérné
obou odvésen. \

ReSeni. Rozbor. Oznaéme a, b, ¢ odvésny a preponu
hledaného trojahelnika ABC, kde <C = 90°; dale
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oznaéme a, fi jeho ostré thly, v vy¥ku prislu$nou
k pieponé AB (viz obr. 22), P jeji patu a S stied pte-
pony, ktery je sttedem kruznice k& trojihelniku ABC
opsané. Plati SA =SB = 8C = ic; podle textu
ulohy pak plati SC? = CA4.0B neboli (}c)* = ab, tj.

c? = 4ab. (1)

Obr. 22

Podle Pythagorovy véty plati
¢ = a? + b2 (2)

Pro obsah p trojuhelnika ABC plati p = }ab a téz
p = }cv; odtud porovnanim
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Po dosazeni z (1)

c2
V=g
tj.
C
v=". (3)

V trojihelniku SCP, kde <P = 90°, je SC = jc,
CP = }c, takze pomér odvésny CP a prepony SC je
1:2; podle zndmé véty je proti odvésné CP thel
XS = 30°. Tento uhel xASC je sttedovy k obvodo-
vému uhlu g = JABC, takze
B =15, «="1T5". (4)
Toto plati p¥i oznadeni trojihelniku ABC tak, ze bod
P je bodem usecky SA neboli, ze je « > . Pro piipad
a < f mame dvojici Ghla
B =15, a=15. (5)
Odtud konstrukce (viz obr. 22). Zvolme polohu pie-
pony AB = ¢ a déle zvolme polorovinu ABX, v niz
mé lezet hledany trojahelnik. OpiSme kruznici
k = (S, }c) nad tsedkou AB jako primérem a se-
strojme v poloroviné ABX thel < YSA = 30°. Spo-
le¢ny bod poloptimky SY a kruznice k je vrchol C
hledaného trojahelnika, ktery podle piedchoziho
ziejmé splnuje pozadavky ulohy [viz vztah (4)]. Dale
ozname g osu Usetky AB a dale BAC' obraz troj-
tdhelniku ABC v soumérnosti vzhledem k ose ¢; troj-
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- thelnik ABC" je ztejmé pii zvolené poloze usecky
AB a poloroviny ABX také fesenim tulohy [viz vztah
(5)] ,
Uloha mé tedy dvé fesent.
Takto Fesil ilohu
Vaclav Moravec, 10.a ti. 2. js8,
Ceské Budéjovice.

Nastin jiného FeSeni. Ze vztahu (2), (1) porovnanim
pravych stran postupné dostaneme

a? + b% = 4ab,
a)? a
A5}
(‘bf] —243. (6)
1.2
Protoze (%) (%] = 1, budou trojihelniky (4BC),,
1 2

(BAQC), prislusné kotentim (6) shodné. Omezime se na
konstrukei pro pripad prvniho kofene.

Konstrukce (viz obr. 23). Sestrojime pomocny troj-
thelnik A'B'C' ~ ABC, kde <C" = 90°. Zvolme
usetku C"A’ = b" a polorovinu C'4’M, v niz lezi
C'B’
g

Ve zvolené poloroving sestrojme thel A4'C'D =
= 90° tak, aby C"D = 2b’; nad usetkou C'D jako pri-

vrchol B’. Podle (6) musi byt =24)3.
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mérem sestrojme kruznici k = (O, b’). Oznaéme K
prisecik kruznic k, m = (C", b’), a to ten, ktery padne
do poloroviny C'A’M; potom je DE* = DC"* —
—(C'A"? = 4b* — b2 = 3b'2, tj. DE = b']/ 3. Na pro-

Bl

M

clcsC, 14'=4=8
I

dlouzeni use¢ky DC’ za bod
D sestrojme tsetku DB’ =
= DE = V|3, takze je
C'B' = (2 + |/3)b’" a pomér
OB 2+
c'4’ by

= 2 + 3, jak mé&lo byt.
K trojuhelniku A’'B'C" se-
strojme trojihelnik ABC
stejnolehly podle stredu
A" = A stejnolehlosti, a to
takto: Na poloptimce A'B’
sestrojme tseéku A'B = ¢,
kde ¢ je ¢islo dané v textu
ulohy. V uvazované stejno-

lehlosti ptitadme bodu B’ bod B jako obraz. Potom
je ABC jedno z hledanych feseni. Druhé reseni, které
odpovida druhému korenu (6), je trojihelnik

NABCy == N BAC (viz obr. 23), jak se snadno

presvédéime.

5. Vypotitejte vSechna realna ¢isla @, ktera splituji

nerovnost
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1
V1 + = /1 —=

\%

(1)

ReSeni. Predpokladejme, ze realné &islo x je fesenim
dané nerovnosti (1). Aby zlomky na levé strané ne-
rovnosti mély v redlném oboru smysl, musi platit

l14+2>0, 1—x>0

neboli musi byt
—l<z<l. @) .

Nerovnost (i) Ize uvést na tvar

J1—a —J1 +2

JQ +2) (1 —a)
a protoze vzhledem ke (2) je J/(1 + x) (1 —z) > 0,
po znasobeni obou stran (3) pravé uvedenym ¢islem
dostaneme

>1 (3)

lM—z—)J1+z=)1—at. (4)
Leva strana této nerovnosti musi byt kladna, nebot
je J1—a? > o, tj.

J1—z—)1+2>0
neboli -
T1—z>)1+2
a po umocnéni obou kladnych stran této nerovnosti
postupné dostavame
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11—z >1+ 2,
0> 2z,
x < 0;
spolu se vztahem (2) tedy nutné plati
—1l <z <O. (5)

Umocnénim obou kladnych stran nerovnosti (4)
na druhou postupné obdrzime

1—z+14+2 —2)/1—22=1—2a?
14 22 =2)1 —a?
a opétnym umocnénim na druhou (je jisté 1 — a* > 0)
postupné mame
1+ 222 + 2t = 4 — 4a?,
zt + 622 —3 =0,
(22 + 3 —2)/3) (22 + 3 + 2)/3) = 0.

Druhy ¢initel na levé strané je kladné é&islo, proto
prvni ¢initel musi byt nezdporny, tj.

x? + 3 —2)3=0. (*)
Tu plati

2)/3—3>2.1.7—3 =04 > 0;
proto lze vztah (*) psat

(= + V2/3—3) (e — 2y3—3) = 0.
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Vzhledem k pozadavku (5) je druhy &initel zaporné
¢islo, proto o prvnim ¢initeli musi platit

z+)2/3—3=0
neboli :

xé———Vﬂ/f’,———B.

-1 -23-3 0

Obr. 24

Spojime-li tento pozadavek s (5), dostaneme (viz
obr. 24) o
—l<z=<—]2/3—3. (6)
Pritom jisté je —1 < — V’W?’A— 3, nebot plati
0<2/3—3<2.18—3=06<1
a tedy
Ve)3—3 < 1.

Protoze pro x dané vztahem (6) lze cely postup
obratit, jsou timto vztahem dana v8echna FeSeni dané
nerovnosti (1).

6. Dany je duty uhol < PCQ =y a kruznica
k = (S, r), ktora sa dotyka priamok CP, CQ v bodoch
P, Q.
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Vo vnutri useciek CP, @ zostrojte po rade také
body 4, B, ze priamka AB je dotyénicou kruznice £k,
pri¢om plati AB = ¢, kde ¢ je dané kladné ¢&islo.

Prevedte diskusiu riesitelnosti Glohy vzhladom na
dané ¢isla c, r, y.

Obr. 25

RieSenie. Pozndmka. Uvadzame dva postupy riese-
nia. Je zrejmé, Ze moézeme predpokladat platnost
vztahu (pozri obr. 25)

C4 =CB (1)

ize
e=¢ =0 = w; (2)
¢o vyplyva z trojuholnika ABC, pri¢om vztahy (1),
(2) su ekvivalentné a pripad rovnosti nastava v obi-
dvoch vztahoch. Opravnenost ohrani¢enia (1) vyply-
va zo stmernosti vzhladom k priamke SC. Ak je
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usetka 4B rieSenim tlohy, je aj jej obraz B, A, (v tom-
to poradi bodov) v spominanej simernosti tiez rieSe-
nim tlohy. Pripad AB = A,B, nastane prave v tom
pripade, ked v (1) alebo (2) plati rovnost.

Prvy postup. Rozbor (vid obr. 25). V $tvoruholniku
CPSQ je <P = 4@ = 90° a teda << PSQ = 180° —
— XPOQ = 180° — y. Dalej je ¢ = ¢/, ® = ' (prvy
vztah vyplyva zo stmernosti dotyénic vedenych
z bodu 4 ku kruznici k£ vzhladom na priamku A4S
a podobne sa odévodni platnost druhého vztahu).
Pritom plati

IPSQ =&+ & + o' + o = 2( + o) = 180" —,
takze

X ASB = 14PSQ =& + o = 90°— 1}y,
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t].

: XASB = 90° — } y. (2"
Uhol xASB je teda ostry (uhol 4y je ostry, pretoze
je polovicou dutého uhla) a prave tak aj uhly <4,
X B v trojuholniku SAB st ostré (st to polovice du-
tych uhlov < PAB, <@QBA). Trojuholnik SAB je
preto ostrouhly. V tomto trojuholniku pozname vel-
kost ¢ = AB jednej strany, velkost uhla xASB =
= 90° — }y leziaceho proti strane AB a velkost r
vysky prislichajicej ku strane AB. Zostrojime po-
mocny trojuholnik AS'A'B’ ~ ASAB a to z tychto
prvkov: strany 4'B" = ¢, 48" = 90° — }y a vySky
velkosti r prisltchajicej ku strane A’'B’. Pouzitim
trojuholnika §’4’B’ potom lahko zostrojime hladand
use¢ku AB.

Konstrukcia (pozri obr. 26). Zvolme polohu tsecky
A'B" = ¢ a polrovinu o, ktoru vytina priamka A’'B’.
Hladany bod S’ v polrovine ¢ dostaneme ako spoloény
bod dvoch geometrickych miest m, n bodov, a to:

a) priamky m||4'B’, leziacej v polrovine ¢ vo vzdia-
lenosti r od priamky A'B’ (vyska trojuholnika S’A’'B’
ku strane 4'B’ md byt r);

b) oblika n = A'B’ so stredom O ako geometric-
kého miesta bodov v polrovine o, z ktorych je vidiet
tse¢ku A'B’ pod zornym uhlom 90° — 4y (v obr. 26 je
teda uhol xB'A'0" = 1y).
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Pritom hned prevedieme ohrani¢enie. Vieme, Ze
trojuholnik S’A’B’ musi byt ostrouhly a ma platit
(2), tj. SA'B'S" = <B'A’S" < 90°. Preto bod §'
musi padnut do vnuitra oblika KF (kde KA" | A'B’
a I' je spoloény bod oblika n a osi OD tsetky A'B’,
priom D je stred tsetky A’'B’). Pritom pripad
8’ = F prislicha prave rovnosti vo vztahu (2) [alebo
(1)]; ak je S’ vo vnutri oblika KF, odpovedd to
ostrej nerovnosti (2). V prvom pripade je jediné rie-
genie, v druhom okrem bodu S’ vo vnttri oblika
KF lezi jeho obraz S”' v simernosti o osi OD vo vnttri
oblika LF, ktory je obrazom oblika KF v tejto
simernosti. Bod S"" vzhladom na vztah (2) v8ak ne-
uvazujeme.

Musi teda platit

A'K < DE < DF, (3)
kde E je priesetik priamok m, OD. Plati vsak
DE =r, A'K = A'B'.tg}y = c.tgty, DF =0D +

1
— r—— 1 1 =
+ OF = 0D + 04" = o tghy + do. 0
1

. W (1 + Sln%)}).
Vztah (3) mdzeme teda pisat

I
o=

c

1 ) )

Vztah (3') upravime, aby sme mohli vySetrit jeho geo-
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metricky vyznam. Vynasobme obidve strany prvej
nerovnosti ¢islom cotgly > 0. Dostaneme

c < r.cotgiy.

Dalej vynasobme obidve strany druhej nerovnosti
kladnym ¢éislom
2(1— siny)

~ cosdy ’
dostaneme

1—sinly _ c
cosdy
Namiesto (3’) mame teda ekvivalentné vztahy

1 —sindy
op, - PR < . 1 4
r cos} ¢ < r.cotgay, (4)

ku ktorym sa vratime. Ak platia tieto vztahy, padne
v pripade ostrej nerovnosti bod S” do vnitra obluka
KF ajeS'A" < 8'B’, kym v pripade rovnosti (vlavo)
je 8" = F a trojuholnik S’A’B’ je rovnoramenny.
Ozna¢me 7" péatu vySky vedenej bodom S’ troj-
uholnika S’4’B’, kde B’ = <A’ < 90°a S'T" = r.
Vratme sa k obr. 25, tj. k danej kruznici k, ktora sa
dotyka ramien uhla y = < PCQ, pritom je CP = CQ.
Uhol < PSQ rozdelime polpriamkou S7' (kde ST = r)
na dva uhly, ato << PST = 2. 5 A'S'T', < QST =
=2.xB'S"T’, ¢o je podla konstrukcie zrejme mezné.
Zostrojme osi S4, SB uhlov < PST, <@QST, pricom
A lezi na priamke CP a B na priamke CQ (bod 4 lezi
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zrejme vo vnutri usetky CP a B vo vnutri tse¢ky
CQ). Potom je tise¢ka 4B rieSenim ulohy.

Dékaz. V stmernosti o osi S4 je podla konstrukeie
bod 71" obrazom bodu P (polpriamka S4 je totiz osou
uhla <PST a ST = SP = r); je teda <STA = 90°.
Prave tak je <STB = 90°, takze polpriamky 7'4,
TB st opacné a ST | ATB. Je teda AB dotyc¢nicou
kruznice k a bod 7 je prisludny dotykovy bod. Podla
konstrukeie je ASAT >~ AS'A'T’" (usu), pretoze
podla konstrukcie je ST = ST, S = 8" a dalej
IT" = T = 90°. Odtial vyplyva, ze je S4 = S'A".
Rovnako sa dokaze SB = S'B’. Preto je NASB ~
~ ANA'S'B’ (sus) (podla konstrukecie je S = <xS’).
Je teda AB = A'B’ = ¢, ¢im je dokaz prevedeny.

Zaver. Ak plati (4), ma tloha riesenie, a to:

a) Ak plati vo vztahu (4) rovnost, existuje jedina
usetka AB, pretoze S'A’B’ je rovnoramenny troj-
uholnik a teda je rovnoramenny aj trojuholnik SAB,
ktory ma priamku SC za os stimernosti. Priamka
AB | SC je dotycnicou kruznice k v bode H, v kto-
rom polpriamka SC pretina tato kruznicu [tym je
dany geometricky vyznam vyrazu na lavej strane vo
vztahoch (4), t. j. ¢ je dlzka prave zostrojenej tsetky].
V obr. 25 je dotyénica UV | SC touto hladanou
priamkou AB, a to pre pripad, ze ¢ = UV.

b) Ak neplati v (4) rovnost, je C4 > OB a okrem
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usetky AB mame druhé rieSenie. Je to obraz B4,
use¢ky AB v stimernosti o osi SC (bod B, je obrazom
bodu 4 a bod A4, obrazom bodu B). Priamky 4B, SC
a teda aj priamky B;A4,, SC su 8ikmé. Geometricky
vyznam nerovnosti vpravo vo vztahoch (4): Je CP =
= SP.cotgly = r.cotgly; musi teda byt ¢ < CP,
kde OP je dlzka jednej z danych dotyénic vedenych
z bodu C ku kruznici k.
Ak neplati (4), nemd tloha rieSenie.
Ulohu tékto riesili:
Jan Zofka, 11.b tr. ds§, Pisek,
a Josef Gottwald, 10.a js§,
Ceské Budgjovice

~ Druhy postup ¥eSeni (viz oznaleni v obr. 27).
Rozbor. Predpokladejme (stejné jako v predchozim
feSeni) platnost vztahu

CA = CB. (1)

Je AT = AP, BT = BQ, AB = AT + TB = ¢, tak-
ze obvod trojihelnika ABC je CA + AB + BC =
= (CA + AT) + (BT + BC) = CP + (CQ = 2.CP.
Proto je soucet

C4 +CB =2.CP—c,

kde zname velikosti CP, c. V trojuhelniku A BC zname
tyto prvky: AB = ¢, soutet CA + CB = 2.0P — ¢,
X ACB = y. Sestrojime nejprve pomocny trojihelnik
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A'B'C" ~ ABC tak, aby platilo: A’'B" =¢, C"A" +
+ C'B" =2.CP—c¢, <C" =7y (viz obr. 28); pak
teprve provedeme konstrukei tsetky AB v obr. 27.

Provedme tuto uvahu (obr. 28): Na prodlouzeni
strany A'C’ trojtihelnika 4'B'C" za bod C" uréeme bod
M’ takovy, ze C"M' = C'B’; pak je trojihelnik
C’"B'M’ rovnoramenny a kazdy z Ghla <B’, <M’ pti
zakladné B'M’ je roven poloviné vnéjsiho thlu y pii
vrcholu €', tj. XB' = <M = }y. V trojihelniku
A'M'B" tedy je: A’M' = 2.CP — ¢, A'B" = ¢,
IM'" = }y. Odtud konstrukce trojihelniku 4'B'C’
a tim i usetka 4 B.

Konstrukce (viz obr. 28). Zvolme polohu useéky
A'M" = 2.CP —¢ a oznaéme ¢ jednu z polorovin
vytatych ptimkou A’M’ (v poloroving ¢ hleddme bod
B’). V poloroviné ¢ sestrojme thel xA’M'N’' = }y
a opiSme kruznici m = (4’, ¢). Ozna¢me G’ patu kol-
mice vedené bodem A’ k ptimee M'N’; bod (' padne
dovniti polopiimky M'N’, nebot thel <xA'M'N’'=
= 4y, tj. je ostry.

Hledany bod B’ je spoleénym bodem polopiimky
M'N’" a kruznice m. Z pozadavku (1) plyne C'A" =
= ('B’; proto hledany bod B’ musi padnout bud
dovnit¥ usecky M'G" anebo je B’ = (', coz ihned
dokazeme:

Pro B’ = G’ neboli pro ¢ = A'G’" bod C' lezi
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na ose p usecky M’'G’ a na ptimce A4'M’, tedy uvniti
usetky A'M' (bod " je pak stfedem této tvselky).
V piipadé, ze B’ lezi uvniti Gse¢ky M'G’, padne pri-
se¢ik C" osy p usecky M'B’ a ptimky A’ M’ blize k bodu
M’ nez k bodu A’ a protoze je C'B' =C'M', je
C'B" < C'4’. (Naproti tomu pro bod B, v obr. 28

Obr. 27

padne prusecik C, osy p, uset¢ky M'B, a piimky A'M’
blize k bodu A’ a vzdalenost. bodu €, A" je mensi nez
CyB, = CyM'; proto bod B, neptislusi k nasemu fe-
geni.) Pfitom je uhel <c4'C'B’ vnéjsim thlem pii
hlavnim vrcholu €’ rovnoramenného trojtihelnika
C'B'M', v némz je B = <M’ = %y, a proto je
XA'C'B =y, A'B' =¢, A'C' +(C'B' = 2.CP —ec.
Je tedy A'B’C’ hledany pomocny trojuhelnik. Pre-
mistéme tento trojuihelnik do obr. 27 takto: Bod ¢’
splyne s bodem C, poloptimky C'4’, C'B’ po fadé
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s polopiimkami CP, CQ (to je mozné, nebot je
JA'C'B" =y = < PCQ). Padnou tedy body A’, B’
po fadé dovniti polopiimek CP, @ a jejich nové po-
lohy ozna¢me A4, B (je tedy C4A = C'A', OB = ('B’);
ze shodnosti ANABC ~ NA'B'C’ (sus) plyne AB =

\
\

2.PC'C\\ ol
4 Ne L
¢ \ 6 ') VAN ,)/ L
\ X

A\‘ - a \\

\
K \
\/_8 /// B p\\
.')//
6

{

1
}
|
[l
1
|
|

}
m V-
///&

e Obr. 28
// “
= A'B’" = ¢. Dokazeme, ze tsetka AB je FeSenim
tlohy (viz obr. 27, 28):

Dikaz. Je AB = ¢ podle konstrukce. Dale doka-
zeme, ze dand kruznice k je vné vepsanou kruznici
trojtihelnika ABC (a to do thlu xACB). Uzijeme této
znamé véty V: , Kruznice vné vepsana trojihelniku
ABC, ktera lezi v jeho uhlu <ACB, dotyka se polo-
primek CA4, CB po fadé v bodech P, @, o nichz plati
CP, = CQ, = s, kde s je poloviéni obvod trojihelnika
ABC.* (Dikaz je obsazen v rozboru nasi ulohy.)
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Podle konstrukce pro obvod 2s trojihelnika
ABC neboli trojihelnika 4'B'C" plati 2s = A'B’ +
+ (B'C" + C'A") = A'B + (M'C" + C'4") =
=A'B +MA =c+ (2.CP—c¢) =2.0P, tj. s=
= CP. Bod P je vzhledem k vété V dotykovy bod
kruznice trojihelniku ABC vné vepsané, a to té,
ktera lezi v thlu <ACB, a dotyka se obou ramen
tohoto uhlu; takova kruznice je vSak jedina a tou
je dand kruznice k. Tim je proveden dikaz, Ze piimka
AB je tetnou kruznice k.

Vsimnéme si FeSitelnosti ulohy: a) Je-li B’ = ¢’
(obr. 28), pak osa g Gse¢ky 4'B’ (neboli usetky A'G")
prochazi bodem (", takze ¢ je osou rovnoramenného
trojahelnika C'A’B’ o zadkladné A'B’. Je tedy SC
(obr. 27) osou sestrojené tsetky AB a feSeni je jediné
(viz obr. 29 pro A = U, B=1V).

b) Je-li B’ (obr. 28) vnitinim bodem tsecky M'G’,
je C'A" > C'B’, a tedy C4A > CB. Kromé tsetky AB
mame druhé feseni B, 4,, kde B,, 4, jsou po fadé obra-
zy boda 4, B v soumérnosti vzhledem k ose SC; tu
je C4, < CB,.

¢) Neni-li B’ = G’ nebo neni-li B’ vnitinim bodem
tseéky M'G’, pak neméa uloha feSeni.

Tyto vysledky vyjadiime pomoci danych ¢isel c,
y, r (viz obr. 28 a 27): Plati
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CP = r.cotg %y, } )
A'G =AM .sinyy = (2.CP —c)sin 3 y.
Kruznice m ma s polopiimkou M'N’ spoleény bod B’

popsané vlastnosti pravé tehdy, kdyz plati

AG =c< A'M'; (6)
pritom rovnost vede k je-
dinému feSeni, nerovnost
vlevo pak ke dvéma feSe-

nim. Vztah A'G" = ¢ lze po
dosazeni z (5) psat

2rcos by —esinyy < ¢

neboli

Obr. 29
2rcos 3y = ¢ (1 +sindy).

Znasobme obé strany této nerovnosti kladnym éislem

1 — sin
- ﬁr——zl—%y ; dostaneme
COS“3y

gp, L SINEY (7)
cosdy
Vztah ¢ < A’M’ ze (6) lze psat postupné takto:
¢ < (2.CP —c¢), ¢<CP,
c < r.cotgy. (8)

Spojenim (7), (8) dostavame
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1 —sindy <

1
o8y - ¢ < r.cotg sy,

coz jsou vztahy (4) prvniho feSeni. Ptitom rovnost
vede k jedinému FeSeni, ostré nerovnosti ke dvéma;
jinak neni feseni.

5. ULOHY II. KOLA KATEGORIE B

1. Najdéte v8echna realna é&isla x, pro ktera plati
Jete _ g (1)
V x—zx

ReSeni. Aby zlomek na levé strand (1) mél smysl,
musi byt
x>0, x#1L (2)

Postupné provedeme ekvivalentni upravy:

1+ Jx

I——V— — 6]z < 0 (zlomek jsme kritili ¢islem ),
— J=x

Polozme |z =y, kde y > 0, y # 1; tak mame

6y*— 5y + 1

<
SIS = (3)
Jsou dvé moznosti: 1 —y > 0 anebo 1 —y < 0.
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Piipad [1]. Necht je 1 —y > 0, tj. y < 1. Ze (3)
plyne
6y?—5by +1=0
neboli
By—1)(2y—1) = 0;

musi proto platit zaroven

3y—1 =0,

2y—1=0
neboli

ISys4t,

takze pro x musi platit

el
IA

I

e

x

(4)

Obracenim postupu dospéjeme k tomu, ze ¢&islo (4)
vyhovuje vztahu (3).

Pripad [2]. Necht je 1 —y < 0, tj.
y > 1
Pak vzhledem ke (3) nutné plati
6y — b5y + 1 = 0.

Tento vztah ziejmé plati pro vSechna y > 1, tj. pro
vsechna
x> 1.

Obracenim postupu dospéjeme k tomu, ze toto x
spliuje (3).
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Zavér. Danou nerovnost (1) spliuji pravé tato &sla
x (viz obr. 30):

I\
8
I\

x> 1.

o=
N

Obr. 30

2. Dand je polokruznica k, o priemere AB = 2r a
bod € vo vnutri usecky AB taky, ze plati AB =
= 2p < r. Na polkruznici &, dany je bod D taky, ze
je 0D | AB.Nad priemerom AC je v polrovine ABD
zostrojend polkruznica k,.

Pomocou danych kladnych ¢isel », p vypocitajte
polomer « kruznice k, ktora sa dotyka oboch polkruz-
nic ky, k, aj Gse¢ky CD.

RieSenie. Pouzijeme oznadenie ako v obr. 31. Pred-
pokladajme, ze kruznica k = (S, x) pozadovanych
vlastnosti existuje. Lahko ustdime, ze musi lezat
v polkruhu prislusnom ku k;, ale mimo polkruhu
prislichajiceho ku k,. Je samozrejmé, ze k musi lezat
v polrovine CDA. Oznaéme

ST = 8T, = ST, = KC = z, 1)

kde K je pata kolmice vedenej bodom S k priarﬁke
AB. Ozna¢me M spoloény bod polpriamky 7'S a pol-
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kruznice k,, kde 'S | CD ¢ize TS||AB. Preto zrejme
je AC > MT > 2x,t.j. 2p > 2x a teda p > z. Bod
K preto padne do vnutra usecky CS, (mame teda
situdciu ako na obr. 31).

Z vnutorného dotyku k, k, vyplyva

S8, =8,7T,—8T, =r—u=. (2)

Z vonkajsieho doty-

ku k, k, vyplyva

88, = 8T, + T,S, =

=p + .
(3) Iy
Dalej z obr. 31 vyplyva 32/ )
KS, =08, —KC =45~ Kk Cs——¢ B
=p—ua [vid (1)]. Obr. 31

(4)

Podla Pythagorovej vety z trojuholnika SS,K
(kde XK = 90°) s pouzitim vztahov (3), (4) dostane-
me KS* = 882 — K82 tize

(p + 2)* — (p—2)* = 4p. (5)

Dalej pouzijeme Pythagorovu vetu pre trojuholnik

S8 K (kde <K = 90°), pricom je

KS, = KC +CS, =2 +r—2p. (6)
Pomocou (5), (6) dostaneme

882 = KS8* + KS? = 4px + (x + r— 2p)>. (7)
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Zo vztahu (2) mame
882 = (r —x)2. (8)
Porovnanim (7), (8) potom po tprave dostavame
dpr + (x +r—2p)2— (r — )2 = 0,
odkial postupne vyplyva
dpx 4
+x+r—2p4+r—z].[r +r—2p—
—(r—2)] =0,
dpx + 2(r —p).2(x — p) = 0,
pe + p*—px —pr +re =0,
re = p(r —p),
_ pr—p)
x = ; . (9)
Tym je polomer x vypocitany. Lahko zistime, ze
kruznica k = (S, ), kde KS = 2|/ px , ST = z (pritom
je KS | AB, ST||AB) sphuje poziadavky tlohy.

3. Nech st a, b dve Tubovolné kladné éisla. Potom
plati
1 1 Ja Vo
B e
@ T = bs.)b + a.)a
dokazte.

(1)

RieSenie. Plati veta V: Ak je a > b > 0, potom
plati a* > b > 0, kde n je IubovoIné prirodzené
¢islo.
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Y

Polozme
1

1
V; =D VF =q;
zrejme je p > 0, ¢ > 0. Mame dokazat vztah

pll qll ,
0 10<___+ e 1
P =" v (1)

Odtial postupne dostaneme nerovnosti

pllq + pqll é p12 + q12,
0 =p"p—9)—9"P—19),
0 =p—9 @' —9a"). (2)

Pre p = ¢ vztah (2) zrejme plati.

Pre p > ¢ > 0 je tiez p'* > ¢*' > 0 (vid vetu V);
¢isla p—q, p'* — ¢* st teda kladné a ich siédin je
preto tiez kladny. Vztah (2) teda plati i v tomto pri-
pade. ’

Pre 0 < p < q je tiez 0 << p't << ¢t (vid vetu V);
obidve &isla p — g, p** — ¢*' s teda zaporné a ich
su¢in bude preto éislo kladné. Vztah (2) opat plati.

Obratenim postupu sa dostaneme k (1’) a odtial
k (1). Tym je tvrdenie tlohy dokazané.

4. V roviné jsou dany dvé ruznobézky p,, p, a mi-
mo né bod M.

Sestrojte dvé shodné (razné) kruznice k,, k,, které
se navzajem dotykaji v bodé M, pric¢emz se kruznice
k, dotyka ptimky p, a kruznice k,se dotyka primky p,.
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Poznamka. Pti feSeni je mozno uzit sttedové sou-
mérnosti.

ReSeni (oznadeni v obr. 32; je p, = AP, p, = AQ).
Rozbor. Predpokladejme, Ze jsme sestrojili kruznice
ky, ks, které splnuji pozadavky ulohy. Je znamo, ze
dvé shodné a navzajem se dotykajici kruznice jsou
soumérné sdruzené podle stiedu soumérnosti, kterym
je bod M jejich dotyku. Proto v soumérnosti o stiedu
M ptejdou kruznice k,, k, jedna ve druhou, spole¢na
jejich teéna m v bodé M piejde sama v sebe; tetna p,
s dotykovym bodem P, kruznice k, piejde v ptimku
q||p, s prislusnym dotykovym bodem P, kruznice k..
Kruznice k, se tedy dotyka piimky ¢ a piimky p,
(viz obr. 32); ptitom prochazi bodem M. Tim jsme
tlohu ptevedli na zndmou tlohu: Jsou dany razno-
bézky ¢, p, a bod M mimo né; sestrojte kruznici k,,
ktera se dotyka ptrimek ¢, p, a prochazi bodem M.
Podle toho provedeme konstrukei.

Konstrukce (obr.32). V soumérnosti o stiedu M se-
strojme obraz €' bodu 4, potom je piimka ¢||p, ve-
dena bodem C obrazem ptimky p,; oznaé¢me D priseéik
ptimek ¢, p,. Bod M je stiedem usetky AC a proto
lezi uvnitt thlu < 4ADC. Nyni provedeme konstrukei
kruznice k, uzitim stejnolehlosti o sttedu D:

Sestrojme pomocnou kruznici ky = (S,, ), kterd
lezi v thlu ¢ ADC a dotyka se jeho ramen (napt.
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zvolime na ose tohoto uhlu bod S, % D a najdeme
patu N kolmice vedené bodem S, k ptimce p,; tu je
ro = S,V). Kruznice k, je stejnolehla s k, podle stie-
du D.

Polopiimka DM ma s k, dva razné spoleéné body
M, M.

< *f”

L
-
A

<o

Obr. 32

Stejnolehlost o sttedu D, kterd prevadi bod M,
v bod M, pievede kruznici k, v kruznici k,, bod S,
ve stfed S, kruznice k,; bod S, je spoleénym bodem
poloptimky DS, a ptimky n||SyM,, vedené bodem M.

Poznédmka. Lezi-li bod M na polopiimee DS,, je
konstrukee jednoducha jde o sestrojeni kruznice
vepsané a vné vepsané trojihelniku o strandch
v piimkach p,, ¢, m | DM, kde m prochézi bodem M.

Pak je k, = (8S,, S,M) a kruznice k, je jejim obra-
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zem Vv soumérnosti o stiedu M. Stejné sestrojime
kruznici &, = (S}, S, M) a jeji obraz k, v soumérnosti
o sttedu M (je S,M||SyM, atd.). Tim je konstrukce
provedena.

Kruznice k,, k, a k', k), zfejmé vyhovuji pozadav-
kum tlohy, a proto diikaz neprovadime.

Diskuse. Plati M, £ M|, nebot M lezi uvniti "dhlu
XADC; proto jsou obé uvazované stejnolehlosti
o stiedu D a dvojicich (M, M), (M, M) piislusnych
bodu navzajem rizné a tim jsou i kruznice k,, k), raz-
né. Uloha m4 tedy pravé dve YeSeni.

6. ULOHY I. KOLA KATEGORIE C

1. V roviné je dan duty ihel <tPCQ a bod V. Se-
strojte trojihelnik ABC, jehoz vrchol 4 lezi na polo-
piimee CP a jehoz vrchol B lezi na polopiimece CQ,
a to takovy, ze bod V je prusecikem vysek tohoto
trojuhelnika.

M4-li mit uloha feSeni, je tieba, aby bod V mél
vzhledem k danému uhlu < PCQ uréitou polohu; roz-
lite jednotlivé ptipady a konstrukei hledaného troj-
thelnika provedte pro kazdy pripad zvlast.

ReSeni. Plati zndma véta I: Vysky (ve vyznamu
piimek) trojahelnika 4 BC prochazeji tymz bodem V
(tzv. pruseéik vysek neboli ortocentrum trojthel-
nika).
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Daéle plati véta II: Je-li S MUN duty thel a P
pata kolmice vedené bodem M k ptimce UN, potom,
jestlize je thel XM UN ostry, padne bod P dovniti
 poloptimky UN, jestlize je uhel S MUN tupy,
padne bod P dovniti poloptimky k polopiimce UN
opadné.

Dokazeme vétu III
(obr. 33 az 35): Ortocen-
trum V trojtihelnika 4 BC
lezi: a) uvniti tohoto
trojihelnika, jestlize je
trojihelnik ABC ostro-
thly; b)vjeho vrcholu
O, jestlize je tihel *BCA
pravi'f; ¢) uvniti vrcho-
lového thlu y’ k thlu y =
= S BCA, jestlize je tento
uhel tupy; piitom polo-
piimka CV déli thel
ve dva ostré thly.

Ditkaz. Ozna¢me A’, B’, C" paty vysek trojihelnika
ABC jako v obréazcich 33 az 35; vnitini thly tohoto
trojihelnika oznaéme «, f3, y. -

a) Necht ABC je ostrouhly trojihelnik (obr. 33).
Podle véty II bod 4" padne dovnitt ramene BC ostré-
ho thlu <4ABC a dale padne dovnitt ramene CB
ostrého ihlu ACB; padne tedy zaroven dovniti
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kazdé z obou poloptimek BC, CB, tj. padne dovnit¥
tusedky BC. Vyska AA’ tedy prochdzi vnittkem dhlu
a = JCAB a vnitfkem thlu k nému vrcholového.
Totéz plati i o vySce BB’ vzhledem k tdhlu f =

‘\'2 /
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= JABC. Protoze podle véty I jsou ptimky AA’,
BB’ ruznob¢zné, musi jejich spoleény bod V lezet
uvniti Ghli «, . [Uhel « a thel §, vrcholovy k 8, ne-
maji totiz spoletného bodu; totéz plati o thlu o
(vrcholovém' k «) a uhlu g nebo o thlech «, f'.]
Avsak vnittky uhlt «, # maji za spoleénou ¢ast praveé
vnittek trojihelnika ABC. Tim je dikaz ¢asti a) véty
III proveden.

b) Necht je y = 90°; pak je ztejmé V = C (obr. 34).

c¢) Necht je y > 90°, takze «, £ jsou ostré Ghly (obr.
35). Stejné jako v ¢asti a) dukazu se dokaze, ze pFim-
ka CC' prochézi vnitikem thlu y a tedy také vniti-
kem thlu 3’ k nému vrcholového. Uhel f je ostry,
podle véty II padne pata A’ vysky 44" dovniti polo-
ptimky BC. Protoze ABA’ je pravouhly trojihelnik;
kde <A’ = 90°, nemuze A’ lezet uvniti useéky BC;
jinak by totiz byl ihel <xACB ostry. Lezi tedy bod
A’ na prodlouzeni tse¢ky BC za bod C, a proto ra-
meno AA’ ostrého uhlu <<BAA’ lezi v thlu «
vedlejsim k dhlu a (v poloroviné ABC), takze polo-
piimka A A’ nejde vnitikem thlu a. Ptitom je xBAA’
ostry thel trojuhelniku 4BA’. Podobné se dokaze,
ze poloptimka BB’ lezi v poloroviné 4 BC, vné thlu
a ze uhel SABB’ je ostry.

Protoze je <<BAA’" + <ABB' soutet ostrych
uhli, je mensi nez 180° a podle Euklidova axiomu
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maji polopiimky AA’, BB’ uvnit¥ poloroviny ABC -
spole¢ny bod V. Ten podle véty Ilezi i na ptimce CC’,
ale vzhledem k ptfedchozimu vné trojihelnika ABC,
tj. uvniti dhlu p’ vrcholového k thlu y. Z trojihel-
nika ACC" (kde <C" = 90° a bod C’ lezi uvnit¥
usetky AB) plyne, ze thel XACC’ je ostry; totéz
plati i o dhlu <<BCC'. Polopiimka CV tedy déli
thel y ve dva ostré thly (viz obr. 35).
Tim je véta III dokdzana.

Reseni wilohy. 1. Dany tihel < PCQ oznaéme y a tihel
k nému vrcholovy ozna¢me y’ = P'CQ’. Dokazeme
postupné tvrzeni [a] az [c]:

Tvrzeni[a].,Necht jey < 90°. Oznaéme XQCQ"’
pravy uhel, ve kterém lezi bod P a ddle oznadme
<X PCP" pravy thel, ve kterém lezi bod @ (viz obr.
37). ‘

Jestlize bod V padne dovnit¥ thlu XP"CQ"" (kte-
ry je ziejmé tupy), potom ma tloha pravé jedno te-
Senf.¢

Tvrzeni [b]. ,,Necht je y = 90° a V = C; potom
mé tloha nekoneéné mnoho feseni (obr. 34).“

Tvrzeni [c]. ,,Necht je 90° <y < 180° a necht
bod V padne dovnitt uhlu <P'CQ’, pritemz oba
uhly X VOP', <VCQ' jsou ostré, potom md tloha
pravé jedno FeSeni (obr. 35).°

,,Jinak tloha nemd feseni.
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II. Dikaz. Ptipad [a]. Je y < 90°. Rozeznavejme
t¥i moznosti: (1) Bod V padne dovnit# dhlu y;
(2) bod V lezi uvnitt jedné z polopiimek CP,
CQ; (3) bod V padne dovniti tdhlu <P"CQ",
avsak vné uhlu y (viz obr. 37).

Obr. 36 Obr. 37

Moznost (1) (viz obr. 33). Oznaéme A’, B’ paty
kolmic v, v, vedenych po fadé bodem V k p¥imkam
CQ, CP. Ptimka VA’ = v, mé s polopfimkou C'P spo-
leény bod 4 = C' a piimka VB’ = v, ma s polopiim-
kou COQ spoleény bod B = C'; dokazme toto tvrzeni
pro bod A4: Je A" £C (plyne z véty II, nebot uhel
LVCOQ je ostry); soudet thla y a xVA'C = 90° je
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mensi nez 180°, a proto maji poloptimky CP, A’V
uvnit¥ poloroviny CQP spoleény bod A (Euklidiav
axiom).

Trojtahelnik 4BC tedy existuje, primky v, v, jsou
v ném vyskami a jejich prasecik V je tedy ortocen-
trem tohoto trojuihelnika (véta I), ktery je nutné
ostrouhly. Je jediné FeSeni.

Moznost (2) (viz obr. 36). Bod V = C lezi uvniti
poloptimky CP (piipad, kdy V lezi uvniti CQ, se ¥esi
obdobné). Podle véty III padne ortocentrum na
obvod trojihelnika jediné v pravothlém trojihel-
niku, a to prdvé do vrcholu jeho pravého uhlu.

Sestrojme tedy piimku v, | CP bodem V = A.
Z Euklidova axiomu plyne, Ze uvniti poloroviny
CP@ maji primky v,, CQ spole¢ny bod B. Trojihelnik
ABC je jediné feseni tlohy a bod V je jeho ortocen-
trum.

Moznost (3) (viz obr. 37). Bod V lezi uvnitt Ghlu
XP"0Q", ale vné thlu y. Necht bod V lezi napt.
uvniti poloroviny opac¢né k poloroviné CPQ a tedy
uvnitt dhlu <Q""CP (pripad, ze bod V padne dovnitt
thlu <QCP”, se Yesi obdobné).

Oznaéme B’ patu kolmice v, | CP vedené bodem
V. Piimka v, a poloptimka CQ maji podle Euklidova
axiomu uvnit¥ poloroviny C'B'Q spole¢ny bod B (nebot
jey < 90°a ptibodu B’ je pravy thel). Uhly trojihel-
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nika BCV jsou ostré (je <VOQ < < 90°, <B je
ostry thel pravouhlého trojihelnika BOB" a XV je
ostry thel trojihelnika VCB'); oznaéme A4 ortocen-
trum trojuhelniku BC'V. Protoze je BCV ostrouhly
trojuhelnik, lezi bod A4 uvnitt vysky OB’ (tj. Gselky)
trojihelnika CVB a je VA | BC, BAC' | VC, kde
C" je pata kolmice vedené bodem B k piimce C'V. Je
tedy V ortocentrum trojihelnika ABC, ktery je je-
dinym fefenim tlohy. (Uhel <4 trojihelnika ABC
podle véty III je nutné tupy.)

Doplnék. Padne-li bod V na nékterou z polopiti-
mek CQ"’, CP" nebo vné thlu <P"CQ", nema ziejmé
tloha pro y < 90° reseni; alespon jedna z pat A’, B’
kolmic v,, v, nepadne dovnit¥ piislusné poloptimky
CP, popiipadé CQ.

Ptipad [b] Je y = 90° (obr. 34). Je-li ABC hleda-
ny trojuhelnik, je nutné V = C.

Je-li tedy V = C, zvolme uvniti poloptimek CP,
0@ po fadé po jednom bodé; oznaéme je 4, B. Troj-
tihelnik ABC ma ortocentrum v bodé €' = V. Uloha
m4 nekoneéné mnoho feseni.

Doplnék. Je-li V £, nema ziejmé tloha feseni.

Pripad [c]. Je 90° < y << 180°, bod V lezi uvnitt
thlu 9" = <P'CQ" a twhly < VCOP', xVCQ' jsou
ostré (obr. 35); v jiném piipadé neni podle véty III
FeSeni.
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Bodem V vedme piimky », | CQ, v, | CP a pii-
slusné paty oznaéme po tadé A’, B’; protoze je
X VCOQ' ostry, padne bod 4" dovnitt poloptimky CQ’
opa¢né k polopiimece 0@ a z téhoz duvodu oddéluje
bod C body P, B'.

Polopiimky VA', B'CP maji podle Euklidova axio-
mu spoleény bod A4 uvniti poloroviny VB'C' (nebot
je SOCB'V =90° a <JA'VB < 90°, coz plyne ze
¢tyttdhelnika CA'VB’, ve kterém jsou uhly <xA4’,
B’ pravé a thel LC =y’ tupy). Stejné se dokaze,
ze polopiimky C@Q, VB’ maji spoleény bod B #(C
uvnitié poloroviny VA'C. Snadno se pak usoudi, Ze
bod 4 jiz nutné padne dovnitt polopiimky CP a bod
B dovnitt poloptimky CQ.

V trojuhelniku 4 BC jsou podle konstrukce ptimky
vy, v, vySskami, bod V ortocentrem, takze trojuhelnik
ABC je ziejmé jedinym FeSenim tlohy.

Tim je dukaz tvrzeni z odst. I proveden a tloha
feSena.

2. Pravidelny $tvorboky hranol, ktorého podstav-
na hrana ma velkost a (v em) a vyska velkost » (v em),
ma tu vlastnost, ze ¢islo, ktoré udava jeho povrch
(v em?) sa rovna ¢islu, ktoré udava jeho objem
(v em?®); pritom a, v s prirodzené &isla.

Najdite vSetky také hranoly a vypotitajte k nim
prisluchajice ¢isla a, v.
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Riefenie. Objem V' daného hranola je

V = a®; (1)
povrch P hranola je

. P = 4av + 2qa2. (2)
Podla textu tlohy plati
a? = 4av + 2a2.

Vzhladom k textu ulohy nutne plati a > 0, preto
obidve strany poslednej rovnice mézeme delit ¢islom
a. Dostaneme rovnicu

av = 4v + 2a,

z ktorej za predpokladu, Ze je a # 4, mame

2a
i @)
¢o mozno postupne upravit takto:
_ 2@—4) +8 8
v=Te—d T toa—g
tize :
b=2 (4)
B @« —4

Z geometrického vyznamu &isla v vyplyva tiez, Ze je
v > 0. KedZe ¢itatel zlomku na pravej strane rovnice
(3) je kladné &islo, dostaneme v > Olen prea — 4 > 0
¢ize nutne plati @ > 4. Podla textu ulohy su a, v pri-
rodzené ¢isla. Do rovnice (4) dosadzujme teda po-
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stupne za a prirodzené ¢isla 5, 6, 7 atd. Pretoze ” _8_ 1
musi byt prirodzené ¢islo [pozri (4)], musi platit
. 8=a—4,
tize
a < 12.
Za a budeme teda dosadzovat len ¢isla od 5 do 12.
Vysledky st zrejmé z tabulky:

a v Poznédmka
5w | wyhovuje |
L -6 - N, - vyhovuis @
14 :
7 ~5 nevyhovuje
8 4 vyhovuje
9 18 ‘ :
= nevyhovuje
10 ’ 13_0 neiryhovuje
11 .272_ nevyhovuje
12 3 | vyhovuje -
— |

Vsetky 4 oznadené dvojice tisel a, v vyhovuju po-
ziadavkam tlohy, o ¢om sa lahko presvedéime dosa-
denim do (1), (2) a porovnanim prislusnych ¢éisel V, P.
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Pozndmka. Pomocou vztahu (4) mo#no vypodet &-

sel a, v zjednodusit takto: Cislo—— - musi byt pri-

rodzené ¢ize kladné ¢islo @ — 4 musi byt delitelom
¢isla 8. Preto sa musi rovnat niektorému z kladnych
delitelov éisla 8: 1, 2, 4, 8. Dostavame teda 4 rovnosti:

a)a—4=1,tj.a = 5atedav = 10;
bya—4 =2tj.a = 6atedav = 6;
c)a—4 =4,tj.a = 8atedav = 4
d)a—4=28,tj.a =12atedav = 3

IS

3. Je dan rovnoramenny trojihelnik ABC se zé-
kladnou AB, ktery ma tu vlastnost, ze ho lze piim-
kou p vedenou jednim z jeho vrcholi rozdélit na dva
trojuhelniky, které jsou oba rovnoramenné.

Vypocitejte velikosti vnit¥nich uhla daného troj-
thelnika ABC, a to vzhledem k tomu, kterym z boda
A, B, C byla ptimka p vedena.

ReSeni. Uzijeme véty P:,, Uhly pii zikladné rovno-
ramenného trojihelnika jsou shodné a ostré.”“ Dale
této véty Q: ,,Rovnoramenny trojihelnik ABC
o zékladné AB (a tedy o hlavnim vrcholu C) ma
osu soumérnosti ¢ | AB, kterd prochazi bodem C.
- Uhly daného trojihelnika ABC oznaéme a, f,y

a podle véty P je

a=p < 90°, (1)
déle je y = 180° — 2a.
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Pro polohu p¥imky p postadi uvazovat dvé moz-
nosti: P¥{mka p prochéazi: [1] bodem C'; [2] bodem
A. Piipad, Ze pfimka p prochazi bodem B, pfevedeme
podle véty Q osovou soumérnosti na moZnost [2].

Pritom budeme do obréz-
kit vpisovat velikosti
uhli, a to pomoci veli-
kosti thlu «; nékteré
z obrazki neodpovidaji
skutecénosti, protoze uva-
Zovan situace vitbec ne-
existuje.

Ptipad [1] (viz o-
znadeni obr. 38).
Necht p» prochézi
bodem C; jeji spoleény
bod D se zakladnou 4B
padne dovnitt této tsed-
ky. Podle textu lohy
dostavame dva rovnora-
menné trojuhelniky ACD,
BCD:; jejich hlavni vrcho-

ly po fadé oznaéme H, H'. Jsou t¥i moznosti: [la]

az [le].

[1a] (viz obr. 39). Necht je H = A4, takze podle
véty P musi byt 6 = ¢ = 90° — jaa d’ = 90° + }a,
ktery je k o vedlejsi. Je tedy ¢’ > 90°, a proto muze
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byt jediné H' = D. Je tedy BC zikladnou trojthel-
nika BCD a plati f = ¢’ = $0 = 45° — la.

Odtud a ze vztahu (1) plyne « = 45° — }a, neboli
fa = 45° a tedy )

a=36°, B =36° y =108

CaH

A »
Obr. 40
Plati skutedéné
=@ ="172°, f = ¢ = 36° =@ + ¢ = 108°

a piimka p skuteéné déli dany trojihelnik ve dva
rovnoramenné trojihelniky.

[1b] (viz obr. 40). Necht je H =0, tj. a = 0, pii-
¢emz 0 je vnéjsim tihlem v trojihelniku BCD, tj. plati
0 = B + ¢’ (viz obr. 38); dosadme sem § = «, f = a,
¢imz dostaneme a = « + f’, coZ je spor.

[1c] (viz obr. 41). Necht je H = D a tedy ¢ = «,
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§ = 180° — 2. Pro trojihelnik BCD mohou nastat
t¥i moznosti [le,], [1e,], [1es].

[lc,] (viz obr. 41). Necht je H' = D a tedy g =
= ¢’ = }0 = 90° — a, nebot je vnéjsim thlem troj-

Obr. 42

thelnika BCD. Ze vztahi g = 90° —«, f = a do-
staneme 2« = 90° neboli

a=45°, B =45, y = 90°.

Skutetnd je ¢ = a = 45°, 0 = 180° — 2a = 90°
a odtud B = ¢’ = §0 = 45°; ptimka p skutetné déli
dany trojtihelnik ve dva rovnoramenné.

[1c,] (viz obr. 42). Necht je H' = B a tedy 0’ =
= ¢’ = 2a; odtud a z trojihelnika BCD plyne, Ze
B = 180° — 4a. Z tohoto vztahu a f = « dostaneme
a = 180° — 4« neboli
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a=36°, B =36, y =108

Tato situace je soumérné sdruzend s pripadem [la];
porovnej obrazky 42 a 39.

[leg] (viz obr. 43). Necht je H' =C' a tedy 6’ = 8,

Obr. 44 Obr. 45

tj. 0’ = «. Uhel 8" je vn&jsi v trojihelniku ACD,
a proto o ném plati 0"’ = a + @ neboli 6" = 2«, coz
je spor se vztahem "' = «.

Tim je piipad [1] vy¥izen.

Piipad [2] (viz obr. 44). Necht ptimka p pro-
chézi bodem A4 a protne rameno BC v bodé¢ D, ktery
padne dovnitt tsetkyBC. Uhly 8,8’ jsou vedlejsi, tj.d -+
+0’=180°. Ozna¢me hlavni vrcholy v trojihelnicich
ABD, ACD po tadé H, H'. Je tieba uvaZovat tii
moznosti: [2a] az [2c¢].
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[2a] (viz obr. 45). Necht je H = A a tedy f =0;
protoze je f = a, plyne odtud 0 = «, takze vedlejsi
thel ¢’ = 180° — « je tupy a bod D = H’. Proto
v trojihelniku DAC je y = o’ = 40 neboli o’ =y =
= da. Je o = 180° — 2a, o’ = }a a protoze je

Obr. 46 : Obr. 47

o + o' = «, dostaneme po dosazeni (180° — 2«) +
+ 3 & = a neboli 3o = 180° a tim
a=172° p=72° 1y =36

Skuteéné je 6 = =172° o =y =10 = 36°, v =
= 180°—f — 06 = 180° — 114° = 36°, a = o +
+ o’ = 72°; pfimka p déli dany trojihelnik ve dva
rovnoramenné.

[2b] (viz obr. 46). Necht je H = B a tedy w = 0 =
= 90° — 48 = 90° — }a. Uhel &’ = 90° + }« (vedlejsi
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Tabulka vysledkd

Sislo |
pii- |x=f y Poloha primky p Poznamka
padu
:' 36° 1108° | primka jde bodem C, | 2 ptipady
| dslf tihel y ve dva uhly (soumérné
la 72°, 36° podle osy ¢
. zékladny
AB)
45° | 90° prlmka P Jde bodem C | 1 pripad
lc | a puliuhel y a je kolmé
| na AB

72° | 36° | primka p Jde bodem A 2 piipady
| (nebo B) a puli thel | (soumdr-
2a, | daného trojahelnika | né)

| ABC pri tomto vrcholu |

774° ‘7'25;" |

primka p jde bodem 4 | 2 pripady
(nebo B) a déli dhel pri | (soumér-
tomto vrcholu v pomé- | né)

2b ru 2 : 1, pridemz vétsi
dil je prilehly k zaklad-
| né AB daného troj-
’ ’ | thelnika A BC

k 0) je tupy, takze jenutné H' = Daw’ =y = {0 =
= 45° — }la. Ze vztahu o + o’ = « po dosazeni mame
(90° — &) + (45° — }a) = a neboli 135° = a; je
tedy

a =113, B =11, y=25.
Skuteéné plati w = 6 = $(180° — ) = 90° — 38%° =
= 51%°. Dile je ' = a — w = T75° — 51§° = 25%°
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tj. o = y. Piimka p tedy déli dany trojihelnik ve dva
rovnoramenné. ProtoZe je 255°.2=>513°neboli 20’ =
= w, déli pfimka p thel & v poméru 2 : 1.

[2¢] (viz obr.47). Necht je H = D. Tato situace
nemiize nastat, nebot vyzaduje vztah o = # neboli
o = « a zaroven o < a.

Tim je ptipad [2] vyfizen. Zdvér je v tabulce.

4. Dany je vyraz
V=@+y)le—y +H+2°>@H—2 +
+ (z + @)% (2 + @), kde 2, y, z st redlne ¢isla.
Vyraz V rozlozte na stéin vyrazov, ktoré su v é&is-
lach @, y, z prvého stupna a najdite vSetky trojice
isel @, y, z, pre ktoré je V = 0.

.

RieSenie. Upravujme postupne vyraz V takto:

V=(x+y @—y°) + ¥y +2 ¢ —2°) +

+ (z + x) (22— 2?) =

=a® —ay® + y? —y2? 4 B — 22 —

___xa + m2y__y3 ‘i‘ yzz_zs + zzx —

= 2%y — xy® + Yy’ — y2* + 2 — 22% +

+ ayz — wyz,
kde sme pripo¢itali zyz — xyz = 0, aby sme mohli pre-
viest dalsiu ipravu. Dalej plati:

V =ayl@—y) —xz(x —y) —yz(e —y) +
+ 2 —y) =
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=@—y) (@ —az—yz +2°) =

=@ —y) [xy —2) —2y—2)] =

=@—=y Yy —2)@—2=

=—@@—y y—2 —2)
Je teda

V=—@—y)y—2E—2).

Preto plati V = 0 prave vtedy, ak plati aspon jeden
zo vztahov

z—y=0,y—z2=0,z—x=0
¢ize aspon jeden zo vztahov
' x=y, Y=z 2==

Dostavame teda tri mnoziny trojic x, y, z, pre ktoré
je V = 0. Su to:

x,y = o, z, kde x, z st Iubovolné realne

¢isla;

x, Y,z =y, kde z, y si Iubovolné realne
éisla;

x = 2,9, 2 kde y, z su lubovolné redlne
¢isla. ’

Tym je rieSenie tlohy prevedené.

5. V obrazku znamenaju rozne rovnobezky m, n
brehy prieplavu, ktorého pozdlznou osou je priamka
p||m. Na oboch roznych brehoch lezia miesta 4, B,
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ktoré st spojené cestou AMNB (lomend Ciara), pri-
¢om platis

(1) MN 1 p;

(2) body M, N lezia v uvedenom poradi na priam-
kach m, n;

(3) AM = BN.

Prevedte konstrukeciu cesty z 4 do B, ak st dané
priamky m||n a body A4, B ako v obr. 48 a rozhodnite
o riesitelnosti tlohy.

RieSenie. Rozbor (obr. 48). Predpokladajme, ze
sme zostrojili body M, N, ktoré vyhovuji textu
ulohy. Priamka p je osou tse¢ky MN. V stimernosti
podla osi p prejde tsecka M A do tsetky NA'. Troj-
uholnik NBA’ je rovnoramenny a jeho zakladnou je
tsetka BA', bod N lezi na osi ¢ Gsetky BA’. Podla
toho prevedieme konstrukeiu.

Konstrukcia (obr.48). Zostrojme obraz A’ bodu 4
v stimernosti s osou p. Dalej zostrojme os ¢ tsetky
BA’ (ak ovsem je B 7% A') a oznatme N priesecik
priamok n, ¢ a M obraz bodu N v simernosti podla
osi p. ‘
Dokazeme, ze body M, N vyhovuji poziadavkim
ulohy: Body B, 4’ lezia vo vnutri polroviny nB; preto
bod N je rozny od B, A'. Bod N lezi na osi ¢ Gsetky
BA’, preto je
NB = NA'. (1)
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Usetky NA’, MA si podla konstrukecie simerne
zdruzené podla priamky p, preto je

NA' = MA. (2)
Zo vztahov (1), (2) vyplyva
NB = MA,
¢o sme mali dokazat.

Pozndmka. Poziadavky
vyslovené v tlohe stracaju
prakticky vyznam, ak prie-
setik N je velmi daleko, ako
sa lahko overi nac¢rtom.

Diskusia. Riesitelnost tlo-
hy zalezi predovsetkym od
toho, ¢ je B £ A'. Ak vSak
je B = A’, st body 4, B st-
merne zdruzené podla priam-
ky p. Potom ktorykolvek

A
|

T ] I
' .
. 1
k 1
n_4 K :
4 /AN ;
AN
B "X \\\ E
________ ;._\‘__-:\‘ l
)
{
q
Obr. 48

bod priamky m modzeme povazovat za hladany bod
M (bod N je potom pitou kolmice vedenej bodom M

k priamke n).

Teda, ak st 4, B simerne zdruzené podla priamky
p, potom ma tloha nekoneéne mnoho riefeni.

Nech 4, B nie st podla priamky p simerne zdru-
zené, takze B £ A’'. Potom existuje os ¢ tGsetky BA'.
Priamka ¢q je s priamkou n réznobezna prave vtedy,
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ked nie je BA' | n, tj. ak priamka AB je §ikma
k priamke p (alebo k priamkam m, n). Potom ma
tloha jediné riesenie. Priamka ¢ je vSak s n rovno-
beznd prave vtedy, ak je BA’ | n dize AB | p.
Vtedy st ¢, » dve rézne rovnobezky a uloha nema
rieSenie.

Zdver. Ak je priamka p (os pasu rovnobeziek m, n)
osou tsetky 4B, potom mé tloha nekoneéne mnoho
rieSeni. Ak je AB | p, ale p nie je osou use¢ky AB,
uloha rieSenie nemd. Ak st 4B, p dve sikmé priamky,
ma uloha jediné rieSenie.

6. Jestlize je ¢islo p rizné od é&isel —1, 0, 1, potom
rovnice
pe—1)+p—2 . pP+1
pe—1)—p +z  p+1
o neznamé & ma vzdycky jediné feseni; dokazte a roz-
hodnéte, jak je tomu s fesenim této rovnice v praveé
uvedenych vyjimeénych ptipadech.
Potom fYeste tyto ulohy: Vypoditejte &éislo p tak,
aby dand rovnice méla koten: a) x = 5; b) x = —3
a rozhodnéte, je-li to mozné.

(1)

ReSeni. Necht pti daném realném &isle p je x Fede-
nim rovnice (1); po znasobeni obou stran rovnice
¢islem (p3 + 1) [p(® — 1) — p*> + «] dostaneme po-
stupné

@
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P+ 1) [px—1) +p*—2a] =
= (p*—1) [ple—1) — p* + ],
(P* + 1) [x(p—1) + plp—1)] =
=@ —1)[x(p + 1) — p(p + 1)],
a[(p—1) (p* +

1) — (p-i- 1) (p*—1)] =
=—plp—1) @ +1)—
—pp +1) (P — 1),
ap—1)(p+ HPP—p+1—@ +p+ )]
=—pp—D@+)[p—p+1+ @
+p+ 1))
—2p(p—1) (p + Dz =
=—2p(p—1) (p + 1) (p* + 1),
—2pp—1N(p+ D[x—p*—1]=0. (2)
Rozezndvejme moznosti [1] az [4]:
[1] Necht je p(p — 1) (p + 1) # 0 neboli necht je
Potom v rovnici (2) je nutné
r—p?—1=0,
tj.
z=p+ L. (4)
Zkouska. Ozna¢me po fadé L, P dosazeni ¢isla (4)
do levé a do pravé strany rovnice (1); dostavame (je
r—1 = p?):
_ PP —_1 r=1,
P—p'+p*+1l PPl
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je tedy L = P, pokud ov8em p? 4 1 # 0. Regme
rovnici
P+1=0 (5)
P+1)(@P—p+1)=

Budjep + 1 =0, tj. p=—l, coz vzhledem ke (3)
nenastane; nebo je

pPP—p+1=0, (5)

neboli

coz lze psat
PP—2p+1+p=0,
neboli
(p—1)=—p.

Je-li p > 0, je —p < 0, kdezto (p — 1)? = 0; ne-
muze tedy byt p > 0.

Je-li p < 0, jsou vSechna tfi ¢isla na levé strané
rovnice (5) kladnd a jejich soucet je rovnéz kladny;
nemuze tedy byt p < 0.

Je-li p = 0, je leva strana rovnice (5) rovna ¢islu 1
a tudiz ruzna od nuly.

Rovnici (5) nelze splnit zddnym realnym cislem;
rovnici (5') 1ze tedy splnit jediné éislem p = —I1,
které jsme piredpokladem (3) vyloudili.

Vysledek I. Je-li p riazné od ¢isel —1, 0, 1, ma
rovnice (1) jediné feseni x = p* + 1.

[2] Necht je p = 1. Rovnice (1) pak znf

0 0

2(x—1) 2
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je ziejmé splnéna kazdym ¢islem 2, o némz plati
z—1#0
neboli jejimi feSenimi jsou vSechna redlna ¢isla ruzna
od ¢isla 1.
Vysledek II. Pro p = 1 ma rovnice (1) nekoneé-
né mnoho FeSeni; splnuje ji kazdé éislo x # 1.
[3] Necht je p = 0. Rovnice (1) pak zni
—%_ 1
x
Jejim Fesenim je kazdé &islo z 0.
Vysledek IIL. Pro p = 0 je feSenim rovnice
(1) kazdé realné ¢islo x # 0.
[4] Necht je p = —1. Rovnice (1) pak zni
Rt -l o5 Pt
0 0

takze ani leva ani prava strana nemd smysl.

Vysledek IV.Pro p = —1 nema rovnice (1) zad-
né feseni.

Piehled o vysledcich vidime v tabulce na str. 158.

Nyni jesté odpovime na zbyvajici dvé otazky a)
ab):

a) Pro ¢islo p razné od éisel —1, 0, 1 z vysledku (4)
dostavame rovnici

5=p*+1
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Cislo p Resen{  rovnice je Pozndmka

je rtizné od

Sisel z=7p*+1 jediné Fesent
—1,0,1
zlomky na obou stra-
= —1 x neexistuje néch rovnice nemaji
P ) )
— smyst
-0 ‘& # 0 je libovolné nekoneény pocet
~P=" | redlné &fslo | Fedent
x # 1je libovolné nekonedény podet

p=1 redlné ¢&islo Feseni

neboli postupné

0= p2~4’
0=(p—2)(+2)
a tedy bud
p =2
anebo
p =—2.

Piimym vypoétem [dosadime do (1) za p &islo 2
nebo —2] dostaneme rovnici, kterda ma skuteéné ko-
fen x = 5, jak se snadno presvédcime.

Také pro p = 0 nebo pro p = 1 dostavame rovnice,
mezi jejichZ nekoneénym podtem ieSeni je téz &islo
r = 5.

Vysledek a). Rovnice (1) ma FeSeni x = 5 pro ¢islo p
rovné jednomu z ¢isel: —2, 0, 1, 2.
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b) Pro &islo p rtzné od éisel —1, 0, 1 z vysledku

(4) dostavame rovnici
_3 = pz + 1’

kterou nelze splnit zadnym redlnym ¢islem, nebot na
levé strané je zaporné &islo, na pravé je vzdy ¢islo
kladné (soulet éisla 1 a nezaporného ¢isla p?).

Pro p = 0 nebo pro p = 1 méa rovnice (1) za FeSeni
¢islo v = —3.

Vysledek b). Rovnice (1) mé feSeni x = —3 jediné
pro ¢islo p = 0 a pro ¢&islo p = 1.

7. ULOHY II. KOLA KATEGORIE C

1. RieSte rovnicu

- 3pr—6x  Spxr— 10z
pr— 2 — 1 pr—2x + 1

L2

s neznamou «, pricom p je dané realne &islo. Udajte,
pre ktoré ¢islo p nema dana rovnica riesenie.
Potom najdite také ¢islo p, aby rovnica mala riese-
nie x = — .
RieSenie. a) Nech ¢&islo  splituje rovnicu (1). Potom
postupne plati
3z(p — 2) Sx(p — 2)

p—2o—1 p—mpr1 2 @)



3x(p— 2) [(p—2)z + 1] —
—bx(p—2)[(p—2)x—1] =
=—2[(p—2)z— 1] [(p — 2)z + 1],
3(p—2)%% 4 3(p— 2)xr — 5(p — 2)%% +

+ 5(p— 2)x = —2[(p — 2)%* — 1],
(P—2)%2%.3—5+2) + (p—2)x(3 4 5) = 2,
8(p — 2)x = 2.

Pripad [1]. Nech je p # 2,t.j.p — 2 # 0. Potom je
1

x = 2
4(p—2) .

Teda za predpokladu, ze je p — 2 # 0 Cize
p#2 (3)

je rieSenie rovnice (1) dané vztahom (2).

Skasku prevedieme dosadenim. Oznaé¢ime L dosa-
denie vysledku (2) do l'avej strany rovnice (1). Pouzi-
jeme k tomu tvar (1’) danej rovnice. Plati:

3
[ =t % %
—1 F+1- =

Teda skutoéne L = —2.

-Mu-| o

=—1—1=—2.

Pripad [2]. Nech je p = 2. Potom lavé strana rov-
nice (1’) sa rovna nule, kym prava strana je rovna
—2. Teda rovnica (1) pre p = 2 nema rieSenie.

b) Ma platit x = — . Po dosadeni do (2) dosta-
neme rovnost
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5 4(p—2)°
z ¢oho postupne
5
P—2 = g
3
== (4)

Skusku prevedieme tak, ze do (1’) dosadime p = $
a rovnicu rieSime. Dostavame (pritom menovatel kaz-
dého z oboch zlomkov na lavej strane rovnice je pre
¥ = — } rozny od nuly)

a5 25
——— x x

—_— R — == —-2‘

Ak rozsirime zlomky ¢&islom —4, dostaneme rovnicu

15z 25x

w4 w—4  ©

odkial postupne dostaneme

152(5x — 4) — 25x(bx + 4) = —2(252% — 16),

5(16 — 25)22 — 60z — 100x = —50x% + 32,

— 160 x = 32,
€r = — 13:

¢o ma platit.

Tym je sktska prevedena.

Odpoved. Rovnice (1) ma korent x = — } jedine pre

3

p=4%
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2. Je dana kruznice k = (S, r) a uvnitt této kruz-
nice ve vzdalenosti p = 0 od jejiho stfedu S je dan
bod 7T'. '

Uzitim vypodtu sestrojte dvé shodné (ruzné) kruz-
nice ky, k,, které prochazeji bodem 7', v tomto bodé
se navzajem dotykaji, pti¢emz kazda z nich se dotyka
dané kruznice k.

Provedte diskusi o po¢tu Feseni vzhledem k danym
¢islam r, p.

ReSeni. Ozna¢me x poloméry hledanych shodnych
kruznic k,, k,. Piipad, kdy je p =0, tj. 7 =8, je
velmi jednoduchy (obr. 49); ziejmé plati « = §r a
existuje nekone¢né mnozstvi dvojic kruznic k,, k.,
které vyhovuji tdloze (je-li 7y bod kruznice k, je k,
kruznici sestrojenou nad tseckou S7'; atd.).

V dalsim je p > 0 (viz oznadeni v obr. 50). V troj-
dhelniku ST\7, je ST, = ST, = r; v trojuhelniku
SS,.S, je 88, =81, — 8T, =r—wx, 88, =8T,—
— 8,1y, = r—a,tj. S8, = 88,. Je tedy SS,S, rovno-
ramenny trojihelnik; protoze je 7'S, = T'S, = x, je
T stted zakladny tohoto trojihelnika, tj. ¢ =
= ST | 8,8, je osou soumérnosti nejen trojuhelnika
S8,8,, ale i celého utvaru slozeného z kruznic k, ky, k,.

Z trojuhelnika SS,7° (kde <7 = 90°) pomoci
Pythagorovy véty dostaneme S7'? = SS? — T'S? ne-
boli postupné
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Obr. 49

tim je vypodet proveden. Protoze plati » > p, je
x > 0 a ¢islo x ma geometricky vyznam.
Vztah (1) lze psit

2r r—op

r—}ép': x

(2)

Provedeme konstrukei use¢ky 7'S; = « podle vzta-
hu (2); v obr. 50 je

TA =2r, TB=r+p, TC=TD=r—np,
BS, || 4C.
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Tu plati ATBS, ~ ATAC(uu) a tedy
TS, = «.
Je-li 7' 2= S, ma uloha jediné FeSeni.

3. Sestrojte rovnoramenny lichobéznik ABCD
(4B je jeho vétsi zakladna), jestlize je ddno: b (délka
ramene), p (délka stiedni pricky), e (délka uhlo-
piieky).

Provedte diskusi reSitelnosti vzhledem k éislim b,
D, e.

ReSeni (obr. 51). Rozbor. Je-li ABCD hledany licho-
béznik, sestrojme rovnobéznik ACDE; je

AD = BC =b, AE =CD = c,
BE = AB 4+ AE = a + ¢ = 2p,
AC = DE = BD = e.
V rovnoramenném trojihelniku DBE je BE zaiklad-
nou; jeho strany jsou
BE = 2p, BD = ED =e.

Odtud konstrukce: Sestrojme rovnoramenny troj-

thelnik BED tak, aby platilo
BE = 2p, BD = ED = e.

Opi8me kruznici k£ = (D, b) a oznatme 4 spoleény
bod piimky BE s touto kruznici, a to ten, ktery padne
dovnitt tse¢ky PE, kde P je pata kolmice vedené
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bodem D k ptimce BE (existenci bodu 4 vySettime
v diskusi). Déle sestrojme rovnobéznik AEDC'; potom
ABCD je hledany lichobéznik.

Ditkaz. CtyiGhelnik ABCD podle konstrukee je
lichobéznik, nebot je: AB||CD, 2p = BE = AB +
+ AE = AB + CD, tj. stiedni pticka je rovna p,

lq
————————— D ! C———————-
/‘/// : \\\ | //‘//
7 | SN
e v &7 1\e b
e [P BN
e P ! N
v 7 | | N g
A AqP 8 I MP
3 A—
i
2,” |
Obr. 51

rameno AD = b, AC = ED = BD = e (podle kon-
strukee), <<CAB = << BED = <ABD (podle kon-
strukee), takze tsetky AC, BD jsou soumérné sdru-
zené podle osy ¢ Gse¢ky AB a tim jsou soumérné sdru-
zené podle ¢ i tGsecky AD, BC, tj. BC = AD = b.
Pritom je AB vétsi zakladna, nebot podle volby lezi
bod A uvniti Gsecky PE, a proto je AB > BP =
= PE > AE = CD neboli AB > CD. Tim je dukaz
proveden,
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Diskuse. Aby se dal sestrojit trojihelnik DBE, musi
platit
BE < ED + BD

neboli

2p < Ze,
tj.

p <e. (1)
Aby bod A padl dovniti usetky PE, musi platit
v = DP < DA < DE neboli

v b<e; (2)

z Pythagorovy véty pro trojihelnik EDP (kde

X P = 90°) plyne DP? = DE? — PE? neboli

v = |/e2— p? . Po dosazeni do (2) dostaneme vztahy

- Jer—p2<b<e
neboli

e — p? < b% < €2 (3)

Jsou-li vztahy (1), (3) splnény, ma tloha ziejmé
jediné feSeni; jinak neni feSeni.

4. Mame m grami p-procentniho roztoku cukru ve
vodé. Kolik procent vahy veskeré vody musime z roz-
toku odpafit, aby vznikl roztok 2p-procentni?

Doporuéeni. Ulohu nejprve feste pro p = 40.

Vysvétlivka. p-procentni roztok cukru znamena,
zZe mame-li napt. 100 gramu roztoku, je v ném p
gramu cukru a 100 — p grami vody.
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Re¥eni. Pavodni roztok necht vazi m grami; véha
jeho cukru je

a
100 ™ (1)
100 —
gramu, vaha jeho vody OOTOp m gramu. Odpa-
Fime-li g%, z této vahy vody, zmensi se vaha roztoku
100—p ¢ .
O —To0~ " Too ™ grami.

Vaha nového roztoku je tedy

(100 —p)g 100> — (100 — p)g
00 T 1002

gramu. Je-li novy roztok 2p-procentni, je

2p P . 1002 — (100 — p)g

I T ™ @)

100 100 "

nebot vahové mnozstvi (1) cukru zastalo nezménéno.
ijravou vzorce (2) dostaneme

1002p

2 —_ — .
P = 1000 — (100 — p)q ’ (3)
odtud po Gpravé mame [
1002 — (100 — p)g = 5.103,
neboli
5000
17100 —p )
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Mé-li byt uloha fesitelna, musi byt zfejmé p < 50;
pak podle vzorce (4) vyjde ¢ > 0 a zaroven ¢ << 100.

Ciselny ptiklad. Pro p = 40 vyjde ¢ — 834 —
= 83,3. Chceme-li tedy z roztoku 40procentniho zis-
kat roztok 80procentni, musime odpatit 8349, pu-
vodniho mnozstvi vody.

8. ULOHY I. KOLA KATEGORIE D

1. Je dan pravouhly rovnoramenny trojihelnik
ABC o odvésnach C4 = OB = 2 dm. Kolem kazdého
jeho vrcholu opiseme kruznici o poloméru 1 dm.
Oblouky téchto kruznic oddéli z trojuhelnika ABC
t¥i kruhové vyseée a z trojuhelnika zbude obrazec,
jehoz obsah oznadime x.

Vypoététe, kolik procent je ¢islo « z obsahu daného
trojtihelnika.

Redeni (obr. 52). Oznatme P obsah trojihelnika
ABC a x obsah v textu uvazovaného obrazce; dale
oznacéme ) obsah tii kruhovych vysedi, které od troj-
thelnika 4 BC' mame oddélit. Plati P = }.C4.0B =
= 1.2.2 = 2, tedy

P = 2. (1)

Obsah @ je soulet obsahi tii vyse¢i o poloméru
r = 1, kruh o poloméru » = 1 mé obsah zr?, tj. =;
dvé z téchto vyse¢i (pti vrcholech 4, B) maji tedy
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obsahy rovné iz a tieti vysed (pti vrcholu (') méa
obsah }z; je tedy

A=~ AN

|
Obr. 52
Z vysledki (1), (2) pro ¢&islo x = P — @ dostavame
r=2—1m (3)

Polozme piiblizné 7 = 2*; po dosazeni do (3)
obdrzime

14 — 11 3

tj.
x=$%. (4)

Ozna¢me p hledany pocet procent; je
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Dosadme sem z (1) a (4); dostavame priblizné

3.100

nebo

12 =

7

3.100

p = 21,43.

L 3

7

3 5
7

Odpovéd. Hledany obrazec je asi 2149, obsahu da-
ného trojuhelnika.

2. Kolika zpisoby je mozno napsat ¢&islo 99 jako
soudet tii riznych prvodisel? (Pfitom nehledime na
potadek séitancu.)

ReSeni. Poznamka. Prvotisla do 99 vyhleddme
pomoci tzv. Eratosthenova sita, tj. tim, Ze postupné
vyskrtame vSechny celistvé nasobky (vétsi nez jedno-
nasobky) piirozenych ¢&isel dvojkou poéinajic; viz
dalsi tabulku (¢isla ,,8krtnutd‘* jsou tisténa obydejné,
¢isla ,,neskrtnutd polotuéné):

1, 2,
11, 12,
21, 22,
31, 32,
41, 42,
51, 52,
61, 62,

170

3,
13,
23,
33,
43,
53,
63,

4
14,
24,
34,
44,
54,
64,

b

5,
15,

6
16,
26,
36,
46,
56,
66,

b

7,
17,
27,
37,
47,
57,
67,

8,
18,
28,
38,
48,
58,
68

2

9,
19,
29,
39,
49,
59,
69,

10,
20,
30,
40,
50,
60,
70,



71, 72, 73, 174, 75, 76, 77, 78, 79, 80,
81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90,
91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99.

Méme tedy tato prvocdisla, kterd mohou piijit
v tvahu: )
2,3, 5 17, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47,
53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.

Pri sestavovani souétu hledanych tii prvodisel se
snazime volit prvniho a druhého séitance co nejmen-
§iho; dvojka nemuze piijit v tvahu, nebot by se
v sou¢tu musila vyskytnout dvé suda éisla a jedno
liché ¢islo, avsak jediné sudé prvodislo je ¢&islo 2.
Méme tyto souéty:

34+ 7+8 5+11+483 74134179
3+13+83 5 4+23+71 T7+19 + 73
34+ 17479 5+ 41 453 74 31 + 61
3+ 234173
3+ 29 + 67
3+ 37 + 59
3+ 43 + 53

11 + 17 +171 18 + 19 + 67

11 + 29 + 59

11 + 41 + 47

17 + 23 + 59 19 + 37 + 43 23 + 29 + 47
17 + 29 + 53
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Existuje tedy celkem 21 trojic rtznych prvodéisel
o sou¢tu 99 (pri¢emz nehledime na poradek séitanct
— jinak by jich bylo Sestkrat vice.)

3. Dany je duty uhol <tPAQ a tsecka velkosti d.

Zostrojte kosostvorec 4 BCD, ktorého vrchol B lezi
na polpriamke AP a vrchol D lezi na polpriamke AQ),
pricom vieme, ze siéet velkosti uhloprie¢ok AC, BD
sa rovna ¢islu d.

Ma tloha vzdy rieSenie? (Pozri ucebnicu: Dr. J.
Pirek, Geometrie pro 8. ro¢., SPN, vyd. z r. 1958, str.
25, prikl. 16.)

RieSenie (vid obr. 53a). Rozbor. Ak je ABCD hladany
kosostvorec (Stvorec), plati

AS + SB =1%d.

V pravouhlom trojuholniku ABS je xS = 90° a sucet
jeho odvesien pozname. Na predlzeni tsetky AS za
bod S zostrojme tse¢ku SE = SB, takze je

AE = AS + 8B = % d.

Pritom je zname, ze uhlopriet¢ka AC v kosostvorci
(Stvorci) rozpoluje jeho uhol pri vrchole 4. Vieme
vSak zostrojit os tohto uhla a teda aj bod K.

Dalej vidime, Ze trojuholnik BES je rovnoramenny
a pravouhly, lebo o uhloprie¢kach kosostvorca
(8tvorca) plati AC | BD. Pri zikladni BE ma preto
uhly velkosti 45°.
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Na zaklade toho prevedieme konstrukeiu.

Kondtrukcia (obr. 53a). Zostrojme os AX daného
uhla < PAQ a na nej usetku AE = }d. V polrovine
AXP zostrojme uhol SAEY = 45°. Uhol < PAX je
polovica dutého uhla a je preto mensi ako 90°. Stcet

"\

Obr. 53a

uhlov <PAX, SAEY je teda mensi ako 180° a podla
Eukleidovho axiomu maji polpriamky AP, EY vo
vnutri polroviny 4 X P spolo¢ny bod B.

V polrovine APX nad tusedkou 4B ako stranou
zostrojime kosoStvorec (Stvorec) ABCD, ktorého
vrchol D padne na dant polpriamku 4. Konstrukeiu
prevedieme takto: Na polpriamke A@ zostrojime
tse¢ku AD = AB a trojuholnik ABD doplnime na
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rovnobeznik 4 BCD tak, ze bodom D vedieme priam-
ku ¢||AP a bodom B priamku b|| AQ. Priesedik pria-
mok b, ¢ je hladany vrchol C. Tento rovnobeznik je
jediné riesenie tlohy, ¢o ihned dokazeme.

Dékaz. Podla zostrojenia je ABCD rovnobeznik.
Pretoze je AB = AD, je to kosostvorec (Stvorec).
Pri vrchole 4 ma dany uhol <¢PAQ. Vieme, ze uhlo-
prie¢ka AC kosostvorca (Stvorca) rozpoluje jeho uhol
pri vrchole A a preto polpriamky AC, AX splyvaju,
takze bod K padne na polpriamku AC. Uhlopriecky
AC, BD st na seba kolmé a pretinaji sa v strede koso-
Stvorca (Stvorca). V trojuholniku BES je teda
<8 = 90° a uhol < E = 45° podla konstrukeie. Preto
je treti uhol <tB = 45° a trojuholnik je rovnoramen-
ny, takze SB = SE. Podla konstrukcie je AE = id
tize AS + SE = id. Dosadme za SE = SB a dosta-
neme AS + SB = }d. Sutet polovic uhlopriecok je
teda id a preto sa sudet uhloprie¢ok AC, BD rovna d.
Tym je dokaz prevedeny.

Naért podobného FeSeni. Jestlize ABCD je hledany
kosoétveree, sestrojme rovnobéznik BDCB’ (viz obr.
a3b); tu je

OB = DB. (1)

Pritom uhlopti¢ka AC kosoétverce puli ihel XDAB;
na poloptimece AC sestrojme tusetku d = AC’ =
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— AC + DB. Vzhledem k vztahu (1) je CC" = AC" —
— AC = DBj; je tedy _

CB' = CC'. (2)
Piitom je AC | DB a tim téz OB’ | CC’ (lhly stii-
davé mezi rovnobézkami DB, CB’ protatymi piickou
ASCC"). Proto je trojtihelnik CB'C’ pravothly (C =

Obr. 53b

= 90°) a rovhoramenny [viz (2)]. Z toho plyne, Ze
XCC'B’ = 45°. Na zdkladé toho provedeme tuto
konstrukcs: ‘

Sestrojme tthel <XPAQ a na jeho ose sestrojme Usec-
ku AC" =d. V poloroving AC'P sestrojme thel
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JSAC'E = 45° a oznaéme B’ spoleény bod polopii-
mek AP, C"E. Dale ozna¢me C patu kolmice vedené
bodem B’ k ptimce AC"; osa p useéky AC protne polo-
primky AP, AQ po fadé v bodech B, D. Dikaz kon-
strukce je snadny a nebudeme jej provadét. Je
S PAC" polovina dutého uhlu, tj. mensi nez pravy;
proto je <x AC'E + < PAC" < 45° + 90° < 180°
a podle Euklidova axiomu maji polopiimky AP,C'E
vzdycky spoleény bod B’. Proto ma uloha jediné
reseni.

Resil Vlastimil Vadlejch,

8. tr. ds§, Kadan.

4. Turistického zajazdu sa zucastnilo 286 zamest-
nancov podniku. Mali k dispozicii autobusy jednak
s 19 sedadlami, jednak so 17 sedadlami (riadi¢ auto-
busu ani jeho sedadlo sa v tilohe neuvazuju).

Vypoditajte, kolko autobusov kazdého z oboch
druhov sa pre zdjazd pouzilo, ak vietky sedadld boli
obsadené.

RieSenie. Predpokladajme, ze sa pouzilo autobusu
II. typu (so 17 sedadlami). K tomu je treba aspon
tolko autobusov, kolko je 286 : 17. Plati

286 : 17 = 16
116
14
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Treba teda 16 autobusov II. typu, ale zostava umiest-
nit eSte 14 os6b. Autobus I. typu (s 19 sedadlami) ma
o 2 sedadlda viac ako autobus II. typu, pritom je
14 : 2 = 7. Nahradme 7 autobusov II. typu autobus-
mi I. typu. Tak umiestnime prave zostavajucich 14
0sob.

Skuto¢ne, 7 autobusov I. typu a 16—7 =9
autobusov II. typu uvezie (ak su vsetky autobusy
plne obsadené) tento pocet osob:

19.7 4+ 17.9 =133 - 153 = 286.

Odpoved. Bolo treba 7 autobusov L. typu a 9 auto-
busov II. typu.

5. Je dan ostry thel xAPM = 45°; na prodlouzeni
tsetky PA = 4 cm za bod 4 je dan bod B, pricemz
je PB = 14 cm.

Uzitim osové soumérnosti sestrojte na polopiimece
PM body X, Y tak, aby o ¢tyiahelniku AXY B pla-
tilo:

(1) <4XY = <X VYB, (2). XY =3cm.

Poznamka. Obrazek, ktery dostaneme, muzeme
povazovat za plan Fezu terénu svislou rovinou o.
Pritom je PA tezem sikmého rovinného svahu a PM
fezem vodorovné roviny; ¢tytthelnik AXYDB je te-
zem prukopu ve svahu. Prukop vede kolmo k roviné
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0, jeho stény maji stejné sklony a jeho vodorovna
sténa ma danou sirku atd.

Reeni. Rozbor (viz obr. 54). Piedpokladejme, ze
jsme nasli body X, Y, které spliuji pozadavky textu
ulohy. Sestrojme obraz A4’ bodu 4 v soumérnosti
o ose PM; obrazem uhlu <xAXY je uhel <4'XY
s nim shodny, tj.

JAXY = A'XY. (1)
Podle pozadavku tlohy je

xA4XY = <XYB.
Porovnanim obou rovnosti dostavame

JA'XY = < XYB;

to jsou dva sttidavé thly mezi piimkami A’'X, Y B,
které jsou protaty tireti pfimkou X Y. Z rovnosti obou
sttidavych thla [viz E. Kraemer, Geometrie pro 7.ro¢.,
str. 128, vyd. 1957] plyne

A'X||YB.
Trojuhelnik XY B muzeme doplnit pomoci ptimky
p||PM vedené bodem B na rovnobézinik XYBZ;
v ném jsou rovnobézné strany XY = 3, BZ shodné.

Avsak bod Z dovedeme z danych prvki snadno sestro-

jit a na zakladé toho provedeme konstrukei.
Konstrukce (obr. 54a). Sestrojme uhel xAPM = 45°,
kde PA = 4; déle sestrojme na polopiimce PA usec-
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ku PB = 14. Bodem A vedme kolmici £ k p¥imce
PM ananiurteme bod A’ soumérné sdruzeny k bodu
A vzhledem k primce PM (v obr. 54 je tedy SA’ =

Obr. 54a

= S4). Déle bodem B vedme piimku p||PM a na ni
sestrojme tsec¢ku BZ = 3, a to tak, aby body M, Z
lezely v opaénych polorovinach vytatych pfimkou
PA.Body A’, Z lezi v opaénych polorovinach o hranici
PM. Proto uvniti useéky A'Z lezi bod X, ktery zaro-
ven lezi na piimce PM; je to pruseéik primek A'Z,
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PM. Koneéné sestrojme bodem B piimku ¢||4'Z a
ozna¢me Y pruse¢ik piimek g, PM. Tim jsou body
X, Y sestrojeny.

O bodech X, Y skute¢né plati XY = BZ = 3, ne-
bot XY BZ je podle konstrukce rovnobéznik. Dale je
podle konstrukee -4'Z||q; rovnobézky A'Z, q jsou pro-
taty pfimkou XY, proto jsou stiidavé uhly 4'XY,
XX Y B shodné; z konstrukee bodu 4’ plyne shodnost
soumérné sdruzenych thla <xA4XY, <A'XY, takze
skutetné je xAXY = JXYB. Body X, Y tedy
splnuji pozadavky tlohy. Z konstrukce vyplyva, ze
dand uloha ma pti danych tdajich praveé jedno feseni.

Nadért jiného Feseni. Rozbor (obr. 54b). Mysleme si,
ze jsme sestrojili hledané body X, Y. Oznac¢me po
radeé A’, B’ paty kolmic vedenych body 4, B k piimce
PM, takze AA'B'B je lichobéznik;.jsou-li S, S" po
fadé sttedy jeho ramen AB, A'B’, je p = S8’ jeho
sttedni pricka a osa tse¢ky A'B’.

Uvazujme soumérnost o stfedu S, ta prevadi bod
A v bod B a ptimku 44’ v piimku BB’ a obracené;
primka m||PM vedena bodem S protind piimky A44’,
BB’ potadé v bodech J, K, které jsou soumérné sdru-
zené podle bodu S.

Bodem J vedme piimku j||AX a oznatme C jeji
pruseé¢ik s primkou PM; bodem K vedme piimku
k||BY a oznatme D jeji prusecik s primkou PM.
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7 rovnosti thla <AXY, <XYB a z rovnobéznosti
i||4X, k||BY plyne, ze <JOD = <ODK; odtud vy-
plyva, ze lichobéznik CDK.J (je CD||JK) je rovnora-
meriny a piimka p je nutné jeho osou. Dale plati
ABJA ~ AFBK (viz obr. 51b, kde je AE||PM),

| |
! i /
| ! .
\\; ! /
| |
m \J i Y
R T
vy l ‘/:
VY o I |
A X/ | A
A\\l / i !
-—4----£ el |
NN i)
I \ i '
0
45 f{l JA) fjn 1« N
P ATX N sy D g M
PO Ny ]
1ay )\ POk
Obr. 54b

nebot je AJ = BK, jak vyplyva ze soumérnosti
téchto usedéek podle stiedu S, dale je <4 = IK =
= 90°, <E = < F; proto je AE = KF, a protoze je
XC = AE a DY = KF, jetéz XC = DY, tj. CD =
= XY = 3. Odtud konstrukce:

Sestrojme stired S tsetky AB a vedme jim kolmici
p k ptimee PM ; jeji patu ozna¢me S’. Na piimce PM
sestrojme tusetky S'C = 8D = 1,56 (kde C # D).
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Déle vedme kolmice 4A4’, BB’ k p¥imce PM a pro-
tnéme je ptimkou m||PM vedenou bodem S; piimka
m protne piimky AA4’', BB’ po fadé v bodech J, K.
Tim jsme sestrojili rovnoramenny lichobéznik CDK.J.

Nyni vedme bodem A4 piimku «||JC a bodem B
ptimky B||KD. Ptimky a, b protnou piimku PM
v hledanych bodech X, Y.

Diikaz konstrukce plyne z obraceni postupu v roz-
boru; tloha ma ziejmé jediné feseni.

Tuto konstrukei podala Véra Uldrichova,

8.a tf. oss., Perstejn nad Ohti. Podobné
fedil tlohu i Karel Sule, 8.a ti. osg,
Rumburk.

6. Je dan zlomek

g [ +q) +pg+ 1 —[2(pg + 1) +p +4q]* ,

(p 4+ 9)* —(pg + 1)
kde p, q jsou dand ¢&isla.
a) Jestlize kazdé z ¢isel p, ¢ je rizné od &isel 1, —1,
potom mé zlomek Z smysl a po zkraceni je vidét, ze
nezavisi na zadném z &isel p, ¢; provedte.

b) Vypoditejte vsechna ¢isla @, pro ktera je Z = 0.

¢) Vypotitejte vSechna &isla x, pro ktera je Z za-
porné ¢islo.
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B =

ReSeni. Oznadme A Citatele a B jmenovatele zlom-
ku Z; vyrazy A, B postupné pomoci vzorce a* — b* =
= (a + b) (@ — b) upravime. Plati

q) +pq + 1P —[a(pg + 1) +p +q)* =
Q) +ipg + 1+ 2(pg + 1) + p + ql.

q) +pq +1—2z(pg +1)—p—gq] =
q+p3+1)+(mg+p+q+1)]

+q—pg—1)—(p+qg—pg—1)] =
+q+pq 1) (x 4 1).
+9—pg—1)(x—1) =
1+ +0+q]@+1).
dp(1l—q) — (1 —q@)] (x—1)
+9)(p+1).(x +1).

Qp—1).(x—1) =

[e(p +
[2(p +
+
x+
[z
p

Il |

at
= [
=4
(p
=[p
=(1
-

1

=—@+HE—1@@+D@E—1).
Sz + 1) (e—1). (1)
- (p + @) — (pg + 1)* =
=[p+qg+ps+1l.p+q¢g—pg—1] =
=[p(l +¢q) + 1 + @l [p(l —q)— (1 —q)] =
=14+ +1H.A—q (p—1) =
=—@+DHE—1@+1)@—1. (2)
Je tedy

—@+D—ND@E+h@g—1).(@+1)(@—1)
— @+ )@—1)(@+1)(@g—1) (3)’

[Poznamka. Zlomek Z ziejmé ztraci vyznam, jest-
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lize nékteré z &isel p, ¢ je rovno nékterému z &isel
—1, 1.9 -
- Vsechny dalsi upravy provadime za predpokladu,
ze ani jedno z ¢isel p, ¢ neni rovno nékterému z Gisel
1, 1.

a) Protoze ¢isla p, ¢ jsou rizna od ¢&isel 1, —1, pak
po dosazeni do jmenovatele B za p, ¢ neni zadny z ¢i-
niteld v souc¢inu (2) roven nule, a proto je B # 0.
Mizeme tedy citatele i jmenovatele zlomku (3) délit
¢islem B; dostaneme

Z = (x+1)(x—1). (4)
Tento vyraz skuteéné neobsahuje ¢isla p, ¢, a proto
zlomek Z nezavisi na ¢islech p, q.
b) Vzhledem k piedchozi ¢asti a) je Z = 0 tehdy,
je-li
@+1)@—1) =0,
tj. je-li bud @ + 1 = 0 anebo x — 1 = 0. Z rovnice

x+1=0
dostaneme & = —1. Z rovnice
r—1=0
dostaneme x = 1.
Obracené, kdyzdo vztahu (4) dosadime = —1,

dostaneme
Z=(—1+1).(—1—1)=0.(—2) = 0;
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podobné, kdyz do (4) dosadime 2 = 1, dostaneme
Z=(14+1)(1—1)=2.0=0.

Vysledek. Zlomek Z = 0 jediné pro @ = —1 a pro
x = 1 (pokud ovSem zadné z ¢isel p, ¢ neni rovno né-
kterému z ¢isel —1, 1).

¢) Mame rozhodnout, pro ktera ¢isla x je soucin

Z = (x+ 1) (x—1)
zaporné ¢islo. Soucin dvou ¢isel je zaporny, je-li jeden
¢initel kladny a zbyvajici ¢initel zaporny. Hleddme
tedy x takové, aby jedno z ¢isel x + 1, x— 1 bylo
kladné, ale druhé zaporné.

Cislo # — 1 je kladné pro > 1; pak je « + 1
soutet dvou kladnych ¢isel, Z je pak soucin klad-
nych ¢isel a tedy je kladny.

Cislo x — 1 je zdporné pro x < 1; ¢&islo + 1 je
pak kladné jen tehdy, je-li x > —1. To znamena, ze
x musi byt mezi ¢isly —1, 1, napi. §, 0, — % apod.

Pro x = 1 nebo —1 je jedno z ¢isel x + 1, x — 1
nula, a proto je Z = 0, Prox < —ljex + lix—1
zédporné &islo a Z je soudin dvou zapornych &isel, tj.
kladné ¢islo.

Visledek. Zlomek Z je zaporny pro Cislo  vétsi nez
—1, ale mensi nez 1 (pokud obé ¢isla p, ¢ jsou ruzna

od cisel —1, 1).
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Jiné feSeni. Polozme a =p + ¢, b = pg + 1;
potom plati
loo & ?]2: Padal

7 = — e
2x2 + 2abx + b2 (b2? 3= Zabx +a 2)
S . W i T =
(a? — bz)alr:2 (a* — b%) (@*—b?) (x* — 1)
= o _ b27' o BRI azT o

Pro a2~62;&0je tedy Z2 = a2 — 1 =
= (x + 1) (x — 1). Déle podobné jako v pfedchozim
Feseni. )

Toto velmi stru¢né feseni podal

Petr Hata$, 8.a tt., os$, Varnsdorf.

9. ULOHY II. KOLA KATEGORIE D

1. Resdte rovnici

__pE—3) S NS plx+3) - . 1)
9p? — 12p + 4 9p% + 12p + 4 9p? — 4

0 neznamé x, piicemz p je dané ¢islo.

Rozhodnéte, pro ktera ¢isla p nema dand rovnice
fedeni.

ReSeni. Danou rovnici (1) upravme takto
pe—3) | p+3) —4

ep—2r T T G @2
(2)
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Spoleény nasobek jmenovateli vSech tii zlomku je

n = (3p—2)CBp + 2)% 3)

je rizny od nuly, jestlize neplati ani jedna z rovnosti
3p—2=0, 3p+2=0.

7 prvni rovnosti plyne p = %, ze druhé p = — %.
Jestlize tedy je

potom maji zlomky ve (2) smysl a je n # 0.

Znasobme obé strany rovnice (2) ¢islem n; obdrzi-
me postupné rovnice

p@—3) (3p + 2)* + p(x + 3) Bp—2)* =

=—4(3p + 2) 3p — 2),
pe[(3p + 2)* + (3p — 2)*] =
= —4(3p +2)(3p—2) +

+ 3p[(Bp + 2)* — (3p— 2)*],
px[9p® + 12p + 4 + 9p* — 12p + 4] =
= —4(9p° — 4) +
+ 3p[(9p* + 12p + 4) + (9p* — 12p + 4)],

p(18p% + 8)x = —4(9p? — 4) + 3.24p3,
2p(9p* + 4)r = —36p® + 16 + 72p?,
2p(9p* + 4)r = 36p* + 16,
p(9p* + 4)r = 2(9p* + 4).
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[1] Protoze p? je nezaporné ¢islo, je soutet 9p? 4 4
¢islem kladnym. Jestlize je p # 0, je ¢islo p(9p? + 4)
soudinem dvou ¢isel ruznych od nuly, tj. je to rovnéz
¢islo ruzné od nuly; piislusné pievracené cislo je

1
—— . Znasobme jim obé¢ strany posledni rov-
p(9p® + 4) ! v
nice; po ipravé mame
2
x = 4
. (4)

Zkouska. Dosadme vysledek (4) do levé strany
rovnice (1); dostavame

2—3p 24+3p
(3p—2)* T Bp 2
L . Lol S it B
- GBp—2p GBp +22
1 1
T2 T2 T
 —@Bp2+3p—2 —4
(Bp—2) Bp+2)  9pP—4

coz je prava strana rovnice (1).
[2] Jestlize je p = 0, leva strana rovnice (1) je

0 0
ST T

prava strana je
—4 )
—4
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Je tedy L # P a rovnice (1) nema TeSeni.
’ : L4 v v z 2 h r
Odpovéd. Dand rovnice md Teseni x = » pro kazdé

Y7’
Cl
¢l

slo p, které je razné od cisel —3%, 0, ; pro tato tii
sla nema teseni.

v 7

Toto zevrubné feseni podal
Ludék Kudera, 8. tf. 5. 0sS,
Usti nad Labem.

2. Dané st kruznice k = (S, r =7 cm), k' =
= (§', " = 3 cm), ktoré maju vnutorny dotyk.

Narysujte vSetky kruznice o polomere 3 em, ktoré
sa dotykaju oboch danych kruznic k, k'; zostrojte
dotykové body hladanych kruzniec s danymi kruzni-
cami.

Porovnanim dizky strednej kruznic k, k" a polome-
rov pomoenych kruznic odévodnite poéet rieseni da-
nej tulohy.

RieSenie. (Dizky st uvadzané v centimetroch). Je
zname, ze stredna dvoch kruznic, ktoré maju von-
kajsi dotyk, sa rovna stuétu polomerov kruznic; stred-
na dvoch kruznic, ktoré maju vnttorny dotyk sa
rovna rozdielu r, —r, ich polomerov 7, 7, kde
r, > 1,. Z toho vyplyva veta V: | Stredy vsetkych
kruznic o polomere p = 3, ktoré sa dotykaji danej
kruznice k = (S, r) zvonku, vyplnuji kruznicu
v = (8, r 4+ 3). Stredy vsetkych kruznic o polomere
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3, ktoré maju s danou kruznicou k = (S, ) vnitorny
dotyk (pricom je r > 3), vyplnuji kruznicu u =
= (S, r— 3).°

Zostrojme kruznice v = (S, r + 3), u = (8, r — 3)
sistredné s kruznicou k; dalej zostrojme kruznicu

= (S, ' + 3). (Poznamka: Pretoze je r' = 3,
je " — 3 = 0 a teda neexistuji kruznice s polome-
rom 3, ktoré by mali s kruznicou £’ vnitorny dotyk.)

Ak je X stredom kruznice o polomere 3, ktord sa
dotyka kruznic k, k' zvonku, potom musi bod X
lezat na kazdej z kruznic v, v’, tj. v ich spoloénom
bode.

Ak je Y stredom kruznice o polomere 3, ktord ma
s kruznicou & vnuitorny a s kruznicou &’ vonkajsi do-
tyk, potom bod Y musi lezat v spoloénom bode kruz-
nic u, v'.

(V nasom pripade neexistuje kruznica o polomere
3, ktora by s kruznicami k, ¥’ mala vnitorny dotyk,
vid poznamka.)

Podla toho prevedieme konstrukeiu.

Konstrukcia (obr. 55). Oznaé¢me T dotykovy bod
danych kruznic k, k', takze je
ST =r =1, ST =1r" =3, (1)
SS" = 8T —8'T = 4.

Opisme pomocné kruznlce v= (S, r+ 3 =10),

_(S,T—3—4), ( +3 )
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Kruznice », v" maji spoloény bod X. Podla (1) je
SX =87 +3,8X =8T +3abody S, 8, 7T, X
lezia na tej istej priamke. Kruznica x = (X, o = 3)
mé s kruznicami k, &’ vonkajsi dotyk.

|
!

Obr. 65

Kruznice u, v’ sa pretinaji v dvoch roznych bodoch
Y, Y'. Kruznice y = (Y, 0 =3)ay = (Y, p = 3)
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maju s kruznicou k vnutorny a s kruznicou k' von-
kajsi dotyk. '

Tak st zostrojené vsetky kruznice (obr. 55) poza-
dovanych vlastnosti: z, ¥, y'.

Dékaz spravnosti vyplyva z konstrukeie pomocenych
kruznic.

Dotykovym bodom kruznice x s kruznicami k, &’
je zrejme bod 7.

Dotykovy bod 7', kruznic y, k dostaneme ako spo.
loény bod kruznice k s polpriamkou SY; dotykovy
bod 7', kruznic y, k' dostaneme ako spoloény bod
kruznice k&’ s polpriamkou S'Y.

Obrazy T, T", bodov Ty, T, v simernosti podla osi
88" st dotykovymi bodmi dvojic kruznic y', ka y', k'.

Diskusia. Kruznice v, »" maji stredna SS’ = 4,
polomery r 4 3 = 10, »" + 3 = 6, takze je SS" =
=71 +4+ 3— (v + 3) = 4; preto kruznice v, v' maju
vnutorny dotyk a teda jediny spolo¢ny bod X.

Kruznice u, »" maji stredna SS’ = 4, polomery
r,=1r—3=4,7, =1+ 3 =06 a preto plati

ry— 1y < S8 <1y 4 1y,
takze sa kruznice u, v’ pretinaji v rdéznych bodoch
Y, Y’. Preto existuji dve hladané kruznice y, y’, ktoré
sa dotykaja kruznice k z vnutra a kruznice k’ zvonku.

Zdawver. Mozno zostrojit celkom tri kruznice pozado-
vanych vlastnosti: z, y, y'.
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3. Mame 1500 gramov 7,2percentného roztoku ku-
chynskej soli vo vode. Varenim tohto roztoku sa od-
pari ¢ast vody a zostane nam 1200 gramov nového
roztoku.

a) Kolkopercentny je novy roztok?

b) Kolko gramov kuchynskej soli musime pridat
do nového roztoku, aby sme z neho ziskali 25percent-
ny roztok?

Vysvetlenie: p-percentny roztok kuchynskej soli vo
vode znamend, Ze ak mame napr. 100 gramov roz-
toku, je v lom p gramov kuchynskej soli a 100 — p
gramov vody.

Riedenie. V 1500 gramoch povodného roztoku je

1
200 .7,2 = 108 gramov soli.

100
1200
a) Je 108 : T 9.

Odpoved. Novy roztok je 9percentny.

b) Priddme x gramov soli; ziskany roztok vazi
(1200 + ) gramov a je v lom (108 + z) gramov soli.
Podla textu tlohy pritom plati

1200 4 x
1 P A
(108 + z) 100 25
ize
- 100
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Upravami tejto rovnice postupne dostaneme

100(108 + ) = 25(1200 + ),
4(108 + x) = 1200 + z, \
3¢ = 1200 — 432,
3¢ = 768,
x = 256.

Odpoved. Treba pridat 256 gramov soli. Ziskany roz-
tok vazi 1456 gramov.

Skuska. Je
| 1456 _

364.100  1.100
100~ 1456 4

364 : = 25,

¢o sthlasi s poziadavkou, aby vysledny roztok bol

25percentny.
Pekné riesenie vypracoval

Jiti Prazsky, 8.b dss§, Kadan.

4. Je dana ptimka p a body 4, B, které jsou piim-
kou p navzajem oddéleny. Sestrojte lomenou ¢aru
AXYB, ktera ma tyto vlastnosti:

1. Body X, Y lezi na ptimce p.
2. Ptimky 4X, BY jsou navzajem rovnobézné.
3. Usetka XY ma délku 6 cm.

Poznamka. Body 4, B zvolte libovolné.
ReSeni. Rozbor. Jestlize body X, Y na obr. 56 vy-
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hovuji pozadavkiam ulohy, je XY = 6 cma AX||BY.
Sestrojme rovnobéznik X YBZ;vnémje BZ = XY =
= 6 cm. Pomoci tohoto vysledku provedeme kon-

strukei.

/

[} '
/S B A | S - B
I e ,// II q
i r N B i
| ,-/ {‘Y i I'
Xl CE | & SN | Y
Y -t X! P f / P
" <l b
] // |
:I./‘
#
)

Obr. 56 Obr. 57

Konstrukce. Sestrojme bodem B piimku ¢||p a na
ni sestrojme tse¢ky BZ = BZ' = 6 cm (ptitom jsou
BZ, BZ' opaéné poloptimky).

Dalsi konstrukei provedme s bodem Z (s bodem Z’
se provede obdobné): Ozna¢me X pruseéik piimek p,
AZ; dale bodem B vedme ptimku b|| AZ a oznadéme Y
prusec¢ik raznobézek p, b. Potom lomend &ara
AXYB je jednim feSenim tlohy.

Dikaz (obr.56). Podle konstrukee je X Y BZ rovno-
béznik; o jeho protéjsich strandch plati
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XY = BZ = 6 cm,
XZ||BY neboli AX||BY.

Piitom body X, Y lezi na ptimce p. Tim je dukaz
proveden.

Diskuse (obr. 57). Ke kazdému z boda Z, Z' pti-
slusi jedna lomena ¢&ara, tj. dostaneme pravé dvé
tary AXYB, AX'Y'B. Ty jsou skute¢né ruzné, nebot
napt. usecky AX, AX' jsou ruzné, coz vyplyva z toho,
ze AZ, AZ' jsou strany trojtihelnika AZZ’, a proto
navzajem rizné tsetky. Uloha ma tedy praveé dvé
feSeni. (Poznamka. Pritom muze byt X = Y’
Y = X’ a presto existuji dvé rizné lomené éary.)

Podobné teseni podal
Josef Dvorak, 8.a ti. oss,
Jablonné v Podjestédi.
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