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III. ReSeni Giloh ze soutéze

Poznamka: Odkazy na Skolské ucebnice tykaji se jejich Ces-
kého znéni.

1. ULOHY I. KOLA KATEGORIE A

1. Je dan &verec ABCD o strané délky d. Usecka
délky p se pohybuje tak, Ze jeji krajni body leZi na
obvodu daného {tverce.

Jaky tutvar vyplni stfed pohybujici se usecky? Pro-
vedte diskusi vzhledem k danym dCislum d, p.

ResSeni. Dany &tverec ABCD ma strany velikosti
d > 0. UseCku délky p > 0, ktera mé krajni body na
obvodu daného Ctverce, oznatme XY a jeji stied Z.

Z nazoru je patrné, ze délka p usecky XY musi
byt mendi nez délka uhlopticky AC = d]/2 &tverce
ABCD; tuto domnénku dokazeme.

Diikaz. To je ziejmé, jestlize body X, Y leZi na
téze strané daného Ctverce, napf. na strané AB; pak je
XY =d<d|2.

Dale rozliSme dvé moznosti [a], [b].

[a] Body X, Y lezi pofadé na dvou soused- .
nich straniach c¢tverce, napf. na stranich 4B,
BC (viz obr. 1), ale s vylou¢enim pfipadu, Ze néktery
zbodl X, Y splyva s bodem B. [b] Body X, Y lezi
pofadé na protéjSich strandch daného
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¢tverce, napf. na stranach AB, CD, ale s vylouenim
pripadu, Ze je XY _l_ AB (pak je XY = AD = d <
< d|/2).

Pripad [a] (obr. 1). Oznatme BX = x, BY =y,
kde je

0<x=d, 0<y=d; (1)

pomoci Pythagorovy véty uzité na trojuhelnik XYB
dostaneme
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Obr. 1 Obr. 2
Vzhledem k (1°) plati
Xyt < d o+ d (3)
ze (2") a (3') tedy plyne
P =242,
tj.
p =dJ2,

coZ jsme méli dokazat.
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Pripad [b]. Oznatme BX = x, CY = yjako v obr. 2,
pfiCemZz muzeme bez Ujmy obecnosti piedpokladat,
Ze 0 <x=d, 0=y <d, y <x [jinak bychom vy-
ménili vhodné oznaceni a tim i x, y]. Oznatme E patu
kolmice vedené bodem Y k ptimce ABj; je-li E = B,
je y = 0, jinak je y > 0, ale vZdy plati XE = x — y.
Pomoci Pythagorovy véty, uZzité na trojihelnik XYE,
dostaneme

XE? + EY? = XY?
neboli

(x —y)* +d*=p*. (4)

ProtoZze je 0 <x =d, 0=y <d,y <x,je 0 <x —
— y = d; na zéklad€ toho plati neboli

(x =y +d* S d + .
Odtud a ze (4') dostaneme p* = 2d>
p=d|2,
coZ jsme pravé méli dokazat.
Tim je dukaz proveden.
Dana uloha nema tedy smysl pro
P >dj2.

V dal$im o disle p pfedpokladame, Ze spliiuje ne-
rovnost

p=dJ2. (1)
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Rozbor dlohy rozllenime na &tyfi ptipady:
[1]p < d;[21p = d;[3]1d <p < d|2;[4]p = d|/2.(2)

Pfipad [1]. Necht je p < d (obr. 3). V§imnéme si
toho, Ze vzdalenost dvou bodi, které lezi na protéj$ich
stranidch c¢tverce ABCD, je rovna alesponi Cislu d.
V nafem piipadé¢ musi proto body X, Y bud lezet
na téZe strané Ctverce — napf. na AB — nebo
stfidavé na dvou sousednich strandch. Nyni
rozliSme moZnosti: a) Body X, Y leZ na sou-
sednich stranach ¢tverce ABCD; b) body X, Y
lezi na téZe strané daného (tverce.

D c
B’F\_ _____ Y

NN /

: AN /

I N\ .-4B,

Y

iy .

W™
A X8, B

Obr. 3 Obr. 4

a) Necht bod X lezi uvnitf strany AB, bod Y na
strané BC (viz obr. 3) — a to uvnitf této strany
(z pravouhlého trojuhelnika XYB, kde <B = 90°
plyne BY < XY, tj. BY <d, tj. Y~ C). Potom
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v trojuhelniku XYB plati pro stied Z strany XY
vztahy ZB = ZX = ZY = }p; lezi tedy bod Z na
¢tvrtkruznici k = (B, }p), kterd ma krajni body B,, B,
na ramenech BA, BC pravého thlu <cABC a lezi
celd v tomto thlu (krajni body B,, B, nepocitime).
Obrécené, bud Z libovolny bod, ktery lezi uvnitf
Ctvrtkruznice k a tedy uvnitf ahlu <CABC. Sestrojme
v tomto uhlu obdélnik BXB'Y (kde X lezi na polo-
pfimce BA a Y na polopfimce BC), jehoz sttedem je
bod Z; provedeme to tak, Ze ur¢ime obraz B’ bodu B
v soumérnosti o sttedu Z a bodem B’ pak vedeme
rovnobézky s primkami BA, BC. O tuhlopticce BB’
plati: BB’ = 2.1p = p; avSak rozméry obdélnika
jsou vZdy mensi nez velikost jeho thlopricky. Je tedy
BX < p, BY < p, takze body X, Y lezi pofadé uvnitf
useCek AB, BC; pfitom je XY = BB’ =pa X7 =
= ZY = }p [thlopticky obdélnika BXB'Y jsou
shodné]. Tim je obriceni provedeno.

Opakujeme-li tuto uvahu pro ostatni vrcholy
¢tverce ABCD, dospéjeme (viz obr. 4) celkem ke
Ctyfem CtvrtkruZnicim ky, ko, k3, k, (bez krajnich
bodu).

b) Protoze je p << d, lezi v obr. 4 bod B, blize
k bodu B neZz k A a bod A, blize k bodu 4 nez k B.
Nyni snadno usoudime, Ze useCka A,B; (vietné
krajnich bodt) je mnozinou stiedd useCek XY = p,
jejichZ oba krajni body X, Y lezi na tseCce AB.
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Zavér ptipadu [1]. MnoZinou stfedi viech use-
ek XY je Cara vyznalena tu¢né na obr. 4.

Ptfipad [2] (obr. 5). Necht je p = d. Situace se tu
od ptipadu [1] lisi takto:

D D,=C,

C
Dy=A, 2 \ 8,2,
A 4,28, B8
Obr. 5§

a) Existuje jedind tseCka XY = p = d, ktera lezi
ve strané 4B, totiZ ta, kterad s tiseCkou AB splyva. Je
tedy A, = B,, B, = C,, C, = D,, D, = A4,. Dosta-
vame Ctyfi CtvrtkruZnice ky, ks, Ry, Ry, vCetné jejich
krajnich bodu 4,, B,, C,, D,.

b) Existuji tsecky XY = p, kde X, Y lezi na
protéjSich stranach Ctverce, napf. na stranich AB,
DC (mezi tyto useCky patfi i strany daného Ctverce).
Stfedy téchto tusefek vyplni stfedni pticky A,C;,
B,D, (viz obr. 5).

Zavér pripadu [2]. MnoZina stfedi vSech useCek
XY je znazornéna tu¢né na obr. 5.
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Ptipad [3] (obr. 6). Nechtje d < p < d|/2. Pak
krajni body usecky XY = p nemohou lezZet v téze
strané Ctverce ABCD. Jsou tedy dvé moZnosti:
a) Body X, Y lezi pofadé na sousednich stranach
daného Ctverce nebo b) lezi v protéj$ich strandch
Ctverce.

Obr. 6

a) Sestrojme dva pomocné pravouhlé trojuhelniky
AY'B, CX"B o pieponach AY = CX" = p jako
v obr. 6; ukdZzeme ihned, Ze tyto trojuhelniky existuji,
¢imZz dostdvime uselky X'Y' = X"Y" = p, kde je
X' = A, Y"= C. Podle Pythagorovy véty o troj-
thelniku AY'Bvobr. 6 plati BY'2 = AY'? — AB? =
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= p* — d?% takZe je BY'?> <p? a BY' < BC; leii
tedy bod Y’ uvnitf useCky BC. Stejné bod X" lezi
uvniti tseCky AB, coZ ostatné plyne ze soumérnosti
podle pfimky BD, takze
BX" = BY' = |/p* — &. 3)

Nyni- pfedpokladejme, Ze bod X useCky XY = p

lezi uvnitt asecky AX", tj. plati
BX" <BX <BA.

Ze vztahu BX"” << BX a (3) dostaneme

P — d* < BX?; 4)
vztah BX < BA lze psat ve tvaru
d* > BX?. (5)

Snadno nyni dokaZeme, Ze pfisluSny bod Y tusecky
XY, ktery lezi na usecce BC, padne dovniti tsecky
Y'C, tj. plati

BY' < BY < BC. : (6)

Dukaz. V trojahelniku XYB, kde <(B = 90°,
je XY = p a plati (4), (5); podle Pythagorovy véty je

BX? = p? — BY?. )
Odtud a z (5) plyne
d® > p* — BY?
neboli postupné [viz (3)]
BY? > p? — 42,
BY > BY'. (8)
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Ze vztahu (7), (4) postupné plyne

P2_d2 <p2_BY2,
BY?* < d*,
BY <BC. )

Platnost vztaht (6) vyplyva ze vztahu (8), (9).

Uselky AY’, CX" maji potadé stiedy Z’, Z” a déle
maji spoleény bod M, ktery leZi na tseéce BD, nebot
useCky jsou soumérné sdruzené podle pfimky BD.

Probiha-li bod X useCku AX", probiha ptisluSny
bod Y na usetce BC usecku Y'C (a obracené). Jako
v piipadé [1] usoudime, Ze stiedy téchto usecek vy-
plni oblouk Z’'Z" kruZznice k, = (B, ¥p); tento oblouk
Z'Z" lezi v uhlu <tAMC. Pfitom z vlastnosti stfedu
kruznice opsané pravouhlému trojihelniku AY'B
plati o bodu Z’ ztejmé Z'A = ZY' = Z'B a bod Z’
lezi tudiz na stfedni pficce ¢ ¢tverce ABCD kolmé
ke strané AB (viz obr. 6, z néhoZ je téZz patrno, Ze
bod Z" lezi na usetce BY,, kde Y, lezi na strané CD
a plati CY, = BY").

b) Necht body X, Y useCky XY velikosti p lezi
na protéjSich strandch AB, CD ¢tverce ABCD.
Ptikladem takovych uselek v obrizku 6 jsou usecky
BY, (Y, lezi uvniti CD aje CY, = BY' =|/p2 — 42)
a DY, (Y, lez uvnitt AB aje AY, = BY’). Uselky,
které vzniknou z tseCky BY, posunutim ve smyslu
BA — ato nejvyse o délku BY, — patti mezi hledané
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useCky; vSechny lezi v rovnobéZniku BY,DY,. Jejich
stiedy vyplni na stiedni pficce p || AB daného Ctverce
useCku Z"Z'"Y = AX’. Druha soustava takovych
rovnobéznych tseéek XY vznikne posunutim usecky
CX" ve smyslu BA nejvySe o BY, (neboli X"A);
jejich stiedy rovnéz vyplni usetku Z’Z'V. Jinych
usecek kromé zminénych dvou soustav, které by mély
krajni body na stranich AB, CD, zfejmé¢ neni.

Zavér ptipadu [3]. Ze soumérnosti Ctverce podle
uhlopficek a stfednich pticek plyne: Mnozina stfedu
viech tusecek se sklada ze Ctyf oblouku a ze dvou
usecek leZicich na stfednich pfi¢kach daného Ctverce
(viz tucné Cary na obr. 6).

Ptipad [4]. Necht je p = d]/2 (obr. 1). Z tvodni
uvahy vyplyva, Ze jediné dvé tsecky XY velikosti p
jsou tsecky AC, BD. Hledand mnoZina stiedu téchto
uselek se sklada z jediného bodu; je jim stfed S Ctverce
ABCD. :

Tim je feSeni ulohy provedeno.

2. Urlte vSetky redlne disla x, pre ktoré plati
vztah 1 1

x+1+V§+x+l—V—2—§2' (1)

RieSenie. Nech realne islo x spliiuje nerovnost (1),

Cize nerovnost
1 1
x4 14 )2 * xr1-)2

2<0. 2)
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Ozname V vyraz na lavej strane nerovnosti (2);
0 nom postupne plati
V =
x4 1—J24x+14+)2—2x+14+)2)(x+1-)2)
o +1+)2)(x+1-172) o
a2 -2+ 12— (2)1 _
G141 -2)
C2x+1 -4 2x+1—-2)]
1+ V2)+1-V2)
o 2(x* +x — 2)
c+1+V2)x+1-V2) °
Po rozlozeni kvadratického trojclena v Citateli do-
staneme

o 2(x+2)(x—1)
Vet vy &

O disle x plati (2); vzhladom na vysledok (3) plati teda
E+2)x—1) >0 3
x+1+)2)(x+1-)2)— (3
Musi teda o Cisle x platit:
[1] bud saclasne

x+2)x—1) =0, (3a)
(x+1+)2)x+1-7)2)>0 (3b)
[poslednd nerovnost je nevyhnutelne ostrd, inak by

v menovateli zlomku v (3") bola nula],
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[2] bud sucasne
x+2)(x—1)=0, (4a)
E+1+12)=+1-12) <0 @b
[kde opét v poslednej nerovnosti nemoZzno pripustit
znamienko rovnosti].
Kazda z oboch moZnosti preskimame zvlast.
Pripad [1]. Zo vztahu (3a) vyplyva, Ze o Cisle x
musi platit prave jeden zo vzfahov:
a)x=1, (5a)
b)x=—2. (5b)
Zo vztahu (3b) vyplyva, Ze o Cisle x musi platit
prave jeden zo vztahov
a) x> |2 —1>04, (6a)
b)x<—(J2+1) <—24. (6b)
Poziadavky (5a), (6b) alebo poziadavky (5b), (6a)

nemozno splnit su¢asne. Kombinovanim (5a), (6a) do-
staneme, Ze o Cisle x nevyhnutne plati

x=1. (7)

Kombinovanim (5b), (6b) dostaneme, Ze o Cisle x
nevyhnutne plati

x<—U2+1). (7

I. Pre x = 1 st skutoCne oba Cinitele v menovateli

zlomku (3) kladné &isla (plati x +1— ]2 =2 —

— )2 > 0,5, lebo |2 < 1,5); rovnako vietky tri &-
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nitele v Citateli zlomku (3) st nezéporné Cisla. Je
teda V' = 0 a Cislo x = 1 je rieSenim nerovnosti (1),
lebo vztah V' = 0 je ekvivalentny s nerovnostou (1).

IL Pre x < — (]2 + 1) st oba zlomky na Iavej
strane nerovnosti (1) zdporné Cisla a teda aj ich sucet
je zaporné Cislo a teda menSie nez 2.

Pripad [2]. Zo vztahu (4a) vyplyva, Ze o Cisle x
nevyhnutne plati jedine vztah

—2=x=1. (8)
Zo vztahu (4b) vyplyva, Ze o Cisle x musi jedine platit
—(2z+1D) <x<)2—1. 9)

Av3ak plati — (J2 + 1) < —2, /2 —1 <1; o &isle
x, pre ktoré zaroven platia vztahy (8), (9), plati teda
nevyhnutne
—2=x<|2—1. (10)
Pre ¢islo x z intervalu (10) je

x+1+)2>0 x—(2—-1)<0

a teda menovatel zlomku (3) je zdporny. Dalej je pre
toto x
x+2=0, x—1<0

a teda Citatel zlomku (3) je zdporny alebo nula. Je
teda zlomok vo vyraze (3) nezdporny a preto o vyraze
V plati V = 0. Cislo x z intervalu (10) je teda rie$enim

nerovnosti (1).
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Zdver. V3etky rieSenia nerovnosti (1) stt dané ¢islami
x, ktoré lezia v jednom z intervalov (7), (7°), (10)
(pozri grafické zndzornenie na obr. 7), tj. v inter-
valoch

x<—(J2+1), —2=x<]2—-1, x=1.

-(2+1) -2 -1 21 1 2 3 ?
; s . .

Obr. 7

3. Sestrojte trojuhelnik ABC, jestlize je déno z,,
U, v.. Provedte diskusi feSitelnosti vzhledem k danym
Cislim. (Dana Cisla udévaji pofadé velikosti téZnice, osy
uhlu a vy$ky pti vrcholu C trojuhelnika ABC.)

Reseni (obr. 8, 9). Misto
rozboru dokaZzeme tuto po-
mocnou vétu V: ,,Jestlize
v trojuhelniku ABC plati
CA = CB neboli a = b,
potom plati

Lo = Uy = Vg3 ey
jestlize vSak je CA # CB
neboli a # b, potom plati 7

te >u, >v,. (2)

P

Dukaz. Platnost vztahu Obr. 8

43



(1) plyne ze soumérnosti rovnoramenného trojihel-
nika ABC podle osy p jeho zakladny AB (obr. 8).

Necht je nyni a # b (obr. 9). Pro urcitost pied-
poklddejme, Ze plati a << b neboli a < f (proti mensi
strané trojuhelnika lezi men$i thel). Je-li a > b,
stali uvazovat obraz daného trojuhelnika v soumér-
nosti o ose p, kde p je osa usecky AB.

Sestrojme uhel o = <XABB' = a. Ze vztahu
a < f plyne, Ze polopfimka BB’ prochazi vnittkem
uhlu g; dale ze vztahu a < § plyne, Ze a je ostry
uhel. Je tedy a + o’ << 180° a polopfimky AC, BB’
maji podle Euklidova axiému uvnitf poloroviny ABC
spole¢ny bod P; trojuhelnik ABP je tedy rovnora-
menny a osa p jeho zdkladny AB prochézi bodem P
a stfedem E zakladny AB. ProtoZe polopfimka BB’
lezi v uhlu f, pfiCemz bod P je na této polopfimce,
lezi tedy bod P uvnitf tsecky AC a bod C tudiz
padne dovniti poloroviny pB.

Piimka p je osou usecky AB a proto na ni lez
stted S kruZznice & trojuhelniku ABC opsané. Spole¢ny
bod pfimky p a kruZnice %, ktery lezi v poloroviné
opalné k poloroviné ABC, oznaéme G. Ze soumér-
nosti useCky AB a kruznice & podle osy p plyne

XASG = <BSG.
K témto shodnym stfedovym thlim kruZnice k pfi-
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slueji poradé i shodné obvodové uhly, takZe plati
XACG = <BCG = }vy.

Polopfimka CG je tudiZ osou uhlu y a protne proto
pfimku AB v bod¢ F, ktery lezi uvnitf usecky AB;
protoze bod F lezi uvnitf kruZnice &, je bod F uvnitf
usecky CG, ktera az na bod G lezi uvnitf poloroviny
pB a proto je F vnitfnim bodem usecky EB.

Vyska CD trojihelniku ABC ma na strané AB
patu D, ktera s bodem C lezi uvnitf poloroviny pB;
pfimky p, CD jsou tedy riizné rovnobé&zky. Usecka
CG az na bod C lezi uvniti poloroviny CDE a proto
zde lezi i bod F. Bod F lezi tedy uvnitf tsecky ED.
Probiha-li bod polopfimku DE z jejiho pocatku D,
vzristd i vzdalenost od bodu C [porovnej napf.
s textem k obr. 82 v uebnici Geometrie pro 8. roc.,
vydani z r. 1958, str. 44], tj. ze vztahu DE > DF
a CD | AB plynou vztahy

CE > CF > CD
neboli

L > U, >0,

coz je vztah (2), ktery pravé jsme méli dokazat.
Jestlize tedy neplati ani vztah (1) ani (2), nema
uloha feSeni.

Konstrukce. Uvazujme dvé moZnosti: [1] plati
(1); [2] plati (2).
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Pripad [1]. Necht plati 7, = u, = v, (viz obr. 8).
Sestrojme useCku DC = v, a v bodé D sestrojme k ni
kolmici ¢; na pfimce g sestrojme useCky EA = EB,
pfiemz bod Az D volime libovolné. Potom troj-
uhelnik ABC vyhovuje pozadavkim tlohy.

Vysledek. Uloha ma nekoneény polet fedeni.

Pripad [2]. Necht plati ¢, > u, > v, (viz obr. 9).
Zvolme useCku DC = v, a sestrojme bodem D pfimku
g | DC. Pozadujme, aby stied E strany AB hleda-
ného trojuhelnika ABC padl dovniti jedné z polo-
rovin vytatych pfimkou DC (tuto polorovinu oznaéme
0); to znamend vzhledem k provedenému dtikazu
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véty V, Ze 1 bod F padne dovnitf poloroviny p. Se-
strojme tedy podle véty Ssu v poloroviné p trojihelnik
CFD, kde CF = u,, <D = 90°; bod F lezi tedy na
pfimce ¢. Dale sestrojme v poloroviné ¢ trojihelnik
CED, kde CE =t,, <D = 90°; bod E tedy padne
na polopfimku DF. Bodem E vedme pfimku p | ED
a oznatme G spoleCny bod ptimek CF, p. Dile se-
strojme osu o useCky CG a ozna¢me S spolecny bod
pfimek p, 0. OpiSme kruznici k£ = (S, SC) a oznaCme
A, B jeji pruseciky s pfimkou ¢. Potom trojuhelnik
ABC je feSenim dané ulohy; pfitom nebudeme pfi-
hlizet k mozné vyméné oznacleni bodu A4, B.

Ditkaz. Body E, S lezi na pfimce p; proto je E
sttedem tétivy AB kruZnice k; podle konstrukce je
CE = t,, takze velikost téZnice CE v trojuhelniku
ABC je t,. Ze soumérnosti kruznice k i tseCky AB
podle piimky p plyne, Ze je <CASE = <(BSE; proto
o obvodovych uhlech pfislusnych k témto stftedovym
uhlim v kruznici & plati <TACF = < BCF. Je
tedy CF osa thlu a podle konstrukce je CF = u,.
Konec¢né je CD | AB, CD = v,. Tim je dikaz pro-
veden.

Diskuse. Vzhledem k platnosti vztahu (2) existuji
oba trojuhelniky CFD, CED [podle véty Ssu] a po-
fadek bodti je D, F, E. Uhel <CCFD je thel pravo-
uhlého trojuhelnika CFDj; je tedy ostry a protoi uhel
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k nému vrcholovy je ostry. Proto podle Euklidova
axiomu maé polopfimka CF s pfimkou p spoleny bod
G uvnitf poloroviny opacné k poloroviné DFC. Pfimka
DF odd¢luje tedy body C, G a bod F lezi uvnitf
tétivy CG kruZnice k a tedy i uvnitf k. Je tedy i pfimka
DFE secnou (obsahuje bod F) kruZznice &, tj. pfimka
g = DFE je seCnou kruznice k£ a body A, B proto
existuji.

Pti zvoleném umisténi tsecky DC = v, a bodu E
uvnitf poloroviny g existuje tedy pfi platnosti vztahu
(2) jediny trojuhelnik ABC (nehledime na moZnou
zaménu oznacleni bodu A4, B).

Zadvér. Jestlize plati t, = u, = v,, potom pfi zvo-
leném umisténi lze sestrojit nekone¢né mnoho troj-
uhelniki; jestlize plati 7, > u, > v,, 1ze pti zvoleném
umisténi sestrojit pravé jeden trojuhelnik.

4. Reste soustavu rovnic
1
cosx + ——— =918y, (1

sinx -+

1 1
sinx 2 cotgy » (2
kde x, y jsou neznamé.

ReSeni. Necht dvojice ¢isel x, y spliiuje rovnice
soustavy. Znasobme navzdjem jednak levé a jednak
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pravé strany rovnic (1), (2). Dostaneme

. 1 Cosx sinx 9
S —_— = =
cosx sinx + COsX sinx + sinx + cosx 2

Obé strany nové rovnice znadsobme cCislem cosx sinx;
po upravé dostaneme

. 9 . .
(cosx sinx)* — - Cosx sinx + cos?x +sin%2x +1=10

neboli

. 9 .
(cosx sinx)? — - cosxsinxy +2=0.

Podle zndmého vzorce je cosx sinx = § sin2x; po
dosazeni do predchozi rovnice dostaneme

4 Sin?2x — 2 sin2x 4+ 2 =0
neboli
sin?2x — 9sin2x -8 =10
neboli
(sin2x — 1) (sin2x — 8) = 0.
O Cisle x musi tedy platit bud sin 2x — 8 = 0 anebo
sin2x — 1 = 0.
Ze vztahu
sin2x = 1
plyne
2x = 90° + 2k . 180°,
kde % je libovolné celé Cislo, tj.

x=45° + k.180°. 3)
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Vzhledem k tomu, Ze pro kazdé redlné &islo a je
|sin a| < 1, nelze vztah

sin 2x = 8,
splnit Zddnym redlnym Cislem x.
O disle x podle (3) musi tedy platit
bud
x = 45° + 2n . 180° (3a)
anebo
x = 225° + 2n.180°, (3b)
kde 7 je libovolné celé Cislo.

Dale uvazujme kazdou z téchto moznosti od-
délené.

Ptipad [1]. Necht plati (3a); potom-je
1 = : 1y~
cosx = /2, sinx = 71/2 (4)
a po dosazeni do rovnice (1) dostaneme
2

1 -
V2 + 7= 2wy

Odtud postupné dostdvame

124212 _ gy,
3)/2
T T 9tgy,
V%:tgy. 5)
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Polozme |/2 == 1,414, pak ie

tgy = 6 . 1,414
neboli
tgy = 0,236
a z tabulek pro y dostaneme pfibliznou hodnotu
y==13°10' + %. 180°, (4a)

kde % je libovolné celé Cislo.

Dvojice Cisel x, y danych vztahy (3a), (4a) je fe-
Senim soustavy. To je podle vypoltu Cisla y ziejmé
o rovnici (1). Dosadme tuto dvojici (x, y) ze vztahu
(3a), (5) do (2). Vzhledem ke (4) na levé stran&-rov-
nice (2) dostaneme

1 4/— 2
7V2+ﬁ

neboli

b

3)2 .
2
na pravé strané vzhledem k tomu, Ze pro y plati vztah
(5), obdrzime postupné
1 6 3 1/2
22" Vz

Tim je zkouska provedena.
Ptipad [2]. Necht plati (3b); potom je

COSX = — % V2,  sinx = — %VE (6)
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a po dosazeni do (1) dostaneme

1= 2
- ?Vz - V_é = 9tgy,

tj.
2
gy — — L2, (7)
neboli
tgy =— — 0,236.
Stejné jako prve obdrzime
= 166°50" + k. 180°, (7a)

kde % je libovolné celé &islo.

Dvojice cisel (x, y) ze vztahu (3b), (7a) jisté vy-
hovuje rovnici (1). Porovninim vztaha (3a), (3b)
a dale vztahu (5), (7a) je patrné, Ze dvojice Cisel (x, y)
ze (3b), (7a) obsahuje pravé opalni Cisla k dvojici
Cisel ze vztahu (3a), (5); je v8ak sin (— x) = — sinx,
cotg(— y) = — cotgy. Dosadime-li tedy dvojici (x,
) ze vztahi (3b), (7a) do (2), znamena to dosazeni
dvojice (x, y) ze vztaha (3a), (5) do (2) a znasobeni
obou stran rovnice (2) ¢islem — 1. Avsak Cisla (x, y)
ze (3a), (5) splnuji (2) a proto ji spliuji i Cisla (x, y)
ze vztaha (3b), (7a).

Zdvér. Tim je feSeni ulohy provedeno. VSechna
feSeni soustavy (1), (2) jsou dvojice Cisel (x, y) danych
bud vztahy (3a), (5) anebo vztahy (3b), (7a).
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5. Urlte vietky dvojice (x, y) celych disel x, v,
o ktorych plati

Jx+Jy=150. (1)

Riesenie. Nech x, y su celé Cisla, ktoré vyhovuja

rovnici (1). Potom &isla x, y musia byt celé nezaporné

(predpokladdme, Ze druhd odmocnina je definovana
len z nezépornych ¢&isel). Potom z (1) vyplyva

Vy =150 — Vx.
Umocnenim oboch strdn na druhu dostaneme rovnicu

y =50 + x — 2]/50x, (1)

21/%5 =50+x—y.
Cislo na pravej strane tejto rovnice je celé, preto aj
lava strana tejto rovnice je celé Cislo a, t. j. plati
ZVW =a.
Cislo na Iavej strane je nezédporné, teda je tiez a = 0.

Ak umocnime obe strany tejto rovnice na druhg,
dostaneme

2.10%2.x = a2,
Cize
2
2% = (%) . ()
Cislo a musi byt nasobkom &fsla 10, t. j.
a=10b,
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kde b je celé nezédporné Cislo. Po dosadeni do (2) do-
staneme
25 == h%; (3)

Cislo b nemdze byt neparne*), lebo jeho druhd moc-
nina je parne &islo. Cislo b musi byt teda péarne*),
t. j. musi platit

b=2c,
kde ¢ je celé nezdporné &islo. Po dosadeni do (3) do-
staneme, Ze o Cisle x musi platit

2x = 4c?,

x = 2c2. (4)

Este si viimnime, %e pre x > 50 je |/x > |/50; preto
o celom nezdpornom ¢isle x nevyhnutne plati

0=x=50,
Cize

0=<22%=<50
a teda

0225,
Cize

0=c=5.

Zostavme pre celé nezdporné Cislo ¢ tabulku. Ta-
bulku hned doplime celym nezipornym dcislom y,

*) Pdrne znamenda Cesky sudé, nepdrne liché.
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ktoré dostaneme po dosadeni Cisla x do pravej strany
rovnice (1'):

Ak teda existuje dvojica (x, y) celych nezapornych
Cisel x, y, ktoré vyhovuju rovnici (1), je to niektora zo
Siestich dvojic tejto tabulky. Lahko sa presved¢ime
dosadenim do (1), Ze kazda z tychto Siestich dvojic
vyhovuje rovnici (1). Danej ulohe vyhovuje teda Sest
dvojic celych nezapornych d&isel (x, y), uvedenych
v tabulke a Ziadna ind dvojica celych nezipornych
Cisel. Tym je tloha rozrieSend.

6. Je dan trojuhelnik ABC o uhlech a, 5, y a polo-
méru r kruZnice opsané. Necht M, N, P jsou potadé
stiedy stran BC, CA, AB.

Dokazte: Je-li trojuhelnik ABC ostrothly, potom
existuje Ctyistén MNPQ, jehoZ sit tvofi trojuhelniky
MNP, NPA, PMB, MNC; jeho objem je

V = } sina sinf siny |/cosa cosp cosy .
Neni-li trojahelnik ABC ostrouhly, pak takovy Ctyf-
stén neexistuje.

Reseni I. V trojuhelniku ABC o stranich a, b, ¢
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jsou useCky NP, PM, MN stfednimi pfickami, takZe
jsou pofad¢ rovnobézné se stranami BC, CA, AB
(obr. 12). Ozname pofadé o;, 0,, 05 kolmice vedené
vrcholy A, B, C k protéj$im strandm trojihelnika
ABC; jejich paty na protéjich stranach oznaéme
poradé V,, V,, Vi Dile budte O,, O,, O, pruseciky
dvojic ptimek (0,, NP), (05, PM), (03, MN). Konelné
polozme
AV, = vy, BV, = v,, CVy =v,4.

Plati, ze <{NPM = <{BCA = y atd. '

VSimnéme si tohoto faktu (srovnej s obr. 12):
Bud MNPQ libovolny Ctyfstén. Otocme pofadé troj-
thelniky NPQ, PMQ, MNQ i s jejich rovinami kolem
ptimek NP, PM, MN do roviny MNP, a to pofadé
do polorovin opacnych k polorovinim NPM, PMN,
MNP; ptejdou do poloh NPA, PMB, MNC.
Bod Q se pfi téchto rotacnich pohybech otali pofadé
v rovinich w, | NP, w, | PM, w; | MNj; jejich
pruseCnice s rovinou MNP jsou potfadé o,, 0, 03
a stfedy pfislusnych kruznic %,, k,, k; otiCeni (ty lezi
potfadé v rovinach w,, w,, w,) jsou body O, O,, Oj;
poloméry téchto kruZnic otaceni kolem os NP, PM,
MN jsou potadé

0,0 = 0,4, 0,0 = 0,B, 0;0 = 03C.
Pfimka ¢ = QO | MNP, kde O je pata této kolmice,

lezi v rovinich w,, w,, w, a tudiZ bod O je priusetikem

56



vydek v trojihelniku ABC. Tohoto vysledku uZijeme
k dukazu, Ze naSe uloha nemi feSeni, jestlize troj-
thelnik ABC neni ostrouhly.

<
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Obr. 10

Pfipad [1] (obr. 10). Necht je y = 90°. Tu je
O = C a N = O, a kruZnice k, ma prumér AC, tj.
md s ptimkou ¢ | MNP (jdouci bodem O) spolecny
jen bod C a ten lezi v roviné MNP, takZze neexistuje
hledany Ctyfstén MNPQ.

Ptipad [2] (obr. 11). Necht je ¥ > 90°, takZe pru-
seik O vySek trojuhelnika ABC padne vné trojuhel-
nika. KruZnice k; otieni md primér CV, a nema
ziejmé spoleény bod s pfimkou ¢ | MNP vedenou
bodem O.
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Ptipad [3] (obr. 12). Necht ABC je ostrouhly
trojuhelnik, takze prisecik O jeho vySek padne dovnitt
tohoto trojuhelnika, tedy napf. dovniti tsecky AV,.

Je tedy polomér O;4 = O;Q kruznice otaleni k,
bodu A vétsi nez vzdalenost O,0 a pfimka ¢ | MNP
vedend bodem O mé s kruZnici &, spole¢ny bod Q,
ktery nelezi v roviné MNP. Pujde o to dokézat, Ze
kazda z kruznic k,, ky, k; timto bodem Q prochézi;
to dokdZzeme tak, Ze ur¢ime velikost v usecky OQ,
kterou jsme sestrojili pomoci kruZnice k.

V obr. 12 je pismeny v kulaté zavorce zndzornéna
situace v roviné w,, totiz kruZznice (k,), pfimka (g),
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bod (Q), ptitemz trojuhelnik AV,(Q) méa podle Thale-
tovy véty pii vrcholu (Q) pravy uhel; o velikosti v
jeho vysky O(Q) podle Euklidovy véty o vysce plati

22 =04.0V,. (1)

Obr. 12

Plati (z trojuhelnika AOV,, kde <V, = 90°, O =

=)
04 =42V |
siny
(z trojuhelnika ABV,, kde <V, =90°, AB =c,
A = a)

AV, = c.cosa
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a tedy
cosa
OA = C- _Sl;l; . (2)
Dile plati (z trojahelnika OCV,, kde <V, = 90°,
<0 = §)
OV1 . CVl . COtgﬂ 3
(z trojuhelnika ACV,, kde <V, = 90°, <C = y,
AC = b)
CVy=b.cosy
a tedy
OV, =b.cotgf .cosy. 3)
Po dosazeni z (2), (3) do (1) dostavame

% = bc . cosa . cotgf . cosy - silny . (4)

Oznalme r polomér kruZnice opsané trojuhelniku
ABC. Podle véty sinové uzité na trojuhelnik ABC
plati

a b c

= = 2r

sina sinf ~ siny

neboli
b= 2rsinf, ¢ = 2rsiny; (5)
po dosazeni za b, ¢ do (4) dostaneme

v% = 4r% . cosa . cosf . cosy
neboli

v = 2erosa . COSf3.cosy. (6)
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Cislo v se nezméni, jestlize misto kruZnice k, uZi-
jeme nékteré z kruznic k,, ky, nebot vztah (6) zustava
tyz, provedeme-li zdménu thla a, f, y. Z toho plyne,
Ze sestrojenym bodem Q prochazeji viechny tfi kruz-
nice ky, ky, ks, coz pravé jsme méli dokazat.

II. Obsah p trojuhelnika ABC je napf.

1bc sina
a po dosazeni za b, ¢ z (5)
2r? . sina . sinf . siny;
obsah p trojuhelnika MNP je roven } obsahu troj-
thelnika ABC, tj.

p == ir’sina.sinf . siny . @)
Objem V Ctyfsténu MNPQ je
V=1%ip.v

¢ili po dosazeni

V = }-4r2sina.sinf.siny . 2r)/cosa . cos . cosy
neboli

V = 413 sina sinp siny}/cosa cosf cosy .
Tim je feSeni celé tlohy provedeno.

2. ULOHY II. KOLA KATEGORIE A

1. Zostrojte trojuholnik ABC, ak je dané t,, v, y
(. je dlzka taznice prisluinej k vrcholu Cj; v, je vyska
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prislund k tomu istému vrcholu; y = <t BCA).
Urobte diskusiu rieSitelnosti.

RieSenie (obr. 13, 14). Rozbor. Predpokladajme,
Ze sme zostrojili trojuholnik ABC pozadovanych vlast-
nosti. Ozna¢me M stred strany AB, dalej P pitu
kolmice vedenej bodom C k priamke AB. Je teda

CM=t,, CP=v,, <<BCA =y <180°.

St dve moznosti: [1] M= P a teda t, = v,
(obr. 13); v tomto pripade je ABC rovnoramenny
trojuholnik, ktory pri umiesteni usecky MC a bodu 4
v jednej z polrovin vytatych priamkou MC moZno
zostrojit s jedinym vysledkom. Tym povaZzujeme
tento pripad za vyrieSeny.

[2] M =£ P. Trojuholnik CMP m4a uhol <P = 90°
(obr. 14), preto je CM > CP, {iZze nevyhnutne plati

t, > 0,. (1)

(V pripade 7, < v, zrejme nemad uloha riesenie.) Zo-
strojme rovnobeznik ACBC’, ktorého stredom je
bod M. O fiom plati CC" = 2t,, <CCAC’ = 180° — y;
jeden z bodov 4, B (pri vhodnom oznaceni je to bod A)
padne dovnutra polpriamky MP. Z toho vyplyva
konstrukcia:

Zostrojme trojuholnik CMP, kde CP = v,, P =
= 90°, CM = t,. Pozadujme, aby bod A padol do-
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vnitra polroviny CMP. Na prediZeni tse¢ky CM za
bod M zostrojme useCku MC’ = t,. Oznalme £k
oblik v polrovine CMP, z ktorého vidiet GseCku CC’

Obr. 13 Obr. 14

pod uhlom 180° — y. Stred S obluka & zostrojime
takto: a) zostrojime os m useCky CC’; b) v polrovine
opalnej k polrovine CMP zostrojime usekovy uhol
<CC'K = 180° — y a priamku C'L | C’K. Potom
je S = (m.C’L). Polomer obluka je SC.

OznaCme dalej A spoloény bod polpriamky MP
a oblika k. Bod B je obraz bodu A v simernosti so
stredom M. Potom je ABC hladany trojuholnik.
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Dékaz (obr. 14). Bod M je podla konstrukcie
stredom useCiek CC’, AB, takze ACBC’ je rovno-
beznik, v ktorom podla konstrukcie je <xA = 180° —
— yateda <CC = . Trojuholnik ABC ma vzhladom
k strane AB vy$ku CP = v, a taznicu CM = t,. Tym
je dokaz hotovy.

Diskusia (obr. 14). Trojuholnik CMP za pred-
pokladu (1) moZno zostrojit, takze priamky CM, MP
st rozne. Obluk % tiez (pre y << 180°) existuje. Bod M
podla konstrukcie leZi vnutri kruznice (S, SC) a teda
polpriamka MP nevyhnutne obsahuje prave jeden
bod oblika %, totiz bod 4 3£ M. Uloha ma teda pri
zvolenom umiesteni prive jedno rieSenie.

Zdver. Pre t, = v,, v < 180° ma tloha prave jedno

rieSenie; inak nema rieSenie.

2. Nijdite vSetky redlne Cisla x, pre ktoré plati
sinx -+ sin3x 4 sin5x
cosx + cos3x + cos5x >1. 1)
(Poznémka. Najprv urlte vietky x, pre ktoré nema
Tava strana nerovnosti zmysel.)

RieSenie. Upravme Citatela aj menovatela zlomku
Z na lavej strane vztahu (1). Plati (pouZijeme vzorce
pre sulet funkcii sina + sinf, cosa + cosp):

sinx + sin3x - sin5x = (sinx -+ sin5x) -+
-+ sin3x = 2sin3x . cos2x - sin3x =
= sin3x (1 + 2 cos2x) , 2
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cosx + cos3x + cos5x = (cosx + cos5x) +
-+ cos3x = 2cos3x . cos2x + cos3x =
= cos3x (1 + 2cos2x) . (3)

I. Zlomek Z vzhladom na (3) strdca zmysel, ak
plati jeden zo vztahov:

cos3x =0, (4)

1+ 2cos2x = 0. (5)

Zo vztahu (4) vyplyva: bud je 3x = 90° + n. 4R,

alebo je 3x = 270° + n . 4R (kde 7 je Iubovolné celé
¢islo); teda

x=30°4+n.120° a x=90°+n.120°,
Cize

x=a+k.4R 6)

(kde % je Iubovolné celé ¢islo), priom a je ktorékol-
vek z Cisel

30°, 90°, 150°, 210°, 270°, 330° . (6"
Zo vztahu (5) vyplyva: 2cos2x = — 1, Cize
cos 2x = — 4 a teda: bud je
2x = (180° — 60°) 4+ m . 4R, @)
bud je
2x = (180° 4 60°) + m . 4R, (7"

kde m je Iubovolné celé ¢&islo. Zo (7), (7) vyplyva
jednak
x = 60°+ m.2R,
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jednak
x = 120° + m.2R;
je teda
x=p+p.4R ®)
(kde p je Iubovolné celé cislo), priCom f je Tubovolné
z tychto Cisel: .
60°, 120°, 240°, 300° . 8"
Vzhladom na vztahy (6), (6") a (8), (8’) strica
zlomok Z zmysel pre
x=y+¢.4R ©)
(kde g je Tubovolné celé ¢islo), priCom y je lubovolné
z tychto Cisel:

30°, 60°, 90°, 120°, 150°, 210°, 240°, 270°
300°, 330°. (9"

IL. Nech x je &islo, ktoré vyhovuje nerovnosti (1),
takZe je rozne od vsetkych Cisel zo vztahu (9), (9).
Podla (2) a (3)

7 — sin3x (1 + cos2x) _ sin3x _ tg3x )

cos3x(1 + cos2x) cos3x

Vztah (1) mozno teda pisat v tvare
tg3x > 1. (10)

Nerovnost tg ¢ > 1, kde ¢ lezi v intervale <0°, 180°),
ma rieSenie
45° < ¢ < 90°,
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nerovnost (10) teda splfiuji prave tie ¢isla x, o kto-
rych plati
45° + r . 180° << 3x < 90° + r. 180°,
kde r je Iubovolné celé &islo, t. j.
15° +r.60° <x <30° 4+ r.60°. (11)

0° 20° 60° 90* 120° 150° 180°

15° 75° 135°

Obr. 15

Vsetky Cisla (9) moZno pisat v tvare x = m . 30° (kde
m je celé Cislo, ktoré nie je delitelné ¢islom 6). Medzi
islami x z nerovnosti (11) nie je Ziadne z tychto Cisel.
Robili sme ekvivalentné upravy danej nerovnosti.
Cisla (11) st preto rieSeniami danej nerovnosti a ne-
existuje ziadne iné rieSenie.

Zdver. V intervale (0°, 180°) dostaneme podla (11)
prave tieto rieSenia x (obr. 15):

15° < x < 30°,
75° < x < 90°, (12)
135° < x < 150°.

Vsetky rieSenia nerovnosti (1) st &isla tvaru
x+s.2R,

kde x je jedno z &isel (12) a s je 'ubovol’né celé &islo. '
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3. Je dina tato funkce y proménné x (kde x je
realné Cislo):

2x
x2 41"

_ Vitr+li=p
Ii+p-V1-»

, kde p =

Na zdkladé¢ upravy danych vyrazit nalrtnéte graf
této funkce a dale rozhodnéte, pro ktera x neni funkce
definovdna; pomoci tohoto grafu urlete ta x, pro
ktera nabyva y nejmensi kladné hodnoty.

Reseni. Nejprve vySettime, pro kterd x maji smysl
odmocniny ]/1 + 95 Vl — p; plati:

x2 4+ 1+ 2x (x 4+ 1)2
1+P: 2+ 1 =x2+1’

coZ je nezéporné Cislo pro kazdé realné x;

x4+l —2x  (x—1)?
1—p= 4+ 1 x4l

coz je nezaporné Cislo pro kazdé redlné x.

Dale vySetfime, pro ktera x je Vm) — VTT%:O
neboli Vl—{—p:l/l—p atedy 1+4+p=1—p,
tj. p = 0. AvSak p = 0 pravé pro x = 0. Pro x = 0
neni tedy y definovano.

V dal$im pfedpokladame, Ze redlné x je ruzné od
nuly, takZe je pfislusné y definovdno. Upravujme
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vyraz:
_ Visr+Vi-p
I+ -V1->»
T +p + V1 —»p) _
Wi —Vi—a) Uits+Vi-p)
_2+2a+p a=p _ 20 +JT-7%) _
I1+p—(©1-9p) 2p
14+ i
=+t =r.
2x)? (-1
VNV

e JT=pp==-1, dostdvame tedy

Protozeje 1 — p? =1 —

2+1
[%% — 1]
o 1+x2+1 o oxP4+ 14 x2—1]
Y= 2x - 2x B
x? 4+ 1

tj.
x4+ 1+ 22— 1
2x

Ztejmé mus{ byt x 7 0. Nyni jsou dvé moZnosti:

[1] Necht je x> — 1 =0, tj. bud je x = 1 anebo
x < — l.Potomije|x?— 1| =x2—1a

o x4 1421
Y= 2x =
neboli
y=x.
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Pro |x} = 1 se graf funkce sklada z polopfimek AP,
A'P’ soumérné sdruZenych podle pocitku O sou-
fadnic; pfitom je 4 =[1, 1], P=[2, 2].

[2] Nechtjex? — 1 = 0,alex #0,tj. —1 =x =

=1,x#0; potomje [x2— 1|=—x2+4+1a
+1—x24+1 2 1
- 2x T2 x
neboli

V tomto piipadé jsou
grafem dva oblouky
rovnoosé hyperboly
(viz grafické znazorné-
ni nepfimé umérnosti),
atopro x| = 1, x #0.

Z obréazku 16 je pa-’
trny prubéh nadi funk-
ce; z ného je vidét, Ze
nejmensi kladnou hod-
notu y = 1 dostaneme
pro x = 1. Tim je fe-
$eni provedeno.

Obr. 16 4. Trojboky jehlan

ma za podstavu rovno-

stranny trojuhelnik o strand velikosti p. Pobolné sté-
ny sviraji s jeho podstavou pofadé ostré uhly «, 8, y.
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Je-li a+ B+ y = 180°, potom polomér kulové

plochy jehlanu vepsané je
o= 1pl3. tglatg dftg dy;
dokazte.

ResSeni. Ozna¢me V hlavni vrchol jehlanu a S stied
kulové plochy jehlanu (v podstaté Ctyfsténu VABC)
vepsané; je znidmo, ze bod S existuje. Ozname U
patu kolmice vedené bodem S k roviné ABC (obr. 17).
Bod S lezi v rovinach, které puli uhly a, f, y; snadno
se zjisti, Ze bod S lezi uvnitf kolmé hranolové plochy
sestrojené¢ nad trojuhelnikem ABC a proto bod U
padne dovniti tohoto trojuhelnika.

Oznalme X, Y, Z paty
kolmicvedenych bodem U
k ptimkam BC, CA, AB
apolozme UX=x,

UY=y, UZ=z;
podle pfedchoziho jsou
x, ¥, z kladna Cisla (bod U
nelezi na obvodu troj-
uhelnika ABC). Vznikaji
trojuhelniky

SXU, SYU, SZU,
kde

XU =90° <X = }a, IY = }B, <Z = {7,
SU=op.
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O téchto trojuhelnicich plati
x=opcotgla, y=opcotglpf, z=opcotgly. (1)
Obsah P rovnostranného trojuhelnika ABC se stranou
pie
P = 1p*/3. (2)
Zaroven je obsah P roven souctu obsaht trojuhelnikii
UBC, UCA, UAB (obr. 17), tj.
P =1px + $py + ip=
neboli
P=13}p(x+y+2). ©)
Porovnanim (2), (3) dostaneme po snadné tpravé
x+y+z=1p3.
Po dosazeni za x, y, 2 ze vztahu (1) obdrzime
o(cotg ta 4 cotg 3§ + cotg 3y) = 1|3
neboli
o= 1
e =13 cotg ya+ cotg 36 + cotg 3y
Jestlize je tvrzeni tlohy spravné, musi byt
1
tg datg §f1g iy

cotg }a + cotg $p + cotg iy =

neboli

cotg +a + cotg 1B + cotg 1y =
= cotg }u cotg L cotg 3y .

72



Jestlize je a -+ p + y = 180°, pak tento vztah
skutecné plati, jak ihned dokaZeme.
Diitkaz. Podle textu ulohy plati 3y = R — (3a +
+ 4p). Nyni postupné upravujme:
(cotgla + cotglp) + cotgly =
__ cos}asin}f 4 cos}f sinja cosfy

sinia sin}p singy
__sin(§a + 3f) | cosiy
"~ sin}asin}p singy

__sindy .sin[90° — %y] + sin}a sin}p cosyy
o sin}a sin} B sin 3y o
sin}y . cos}y -+ sin}a sin}f cosiy
sina sin} ff sin}y
_ [sindy 4 sin}a sin}p] cosy
o sin}a sin}p sinky
_ {sin[90° — (3a + $p)] + sin fasin §B} cos by
sin a sin 34 sin 4y -
[cos (b + B) + sindasinkp] cosly
sin}a sin} g sindy -
_[costacos}B — sinjasin}f 4 sinasingflcosty
- sinja sin}f sinky -

__ cosfa costf costy
sina sin} f sin}y

= cotgia cotgif cotgiy ,

coz pravé jsme méli dokdzat. Tim je feSeni Glohy pro-
vedeno.
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3. ULOHY III. KOLA KATEGORIE A

1. Sestrojte pravouhly trojuhelnik ABC (kde thel
XBCA = 90°), jsou-li dany délky téZnic ¢,, t, pfi-
slu$nych k vrcholum A, B. Provedte diskusi feSitel-
nosti vzhledem k danym ¢islum ¢,, #,. (Lze feSit do-
plnénim na rovnobéznik.)

ReSeni. Rozbor (obr. 18). Pfedpokladejme, Ze jsme
na$li trojuhelnik, ktery spliiuje pozadavky tlohy.
Oznalme T téZi$té hledaného trojuhelnika a sestrojme
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rovnobéznik ABCD; jeho stied B’ je zdroven stfedem
odvésny CA hledaného trojuhelniku ABC. Tu plati

TA =3t,, TD = %, BD = BB = 1,, TB' = 11,.

Ze soumérnosti rovnobéznika ABCD podle jeho
sttedu B’ plyne, Ze

XB'AD = < B'CB = 90°.

Bod A lezi proto na Thaletové kruZnici opsané nad
useCkou DB’ jako prumérem, pfiCemz je TA = 3t,.
Odtud konstrukce (obr. 18):

Sestrojme useCku BD délky 2t,; ozname B’ jeji
stted a na polopfimce BD sestrojme useCku BT =
= %t,. Zvolme polorovinu ¢ o hranici BD. Nad
useCkou DB’ jako prumérem sestrojme Thaletovu
kruznici % a opiSme kruznici m = (T, $t,); oznaCme A
ten spolecny bod (pokud existuje) obou kruZnic &, m,
ktery padne dovnitf poloroviny p. Diéle sestrojme
obraz C bodu A v soumérnosti o sttedu B’. Potom
trojuhelnik ABC vyhovuje pozadavkim tlohy.

Diitkaz. Podle konstrukce jsou D, B’ ruzné body
(¢isla z, 1 ¢, jsou kladna). Pfedpokladali jsme, Ze bod A
padne dovniti poloroviny ¢, kterd ma hranici DB.
Proto existuje trojihelnik ABD a tedy i trojuhelnik
ABCj; o ném podle konstrukce plati:

a) Bod B’ je stfedem strany CA a usetka BB’
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(shodna s tiseCkou DB’ = t,) je tedy téZnici trojuhel-
nika ABC a ma délku z,.

b) Podle konstrukce je BT = BB’ = %t,; protoze
tseCka BB’ je téznici trojuhelnika ABC, je T t€ziStém
tohoto trojuhelnika.

¢) Podle konstrukce je TA = %t,, pfiCemz T je
tézi$tém; proto téznice trojuhelnika ABC pfisludna
k vrcholu 4 mé délku ¢,.

d) Podle konstrukce lezi bod 4 na kruznici &, je
tedy <tDAB’ = 90°; obrazem tohoto thlu v soumér-
nosti o stiedu B’ je thel <tBCA, Kktery je proto
rovnéZ pravy.

Trojahelnik ABC spliiuje tedy vSechny poZzadavky
vyslovené v textu ulohy.

Diskuse. ReSitelnost tilohy podle provedené kon-
strukce a dukazu zavisi na existenci bodu A4 uvnitf
poloroviny p. Ztejmé se tedy jednd o to, aby se kruzni-
ce k, m protinaly ve dvou riiznych bodech; tyto body
jsou, pokud existuji, soumérné sdruzené podle pfimky
DB, takze jen jediny z prusecikti padne dovnitt polo-
roviny p.

Kruznice %, m maji pofadé poloméry r = 1t,, 0 =
= 21, a stfednou délky §z,; kruznice k, m maji dva
razné spolecné body pravé tehdy, jestlize o jejich
stfedné plati

Qo — T <8ty <o+
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neboli
S — 3ty < gty < 3t + 3ty
Odtud dostdvime dvé nerovnosti
41, < 8t,, 2t, < 4ty
. neboli
1, < 2ty 1ty < 2t
to lze vyslovit takto:

Kazda z danych téznic musi byt mensi nez dvoj-
nasobek druhé z nich. Jediné za tohoto pfedpokladu
ma uloha feSeni, a to jediné; jinak tiloha feSeni nema.

Tim je feSeni dané ulohy provedeno.

Podle feSeni s. Jitky Klanské,
11.b tf. 16. js$, Praha 13- VrSovice,

a s. Jitiho Soucka 10.a tf. 21. js§,
Praha 16, Na Santo$ce 1.

2. Ak o realnych dislach a, b, ¢ platia tri nerovnosti

at+b+c¢c>0, (1)
ab + bc 4+ ca >0, (2)
abc >0, 3)

potom su a, b, ¢ kladné ¢isla. Dokazte to.

RieSenie. Z nerovnosti (3) vyplyva, Ze Cisla a, b, ¢
su vSetky rozne od nuly a dalej, Ze st prave dve moz-
nosti: [1] Cisla a, b, ¢ sa vietky kladné. [2] Dve
z Cisel a, b, ¢ st zaporné a tretie je kladné.
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Dokézeme, Ze pripad [2] nemdZe nastat, im bude
dokdzana spravnost tvrdenia danej ulohy.

Dikaz. Nech je a >0, b <0, ¢ <0 (to mozZno
v pripade [2] dosiahnut vhodnou zdmenou oznalenia
uvazovanych Cisel).

Zo vztahu (2) vyplyva

ab > — c¢(a + b); 4)
zo vztahu (1) vyplyva
at+b>—c. (5)

Znasobme obe strany nerovnosti (5) dislom — ¢,
ktoré je kladné; dostaneme

—c(a + b) > 2. (6)
Z nerovnosti (4), (6) dostaneme
ab > c?. @)

Avsak tento vztah neplati, lebo je ab < 0, ale ¢ > 0.

Tym sme urobili dokaz, Ze pripad [2] nemdZe nastat.
Upravené podla riefenie s. Ci
Zong Rjonga, ziaka 1l.a tr. js§,
Brandys nad Labem.

Jiné feSeni. Necht tvrzeni dlohy neplati, tj. necht
nékteré z Cisel a, b, ¢ neni kladné (dokdZeme, Ze to
neni moZné); muzeme predpokladat, Ze je to Cislo a
(pro disla b, ¢ by se uvaha provedia podobnég). Pred-
pokladejme tedy, Ze plati

a=0. 4)
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NemuiZe byt a = 0, jinak by neplatilo abc > 0. Je tedy

a<0.
Ze vztahu abc > 0 potom dostaneme
bc <0. (5)
Z nerovnosti (1) dostaneme
a>—(b+c¢),
takZe plati
—(b+c)<a<0
a tedy téz
— B+ <0,
z Cehoz
b+c¢c>0.

Protoze je a < 0, plyne z pfedchozi nerovnosti
vztah
a(b + ¢) <0; (6)
ze vztaht (5), (6) vyplyva, Ze plati téZ nerovnost
alb+c¢)+bc <0
neboli
ab 4+ bc +ca <O0.
To v8ak neni moZné, nebot plati nerovnost (2).
Neni tedy a =< 0, tj. plati a > 0. ProtoZe stejnou
uvahu muZeme provést i pro Cisla b, ¢, je dukaz tvrzeni
ulohy proveden.
Podle feSeni s. Kamila Johna,
11.b tf. 14. js§, Praha 12,
W. Piecka 2.
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3. Z polotovaru tvaru komolého rotatniho kuzele,
jehoZ podstavy maji poloméry R, r, byla zhotovena
soucastka tak, Ze do né¢ho.byla vyvrtana dutina tvaru
souosého komolého kuzele, jak je vidét z nakresu oso-
vého fezu; tim se hmota kusu zmenSila na polovinu.
Vypocitejte poloméry otvoru vzniklych v podstavach

Yr b4 A b4 R r o’
soucastky. Rozhodnéte, pro ktery pomér —-ma tloha
feSeni.

ReSeni (obr. 19). Predpokladejme, Ze vzhledem
k vyznamu disel R, r je

R>r>0. (1)
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KuZelovd dutina mé tvar rotaniho komolého kuZele
o polomérech podstav
R =R—1x, 1 =r—x; (2)
jeho objem ozna¢me V,, objem daného kuzele
oznaCme V,. Podle textu ulohy ma platit
V, =2V,
neboli
2.3 n[R—x24+ R —x)r—x)+ (r—x)? =
= }n(R*+ Rr 4+ ).
Mai-li uloha feSeni, musi Cislo x spliiovat pifedchozi
rovnici, kterou upravime postupné takto:
2(R* — 2Rx + x>+ Rr — Rx — rx + x® +
+ 1 —2rx + x®) = R® 4 Rr + 1%, .
6x2 —6(R+7r)x+R*+Rr+1r2=0. (3)
Diskriminant rovnice (3) je
D = 36(R + r)* — 24(R? + Rr + 1) =
= 12(3R® + 6Rr + 3r* — 2R* — 2Rr — 2r%) =
= 12(R? + 4Rr + r%);
vzhledem k vztahum (1) je D > 0 a tedy
D = 2|/3(R* + 4Rr + %)
Kofeny x, , rovnice (3) jsou

_ 6(R + 1) + 2]/3(R* + 4Rr + %)
- 12

neboli

3R + 1) + |3(R*+4Rr + 1% (4)
6
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Cislo x, (které ptislu$i ke znaménku plus) je vt
nez 2% 6+ n_2R ; " a toto &slo je v&ti nez r [viz
(1)]; je tedy x;, > r a rozdil » — x, je &islo zaporné.
Nepfichédzi tedy x, pro nasi ulohu v uvahu.

Ma-li uloha feSeni, pak hledanym dCislem x muze
byt jen kofen x,. Plati, Ze x, > 0, jak ihned dokdZeme.
UZijeme této pomocné véty V: ,Jsou-li a, b ne-
zdporna Cisla a plati-li a® = b2, potom je a = b.<
PoloZme a=3(R+ 1), b=|3(R*+ 4Rr +12) a
utvoime rozdil a® — b2%; je

[B(R + N — [V3(R* + 4Rr + )=
= 9(R% 4 2Rr + %) — 3(R*> + 4Rr + r*) =
= 6R? + 6Rr + 612,
coz je vzhledem k vztahim (1) kladné Cislo. Je tedy
x, > 0.
Pro disla R’, r' dostaneme pro x = x, ze (4) tyto
vysledky

, 3R -1 + 3R+ aRr + 1)
R = 8 ,

oo —3(R—r>+V63<R2+Rr+ 28 (5)
Cislo R’ je vzhledem k (1) kladné. Jedn4 se o to, za
kterych podminek je téz ' kladné Cislo; to nastane
pravé tehdy, jestlize bude

I3(R*+ 4Rr + 7 > |—3(R —1)|.
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Podle véty V utvoime rozdil Q druhych mocnin Cisla
na levé a pravé strané posledni nerovnosti; je

0= [I3(R* + 4Rr )] — [~ 3(R — r)]* =
= 3(R? 4 4Rr + 1) — 9(R?* — 2Rr 4 1*) =
= — 6R?% 4 30Rr — 612 =
= — 6(R* — 5Rr + r?).
Cislo O musi byt kladné neboli musi byt
R? — 5Rr +1r2 <0. (6)
Rovnice y? — 5y + 1 = 0 o nezndmé y ma kofeny
3(5 & |/21); proto lze vztah (6) psat ve tvaru

5r 1Ay
(R-F+5V2)(R-F—5Vaa)<0. (@
Ptitom prvni Cinitel levé strany vztahu (7) je vétsi

o r|/21 nez druhy; vztah (7) lze tedy splnit jeding
takto

R—-7+ )21 >0,

R———~an

neboli
R

1 _
=>z(6-121),
R _1 -
<5 06+]21).
Obricenym postupem z obou vztahu (8) plyne, Ze je

Q >0 a tim " > 0. Pfitom prvni vztah (8) je vzhle-
dem k vztahu (1) vzdy splnén.

®)
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Odtud vysledek: Uloha ma feleni pravé tehdy,
jestlize plati nerovnosti

1< 2 <2 (5+)21).

Podle feSeni s. Karla Smuka, 11.b
tf. js§, Ostrava VIII - Hladnov.

4. Najdéte vSechny dvojice Cisel x, y (ve stupnich),
které vyhovuji soustavé rovnic

sin(x + 150°) = cos(y — 75°) (1)
cosx + sin(y — 225°%) + V; =0. 2

Reseni. A. Predpoklddejme, Ze dvojice &isel x, y
spliiuje obé dané rovnice (1), (2).
V dal$im uZijeme znamého vzorce
sina = cos (90° — a) 3)
a potom véty V: ,Jestlize plati cosf = cosy, potom
o uhlech g, y plati bud g = » + k. 360° anebo f =
= — vy + k.360° kde k je celé {islo.
Uzitim vzorce (3) na levou stranu rovnice (1) do-
staneme
cos[90° — (x + 150°)] = cos(y — 75°).
Musi tedy podle véty V platit:
a) bud
90° — (x 4 150°) + k.360° =y — 75°,
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kde % je libovolné celé ¢islo. Odtud
y=15"—x + k.360°. 4)
b) anebo
x + 150° — 90° + k.360° = y — 75°,
kde % je libovolné celé ¢islo. Odtud
y=x+4 135° + k.360°. (5)

B. Uzitimvzorce (3) upravime vyraz sin (y — 225°);
plati sin(y — 225°) = cos(y — 225° — 90°) =
= cos(y — 225° — 90° + 360°) = cos(y + 45°).

Po dosazeni tohoto vysledku za sin (y — 225°) do
rovnice (2) obdrzime

cosx + cos(y + 45°) = — 1|/3. (6)

C. K této rovnici pfipojme jednou vysledek (4)
[viz cast I], podruhé vysledek (5) [viz ¢ast IIJ.
I. Po dosazeni ze (4) do (6) dostaneme

cosx + cos(60° — x) = — 1|3
neboli
cosx -+ cos(x — 60°) = — H@;
uzitim vzorce pro soudet kosinti dostdvame ddle:
2cos(x — 30°) . c0s30° = — 1]/3,
2cos(x — 30%) . 4]/3 = — 1)/3,
2cos(x — 30°) = — 1,
cos(x — 30°) = — }.
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Musi tedy platit: [a] bud

x — 30° = 120° + m . 360° @)
(kde m je libovolné celé ¢islo);
[b] anebo
x — 30° = 240° + p . 360° (8)

(kde p je libovolné celé &islo).

MozZnost [a]. Ze vztahu (7) plyne
x = 150° + m . 360°;
po dosazeni do (4)
y = —135° + n.360° = 360° — 135° 4 p.360° =
= 225° 4 p.360°,
kde p =n — 1 je libovolné celé ¢islo. Dostavame
dvojici
x = 150° +m.360°, y = 225°+4 p.360° (9)
(Cisla m, p jsou libovolnd celd), o niz se presvédcime
dosazenim do rovnic (1), (2), Ze je spliuje. Ozname
L,, P, dosazeni do levé, popf. pravé strany rovnice (1)
a L dosazeni do levé strany rovnice (2). Dostavame:
L, = sin 300° = — sin 60° = — 1]/3;
Py = cos 150° = — cos 30° = — }|/3;
L = cos 150° + sin 0 + %—V? = — cos 30° 4
+13=—1l3+ 13 =0.
Je tedy L, = P, a L = 0, takZe vSechny dvojice (9)
jsou feSenim dané soustavy rovnic (1), (2).
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MoZnost [b]. Ze vztahu (8) plyne

x = 270° + p.360°;
po dosazeni tohoto vysledku do vztahu (4) dostdvame

y = — 255° 4+ (k — p) . 360°
neboli

y = 105° 4 ¢ . 360°
(kde g je libovolné celé ¢islo). Dostavame tedy dvojici
x = 270° + p . 360° y = 105° + ¢.360° (10)

(kde p, ¢ jsou libovolna cela ¢isla). Pfesvédcime se do-
sazenim do jednotlivych stran rovnic (1), (2), Ze
uvedend dvojice tyto rovnice spliluje; uZijeme stej-
ného oznaceni jako pfi moZnosti [a]:

L, = sin60° = }|/3;

P, = cos30° = }]/3;

L = c0s270° + sin(— 120°) + }]/3 =

=—1})3+13)3=0.

Plati tedy L, = P,, L = 0, takze vSechny dvojice
(10) jsou feSenim soustavy rovnic (1), (2). Tim je
¢ast I provedena.

II. Po dosazeni z (5) do levé strany rovnice (6)
dostaneme postupné

cosx + cos(x 4 180°) = cosx — cosx = 0;

naproti tomu je prava strana rovnice (6) ruznid od
nuly. Soustava rovnic (5), (6) tedy feSeni nema4.
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Zdvér. Tim jsou vSechny moZnosti vylerpiny
a viechna fefeni dané soustavy rovnic jsou déna Cisly
x, y ze vztahu (9) a (10).

Podle feSeni s. Jifiho Moudrého,
11.c tf. 1. js§, Pardubice.
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4. ULOHY I. KOLA KATEGORIE B

1. V lichobézniku ABCD s vét§i zakladnou AB
oznalme M pruseCik uhlopficek. Bud XY | 4AB
pficka vedenda bodem M (body X, Y lezi pofadé
uvniti ramen 4D, BC lichobéZznika).

Vyjadiete pomér obsahti lichobéZniki ABYX,
XYCD pomoci Cisel a = AB, ¢ = CD.

Obr. 20

Reseni (zavedme oznaleni v obr. 20). Podle za-
vedeného oznaleni o obsazich P,, P, lichob&Znikl
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ABYX, XYCD plati

Py = 3(a + x)v;, (1)
Py = }(x + c)v,. (2
Protoze je AB || CD || XY, plati
A\ MAB ~ A\ MCD (uu) , 3)
A NAB ~ A NDC (uu), (4)
A NAB ~ A NXY (uu), (5)

pficemz i pfisluSné vysky téchto trojuhelniki jsou
v témzZe poméru jako pfislu$né strany [viz Geometrie
pro 9. ro¢nik, pfiklad 9, str. 63, vydani z r. 1955].

Podle obr. 20 plati

V=0, ; Uy =W — Wy . (6)
Ze vztahu (3) plyne
s N
Vy c
neboli
v, = ka, v, = kc, @)

kde £ > 0 je pomér podobnosti; vzhledem k pfvnimu
vztahu (6) je v = ka + kc, neboli

v ’
k= o (7)
Ze vztahu (4) plyne
s S
W,y c
neboli
w, = k'a, w,=Fkc, (8)
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kde £ >0 je pomér podobnosti; vzhledem k dru-
hému vztahu (6) je v = k’'a — k'c, neboli

B =2 ®)

a—¢

(pfitom je v lichobéZniku a > ¢ a tedy a — ¢ > 0).
Ze vztahu (5) plyne

X w —
@ w
neboli vzhledem k (7), (8)
k'a — ka
X =a- Azl_a_.
a tedy
x =5 (K —Ba.
Dosadme sem za &', &k ze (7’), (8'); dostaneme po-
stupné
a—=«¢ v v
* = v '(a—c_a+c)'a=
o a+tc—(a—c  2ac
=a(a—o)- @—c@a+c¢) a+c’
tj.
2ac
Ta+c’ ®

Vzhledem k (1), (2) plati

P at+x v

P, c+x vy~
Po dosazeni za v,, v, ze (7) obdrzime
P, a+x

a
4

P, c—}—x'
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Nyni dosadme za x ze vztahu (9), ¢imZ dostaneme

P Jafat229)]: [ele + 2]

neboli
P, ala(a + ¢) + 2ac] | cle(a + ¢) + 2ac]

P, a+c : a+c
a postupné dale
%‘— = [a(a® + 3ac)] : [c(ct + 3ac)] = [a¥(a + 30)] : [¢¥c + 3a)];
2

odtud koneéné dostidvame
P, a*a + 3c¢)

P, ¢*(3a + ¢)
¢imZ je feSeni tlohy provedeno.

2. Kruhovy vysek so stredovym uhlom 60° roz-
delme priamkou kolmou k osi tohto uhla na dve Casti,
ktorych obvody sa navzajom rovnaju.

Ktoré z tychto dvoch Casti ma menS$i obsah?

RieSenie. Zavedme oznalenie ako na obr. 21, kde
S je stred kruhového obluka vyseku, SM = SN =r
(polomer vyseku), SP je os stredového uhla vyseku.
Obvod rovnostranného trojuholnika SMN je 3r,
obvod usele odtatej priamkou MN je r + §.2ar =
= §r. (3 + =). Teraz plati

3+t 9-QB+m,_ _6—m7

3r —r. = 5 r=—5—1;
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je teda obvod trojuholnika SMN vadsi nez obvod
useCe (MPN). Predpokladajme, Ze dand uloha mi
rieSenie. Potom hladand priamka AB ] SP musi

's

podla predo$lého mat od bodu S menSiu vzdialenost
neZ priamka MN (pozri obr. 21). Tato priamka teda
rozdeluje vysek na dve Casti, z ktorych jednou je
rovnostranny trojuholnik SAB, ktorého strany maju
velkost x. Jeho obvod je 3x; obvod druhej Casti je
x + 2(r — x) + inr. Podla textu tlohy sa oba obvody
rovnaju, t. j. plati

3x=x+2(r—x)+%nr.

To je rovnica prvého stupfia pre nezndmu x. Po-
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stupne dostaneme

4x=2r+%m‘,

X — -115 6 + m)r.

Obsah trojuholnika SAB je P, = ile/g 5 obsah
druhej Casti je P, = §mr? — ix?)/3. Vypotitame P, —
— P,; plati

P,— P, =-;-x2V§———é—'rtr2=
=7 (6 + WFYF — 2wt =
=%. [%8(36 + 12x 4+ =33 — = ]r2 =
— 5%[(36 + 127 + w3 — 48xlr2. (1)

Stadi rozhodnut, ¢i vyraz V v lomenej zatvorke vo
vztahu (1') je kladny alebo zaporny, alebo sa rovna
nule. Plati

V = (363 4 12]3= + =2]/3) — 48x. (1)

Pokusime sa dokazat, Ze V je zdporné Cislo. Za tym
ulelom si pripomenime, Ze je

3<m, (2)
T < 3,2, (3)
/3 <1,733. (4)

Ked niektoré z Cisel v zatvorke na pravej strane
vztahu (1) zvdcS$ime, dostaneme namiesto Cisla V
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nové Cislo, ktoré je valSie nez V. Tento postup po-
uzijeme niekolkokrat. Postupne teda plati

V=12.3)3+12)3 =+ =2]3 — 48z <
< 12z]/3 + 123 = + =°|/3 — 487 = [pouri (2)]

= 24)/3% + =*|/3 — 48 =
= n}/3(24 + =) — 487 <
< n|/3(24 +3,2) — 48n = [pozri (3)]

= x}/3.27,2 — 48x <
<w.1,733.27,2 — 487 = [pozri (4)]
v = (1,733 . 27,2 — 48),
Cize
V < =(1,733.27,2 — 48). (5)
Urobme vypocet:
1,733 . 27,2
3466
12131
3466
47,1376
Cislo z vyjadrené v zitvorke vo vztahu (5) sa teda
rovna

z = 47,1376 — 48

a je zrejme zaporné. Je teda aj Cislo mz < 0 a preto je
aj V < 0. Je teda zaporny aj vyraz (1") a teda
Pl - P2 < 0 F)
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Cize P, <P,.
Zdver. Cast podoby rovnostranného trojuholnika
ma mensi obsah neZ druha Cast vyseku.
Iny sposob odhadu vyrazu V. V zitvorke
vztahu (1) nahradme &sla |/3 a = podla vztahov
/3 < 1,74,
T < 3,15
a Cislo — 48w nahradme Cislom — 48 . 3,14. Namiesto
V dostaneme Cislo vacsie. Teda
V < (36 + 12.3,15 4 3,15%).1,74 — 48.3,14 <
< 83,73.1,74 — 48 .3,14 =
= 145,6902 — 150,72 < 0,
[pozri ,,Vypoclty dolu]

Cize V < 0.
Je teda P, — P, <0, t.j.
P, <P,.
Vypoclty: Sucet:
3,15.12 3,152 36
630 945 37,80
37.80 1575 9,9225
9,9225 83,7225 < 83,73
83,73 . 1,74 48 . 3,14
58 611 1256
33492 2512
145,6902 150,72
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3. Sestrojte trojuhelnik ABC, jestliZe jsou ddny veli-
kosti strany AB = ¢, thlu <CCAB = a a jestlize
plati, Ze prusecik V jeho vySek puli vy$ku prochézejici
vrcholem A.

Provedte diskusi feSitelnosti vzhledem k velikosti
uhlu a.

Reseni. Rozbor. Zavedme oznadeni jako v obr. 22,
23, kde V,, V,, V5 jsou pofadé paty vysek na stranich
BC, CA, AB trojuhelnika ABC. Predpokladejme, Ze
jsme sestrojili trojuhelnik ABC, v némz je <A = aq,
AB = ¢ a v némz o prusetiku V vy$ek plati (obr. 22)

AV = VV,. (1)

Oznalme k = (O, }¢) kruZnici sestrojenou nad usekou
AB = ¢ jako prumérem, takze O je stfedem usecky
AB. Na kruznici & lezi body V, V,, coz plyne z véty
Thaletovy.

Uvazujme stejnolehlost o stfedu A a koeficientu

. . 14 1 i
stejnolehlosti 1 = %; = - Tato stejnolehlost vzhle-
1

dem k vztahu (1) pfevadi bod V, v bod V a kruZnici &
v kruZznici & = (O’, }c) opsanou nad tuseckou AO
jako prumérem; bod O’ je tedy stfedem tuseCky AO.
Obraz V bodu V, v této stejnolehlosti vzhledem ke
vztahu (1) leZi nutné na kruZnici &'. Pfitom je V' bodem
ptimky BV, | AC a tedy spoleCnym bodem kruz-
nice k£’ a pfimky BV,. Odtud plyne konstrukce.
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Konstrukce (obr. 22). Sestrojme tseCku AB = ¢
a ozna¢me p jednu z polorovin vytatych ptimkou 4B.
Oznalme O stied Gsecky AB a nad tGseckou AO jako

"

»
I
1
[
U
[
'
|
'

Obr. 22

prumérem sestrojme kruznici k&' = (O’, }c). V polo-
roviné p sestrojme uhel <X{BAX = a a oznalme V,
patu kolmice vedené bodem B k pfimce AX. Spo-
le¢né body pfimky BV, s kruZnici k' oznalme V,
V'’ (pokud existuji).

Daldi &4st konstrukce provedme pro bod V (pro
bod V'’ se provede obdobné&). Na polopfimce AV se-
strojme useCku

AV, =24V .
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Spole¢ny bod polopfimek AX, BV, ozna¢me C; potom
trojihelnik ABC vyhovuje pozadavkum tlohy.

Diikaz. V trojuhelniku ABC (pokud existuje) je
BV, | AC, AV, | BC, takze AV,, BV, jsou jeho
vy$ky a o jejich pruseiku V plati podle konstrukce
AV = VV,. Pritom, pokud C lezi v poloroviné p,
je <X BAC = a, AB = ¢. Tim je dukaz proveden.

Diskuse. 1. Nejprve dokidzeme: ,,Uloha nema
feSeni, je-li v trojuhelniku ABC uhel o = 90°, tj.
mé-li uloha feSeni, musi byt thel a nutné ostry.
Rozeznavejme dva pfipady:

Piipad [1]. Necht je a = 90°. V takovém troj-
uhelniku je V = A a poZadavek (1) nelze splnit.

Pripad [2] (obr. 23). Necht je 180° > a > 90°.
Potom jsou thly <tB, <C trojuhelnika ABC ostré.
Proto pata V; kolmice vedené bodem A k pfimce BC
padne dovnitt tsecky BC [viz prfiklad 17 na str. 112
uCebnice Geometrie pro 7. ro¢nik, vyd. z r. 1955;
bod V, musi totiZ padnout dovnitf kazdé z obou polo-
pfimek BC, CB]. Proto pfimka AV, prochdzi uhlem
<BAC a uhlem <tB'AC’ k nému vrcholovym. Pro-
toze je <A trojuhelnika ABC tupy, padne pata B,
kolmice vedené bodem B k pfimce CA na polopiimku
opatnou k polopfimce AC, takZze bod A lezi uvnitf
useCky CV,. Z trojuhelnika BCV, plyne, Ze uhel
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< B = ¢ v tomto trojuhelniku je ostry, takze soucet
uhla <AV,B = 90°, ¢ je mens$i nez 180°; podle
Euklidova axiému maji polopfimky VA4, BV, spo-

Obr. 23

le¢ny bod V. Ten vSak nutné lezi v thlu <tB'AC’,

nebot useCky AV, BV, nemohou mit spole¢ny bod

(jsou oddéleny piimkou AB); bod A oddéluje tedy

body V, V, a bod V nemuze byt stfedem usecky AV;.
Tim je dukaz proveden.

II. V dal$im proto ptredpokladame, ze uhel a je
ostry, takze polopfimka BV, | AXaZna bod B pad-
ne dovnitf poloroviny p. Nejprve rozhodneme o exis-
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tenci boda V, V'. Plati: Pfimka BV, je a) selnou,
b) te¢nou, c) nesecnou kruznice &' podle toho, zda
plati (obr. 22)

a)OP <1, b)OP=1c, c)OP>1i, (2

kde P je pata kolmice vedené bodem O’ k pfimce
BV, [zndm4 véta o vzdjemné poloze pfimky a kruz-
nice; viz ulebnice Geometrie pro 8. ro¢nik, vydani
z r. 1958, véta 6, str. 44]; bod P s polopiimkou BV,
lezi zfejmé uvniti poloroviny o. Ze stejnolehlosti
trojihelniki BO'P, BAV, (koeficient stejnolehlosti
je 3) podle sttedu B plyne, ze O'P = {4V, =
= % c.cosa, jak plyne z pravouhlého trojuhelnika
ABYV, o preponé AB = c¢; po dosazeni do (2) do-
staneme pofadé podminky
cos a = }
neboli pro ostry thel a dostavaime poradé podminky
' a=ce,
kde ostry thel ¢ je dian vztahem
cos & = % (3)

(plati 65°40" < & << 65°50").

V ptipadé a > ¢ existuji body V == V', v ptipadé
a = ¢ existuje jediny bod V spoleny pfimce BV,
a kruznici k'. Piimky BV,, AV, jsou ruznobézky
o pruseciku V; jsou tedy i pfimky AV, | BV,,
BV, | AV, riaznobézky o spolecném bodé¢ C [viz
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vétu 6 v ulebnici Geometrie pro 7. ro¢nik, vydani
z r. 1955, str. 134]. Bod C tedy existuje a lezi zfejmé
uvnité poloroviny ¢ [to plyne z Euklidova axiému].

Zdvér. Uloha ma pfi zvoleném umisténi tsecky AB
a uhlu a dvé feSeni (viz trojuhelniky ABC, ABC’ na
obr. 22), jestlize je a > ¢; ma feSeni jediné, jestlize
je a = ¢, jinak nema feSeni. Pfitom ¢ je ostry uhel
dany vztahem (3).

4. Urcete viechna realna isla x, pro kteréd plati

1 1 x4+
Vets Va-p +-#° M

kde p je dané realné Cislo.

Reseni. Bud x redlné &islo, které spliiuje rovnici (1);
tu plati postupné
Ve—p+Vx+p x4+
Vx+2)(x—p) *— 27
2 Va_c _ x + p? (1,)
Ux+)Wx—p) Ux—p)Ux+p)°
Znasobime-li obé strany této rovnice Cislem
(Jx — #) . (J/x -+ p), dostaneme postupné rovnice

2x = x + p2, 2)
x—2x+p2=0.
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Polozme
Jx = » neboli y* = x; (3)
dostaneme tak rovnici
V=2 +p"=0
o kofenech
n=1+T-7%, m=1-J1-p". ¥
Protoze y = V}c—, musi byt {isla y,, y, nezdporna,
tedy jisté redlnd. Proto musi byt pfedeviim 1 — p* = 0,
jinak by &slo |/1 — p* nebylo redlné. Ze vztahu
1—p>=0 neboli (1 —p)(1+p) =0 plyne, Ze
o Cislu p plati

—1=p=1. (5)
Je tedy za pitedpokladu (5)
1 >0. (6)

ProtoZe je nutné y, = 0, musi vzhledem ke (4) platit
1 —]J1—p*=0 neboli 1=1]1— p? ob¢ strany
této nerovnosti jsou nezdporna Cisla a proto i o jejich .
druhych mocninach musi platit 1 = 1 — p? neboli
p? = 0; to je vzhledem k (5) splnéno. Plati-li tedy (5),
jey, = 0.

Podle (3) ptisluseji k ¢islam y,, y, podle vztahu (3)
potadé &isla x, = yi, x, = y; neboli

=04+ T=pP=2—p+2)T—p%, (7
=1 —-J1=pP=2—p—2JT—p% (8
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Jestlize rovnice (1) ma feSeni, mohou to byt jen
Cisla x,, x,.

Aby tato Cisla spliiovala rovnici (1), musi mit pfede-
vim tyto vlastnosti:

Cisla [ x+p, Jx —px —p* = (Jx—p) (Jx +2)
pro x = x;, x = x, musi byt riznd od nuly; jinak by
néktery ze zlomku v rovnici (1) nemél smysl. Ziejmé
stali pozadovat, aby bylo x — p% % 0 a déle x = 0.

Podle (7), (8) je

x—p=201—p+ |T—77,
kde ¢ = 1 pro x, a ¢ = — 1 pro x,. Dile plati
x—p=2T-p(T=p+e. O

Protoze toto Cislo musi byt rizné od nuly, musi byt
kazdy z Ciniteld na pravé strané rizny od nuly. Je-li
viak |1 —p2=0, je 1—p> = 0 neboli
I—p)(Q+p)=0,1t. bud p=1 nebo p = —
Proto vzhledem k (5) musi o Cisle p platit

—1l<p<l. (10)

Rovnéz druhy dinitel na pravé strané vztahu (9)
musi byt rizny od nuly. Rovnost

JT—p*+e=0
viak nenastane pro ¢ = 1, nebot je Vl —p*=0.
Pro ¢ = — 1 mame pak rovnici

Ji—pr—1=0
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neboli postupné

P =
Skute¢né pro p = 0 je x, = 0 a jmenovatelé v (1)
jsou rovny nule.

Cisla x,, x, mohou byt kofeny rovnice (1) pro
vSechna Cisla p ze vztaht (10) s vyjimkou Cisla x,,
které se dostane pro p = 0. To ovSem plati za pfed-
pokladu, Ze je x;, =0, x, =0, o CemZ se musime
jesté presvédcit:

a) Protoze nutné plati vztah (10), je 2 — p* >0
a protoZe je 2]/1 — p? = 0, je zfejmé x; > 0.

b) Cisla a = 2 — p2, b = 2|/1 — p? jsou nezéporné
(prvni je dokonce kladné); rozhodnéme, které je vétsi.
Plati véta V: ,,Jsou-li a, b nezdporna disla, pak ze
vztahu a = b plyne a? = b? a obracené.<

Plati
@—p=4—4p2+ % (1 —p2)*=4— 4%,
takZe je

a? — b = pt.
ProtoZe je p* = 0, je a® = b* a tim a = b; je tedy
x, = 0.

Nyni provedeme zkou$ku, ze Cisla x,, x, (za pred-
pokladi, o nichz jsme mluvili) jsou kofeny rovnice (1).
Staci, kdyZ se omezime na porovndni Citatell v rovnici
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(1", nebot jsme zjistili, Ze jmenovatelé v (1’) jsou si
rovni a rizni od nuly. DokdZeme tedy, Ze plati
2]/x = x + p* pro x = x; a x = x,. Vime viak, Ze je
x; > 0,x, = 0; proto &isla |/ %y, |/ xs %, + P2 x5 + p2
jsou nezdporna Cisla a pro vzdjemné porovnini uZi-
jeme véty V (oviem pro pfipad rovnosti), tj. porov-
name druhé mocniny téchto &isel, tj. &isla 4x, (x + p?)2.
Pro strucnost piSme
x=2—p?+ 2¢|/1 — p2,

kde pro ¢ = 1 dostaneme x, a pro ¢ = — 1 dostaneme
I — @ 2T Y =

=42 —p* + 2:/T—p?),

4x = 42 — p* + |1 — p?),

¢imZ je zkouSka provedena. Vysledek je prehledné
patrny z tabulky:

Vcil,ﬂgr{),;fu Reseni rovnice (1)
p=—1 nem feSeni
— 2 e i
—1<p<0 %1 P+ 21 =77,

X, =2 —pt —2)/T — p
p=0 x =4

X =2—pt+ 2|1 =92,
xg=2—p*—2)1T —pt

1=p nema feSeni
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5. Jsou dany dvé rizné ptimky a || b; na pfimce a
je dan bod A, na pfimce b bod B.

Sestrojte vSechny kruznice &, = (S;, 1), ky =
= (8,, 7,), které maji tyto vlastnosti:

(1) Kruznice k, se dotykd pfimky a v bodé¢ A4,
kruznice k, se dotykda pfimky & v bodé¢ B.

(2) Obé kruZnice k,, k, se navzdjem dotykaji.

(3) Plati r, = 2r,.

Refeni. V daliim poddvidme struné feSeni tilohy;
zevrubnéji provedeme jen posledni moZnost ozna-
Cenou [2b] (d). Viz obr. 24—34.

Vzdélenost pfimek a | b oznalme v >0, dale
AB =d >0; je tedy v = d. Poloroviny aB, bA
oznaéme poradé g, o a o', ¢’ poloroviny k nim opacné.
KruzZnice %, = (S, r,) musi lezet v jedné z polo-
rovin p, o', kruZnice k, = (S,, r,) musi leZet v jedné
z polorovin o, ¢’. KruZnice k,, k, maji dotyk v bodé T,
v némZ maji spolenou tenu ¢ | S8, (jisté je S; ==
== S,); bod T lezi na pfimce S;S,.

Kombinujeme kaZzdou z polorovin g, ¢’ s kazdou
z polorovin o, ¢’, pfi¢emz hned vylou¢ime kombinaci -
(o', ¢"), nebot poloroviny p’, ¢’ nemaji spoleny bod;
dostaneme tfi dvojice

(0, 0), (05 ), (05 0) . 1)
K témto kombinacim pftistupuje je$té pozadavek,
aby kruZznice k,, £, mély dotyk vnéj$i anebo vnitini.
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Jesté zavedme toto oznaleni: Necht znali U, V
pofadé vnitini a vnéjsi stfed stejnolehlosti kruZnic
ki, ky; koeficienty téchto stejnolehlosti jsou poradé
— 4, 1. V dal$im uvidime, Ze jeden z boda U, V lze
sestrojit ihned; podstata konstrukce spociva v uréeni
druhého z obou boda U, V.

Redeni ulohy rozdélime na dvé &asti: [1] Je
v=d, tj. AB | a. [2] Je v < d, tj. pfimky AB, a
jsou kosé.

P#ipad [1], kdy v = d, jen nalrtneme. Body S, S,
lezi nutné na pfimce AB, nebot pfimky a, b jsou
pofadé teCnami kruZnic k,, k,; tim i bod T leZi na
pfimce AB. Nyni uvaZujme kombinace (1) a druh
dotyku:

+ T
k, ¢ k,
G-I
t bst . VI
u=T T=8=
! i
i |
fS, k, ': S k
| !
! s E P
a | i/ ; iig
A Y
' I
Obr. 24 Obr. 25
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[1a] Necht k,, k, maji vnéjsi dotyk, takze je T = U.
Pak kazda z dvojic (1) vede k feSeni. Viz obr. 24, kde
r, = sv; dale viz obr. 25, kde r, = }v, a konelné¢
viz obr. 26, kde r, = 3v.

b B bst ET;B =V
\ Vil 9 Vi
', I3 6
Tsz k2
a=t al
Us=T=A i
| §
i
1S,
': 3 $
| s

Obr. 26

: ) i $
- Srr _ - _ — L

Obr. 28 Obr. 29
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[1b] Necht %, k, maji dotyk vnitini, takzeje T = V.
Tu dvojice (o', o) nevede k feSeni, nebot kruZnice
k, —aznabod T — musilezet uvnitt kruznice &, ktera
m4 vét$i polomér. Dostdvame: a)feSeni z obr. 27, kde
r, = }v; b) feSeni z obr. 28, kde r, = }v; c) feSeni
z obr. 29, kde r, = 1v.

P¥ipad [2], kdy je v < d; oznatme s | a piimku
jdouci bodem A. Ze stejnolehlosti kruznic k,, k&,
plynou vztahy

VS, =13VS:, US,=3iUS,,

pfi¢emz bod V lezi na prodlouZeni tselky S,S, za
bod S,, kdeZto bod U lezi uvniti usecky S;S,. Nyni
rozli$me moZnosti podle druhu dotyku kruz-
nic &, k,.

[2a] Dotyk vnéisiyje T = U.

(a) Kombinace (¢, ¢) — viz obr. 30. Nutng je
AS, Y BS,, ptiCemz ptimka b s bodem B jsou obrazy
pfimky a s bodem A ve stejnolehlosti (T) o stiedu T
a koeficientu — }. Odtud konstrukce:

Uvnitf GseCky AB sestrojme bod T tak, Ze je

BT 1 .

AT — 2 °
bod §;, je spolenym bodem pfimek s, p, kde p je
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osou useCky AT. Sestrojme kruZnici &, = (S;, $,4);
kruZnice k, je obrazem kruZnice %, ve stejnolehlosti
(T). Dukaz je snadny; bod T existuje a tim i jedind
dvojice k,, k, kruznic.

Obr. 30,

(B) Kombinace (o, ¢'), (¢'s o) znazornéné potfadé
v obr. 31, 32. Nutné je AS, 1+ BS, a jedna se o stejno-
lehlost (V) o stfedu V a o koeficientu . Bud T’
obraz bodu T ve stejnolehlosti (V); odtud plynou
vztahy ‘

VI'=}VT, 3S,T=S,T'=S,T=r,, 3VA=VB,
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takze T’ je stiedem useCky VT, tj. VT' = 2r, =
=84 =r, VS, = 6r,, O stranich trojuhelnika
AS,V plati

6
g
kl
//////,/

Odtud konstrukce: Na prodlouZeni tGseCky AB za
bod B urfeme bod V tak, aby BV = AB, takze VA =
= 2VB. Na pfimce s zvolme tseCku AX (viz obr. 31
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v poloroviné p; dale obr. 32 v poloroviné p"). Podle
véty Ssu o urenosti trojuhelnika sestrojme trojuhelnik
AXY, kde Y lezi na poloptimce AB a plati XY =

[T
6

77771
§

Obr. 32

I

34X; ke Kkonstrukci uZijeme Kkruznice x =
= (X, 34X). Bodem V vedme pfimku ¢ || XY
a ozname S, spoleény bod pfimek g, s. Ke kruznici
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ky = (8,, S;A) sestrojme obraz k, ve stejnohlehosti
(V) o stfedu V a o koeficientu }. Dtikaz konstrukce je
snadny; uloha ma zfejmé jediné feSeni.

[2b] Dotyk wvmtini, takze je T = V; kombinace
(¢', 0) ziejm& odpada.

—_—

v=TAN )
b ’ //////
) i,
P’\
Obr. 33

(y) Kombinace (¢, ¢’) je zndzornéna v obr. 33.
Nutné je AS; 1+ BS,, TB = {TA. Odtud konstrukce:
Na prodlouZeni usecky 4B za bod B sestrojme tGsecku
BT = BA a oznatme S, spoleCny bod ruznobézek
s, p, kde p je osou useCky AT. Ve stejnolehlosti (V)
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o sttedu V' a o koeficientu } sestrojme obraz k, kruz-
nice k&, = (S§;, S,;4); kruznice k, prochazi zfejmé
bodem S;. Uloha m4 jediné feseni.

(6) Kombinace (o, ¢) je znazornéna v obr. 34.
Rozbor. Nutné je AS, 1| BS, a vnitini stfted U stejno-
lehlosti (U) kruznic &y, k, lezi uvnitf Gsecky AB tak,
Ze plati

UB = [UA.

Protoze je r;, = 2r, a kruznice k,, k, maji vnitfni dotyk,
lezi bod S, na kruznici k,. Bud T’ = §, obrazem bodu
T = V ve stejnolehlosti (U) s koeficientem — 4, takze
je S;U = i8.T = %r,, S;A = 2r,. Je tedy

SU 1

sS4 =3¢ 2
Bud X patou kolmice s vedené bodem A k ptimce b,
takze je AX = v. Ve stejnolehlosti o stfedu 4 necht
bodu S, pfisludi bod X a bodu U bod Y polopfimky
AB, takze podle (2) je

XYy SU 1 . 1
Kzﬁz?neboh XY =5 AX
a tedy
XY=30, AX=v. 3)

Odtud konstrukce (obr. 34): Uvnitf useCky AB se-
strojme useCku BU = {UA4 = {AB a opiSme kruz-
nici x = (X, }v); oznatme Y jeden ze spolelnych
bodl kruznice x a poloptimky AB (pokud existuje).
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Bodem U vedme pfimku ¢ || XY a oznalme S,
spole¢ny bod pfimek ¢, s. Oznaéme k, obraz kruznice
ky = (8, S;4) ve stejnolehlosti (U) s koeficientem
— &. Pak %y, k, je dvojice hledanych kruZnic.

f
i

Diikaz. Podle provedené konstrukce plati (3) neboli
S, U= ir,(er, = §14), SU = 3485,U = §ry, ry=14ry.
Bod U leZi uvnitt usecky §,S, a tedy $,S, = S;U +
+ S,U = 1r,, takZe k, prochazi bodem S,. Oznalme
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T £ S, spole¢ny bod polopfimky S,S, s kruZnici £, ;
je $;T = r, a protozZe je §,S, = ir,, je S, sttedem
useCky TS, a kruZnice k;, k, maji vskutku v bodé¢ T
vnitini dotyk. Ve stejnolehlosti (U) je b s bodem B
obrazem ptimky a s bodem A; proto se kruZnice k&,
dotyka piimky b v bodé B.

Diskuse. Nejprve vypolteme velikost vy$ky y = XP
v trojihelniku ABX, kde <X = 90°. Je AXBP ~
~ AABX (uu) a tedy

XP  AX
XB~ AB
neboli
y v
J&E—w d
a tedy
y=—|d . (4

Nyni rozhodnéme, kdy je pfimka AB secnou,
teCnou nebo neseCnou kruznice x, jejiz polomér je iv;
to nastane, jak zndmo, jestlize plati pofad¢é vztah

y<iv,y=lv,y>io. 4)
Uzitim (4") lze tyto podminky uvést na tvar
d=1)2v.

Jesté dokazeme, Ze bod S; padne skutecné dovnitt
polopfimky AX (jinak by kruZnice k, neexistovala).
Oznaéme e || a pfimku vedenou bodem U (piimka e
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lezi uvnitt pasu rovnobézek a, b, takZe ma od pfimky b
vzdalenost 4v); ta je teCnou kruZnice x. Proto bod Y
padne dovnitf poloroviny eX, tj. dovnitf polopfimky
UB. Budte <<XUA, <cUXZ dva shodné stfidavé
uhly, tj. plati XZ 1| UA; bod Y lezi zfejmé uvnitf
thlu XUXZ. Proto bod S, (kde US, 1 XY)padne
dovniti uhlu LXUA a tedy dovnitf uUsecky AX,
¢imz je duikaz proveden.

Zdvér. Je-li AB | a,lze sestrojit Sest dvojic kruZnic.
Neni-li AB | a, existuji takové dvojice alespon Ctyfi;
k nim se fadi dal$i dvé, jedna nebo zadna dvojice
podle toho, zda plati prvni, druhy (i tfeti vztah (4).

6. Urcte vSetky realne Cisla x, pre ktoré plati vztah

s s 212 w

RieSenie. Nech redlne ¢islo x je rieSenim nerovnosti
(1). Potom musi platit 1 —x >0, 1 4+ x >0, t. j.
—l<x<l1, 2)

inak by zlomky na lavej strane vztahu (1) nemali
zmysel. Upravme lavu stranu nerovnosti (1). Dosta-
neme

hzs—Vizs o p3. )
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Vzhladom na poziadavku (2) je menovatel na lavej
strane (1) kladné cislo. PretoZe na pravej strane (1)
je kladné Cislo, musi byt Citatel zlomku na lavej strane
(1) tiez kladny, t. j. musi platit |1 + x — J/1 — x>
>0, tize |/T + x > |/1 — x. Pretoze obe &isla v po-
slednej nerovnosti su kladné, musi o ich druhych
mocninach platit 1 4+ x >1—x, ize x >0. Ak
pripojime k tomu poziadavku (2), musi o {isle x platit
0 <x <1. (3)
Znasobme teraz obe strany nerovnosti (1”) Cislom
JT==x.)1 F x > 0; dostdvame
JT+x— 1T —x=)2)1 —=. (4)
Vzhladom na poziadavky (3) su obe strany tejto ne-
rovnosti kladné Cisla; preto po umocneni oboch stran
vztahu (4) na druht dostaneme postupne
1+x+1—x—2)1T =% =201 — ),
x2 > Vi——ﬁ .
Obe strany tejto nerovnosti st vzhladom na (3) kladné
C¢isla. Umocnenim na druhu postupne dostdvame
xt=1—x2,
xt+x2—12=20. (5)
Trojclen y? + vy — 1 moZno rozloZit na suin
[y + 35+ DIy — 4(J5 — DI

nerovnost (5) moZno teda napisat v tvare

[+ 305+ Dl = — 35— D]z 0.
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Prvy Cinitel Tavej strany je kladny; preto druhy Cinitel
musi byt nezdporny, t. j. plati nevyhnutne

»—3(5-1)=0. (6)
PretoZe je |/5 — 1 > 0, je &islo

a=1h{5 -1 (7)
kladné. Nerovnost (6) mozno pisat v tvare
x+a)(x—a)=0. (7
Vzhladom na poziadavku (3) je prvy Cinitel na lavej
strane vztahu (7) kladny; preto musi byt x — a = 0,
Cize x = a. Ak pripojime k tomu poziadavku (3),
dostaneme, Ze o Cisle x nevyhnutne plati
a=x <1, (8)
kde ¢islo a je dané vztahom (7).

0 07 1
: a

Obr. 35

Este ide o to, Ci je skutone a < 1, t.j. &ije a® < 1.
Tuplatia? — 1 =}(J5—-1) —1=1(5 —-3) <0,
t. j. skutoCne je a* < 1 a teda a < 1. Interval (8) teda
existuje.

Cislo x zo vztahu (8) spliiuje poziadavky (2), (3).
Pri naSich apravach sme vSade prihliadali k ekviva-
lencii; preto vSetky Cisla x z intervalu (8) sa rieSenia
nerovnosti (1) a neexistuje Ziadne dalSie (pozri obr. 35).
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5. ULOHY II. KOLA KATEGORIE B

1. V oboru reédlnych cisel feSte nerovnost

—_ — 2
-1 =2 <1,
X

M

dale urcete vSechna x, pro kterd nastdvd rovnost.

ReSeni. Necht je x feSenim nerovnosti (1); nutné je

x#0.

2

Aby odmocnina /T — 2x? méla smysl, je dile nutn&

1 — 2x2 = 0 neboli

V2 V2 V2 .
—7§x§7,kd67<1

3

pro tato x ma odmocnina skutecné smysl.

Plati tyto ekvivalentni upravy nerovnosti (1):
1— [T =2«
_lx s 1=20,
1—x— |/T =222

X
JT=2x +x—1

X

=0,

=0.

Jsou dvé moznosti:[1] Je x > 0;[2] je x < O.

Ptipad [1]. Necht je [viz (3)] .
0<x < 122—

Ze (4) plyne, Ze nutné je
JT—=2x2>1—x.

®)

(4)

®)
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Ponévadzje 1 —x =1 — MZZ— > 0, plyne odtud po-

stupné
1 —2x2=1—2x + x2%,
0=x3x—2),
0=3x—2,
£=x. (6)

Protoze }|/2 > 0,7 > %, plyne z (5), (6), Ze o &isle x
nutné plati
' 0<x=%. ©)
V tomto pfipadé nastane v (1) rovnost pro x = .
Pfipad [2]. Necht je [viz (3)]
2oy co; ®)
potom ze (4) plyne
JT=2x2<1 —«,
kde 1 — x > 0. Odtud dostanéme postupné
1 —2x2<1— 2x + x2

0=x3x—2),
0=3x—2
2 >x.

Toto je splnéno pro kazdé x z (8). V tomto pfipadé [2]
nemuze v (1) nastat rovnost.

Cisla x dani vztahem (7) nebo (8) jsou skutecn&
feSenim dané nerovnosti.
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Zdvér (obr. 36). VSechna feSeni x nerovnosti (1)
jsou déna intervaly

V2

' 2
_ V2 < 2
2E—JC<0, 0<x=7.

Rovnost v (1) nastane pravé tehdy, je-li x = 2.

- 0 v___ 1
4B

— -

(731N

Obr. 36

2. Do daného obdélnika ABCD, kde AB > BC, je
vepsdn osmithelnik JKLMNOPQ, jak je naznaeno
na obrazku 37; osmidhelnik vznikl ze dvou obdélniku
JKNO, JMNQ o spole¢né uhloptficce JN, pfiCemz
bod J je stfedem usecky AD a N stiedem usecky BC.

Vypoctéte obsah osmiuhelnika pomoci rozmért
a = AB, b = BC daného obdélnika.

Reseni. Konstrukce osmiuhelnika je patrni z obr.
37. Pti oznacleni z obr. 37 poloZme LT = x, LS =y,
KT = t. Obsah p obdélnika JKNO je p = JN.JD
neboli

p = %ab.
Obsah r kosoltverce JLNP je
r=ay,
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takZe obsah s osmithelnika je s = 2p — r neboli
s=a(—y). (D
Vypolitame y. V trojuhelniku SKT je <T = 90°,
SK = }a; podle Pythagorovy véty dostaneme
12 = SK? — ST?
neboli

2

Obr. 37

Ze stejnolehlosti o sttedu L trojuhelnikd LNS, LKT
plyne

TL  SL
TK ~ SN
neboli
X _y
T iz
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Po dosazeni ze (2) a snadné upravé obdrZzime
2yt a? — b?

a a
neboli
a2 — b2
s =d22, ®
Vedle toho plati TL 4+ LS = }b neboli
b
X + y = 2 5

dosadime-li sem ze vztahu (3), dostdvime postupn&

— b? b
p(t+15E) - 4,
2 __ b2 b
y. £+_VZ_ —t,
ab
2(a + Va2 - b2)
Po dosazeni do (1) dostaneme

y =

s=a (b s )
2 (a + Va"' - bz)
neboli
. ab(a + Z_VET:—TZ\_
T 2(a+ Jar— b,
co lze popfipad& ndsobenim a — |/a? — b2 v Citateli
i jmenovateli upravit na tvar

__a (262 — a® + aVa’ — b2)
o 2b

]

Tim je feSeni provedeno.
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3. Dokazte, Ze pre kazda trojicu kladnych <&isel
a, b, c plati vztah
@+b+9 (s +5++) =9 (1)

Nijdite vietky trojice, pre ktoré nastidva rovnost.

RieSenie. Dand nerovnost je ekvivalentni s ne-
rovnostou

@+b+0(;+5++)—9=0;
jej lava stranu oznalme L. Postupne plati:
L:(a—{—b+c) bc + ca + ab _9—

abe

a%c + a®b + b2 + ab® + bc® + ac® + 3abc — 9abc_

abc
a’c + ac® + b%a -+ ba® + ¢% + cb* — 6abc
- abc -
a% — 2abc + b%c+ b%a — 2abc + ac? + ¢*b — 2abc + ba?
- abc -
c(a® — 2ab + b%) + a(b® — 2bc + c?) + b(c* — 2ac + a*)
o abc -
_cl@a—b)? + alb — ¢)* + b(c — a)?
B abc :
Je teda
’ L — alb — )% + b(::‘;l—)ca)2 + cla — b)? , 2)

kde a, b, ¢ su kladné Cisla. Menovatel abc zlomku je
kladné &islo. Citatel zlomku je sucet troch nezépor-
nych disel, lebo napr. a(b — ¢)? je sucin Cisla a > 0
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a Cisla (b — ¢)? = 0. Preto je Citatel nezédporny a tym
aj zlomok (2). Tym je platnost vztahu (1) dokazana.

Rovnost vo vztahu (1) nastane prave vtedy, ked
su tri nezdporné sCitance v Citateli zlomku (2) vietky
rovné nule, t. j. ked plati

alb—c2=0, blc—a2=0, cla—b2=0.
Pretoze je a > 0, b > 0, ¢ > 0, je nevyhnutne

b—¢c=0, ¢c—a=0, a—b=0,
Cize
a=b=c.
Rovnost vo vztahu (1) skutofne nastane, ak trojica
ma tvar (a, a, a), kde a je lubovoIné kladné ¢islo. Tym
je rieSenie ukoncené.

4. Danai je tiseCka AB velkosti 1. Ozna¢me P obsah
spolo¢nej cCasti dvoch kruhov opisanych okolo bodov
A, B s polomerom r = 1.

Vyjadrite obsah P v percentich (s presnostou na
jednotky) vzhladom na obsah jedneho z uvaZovanych
kruhov ako ziklad. v

RieSenie (pozri obr. 38). Oznatme X, Y priesec-
niky kruznic (4, 1), (B, 1), takze ABX je rovnostranny
trojuholnik so stranou dizky 1. Jeho obsah je

t=1)3. (1
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Preto je a = < XAY = 120° = }.360°. Obsah p
useCe s tetivou XY a oblikom XBY je (obsah ¢
jedneho z oboch kruhov je ¢ = =)
p=in—1t,

lebo trojuholniky ABX, AXY

maju rovnaké obsahy. Po do-

sadeni zo vztahu (1) mame

p=1in—1}|3.
Obsah P spolocnej Casti oboch
kruhov je 2p, Cize

P=§n—-§]/§.

Pomer i nasobeny cislom 100
q

udava hladany pocet x percent,
t. j. plati

Obr. 38 x = 10003~ — 3|3): =,
Cize
x = 100 (3 - Vi)
3 2n) >
pritom je
5 =065 1732<|3<1,733; 3,141<n<3,142.

2 |3

Cislo y =3 — 5, mame urCit na dve desatinné
miesta presne. Plati

1,733 1,732
a = 0,666 — 2. 3,141 <y < 0,667 —’2.3’142—17.
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Vypocitame priblizné hodnoty oboch zlomkov z pre-
doslych vyrazov:

1,733: 6,282 < 0,276 1732: 6284 > 0,275
1,2564 12568
47660 47520
43974 43988
36860 35320

~ Plati teda
0,666 — 0,276 < a ,
b < 0,667 — 0,275,
éize
0,390 < a,
b < 0,392 .
Je teda
0,390 <a <y < b < 0,392;
Cize
0,390 <y < 0,392
a teda
39,0 < x < 39,2.

Odpoved. Obsah P je asi 39 9, obsahu kruhu
s polomerom r = 1.
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6. ULOHY I. KOLA KATEGORIE C

1. Mime v zdsobé litrové ldhve 14%niho, 119,niho
a 9%niho roztoku kyseliny octové (dostatecny pocet
od kazdého druhu).

Kolik plnych lahvi kaZdého z téchto roztokd bude
tfeba smisit, abychom dostali 30 litrd 129,niho roz-
toku, pfiCemZ méme pouZit roztoku vSech t¥i druhu.
Udejte vSechny moZnosti.

Reseni. Predpokladejme, Ze uloha m4 fedeni a Ze
pfirozena Cisla x, y, z uddvaji pofadé poclet lahvi roz-
toku 149%,niho, 11%mniho a 9%niho, jichZ pfi miseni
uzijeme. Lahve jsou litrové a obsahuji tedy celkem
x + vy -+ 2 litra roztoku; tento soucet je podle poZza-
davku ulohy roven 30 litrdm. Plati tedy

x+y+2=230. (1”5

Lahve s prvnim roztokem obsahuji ;.5 x litra kyse-
liny octové;

lahve s druhym roztokem obsahuji 1}y litra kyse-
liny octové,

lahve s tietim roztokem obsahuji ;3,2 litraa kyseliny
octové.

Vznikld smés obsahuje celkem ;'% .30 litrd kyse-
liny octové.

Musi platit

100 % + 100 + 106 # = 70630 (27
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neboli po znasobeni obou stran této rovnice Cislem 100

14x + 11y + 9z = 360 .

Dostavame dvé rovnice

14x + 11y + 92 = 360, )

které musi ptirozend Cisla x, y, 2 spliiovat. Nyni je
nasim tkolem najit v§echny trojice x, y, 2 pfirozenych
Cisel, z nichz kazdé musi byt men$i nez 30; do-
konce kazdé z nich musi byt mensi nez 29.

Vyluc¢me z rovnic (1), (2) Cislo = [obé strany rovnice
(1) znasobme Cislem —9 a pfi¢téme je k pFislusnym
strandm rovnice (2)]; dostaneme

5x + 2y =90
neboli
y=45—3x. (3)
Odtud plyne, Ze x musi byt sudé; poloZme proto
x =2n,

kde 7 je ptirozené Cislo. Ze (3) a (1) po dosazeni x =
= 2n dostdvame celkem

x=2n, (19
y=50—n), (2"
z2=13(mn—5). 3)
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Z (2") vidime, Ze 9 — n musi byt pfirozené {islo,
tj. 9 — n > 0 (jinak by y nebylo kladné ¢islo) a déle
9 — n < 6 (jinak by y bylo vétsi nez 29). Z obou ne-
rovnosti plyne

3<n<9. (4)

Ze (3") vidime, Ze musi bytn — 5 >0an — 5 < 10
(jinak by z bylo vét$i nez 29). Z obou nerovnosti do-
stavame

5<n<l15. (5)
Spojenim (4) a (5) obdrzime poZadavek, ktery nutné
spliuje ¢islo n:

5<n<9.

V tvahu tedy pftichazeji jen Cisla 6, 7, 8. Dosazuj-
me za »n do (1), (2'), (3") postupné &isla 6, 7, 8.
Vysledky jsou v této tabulce:

1nii6 | 7 8 |
x 14'16i
¥ 10\5‘

| ol

Trojice Cisel x, y, 2 z této tabulky skute¢né spliiuje
rovnice (1), (2), jak se pfesvéd¢ime dosazenim; proto
spliiyje i vychozi rovnice (1”), (2”), nebot (1), (1) je
taZ rovnice a (2 ") vznikne z (2) ndsobenim obou jejich

stran Cislem ;3.
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Odpovéd. Pozadovanou smés obdrzime tak, Ze
vezmeme poradé
12, 15, 3 lahvi
nebo
14, 10, 6 lahvi
nebo ®
16, 5, 9 lahvi
jednotlivych druht.

2. Dany je lichobeznik ABCD, v ktorom je
AB || CD, AB > CD.
Aky geometricky utvar vyplnia vSetky body X
roviny lichobeznika, o ktorych platia vztahy
AX < BX < CX < DX. (D

Urobte diskusiu vzhladom na velkosti uhlov <t DAB =
= a, XABC = §.

RieSenie. Najprv dokazeme dve pomocné vety
u, v.

Veta U: ,,V rovine nech je dana useCka MN so
stredom § a s osou p. MnozZinou vSetkych bodov
v rovine, ktoré maji od bodu M mensiu vzdialenost
nez od bodu N, je vnutro polroviny pM.

Dokaz (obr. 39). Toto tvrdenie sa lahko dokéaze
pre body priamky MN (vSetky body poZadovanej
vlastnosti na tejto priamke leZia vnutri polpriamky
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SM; pozri body X, X,, X; v obr. 39). Nech teraz X
je bod vnutri polroviny pM, ktory nelezi na priamke
MN. Potom priamka p oddeluje body N, X a vnutri
tseCky NX lezi bod P priamky p. Use¢ky PM, PN

su simerne zdruZené podla p a teda
)

MP = NP.

Obr. 39

O stranach trojuholnika MPX plati
MX < MP + PX

(sulet dvoch stran je vacsi neZ tretia strana). Po do-

sadeni z (2) dostaneme
MX < NP + PX,
Cize
MX < NX. 3)
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Ak je Y bod vnutri polroviny pN, potom sa rovnako
dokaze vztah

MY > NY. 4)
Pre bod P osi p plati

MP = NP. ()
Vztahmi (3), (4), (5) je veta U dokazana, lebo sme
tym vycCerpali vSetky body roviny.
Dalej dokdzeme vetu V (pozri obr. 41—43): ,,Nech
ABCD je lichobeznik, v ktorom AB je vac$ia zakladna,
P,, P, stredy a p,, p, osi zakladni. Potom plati:

a) P, || p3 (pozri ucebnicu Geometrie pro 7. ro¢nik,
vydanie z r. 1955, priklad 7, str. 134).
b) Ak o uhloch a, § pri vrcholoch A4, B lichobeZnika
plati:
[1] @ = §, potom je py = py;
[2] a < B, potom bod P; a s nim priamka p;
lezi vnutri polroviny p,B;
[3] @ > B, potom bod P; a s nim priamka pg
lezi vnutri polroviny p, 4.
Dékaz. Tvrdenie [1] vyplyva zo simernosti licho-
beznika ABCD podla p,.
Doékaz tvrdenia [2] (pozri obr. 40). V trojuholniku
ABE plati
BE < AE, (6)

lebo je a < B (proti vaSiemu uhlu trojuholnika ABE
lezi vacSia strana). Zo vztahu (6) vyplyva podla vety U,
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Ze bod E padne dovnitra polroviny p,B; preto vnutri
useCky AE lezi bod Q priamky p,. Ak je D bodom
useCky QE, je tvrdenie [2] samozrejmé, lebo celd
usec¢ka DC lezi v polrovine p,B. Nech D lezi vnutri

useCky AQ. Oznaéme D' == D jeho obraz v simernoti
s osou p, a F stred useCky DD’ (ten leZi na p,). Pol-
priamka BQ leZi v uhle f a teda D" vntri usecky FC.
Je teda
DD < DC
a
iDD’ < iDC,

t. . .
DF < DP;.
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Z toho vyplyva, Ze P; lezi vnutri useCky FC a tym
vntri polroviny p,B a s nim aj priamka p, || p,. Tym
je tvrdenie [2] dokazané.

Dokaz tvrdenia [3] sa prevedie na dokaz tvrdenia
[2] pomocou stimernosti podla osi p,.

Poznidmka. Dokaz tvrdenia [2] moZno urobit
pouzitim faktu, Ze bod P, lezi vnutri tseCky P,E,
ktord s vynimkou bodu P, lezi celd vnutri polroviny
p1B. To predpoklada znalost vety o podobnosti troj-
uholnikov AP,E, DP,E a BP,E, CP,E.

RiesSenie danej ulohy (pozri obr. 41, 42, 43).
(Pre jednoduchost predpokladajme, Ze vo vztahoch
(1), ktoré mame skimat, sa jedna o vzdialenosti bodov,
takZe pripu$tame napr. aj moZnost AX =0, t. j.
A = X atd.) Oznacme p,, p,, p; (v tomto poradi) osi
stran AB, BC, CD lichobeznika ABCD.

Bod X, o ktorom podla (1) plati AX < BX, leii
podla vety U vnutri polroviny p,4;

bod X, o ktorom plati BX < CX, leZi vnutri pol-
roviny p,B;

bod X, o ktorom plati CX << DX, lezi vnutri pol-
roviny p;C.

Ide o to, ¢i vnutraj$ky polrovin p,A4, p,B, p,C maju
spolo¢né body. O tom rozhodneme podla vety V.

Pripad [1]. Nech je a = f (obr. 41). Potom je

P = psa p, A, p;C st opacné polroviny, ktoré nemaju
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Ziadny vnuatorny bod spolo¢ny. Bod X, o ktorom
plati (1), teda neexistuje.

Pripad [2]. Nech je a < f (obr. 42). Priamka pg
a s nou cela polrovina p;C lezi vnutri polroviny p,B,
takZe polroviny p,A, p;C nemaju Ziadny spolocny
bod. Preto bod X s vlastnostami (1) neexistuje.

|

2

!
.

|

?

N

‘%

\®

I

Pripad [3]. Nech je @ > f (pozri obr. 43). Priamka
ps lezi vnutri polroviny p,A4 a vnutrajsky polrovin
714, p;C maju spolocné tie body, ktoré lezia vnttri
pasu rovnobeziek p,, ps;. Priamky BA, BC st rbézno-
bezné; preto st rdznobezné aj priamky p, | BA,
p» | BC [pozri Geometrii pro 7. ro¢nik, vydanie
z r. 1955, veta 6, str. 134] (a teda aj priamky p,, ps
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st rdznobeZzné). VnutrajSok polroviny p,B ma s vou-
trajSkom pasu rovnobeziek p,, p; spoloc¢né body, ktoré
st v obrazku 43 naznacené Srafovanim.

Tym je tloha rozrieSena.

Obr. 43

Zdver. Body pozadovanej vlastnosti existuju jedine
v pripade, ked je a > f.

3. Urcte vsetky redlne Cisla x, pre ktoré je zlomok

12x® — 36x + 27

Z 8x? — 18

vadsi ne

N¢
<
—_—
»

—
o

(S
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RieSenie. Dany zlomok Z upravujme postupne
takto:

7 — 12x% — 36x + 27  3(4x* — 12x + 9)

8 — 18 2(4*—09)
_ 3(2x—3?  3@2x—3)  32x+3—6)
T22x+3)@x—3) 20x+3)  202x+3)
_ 3(2x + 3) 3.6 3 9 3 2

T202x+3) 202x+3) 2 2x+3 2 13
Aby platilo Z > £, musi byt

9

£

: M
X+ 3

kladné &islo; to znamend, Ze Cislo x + & musi byt
zaporné, t. j. x < — §.

Pre x < — % je kazdy z vyrazov 2x + 3, 2x — 3
rézny od nuly (prvy vyrazsarovnd nule pre x = — 3,
druhy pre x = ) a zlomok Z ma zmysel. Pre tieto x
je zlomok (1) kladny a teda Z > 3.

Tym je uloha rozrieSena.

Iné rieSenie. Podla predo$lého rieSenia je

_ 3(2x — 3)
Z—2(2x+3) >

3 2x—3
Z=G 55 2
Pozadujeme, aby platilo Z > §. O zlomku

2x — 3
“2x 13 3)
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musi teda platit, Ze je vac$i nez 1. Obratene, ak bude
z > 1, bude tiez Z > §. Ur¢ime preto vietky Cisla x
také, Ze pre ne je 2 > 1. Vzhladom na to, Ze Citatel aj
menovatel zlomku (3) musia byt sucasne kladné Cisla
alebo stcasne zdporné Cisla, rozdeIlme ulohu na
dve Casti:

Cast [1]. Nech st 2x — 3, 2x + 3 kladné &isla. Ak
ma byt 2 > 1, musi byt 2x — 3 > 2x + 3. To viak
nie je mozné splnit, lebo Cislo 2x — 3 je o 6 menSie
nez 2x + 3.

Cast [2]. Nech 2x — 3, 2x + 3 st zdporné Cisla.
Cislo 2x + 3, &ize &islo 3 + 2x je zdporné pre vietky
Cisla 2x << — 3, t. j. pre x < — § (to Iahko nahliad-
neme, ked na Ciselnej osi znizornime Cislo 3). Pre
tieto Cisla je zdporny nielen vyraz 2x + 3, ale aj
vyraz 2x — 3 = 2x + (— 3), ktory je totiz potom
suctom zapornych Cisel 2x, — 3.

Este ide o to, ¢i pre

x < — 3

je zlomok 2z vil$i nez Cislo 1. RozSirme zlomok (3)
Cislom — 1. V zlomku
g 3 — 2x
—3 —2x
su potom Citatel aj menovatel kladné Cisla. Aby bolo
2z > 1, musi byt Citatel vacsi neZ menovatel a to sku-
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to¢ne pre x << — § je, lebo rozdiel .
3—2x —(—3—2x)
sa rovna Cislu 6, ako sa lahko presvedcime.

Zdver. Zlomok Z je vacsi nez § pre vsetky Cisla
x < — % a ziadne iné.

4. Je dana kruZnice k= (S, r) a v ni stiedovy
uhel w = ASB (duty nebo ptimy), pfiCemz 4 i B
jsou body kruZznice k.

Na jeji teCné ¢ sestrojené v bodé B najdéte bod X
tak, aby druhy prusecik Y pfimky AX s kruZnici &
byl hlavnim vrcholem rovnoramenného trojuhelnika
YBX.

Rozhodnéte o fesitelnosti ulohy vzhledem k veli-
kosti thlu .

Reseni. UZijme této véty P (viz oznaleni v obr. 44):
V rovnoramenném trojuhelniku BXY o hlavnim
vrcholu Y vedme polopfimku BF 44 XY. Potom je
n'" = n, " = y. Obracené, jestlize v poloroviné¢ MBY,
kde bod M lezi na prodlouZeni useCky XB za bod B,
sestrojime thel ' = <CMBF = y, potom je XY || BF.
(Dtikaz je snadny.)

Jsoudvé moznosti:a)Je 0 < o < 180°;b) w =
= 180° (feSeni jen naznaclime).
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Necht je o duty thel (obr. 45 az 47): Druhy stie-
dovy thel ASB ozname o'; plati

o+ o' = 360°, o <o,

Obr. 44

Prisludné obvodové a déle usekové thly pfi vrcholu B
oznalme ¢, ¢’ a &, ¢&'; plati

p=c¢=1}w, ¢ =& =1%o, <90’ <.

Teény t, t' v bodech B, A kruZnice k maji spoleCny
bod C, pfi¢emz je ¢ = <CCBA; BC, BM jsou opalné
polopfimky. Dale je DAE t+ MBC.

Nyni jsou mozné dvé situace: Bod X padne
dovnitf: [1] polopfimky BM; [2] poloptimky BC
(pfitom musi byt X ruzny od boda B, C; pro X = C
je pfimka AX = ¢’ a nema s kruZnici & dalsi spolecny
bod).
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Ptipad [1] (viz obr. 45). V rovnoramenném troj-
thelniku YBX je ¢ vnéj$im uhlem, nebot Y lezi
uvniti GseCky AX; je tedy

p=y=1p=1e.
Osa BF tuhlu ¢ je tedy podle véty P rovnobé&zna
s x = AYX. Odtud konstrukce (viz obr. 45):

Obr. 45

Bodem A vedme x || BF, kde BF je osa uhlu e.
Oznalme pofadé X, Y == A4 spoleiné body primky
x s t, k; pak X vyhovuje pozadavkim ulohy.

Ditkaz a diskuse. Je <CCBA = <CBAD (stfidavé
ulohy mezi rovnobéZzkami). ProtoZe BF je osou prvniho
z té&chto whl, lezi v pfimce x osa druhého whlu
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< BAD; ztoho plyne, Ze x, t jsou riznobézky a bod X
existuje, takZe i bod Y =£ A existuje. Podle konstrukce
je y =43¢ f= ¢ — y (podle véty o vnéj§im uhlu
trojuhelnika) a tedy 1e = y. ’

Obr. 46

Vysledek [1]. Na polopfimce BM lezi pravé jeden
poZadovany bod.

Poznémka. K témuZ vysledku dospé&jeme i v tom
piipadg, Ze w = 180° (viz obr. 46); ze soumé&rnosti
kruZnice & a pfimky ¢ podle osy SB plyne, Ze uloha
m4é v tomto piipadé dvé feSeni. Bod Y lezi na pruméru
p |l t vedeném bodem S a bod Y’ je na kruznici &
k bodu Y protilehly.

Ptipad [2] (viz obr. 47, 48). Vylou¢ili jsme moZnost,
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Ze by platilo X = C (pak pfimka 4AX nema s % dalsi
spoleény bod a je nutné f =y = <BAC = 60°
o = 120°). '

Jsou dvé moZné situace: a) Viz obr. 47, kde
X je vnitfni bod usecky BC a Y vnitfni bod mensiho
oblouku AB kruZnice k; v hledaném rovnoramenném
trojuhelniku YBX plati

B=y=1¢ =1i¢. (D
Je-li BF’ osou uhlu ¢, je SCMBF' = }¢' a podle
véty P je

XA | BF'. (2)

b) Viz obr. 48, kde X je na prodlouZeni tsecky BC

za bod Cabod Y pak nutné lezi na vét§im oblouku AB

kruZnice k. Oznalme ¢’ tihel vedlej$i k obvodovému

uhlu ¢ = X AYB; pakje ¢’ = &', kde ¢’ = SLMBA.

Plati stejn& jako v pfedchozi situaci vztahy (1) a o ose
BF' Ghlu ¢’ plati

XA | BF'. (3)

Ze vztahu (2), (3) plyne taZz konstrukce: Bodem A
vedme pfimku x || BF', kde BF’ je osou usekového
uhlu ¢'; necht pfimka x ma s pfimkou ¢ spoleény
bod X = C, s kruznici & spoleny bod Y = A4.
Potom bod X vyhovuje pozadavkiim ulohy.

Ditkaz a diskuse (obr. 47, 48). Je <XBAE =
= JIMBA = ¢ (sttidavé uhly mezi rovnobézkami
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BM 1| AE); jejich osy lezi potadé v pfimkich «x,
BF'. Odtud plyne, ¢ bod X padne dovnitf polo-
ptimky BC. Je {BAC = ¢ <XBAX = }¢'. Jsou
tfi moZnosti:

a) Je ¢ > 3¢’ neboli postupné w > fw’,

Obr. 47

o > $(360° — w), o > 120°; potom vskutku X leZi
mezi body B, C a Y na mens$im oblouku AB (obr. 47).
Plati f# = ¢' — y (véta o vn&j$im uhlu trojuhelnika
YBX) neboli f = &' — }&' = }&’ = 9.

B) Je ¢ =} a tedy w = 120°; pak je Y =4,
coz jsme vylouili; trojuhelnik ABC je rovnostranny.

y) Je € < }¢ neboli w < 120° (viz obr. 48); potom
lezi pfimka x v Ghlu <cCAE i v uhlu k nému vrcho-
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lovém. Bod X padne na prodlouzeni usetky BC za

bod C a bod Y na vé&i$i oblouk /Tl\i kruznice k.
Je B=¢" —y (viz oznaleni z obr. 48) neboli

’

RV DU GV
B=¢ — L =1 =

Obr. 48

Zdveér. Na kazdé z opacnych polopfimek BC, BM
lezi pravé jeden bod X, ktery ma pozadované vlast-
nosti. Jediné v pfipadé o = 120°je X =Ca Y = A4,
coz jsme vyloucili, kdeZto feSeni na polopiimce BM

existuje.

5. Kolik ¢tvetic celych &isel a, b, ¢, d ma tyto vlast-
nosti:
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(1) Zadna dvé z &isel a, b, ¢, d si nejsou rovna.

(2) Platia + b+ c+d=0.

(3) Kazdé z ¢isel a, b, ¢, d ma absolutni hodnotu
mendi ne% pét. (Ctvefici 1, 2, — 3, 4 povaZujte za
raznou od Ctvetice 2, — 3, 4, 1 apod.)

Reseni. Ulohu rozdélme na dvé &asti: [1] Hle-
dejme (tvefice, o nichZ plati, Ze jedna dvojice Cisel ze
tvefice mé soulet nula. [2] Zadna dvé Cisla Ctvefice
nemaji soucet nula.

Ptipad [1]. Necht o dvou d&islech Ctvefice, napf.
o Cislech ¢, d, plati, Ze jejich soucet je nula.

Tu nemuze byt napf. d = 0; jinak by bylo¢ + d =
=0, tj. ¢ =0. Dvojici ¢ =0, d =0 vyluCujeme,
nebot Cisla Ctvefice maji byt vesmés navzajem ruzna.

Tabulka & 1
I 11 111 [ v
5>a>d b | c | 5>d>0 |
2 —2 ] 1 |
3 3 1 1 ‘
4 —4 —1 : 1 1
3 3 2 ? 2|
4 —4 2 2 }
4 —4 -3 3 ‘




Sestavme nyni tabulku (¢islo 1) &isel a, b, ¢, d tak,
aby bylo d >0 (tj. hledejme C{tvefice, v nichZz je
d > 0) a aby v tabulce postupné d vzrustalo; déle
ulifime umluvu, Ze v tabulce je a > d.

Za danych pfedpokladi dostaneme pravé 6 Ctvefic
(a, b, ¢, d). Nyni uvaZzujme takto:

Vlastnost Cisla d, kterou jsme poZadovali, miZe mit
kterékoli z &isel a, b, ¢, d; to tedy jsou

4 moZnosti . 1)

Zbudou ném tii z Cisel a, b, ¢, d; vlastnosti, které
jsme pfipsali &islu ¢ (tj. ¢ + d = 0), mohou mit ktera-
koli tfi z nich; tc jsou

3 moZnosti , (2)
pfi¢emZ kteroukoli moZnost (1) 1ze spojit s kteroukoli
moznosti (2); to je tedy

4.3 = 12 moZnosti . 3)

Nyni ndm zbyvaji ze Ctvefice a, b, ¢, d dvé Cisla;
vlastnost, jez mélo ¢islo ¢ muZe mit jedno z nich;
to jsou

2 mozZnosti ,

z nichZ kazdou lze spojit s 12 moZnostmi (3). Dosta-
neme tedy
12.2 = 24 mozZnosti .
Dostaneme tedy celkem 24 tabulek typu ¢. 1. To je
6.24

raznych {tvefic dané vlastnosti.
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Ptipad[2]. Necht o &islech ¢tvefice (a, b, ¢, d) plati

la| > 18] > lc| > |d]. )

Sestavujme tabulku (Cislo 2) tak, Ze volime dislo a,

k nému volme ¢islo b tak, aby platilo (4) a pak volme

Cislo ¢ zase podle (4), naceZ Cislo d uréime podle

vztahu a + b + ¢ + d = 0; pfitom ¢isla a, b, ¢, d
musi byt rizni. Dostaneme:

Tabulka & 2

I 1I IIT v

a b c d

4 -3 -2 1
—4 3 2 1

4 -3 -1 0
—4 3 1 0

3 -2 -1 0
-3 2 1 0

Vtabulce je tedy 6 Ctvefic Cisel. Vlastnost, kterou
mé Cislo a v tabulce ¢. 2, miZze mit opét kterékoli
z Cisel a, b, ¢, d; to jsou 4 moznosti. Vlastnost Cisla b
muze mit kterékoli ze tfi zbyvajicich Cisel, to jsou
3 moZnosti; tedy 4.3 = 12 moZnosti. Zbudou dvé
Cisla a jedno z nich volime (jako &islo ¢ v tabulce
Cislo 2); to jsou dvé moznosti, tedy 12.2 = 24 moz-
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nosti. Dostaneme tedy 24 tabulek tvofenych tymz
postupem jako tabulka &is. 2; obdrzime tedy
6 . 24 Ctvefic . (5)
ProtoZe uvedenymi pripady [1], [2] jsou vSechny
moznosti vylerpany, dostaneme [viz (4), (5)] celkem
6.24 4 6.24 = (6 1 6).24
Ctvefic neboli 12 .24 = 288 rhznych Ctvefic.
Odpovéd. Ruznych Etvefic, majicich vlastnosti po-
zadované textem dané tulohy, je 288.

6. Je dana kruZnice k& = (S, r) a v ni prumér AB;
dale je dano kladné Cislo m.

Na tecné ¢ sestrojené v bodé B kruznice k urlete
bod X tak, Ze pro druhy prisecik Y pfimky AX
s kruznici & plati vztah

XY =m.

(Nejprve vypoditejte velikost useCky XA a na zakladé
vypoctu provedte konstrukci.)

Reseni. V obr. 49 oznaéme

SA =SB =, XY = m, AX = x,
AY = x — m; (1)

pritom r, m jsou dané kladnd Cisla a x > 0 je nezndmé
Cislo, jez vypocitame.
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Plati
A ABY ~ AXB (uu), )

nebot se tyto pravouhlé trojuhelniky shoduji v ihlech.

Obr. 49
Ze vztahu (2) plyne
oo @
neboli vzhledem k (1)
xom 2
2r x °

153



Znisobme ob& strany této rovnice Cislem 2rx;
postupné dostaneme
x(x —m) = 4%,
x2 — mx = 4r?,

x2— 2. % x -+ (—'25)2= 4r% + (%)2,
(x—5%)*=D, 3)
kde jsme polozili
4r2+(§)2=1)>0. 3"
Rovnici (3) 1ze upravit déle takto:
(x—%) = 4D)*>
(x - %)2 - (Vﬁ)z =0,
[(x %) + VD] [(x— 5) - 1D] = 0.
Jeden z obou Ciniteltl na levé strané této rovnice musi

byt roven nule [viz uCebnici Algebra pro 9. rolnik,
vydani z r. 1955, str. 8, fadek 4; str. 78, odstavec 1], tj.

x—%+l/5=0, x—%—VﬁzO
neboli
x=2—|D, (4)
x=241D. (5)
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Pripad (4) nepfichdzi v avahu; ze (3') totiZ plyne,
Ze je D > (3m)* a tedy |/D > im, takze ve (4) je
x < 0 a proto nemd geometricky vyznam.

Pfipad (5) ma vyznam, nebot x je soutem dvou
kladnych &isel; na zakladé vysledku (5) provedeme
konstrukei.

Konstrukce (viz obr. 49). Sestrojme trojihelnik
ABL, kde <B = 90°, AB = 2r, BL = }m. Podle
véty Pythagorovy z tohoto trojuhelnika plyne

AB® 4 BL? = AL?
neboli

4+ (5) = 4L,

pfi¢emZ porovninim se vztahem (3") dostavame
AL=|D.
Na prodlouZeni GseCky AL za bod L sestrojme useCku
LP = }m, takze je AP = x, kde x je dano vztahem (5).
Dile opiSme kruznici &' = (4, ' = AP), ktera pro-
tind pfimku z v hledanych bodech X, X'. Uvnitf
usecek AX, AX' a na kruZnici k lezi pak pofadé body
Y, Y, pfi¢emz plati
XY=XY =m.
Dikaz. Stali se omezit na tuseCku XY, nebot

useCka X'Y’ je obrazem useCky XY v soumérnosti
o ose AB.
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Podle konstrukce je AX = AP = x, coZ je Cislo ze
vztahu (5). Vztahy (2), (2") plati, nebot trojuhelniky
ABY, AXB jsou pravouhlé a maji spolecny uhel pfi
vrcholu A. Musime dokizat, Ze je XY = m.

Ze vztahu (2) plyne AX . AY = AB? neboli

4r?
Uvazujme tseCku AY, = AX — m, takze vzhledem
k (5) je

AY,=|D-%, 4x=|D+7%.

2 b
Proto je
— 2
AY,. AX — (JD)*— (;)
neboli
AY,. AX = 4r?;
je tedy
4 2
AY, = = ©)
Porovnanim (6), (7) dostdvame
A YO = A Y 3

takZe rozdil velikosti sestrojenych useCek AX, AY je
skutecné m.

Diskuse. Uloha mi vzdy dvé feleni, nebot podle
konstrukce je AB < AL < AP, takze vzdalenost
bodu 4 od ptimky ¢ je mensi neZ polomér r’ kruznice
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k'; je tedy ¢ seCnou kruznice k'. Protoze pfimka AX
neni kolméd k pfimce AB, neni teCnou kruZnice %
v bodé A, tj. je seCnou (bodem A na kruZznici & pro-
chazi jedina tena, ostatni pfimky jsou se¢ny kruznice).

7. ULOHY II. KOLA KATEGORIE C

1. Dané je priamka m. Vnutri jednej z polrovin
vytatych priamkou m je vo vzdialenosti v dand priamka
n || m; voutri opaCnej polroviny su dané dva rdzne
body P, Q. Vzdialenosti bodov P, Q od priamky m
ozname (v tomto poradi) p, ¢; dalej ozna¢me PQ = d.

Zostrojte koso$tvorec ABCD, ktorého strana AB
lezi na priamke m a strana CD na priamke 7; pritom
bod P lezi na priamke AC a bod Q na priamke BD.
Urobte diskusiu rieSitelnosti vzhladom na C¢isla

(kladné) 4, p, g, ©.

RieSenie. Rozbor (obr. 50). Oznaéme S stred hla-
daného kosos$tvorca ABCD (presnejSie: rovnostran-
ného rovnobeznika). Potom je <tPSQ = 90°. Pritom
bod S lezi na strednej priecke s || AB, Cize s | m.
Vzdialenost priamok s, m je {v. Z toho vyplyva
kon$trukcia:

Zostrojme os s || m sumernosti paru rovnobeZiek
m, n. Ozname O stred usecky PQ a opiSme kruznicu
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k= (O, id) nad tsetkou PQ ako priemerom. Dalej
ozname S spoloény bod (ak existuje) priamky s
s kruZnicou k. Zostrojme priamky SP, SQ. Oznalme
A, C spolo¢né body priamky SP (v tomto poradi)

Obr. 50

s priamkami m, n a dalej B, D spolo¢né body priamky
SQ (v tomto poradi) s tymi istymi priamkami m, 7.
Potom Stvoruholnik ABCD vyhovuje poziadavkdm
ulohy.

Dékaz. Bod S ma podla konStrukcie priamky s
navzdjom rovnaké vzdialenosti od rovnobeZiek m, n.
V stmernosti so stredom S s priamky m, n simerne
zdruZené a tym aj dvojica bodov 4, C a dvojica bodov
B, D. Bod S teda rozpoluje uhlopriecky AC, BD
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$tvoruholnika ABCD, takZe je to rovnobeZnik. Pretoze
S lezi na Thaletovej kruznici %2, je <CPSQ = 90°
a uhlopriecky AC, BD rovnobeznika ABCD su na
seba kolmé. Je teda napr. priamka AC osou stimer-
nosti tohto rovnobeznika, t. j. plati AB = AD a rovno-
beznik je rovnostranny. Tym je dokaz hotovy.

Diskusia (pozri oznalenia z obr. 50). RieSitelnost
ulohy zavisi od toho, ¢i priamka s a kruZnica £ maju
spolo¢né body. Pokial nie je PQ | m, existuje licho-
beznik (resp. obdiZnik ked PQ ||m) PQQ'P’, kde
PP’ | m, QQ’ | mabody P’, Q' lezia na priamke m.
Jeho stredna priecka OO" = L (PP’ + QQ') =
=34 (p + ¢). Vzdialenost stredu O od priamky m je
teda 3(p + ¢). Pretoze body P, Q lezia vnutri tej istej
polroviny mP (opanej k polrovine mC), vzdialenost
bodu O od priamky s sa rovnd 0 = }(p + ¢) + 4v =
= 3(p + g + v). Polomer kruZnice % je id. Uloha
ma dve rdzne, jedno alebo Ziadne rieSenie, podla toho,
¢i vzdialenost bodu O od priamky s je men$ia, rovna
sa alebo je vdcSia neZ polomer }d kruZnice &, t. j. &
plati (v tomto poradi):

0 < id, o= }d, o>14d,
kde 0o =3(p +q+9).
Avsak to plati aj pre pripad, Ze je PQ | m, kedy
uloha nema rieSenie.

Tym je uloha rozrieSena.
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2. Pisatka piSe na psacim stroji tésné za sebou pfi-
rozena Cisla
123456789101112 atd.

bez mezer a Cirek; celkem takto napsala 1000 Eislic.
Vypocitejte, kolik pfitom napsala sedmilek.

Re¥eni. Nejprve uréime to pfirozené (islo, jehos
cifra pfi uvedeném psani Cislic bude stit na tisicim
misté. Poclitejme postupné napsané cifry:

Napi$me &isla: Napsali jsme tim tento pocet Cislic:
1az9 9
10 az 99 180
100 az 199 300
200 az 299 300

Pfitom jsme napsali celkem 789 &islic.

Miéme jesté napsat 211 Cislic. Napi$eme-li 2}° = 70
dal§ich (trojcifernych) Ccisel, napiSeme 210 Cdislic;
jedna se o napsani ¢isel od 300 aZ do 369. Zbyva napsat
jesté dalsi Cislici (tisici) a tou je Cislice 3 Eisla 370.

Nyni vypocitame, kolik napiSeme sedmicek, kdyz
napieme bezprostiedné po sobé nasledujici pfirozena
¢isla od 1 az do 369.

V kazdé desitce od 1 do 100 napiSeme jednu sed-
micku, kterd stoji na misté jednotek, tj. celkem 10
sedmiCek; pfi psani desitek Cisel 70, 71 atd. az 79
napiSeme rovnéz celkem 10 sedmicek. Pfi psani Cisel
od 1 do 100 napiSeme tedy uhrnem 20 sedmicek. Totéz
plati pfi psani ¢isel od 101 do 200 a od 201 do 300.
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K napséani Cisel od 1 do 300 napiSeme 60 sedmicek.
Pfi napséni Cisel 301 az 369 napiSeme 7 sedmicek.

Odpovéd. Pti vykonu popsaném v tloze napiSe pi-
safka 67 sedmicek.

3. Jsou dany dva pfilehlé thly <<MPQ, << PON,
z nichZ kazdy je pravy; dile je ddno kladné Cislo p.

Na poloptimkach PM, QN sestrojte poradé body
A, B a na tsece PQ bod C tak, aby trojuhelnik ABC
byl rovnostranny se stranou velikosti p.

Provedte diskusi fe$itelnosti vzhledem k c&islam

p, d = PQ.

ReSeni (obr. 51). P¥i feleni uZijeme znimé véty
V: Je-li <<PQY = 90° (viz obr. 52) a QY < QOT,
potom je PY << PT a <tPYQ > <(PTQ aobracené.

Rozbor. Necht ABC je trojuhelnik, ktery splfiuje
pozadavky dané ulohy. Oznaéme o osu tisecky PQ ; pfim-
ka o0 je osou soumérnosti utvaru, ktery se sklada z tise¢-
ky PQ a obou polopfimek PM, QN. Oznacme B'A'C’
(v napsaném potadi) obraz trojuhelnika ABC v sou-
mérnosti o ose o; body B’, A’, C’lezi pofadé na polo-
ptimkich ON, PM a usetce PQ. Trojihelnik tedy
také splriuje pozadavky ulohy. Oznacme a, b poradé
vzdalenosti bodit 4, B od piimky PQ; tu tedy B’, A’
maji od pfimky PQ pofadé rovnéz vzdélenosti a, b.
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Proto v celém dal$im feSeni muZeme pfedpokladat,
Ze je

a = b;
jinak totiZ misto trojuhelnika ABC stali uvaZovat
jeho obraz B’A’C’ v soumérnosti o ose o.

M Eo

ﬁ
o=

x|

M"

Obr. 51 Obr. 52

Posutime trojihelnik ABC o délku a ve sméru MP
(i co do smyslu — viz obr. 52), ¢imZz dostaneme
shodny trojuhelnik XYZ (je X = P). Jsoudvé moz-
nosti:[1] Jea=batedy Y = Q, tj. d = p; v tomto
piipadé je ziejmé jediné feSeni ABC (viz obr. 53)
aje AB || PQ, ptitemzZ je C = (PQ .0).[2] Je a < b,
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takZe existuje pravouhly trojihelnik PYQ s pfeponou
PY = p a odvésnou PQ = d, takZe je

d<p. (1)

(Je zfejmé, Ze pro d > p nemé uloha feSeni.) Pfitom
bod C lezi na tsecce PQ a tudiz bod Z v pasu rovno-
bézek PM, ON. Bod Z nilezi uhlu <XPYQ, nebot
musi byt 60° = LPYZ = S PYQ; jetedy YPQ <
= 30° a proto polopfimka PZ prochdzi vnitikem
pravého thlu xQPM’, kde PM’, PM jsou opalné
polopfimky. Sestrojme rovnostranny trojihelnik PTT",
v némz je useCka PQ vyskou a bod T lezi na polo-
ptimce QON; je PQ = /3. PT neboli d = }|/3 . PT
a tedy

1W=3¥¢

Protoze <<QTP = 60°, padne nutné bod Y == Q
na useCku QT. Podle véty V pro Y =T je totiz
PT =p, <PYZ= <PYQ = 60°, Kkdeito pro
vnitini bod YuseCky QT je p = PY <PT, <PYQ>
> g PTQ = 60°; v prvnim pfipadé¢ padne bod Z
na polopfimku 7'Q, v druhém piipadé padne bod Z
dovnitf Ghlu <tPTQ. Vhledem k (1) a pravé odvo-
zenym vztahiim je

d<p=2Pg, ©)
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Konstrukce (viz obr. 52, 54). Kolem bodu P = X
opieme kruZnici k= (P, p); vzhledem k (2) je
pfimka QN se¢nou této kruznice. Oznalme Y spo-
le¢ny bod polopiimky QN s touto kruZnici. Bod
Y =£ Q niélezi useCce QT, takze podle véty V je
<< PYQ = 60°. Rovnostranny trojuhelnik XYZ se-
strojeny v poloroviné X YQ ma stranu p; bod Z nalezi
thlu < PYQ a tim pisu rovnobézek PM, QON.
Oznaéme C patu kolmice vedené bodem Z k piimce
PQ a posutime trojuhelnik XYZ o délku ZC ve
sméru PM (i co do smyslu) do polohy ABC. Z pted-
choziho plyne, Ze trojuhelnik ABC vyhovuje poZa-
davkim tlohy. Obraz B’A’C’ trojihelnika ABC
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v

v soumérnosti o ose o vyhovuje rovnéZ uloze, pficemz
oba trojuhelniky jsou rtzné; useCka XY a jeji obraz
v soumérnosti o0 ose o jsou totiz dvé ruzné usecky
a tim i uselky AB, B'A’ jsou razné, pti¢emZ usecka
B’A’ neni stranou trojuhelnika ABC.

Dutkaz konstrukce vyplyva z predchoziho. Pod-
minkou fesitelnosti je vztah (2).

Protoze od trojuhelnika ABC lze k pomocnému
trojuhelniku X YZ ptejit jedinym zpusobem (ptislusné
" posunuti je zcela ureno) a protoze od sestrojeného
trojuhelnika XYZ lze podle naznalené konstrukce
dospét opét jedinym zpisobem k trojihelniku ABC,
ktery uloze vyhovuje, ma uloha dvé rtizna reseni.

Zdvér. Je-li d = p, ma tloha jediné feSeni. Plati-li
vztahy (2) jsou dvé riznd feSeni. Pro d > p nebo pro
P > 3]/3d neni feSeni.

4. Rozhodnite, ktory zo zlomkov
100100 4 1 100% + 1
100% + 1 2 100%° + 1
je vacsi. (Navod: Utvorte napr. ich rozdiel.)

Riesenie. Rozdiel zlomkov sa postupne rovna
1001 £ 1 100% + 1

T 100 + 1 100% 1
__ (1001 4+ 1) (100% 4 1) — (100° + 1) (100 + 1)
- (100%° + 1) (100%° + 1) :
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Ak bude (itatel posledného zlomku kladné &islo, bude
prvy z danych zlomkov vad8i. Ozname tohto Citatela
x. Plati postupne:
x = 1008 4 100 4 100%° 4 1 —
— (10018 + 100% + 100% + 1) =
= 1001 4 1008 — 100%° — 100% =
1 1 1
- 100100(1 1 rdaﬁ*m‘w) .
Cislo v zatvorke je zrejme kladné, takZe x je kladné
¢islo.

Odpoved. Prvy z danych zlomkov je vac$i nez druhy.
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8. ULOHY I. KOLA KATEGORIE D

1. Je dan vyraz
(a — 1) (b —1) (c —1)?
@-HG-9 T G-at-9 " c-ak-5"
Zjednoduste jej a dokazte, Ze je kladny. Co musi
platit o Cislech a, b, ¢, aby dany vyraz mél smysl?

ReSeni. I. Oznalme V dany vyraz. Upravme
menovatele ve zlomcich vyrazu V pofadé takto:

(a—ba—cv=—(@—b)(c—a),
b—a)—c)=—(a—b)(—c), (1
c—a)(c—b=—(Cc—a)®b—2o).
Vidime nyni, Ze jmenovatelé naSich zlomku vznikly
jako souciny vzdy dvou z téchto vyrazl

.a — b, b—ec, c—a (1)
a jesté dal$iho Cinitele, jimzZ je Cislo — 1. Vyraz
n=(a—"b)@®—c)(c—a 2

je zfejmé€ spoleénym nasobkem vyraza (1), nebot
plati napft.

n
@ ha—y - -9 (3)

atd. Je tedy vyraz n skutené spolenym nisobkem
na$ich jmenovatelt.

Ptevedme nyni zlomky ve vyrazu V na jmeno-
vatele n; musime je vzhledem k (1) a (3) rozdifit
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pofadé témito vyrazy:
—b—-c¢, —(—a), —(a—0>b);
postupné pak obdrzime tyto Upravy:

v —(b—c,)T(a—l)Z . —(CH(;)(b— D
+ —(a—IZ(c—l)2 _
=2 [®—0)(@—2a+ 1)+ (c—a)(b*— 26+ 1) +
+ (@ —b) (¢ — 2 + 1)]; (4)
tu jsme ze zlomka vytkli — % Provedme nyni

nasobeni v lomené zavorce a potom se¢téme. Oznacme
L vyraz v lomené zavorce; dostaneme postupné
L = a% — 2ab + b — a% + 2ac — ¢ +
+ b%c — 2bc - ¢ — ab® + 2ab — a +
+ ac? — 2ac + a — be? + 2bc — b =
= (a% — ab?) + (b% — bc?) + (c*a — a%). (5)
Provedme déale nasobeni na pravé strané rovnosti
(2); dostaneme postupné

n=(@a—bb—c)(c— a) =
= (ab — ac — b* + bc) (¢ — a) =
= abc — ac® — b* + bc? —
—a%* + a%* + ab* — abc =
= — (a® — ab®> + b* — bc® + c*a — ca?) = — L
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[viz vztaﬁ (5)]. Plati tedy

n= —1L.
Dosadme tento vysledek do (4); obdrZime
1
V=——-L=1, (6)
t.
V=1.

Vysledek. Vyraz V je roven Cislu 1 a tim kladny pro
vSechna Cisla a, b, ¢, pro néZ ma smysl.

Obdobné feSeni vypracoval
Lubomir Vasek, 8.d tf. 1. js$,
Gottwaldov.

II. Musime je$té zjistit, kdy vyraz V ztraci smysl.
To nastane tehdy, je-li jeden z jmenovatela (1) daného
vyrazu roven nule, tj. jestlize plati alespon jeden ze
vztaht

(a—b)(c —a)=0,

(@a—b)@®—0¢c)=0, (M

(c—a)(b—¢)=0.
Z rovnic (7) plyne, Ze nutné musi platit alesponi jedna
rovnost [viz ulebnice Algebra pro 8.roc., str. 24 ana-
sledujici, vydani z r. 1959]

a—b=0, b—c=0, ¢c—a=0
neboli
a=b, b=c¢, c=a. (8)
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Skute¢né, kdyZ plati jeden ze vztahu (8), je jeden ze
jmenovateli (1) roven nule a vyraz V nemd pak
smyslu.

Odpovéd. Jestlize soucasné plati

a#b, b#c¢, ¢cH#a, 9)
ma vyraz V smysl; jinak smysl nema.

Za ptfedpokladu, Ze plati (9), je vzhledem ke vztahu
(2) ¢islo 7 ruzné od nuly (tim je téZ L  0) a proto lze
provést kraceni naznalené ve vztazich (6).

Tim je uloha rozie$ena.

Obdobné feSeni vypracovala
Jitka Drzavova, 8. tf. 4. osS,
Prerov.

2. Zvolte trojuholnik MNP. Narysujte taky troj-
uholnik ABC, aby bod M bol stredom strany BC,
bod N stredom strany CA, a aby bod P bol pitou
vy$ky vedenej: a) bodom C, b) bodom A. (Kazdu
z oboch tloh narysujte zvlast.)

RieSenie. a) Na obrizku 55 méme trojuholnik ABC
a body M, N, ktoré st (v tomto poradi) stredmi stran
BC, CA, takZze MN je strednou prieckou; preto je
MN || AB. Dalej P je pita vy$ky vedenej bodom C.
Bod P mdze splynit nanajvys s jednym z bodov 4, B.
Predpokladajme, Ze je napr. P~ B. Potom Vv troj-
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uholniku BCP je usetka MQ || BP (Q je priesecnik
priamok MN a CP), lebo je MN || AB. Je teda MQ
stredna prieCka v tomto trojuholniku a Q je teda
stred usecky CP. Vedla toho je MQ || BP, CP | BP;
ak je priamka CP kolma k jednej z rovnobeZiek, je
kolma aj k druhej [pozri uebnicu Geometrie pro
7. roCnik, vydanie z r. 1955, str. 134, druhi veta
zhora]. V trojuholniku CMQ je teda <xQ = 90°.
Podla toho urobime konStrukciu.

Konstrukcia (obr. 55). Zvolme trojuholnik MNP.
Bodom P vedme priamku p || MN. V bode P zo-
strojme kolmicu ¢ k priamke p a oznatme Q spolocny
bod priamok ¢, MN. Na prediZeni tsetky PQ za bod
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Q zostrojme usecku QC = QP. Zostrojme polpriamky
CM, CN; dalej ozname (v tomto poradi) B, 4 spo-
lo¢né body tychto polpriamok s priamkou p. Potom
ABC je hladany trojuholnik.

Dékaz spravnosti konStrukcie. Pretoze MNP je
trojuholnik, nelezi bod P na priamke MN a preto
MN, p su dve rdzne rovnobezky a tym aj body P, Q
su rdzne; bod C sa di teda zostrojit. Priamka CM
pretina priamku MN v bode M; preto pretina aj
priamku p, ktord je s MN rovnobezné [ked CM pretina
jednu z rovnobeziek, pretina aj druhu; pozri uéebnicu
Geometrie pro 7. ro€., vydanie z r. 1955, str. 133,
veta 5]. Bod B sa teda da zostrojit a rovnako aj bod 4.

Uloha m4 teda rieSenie, a to jediné.

b) V obriazku 56 méme trojuholnik ABC; body
M, N su (v tomto poradi) stredy strdn BC, CA. Bod P
je patou vySky vedenej bodom A4, t. j. p | PM.
Uselka MN je strednou prieckou a preto je MN || AB.
Priamka 7 || MP (Cize n || BC) prechadza bodom N
a preto na nej lezi stredna priecka LN || BC, kde L
je stred strany AB. Bod P moZe splynat nanajvys
s jednym z bodov B, C. Predpokladajme, Ze je P == B.
Potom v pravouhlom trojuholniku ABP (<P = 90°)
je LQ || BP a bod Q je stredom tseCky PA. Z toho
vyplyva konstrukcia.

Konstrukcia (obr. 56). Zvolme trojuholnik MNP
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Bodom N vedme priamku 2 || MP. Bodom P zo-
strojme priamku p | MP. Priese¢nik priamok #n, p
oznatme Q. Na prediZeni Gse¢ky PQ za bod Q zo-

A
/1
/o
/o
/ ]
/ I
// :0
n_o.___ A_I,(_..___ i .
VAN Kl‘
/N I
/ \, |
/ \, |
/ \ |
/ \
AN X
MsC P
Obr. 57

strojme useCku QA = QP. Polpriamka AN ma
s priamkou MP spolo¢ny bod C. Na prediZeni usecky
CM za bod M zostrojme useCku MB = MC. Potom
ABC je hladany trojuholnik.

Dékaz spravnosti konstrukcie. Bod Q je podla kon-
Strukcie stredom usecky PA a preto je N stredom
usecky AC [bud je N = Q, alebo, ak je N == Q, je ON
strednou prieckou v trojuholniku CAP a teda N je
stred strany AC]. Podla konStrukcie su body M, N
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stredmi stran a P pita vySsky vedenej bodom A
Avsak ak je C = M, o nastane, ked je MN = NP
(pozri obr. 57), nemd tloha rieSenie (bolo by B = C).
Inak mé tloha jediné rieSenie (to plati aj v pripade,
ked je xPMN = 90°, t.j. P = B).

Jiné FeSeni. Rozbor. Na obr. 57a méme hledany
trojuhelnik ABC. Trojuhelnik ACP ma uhel P =
= 90° a proto je bod N stiedem jeho ptrepony AC.
Proto kruZnice k = (N, NP) prochazi body 4, C
(kruznice Thaletova). Pritom pfimka p | PM, ktera
prochdzi bodem P, prochdzi zaroven bodem A.
Odtud konstrukce (obr. 57a):

Opi$me kruznici 2 = (N, NP) a bodem P vedme
piimku p | MP. Jestlize pfimka p protne kruZznici %
v bodé A4 ruzném od P, potom sestrojme prumér
ANC kruznice %, kde C je druhy prusecik ptimky NA
s kruznici k. Na pfimce MC sestrojme bod B tak,
aby bod M byl sttedem usecky CB. Pak je ABC
hledany trojuhelnik.

Diitkaz. Podle konstrukce plati: (1) Bod A lezi na
kolmici p, takze AP je vySkou trojuhelnika ABC.
(2) Bod N je sttedem tusecky AC. (3) Bod M je
sttedem tusecky BC.

Diskuse. P¥imka p neni te¢nou kruZnice k (takze je
A £ P), nebot jinak by bod M lezel na pfimce NP,
coZ je proti pfedpokladu, Ze je dan trojuhelnik MNP.®
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=C N A

Obr. 57a Obr. 57b

Bod B se da sestrojit pravé tehdy, je-li M == C.
Jestlize je M bodem kruZnice % (tj. MN = NP), nema
uloha feSeni.

V naSem rozboru jsme pfedpokladali, Ze je P 3= C,
tj., Ze neni CNPM = 90°; v tomto pfipadé vSak je
jediné feSeni, jak se snadno zjisti (viz obr. 57b).

Podle fe$eni Jana Senftuka, 8.b
tf. os§ ,,Julia Fudika®, Kladno.

3. Pomyslite si, Ze mate napisat vSetky prirodzené
¢isla od 1 do 5555. Kolko deviatok pritom napiSete ?

RiesSenie. K napisaniu ¢isel od 1 do 100 potrebu-
jeme 20 deviatok. Ten isty polet deviatok je potrebny
k napisaniu ¢isel od 101 do 200. To isté plati o ¢islach
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od 201 do 300, od 301 do 400, ..., od 701 do 800.
K napisaniu ¢isel od 1 do 800 treba 20 .-8 deviatok,
t. j. 160 deviatok.

Ak vsak piSeme cisla od 801 do 900, potrebujeme
21 deviatok (Cislo 900 potrebuje k zépisu jednu de-
viatku). .

Kazdé cislo od 901 do 999 (je ich 99) sa zalina
deviatkou; podla predoslého (pozri Cisla od 1 do 99)
treba teda 20 + 99, t. j. 119 deviatok

K napisaniu Cisel od 1 do 1000 treba teda 160 -+
+ 21 4+ 119 = 300 deviatok.

Rovnaky poclet deviatok treba k napisaniu cisel od
1001 do 2000, dalej od 2001 do 3000, dalej od 3001
do 4000 a konecne od 4001 do 5000. Teda celkom
300.5 = 1500 deviatok.

K napisaniu ¢isel od 5001 do 5500 treba ten isty
pocet deviatok, ako k napisaniu ¢isel od 1 do 500,
t. j. 20.5 = 100 deviatok.

K napisaniu ¢isel od 5501 do 5555 potrebujeme ten
isty pocet deviatok ako k napisaniu Cisel od 1 do 55,
t. j. 5 deviatok.

K napisaniu cisel od 1 do 5555 treba preto

1500 4 100 + 5 = 1605 deviatok .

Tym je uloha rozrieSena.

4. V nasem obrazku 58 jsou dany soustfedné kruz-
nice k, = (S, x), k, = (S, y), pficemz je x > y.
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Uselka AB je primérem kruZnice k,, bod C lezi na
kruZnici k, a uvnitf Gsecky SB. Nad useckami AC,
BC jako pruméry opiSeme kruZnice ks, k,.

Soucet P, + P, obsahui vodorovné vycarkovanych
ploch je roven sou¢tu M + N obsahi ploch vycarko-
vanych svisle. Dokazte.

Reseni (viz obr. 58). Obsahy kruznic ky, ky, ky, k4
ozna¢me pofadé p, py, ps, p4 = N. Poloméry kruznic
ks, k4 jsou potadé r; = YAC, r, = }CB, kde AC =
=AS+S8C=x+y, CB=SB— SC = x — y;
proto je

rs=13x+y), ri=13ikx—y).
Je proto

Pr= X% py = %, py = (x + )% pa= 7 (x — )
Je tedy
P+ Py =p, — p3— ps=
=7 —(x 2 —(x—y)l=
= % [2x% — 2y?] = %(x2 — 9. Y]
Daile je
M = p, —Pzz%(x‘*‘y)Z‘ Ty? =
=2l + 22— 7,

N=p4=~z—(x—y)2
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a tedy
M+ N=Z2[x+5"— 4"+ (x— ) =

= T2 — 297 = I (a2 — y). @)
,é\‘
= ) B
4"’ k3 kf
2 ke
111 ! 1111 Y
AN s N

Obr. 58

Porovnanim vysledk (1), (2) vyplyva
P 1+ P 2 = M + N,
coz jsme méli dokézat.

Obdobné feSeni vypracoval
V. Kloucek, 8. tf. 81. os$, Praha 13.
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5. Nalrtnéte pravouhly trojuhelnik ABC tak, aby
odvésna BC byla men$i nez odvésna CA. Uvnitf
useCky BC zvolte bod X a uvnitt use¢ky AB najdéte
bod Y tak, Ze plati XY = XB. Bodem Y vedte
kolmici k pfimce XY; jeji prusecik s pfimkou AC
oznacte Z.

PresvédCte se o tom, Ze obvod Ctyfthelnika CXYZ
je stale tyZ, at zvolime bod X kdekoli uvnitf uselkyBC.

Vypoctéte tento obvod pomoci stran trojuhelnika
ABC.

Reseni (viz oznaceni z obr. 59). I. Oznaéme BC =
= a, CA = b; podle textu ulohy je

a<b. (1"
Bod X jsme podle textu tulohy zvolili uvnitf usecky
BC. Mysleme si, Ze sestrojeni bodu X, Z lze provést
tak, jak je naznaCeno v obrazku 58, tj., Ze je

XY =XB, ™)
pficemz bod Y lezi uvnitf usecky B4, a dile, Ze je
YZ | XY,

pfi¢emZ bod Z padne dovnitt useCky CA. Podle (*) je
trojuhelnik XBY rovnoramenny a uhly 8, #’ pfi jeho
zakladné BY jsou shodné; je tedy

B =B. (D
Dale podle konstrukce kolmice % je
y =90°. (2)

Vypocitejme nyni velikost wthlu «'. Vime, Ze
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v daném trojuhelniku ABC je y = 90° a tedy

a+ f=90° 3)
(soucet ostrych uhli v pravouhlém trojuhelniku je
90°). Je tudiz

al:___ 1800_ ﬁ, o y,

Obr. 59

neboli [dosazujeme sem ze vztahu (1), (2)]
a’ = 180° — p — 90°
a =90°— .
Ze vztahu (3) plyne, Ze a = 90° — f; odtud po-

a tedy
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rovnanim obou poslednich vztaht dostavame

, a=a. (39
Z této rovnosti (podle zndmé véty o thlech a proté&jsich
stranach trojuhelnika) plyne pro trojuhelnik AYZ,

zeje ZY = ZA. (**)
Nyni vyjadfime obvod p Ctyfuhelnika CXYZ; je
p=(CX+ XY)+(CZ+ZY).
Dosadme sem za XY ze vztahu (*) a za ZY ze vztahu
(**); dostaneme
p=(CX+ XB)+(CZ+24). (4
Podle obr. 59 v$ak plati
CX+ XB=CB=a,
CZ +ZA =CA=b.
Dosadme tyto vysledky do (4); dostaneme
p=a-+b.
Odpovéd. Obvod <{tyfuhelnika CXYZ je roven
souctu odvésen daného pravothlého trojuhelnika ABC.
II. Nez ukondime feSeni, musime jesSté dokazat,
Ze pfi volbé bodu X uvnitf use¢ky CB (viz obr. 59)
[1] bod Y padne dovnitt tsecky 4B,
[2] bod Z padne dovnitf usecky CA4 .

Diikaz (viz oznaleni z obrazku 59). V poloroviné
BCA sestrojme poloptimku CQ || XY. Vnéjsi thel o
rovnoramenného trojuhelnika XBY je roven f + f’
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a protoze je ' = f [viz (1)], plati

w=2p. _ (5)
O prilehlych uhlech ¢ o mezi rovnobéZkami CQ,
Y X plati ¢ + o = 180°; dosadme sem ze vztahu (5).
Dostaneme ¢ 4 2 = 180°; proto je

e =2a,
nebot 2 (a 4+ f) = 2.90° [viz vztah (3)]. Ale a < 45°,
f > 45°, nebot v daném trojuhelniku ABC je a < b,
y = 90°; je tedy &= 2a < 90° a polopiimka CQ
lezi v pravém thlu y. Proto spole¢ny bod Y, polo-
piimky CQ a useCky AB padne dovnitf této usecky.
Lezi tedy cela ptimka XY || CY, uvnitf poloroviny
CY,B a bod Y padne tudiz vzdy dovnitt useCky Y,B
a tim také dovnitt useCky A4B.

Nyni sestrojme pfimku YP || BC; je tedy CA |
1 YP. ProtoZe pfimka YP lezi uvnitf poloroviny
BCA a protoze bod Y je vnitfnim bodem usecky AB,
padne spoleny bod Z, kolmic CA, YP dovnitf
useCky CA. V trojuhelniku AYZ, je thel < Z, =
= 90° a dhel " = 90° — a, tj. " = . Protoze je
a < B, je podle (3") téz o' < " a poloptimka YZ
lezi v uhlu 8" a tudiZ bod Z padne dovnitf usecky Z,A4;
tato usecka vSak padne do usecky CA a proto bod Z
lezi téZ uvniti useCky CA, coz jsme méli dokdzat.

Tim je dikaz proveden.

Podobné feSeni podal Karel Tregl,
8. tf. osS, StfiteZ nad Bedvou.

182



6. Midme 12 stejnych kostek, z nichZ kazda je
kvadrem o rozmérech 2 cm, 3 cm a 4 cm. Ze viech
téchto kostek sestavime velky kvéadr tak, Ze pfikladime
vzdy shodné stény dvou kostek k sobé tak, aby se
jedna sténa s druhou kryla. Takovych velkych kvadra
je mozno sestavit vétSi pocet. Udejte rozméry vSech
téchto kvadra. Zaroven rozhodnéte, které z nich je
mozno sestavit nékolika odliSnymi zpusoby.

Reseni. Viechna &isla, o nich? budeme v dal$im
mluvit, jsou pfirozend. Ozna¢me x, y, 2 rozméry né-
kterého z velkych kvadrd, ktery dostaneme skladanim
kostek; x, y, 2 jsou pfirozena Cisla, jak snadno usou-
dime. Pfitom x ozna¢me rozmér, ktery vznika tim, Ze
pfikladdme ty hrany kostek, které maji délku a = 2cm;
podobné y je rozmér, ktery vznika pfikladanim hran
délky b = 3 cm a patom je z ten rozmér, ktery do-
staneme pfikldddnim hran délky ¢ = 4 cm. Je tedy
nutné x soulinem Cisla 2 a jakéhosi Cisla x,, které je
pfirozené (toto Cislo udava, kolik kostek jsme ve
sméru hrany délky x k sobé pfilozili). Je proto x =
= 2x,; podobné je y = 3y,, 2 = 42,, takze mame

x = 2%y, Yy =73y, z =4z . €))

Cisla xy, y,, 2, pofadé udavaji, ze jsme hranu délky
a =2 cm ,nastavili“ v celkovém poltu x,, hranu
b =3 cm v poltu y, a hranu ¢ v poltu z,. (Déle ne-
uvadime jiz rozméry ; velikosti délek udavame v centi-
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metrech, objemy kvadri v cm3.) Objem jedné kostky
je 2.3.4 = 24 (cm?®), kostek je 12; proto objem V
velkého kvadru je

V—=24.12. ()

Protoze velky kvadr ma podle (1) rozméry x, y, 2,
je jeho objem xyz neboli podle (1)

V =2x,.3y,.42
a tedy
V - 24x1y121 . (3)

KdyZ porovname vysledky (2), (3), dostaneme
)2 = 12. 4)

Nas$im tkolem je najit tfi pfirozend Cisla xy, y,, 2,
takova, aby méla soucin 12. Nehledime-li na pofadek
Ciniteld, existuji pravé tyto Ctyfi rozklady cisla 12
v soulin tfi pfirozenych Cisel: 1.1.12; 1.2.6;
1.3.4; 2.2.3; pfitom v naSem piipadé je tieba
pro soulin x,y,2, v téchto rozkladech vystfidat
vSechna moZnd pofadi Ciniteld. PfisluSné kvadry
budeme hledat postupné, jak je patrno z tabulky ¢. 1;
v ni uvddime nejprve potadové Cislo kvadru, dale
¢isla xq, 1, 2; @ koneCné rozméry velkého vysledného
kvadru, ktery k témto Cislim piislusi.
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Tabulka

Origindl | x, |3, | 7| x | v | = | GoEH ltl:}(:c?:y

33 g wPu (2x0) (3y0) |(420) | “gvadr slozit
3]

1|1 a2 2] 3|48 1

2| m |lij2|1) 23 | 4| 1

3] 1 (21124 3] 4 2
4| v |[12]6| 2| 6[2¢ || 1

5 V 162 2|18 8] 1
6| @ |[2[1]6| 4| 3 20| vize3
7| VI |[2]6|1] 4 18 4| 1

8| viI |e|1]212| 3 8| 2
ol vi |[6l2/1 12| 6| 4 3
10| I1X [1[3]4) 2 9 16| 1

11 X |[1|a|3] 2 12|12 1
12| XI [3]1 /4| 6| 3 16| 1

13| (VD |34 |1 6 |12 | 4 | vizeo
14| (VID (4|13 8| 3|12 | vizes

15| xu |[4/3]1) 8| o4l 2
16| (viID |2 ]2 3| 4| 6 |12 | vizeo
17| (XI) (2(3 |2 4| 9| 8| vizels

18| xm1 |[3)2]2] 6| 6| 8 1 -

| 13typu | | 18 pripadi
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Vysledek. Lze tedy z danych kostek slozit 18 kvadru,
ale n&€které z nich maji stejné rozméry; je 13 kvadrq,
které nemaji stejné rozméry, tj. nejsou shodné. Poclet
zpusobt, jimiZ lze kvadr urditych rozmért z kostek
sloZit, je uveden v poslednim sloupci tabulky.

Obdobné feSeni podali Monika
Fetterova, 8. tf. 81. os$, Praha 13
a Karel Tregl, 8. tf. os$, Stfitez
n. Belvou, ktery zhotovil i pfi-
slu$né modely.

9. ULOHY II. KOLA KATEGORIE D

1. Je dan vyraz
a® — b% — bc? b — c?a — ca? — a’h — ab?

(@—b@a—-co (b — a)(b—0)+ (c—a)(c—b)

Zjednoduste jej.

Co musi platit o islech a, b, ¢, aby dany vyraz mél
smysl?

ReSeni. I. Oznaéme V dany vyraz. Jmenovatelé
jeho tfi zlomk jsou

x=(@—"ba—c)=—(a—>b)(c—a),

y=@G—-a@b—-—0=—-0b-0—>b, (1)
z2=(c—a)c—b=—(C—a)®b—2oc).
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Z pravych stran téchto rovnosti vidime, Ze tyto vy-
razy vznikly jako souciny vzdy dvou z téchto tfi Cisel

a—b, b—c¢, ¢c—a
a tfetiho Cisla, jimZ je Cislo — 1. Proto vyraz
n=(@a—>b)(b—c)(c—a)
je spole¢nym nasobkem cisel (1). Pfitom plati

n= —x(b— o), _
n=—y(—a, (2
n=—z(a—>b).

Abychom zlomky daného vyrazu V uvedli na spo-
le¢ného jmenovatele, rozsitime je pofadé Cisly
—(b_‘c), _(C—a)> '—(a—b)°

Dostaneme

1
V= — W [(@® — b% — bc?) (b — o)+ (B> — c?a —ca?) (c — a) +

+(c"—a2b—ab2)(a—b)]=—;11—-U,

kde
U=a% — b — b%* — a3 -+ b%?* + bc® +
+ b3 — ac® — a%? — ab® + a®? + adc +
+ ac® — a%b — a?b? — bcd + a?? + ab® =
= a%h — a%b + b%% — b%*? -+ bc® — b +
+ b3%¢ — b3 + a%?® — a%? + a’¢ — a’c +
+ ac® — ac® + a%? — a?? + ab® — ab® =0,
tj. U = 0.
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Je tedy v——_Y.0—0
n

pro v$echna Cisla a, b, ¢, pro kterd ma kazdy ze zlomkl
daného vyrazu vyznam.

II. Jestlize jmenovatel nékterého zlomku vyrazu V
je roven nule, ztraci vyraz V' smysl. Ptame se tedy, pro
ktera Cisla a, b, ¢ je nékteré z Cisel x, y, z [viz (1)] rovno
nule. Ze vztahtu

(@—b)(c—a)=0,
b—c)l@a—b)=0,
(c—a)y(b—0¢)=0
plyne, Ze musi platit jedna z téchto rovnosti:
a—b=0, b—c=0, ¢c—a=20
neboli jedna z rovnosti
a=0b, b=c¢, c=a. (3)
Plati-li jedna z uvedenych rovnosti, jsou dvé z Cisel
X, y, 2 [viz (1)] rovna nule; tim ztriceji dva zlomky ve
vyrazu V smysl.

Jestlize neplati ani jeden vztah (3), md vyraz V
smysl.

Odpovéd. Dany vyraz V mé smysl pro kazdd tii
éisla a, b, ¢, z nichZz Zzddnd dv€ si nejsou rovna; pro
tato Cisla je ¥V = 0. Jsou-li dvé z Cisel a, b, ¢ sobé
rovna, ztraci vyraz V smysl.

Reseni podala P. GolisSovi, 8. ti.
2. js$, Gottwaldov.
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2. Zostrojte trojuholnik ABC, ak je dané AB =

— 6 cm, < CAB = 67}°,

ak viete, Ze priesecnik

vSetkych troch vySok tohto trojuholnika ABC roz-

poluje vy$ku vedent vrcholom B.

RieSenie. Rozbor. Myslime si, Ze trojuholnik ABC
v obr. 60 vyhovuje poziadavkam ulohy, t. j. Ze plati

AB = 6 cm, <<CAB = 67{°, VB = VB,

(1)

kde V je prieseCnik vySok a B’ je pita vySky vedenej
bodom B na stranu CA. Potom je BC | AV. Podla
toho urobime konstrukciu:

Sy

N D
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Zvolime tsetku AB dizky 6 cm. Jednu z polrovin
vytatych priamkou AB oznalime p. V polrovine o
zostrojime euklidovsky (pomocou pravitka a kruzidla)
uhol XMAB = 671°. Bodom B zostrojime kolmicu
k priamke AM a oznaCime B’ jej pitu. Zostrojime
stred V' tseCky BB’. Bodom B zostrojime kolmicu
k priamke AV a oznalime na nej bod N, ktory lezi
vnutri polroviny p. Spolo¢ny bod C polpriamok 4AM,
BN je treti vrchol hladaného trojuholnika.

Dékaz. Podla kon$trukcie o trojuholniku ABC
platia vztahy (1); dalej je BB’ | AC, AA’ | BC,
takZe prieseCnik V priamok AA’, BB’ je priese¢nikom
vys$ok trojuholnika ABC.

Diskusia. Uhol <tMAB = 67}° je ostry; preto
bod B’ lezi vnutri polpriamky AM [pozri uebnicu
Geometrie pro 7. ro¢., vydanie z r. 1955, str. 112,
priklad 17]. Bod B’ a s nim aj stred V usecky BB’
lezi preto vnutri polroviny o. Bod ¥V a s nim pol-
priamka AV leZi v uhle <tBAM; je teda uhol <{BAV
mensi neZ 674° a preto pravouhly trojuholnik ABA’
s preponou AB lezi v polrovine p. Pritom je uhol
JXABA' tretim vrcholom pravouhlého trojuholnika
ABA’ a je teda ostry. Stcet ostrych uhlov <tBAM,
<XABA' je preto mens$i nez 180°. Z toho podla
Euklidovej axiémy vyplyva, Ze polpriamky AM, BN
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maju v polrovine p spolo¢ny bod C. Trojuholnik ABC

sa teda z danych prvkov da zostrojit. Pri zvolenom

umiesteni sa teda da zostrojit jediny trojuholnik ABC.
Tym je rieSenie ulohy hotové.

Pekné rieSenie vypracovala Adéla
BeneSova, 8. tr. 5. os§, Gottwal-
dov a dalej Pavel Bures$, 8. tr.
Skoly pri Gottwaldovej detskej
lieCebni v Luzi- KoSumberku.

3. Narysujte pravouhly rovnoramenny trojuholnik
ABC s preponou AB = 0,7 dm. Okolo bodov 4 a B
opiste kruZnice s polomerom $A4B. Oznacte x obsah
(v dm?) tej Casti trojuholnika ABC, ktora leZi zvonku
oboch tychto kruZnic.

a) Vypocitajte Cislo x.

b) Kolko percent z obsahu trojuholnika ABC je
obsah x?

RiesSenie (obr. 61). a) Obsah P trojuholnika ABC je
’ P=1}A4B. SC,
kde AB = 0,7, SC — }-0,7. Je teda
P=1.07-1-0,7,
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tize P=1.0,72. (1)

Vyseky so stredmi 4, B majt polomer r = }AB =
= }.0,7. Ich stredové uhly sa 45°. Sacet oboch vy-
sekov je Stvrtkruh s obsahom

c

=
N

o ‘50

— 1
T 1e
t.j
Q= Lmn.0,7%.
Obsah X = P Q, cize
x=-0,72(4 — ). (2)
Plati
4 — 74— 3,1416 = 0,8584 29
a teda

x ==L .0,72.0,8584 = 53-0,49 . 0,8584.

16
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Vypoclty:

0,49 . 0,8584 0,4206 16 : 16 = 0,026 288 5
34336 100
77256 46
0,4 20616 141
136
80

x = 0,0262885 - 0,0263 (dm?).
Odpoved. Obsah x == 0,0263 dm?, t. j. asi 2,6 cm?2.

b) Oznatme p hladany polet percent. Percentova
Cast je dand vztahom (2), zdklad P je dany vztahom (1).

Plati p =100 = 100x - . 3)
Zo vztahu (1) vyplyva, Ze
4
P o @
Dosadme zo vzt’ahov (2), (4) do vzt'ahu (3); dostaneme
p=100-5-0,72(4 —7)- 072 —25(4 — 7).
PodIa (2) je teda
p=—125.0,8584.
Vypocet: 25.0,8584
17168
42920
21,4600

Je teda p — 21,46 = 21,5.
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Odpoved. Obsah x uvaZovaného obrazca je asi
21,5% obsahu daného trojuholnika ABC.

" RieSenia podali Juraj Milian, 8. tr.
js§, Starovo a B. MartiSova,
8. tr. 4. os$, Gottwaldov.

4. Pavel mél u sebe presné 40 Kds (vesmés v pa-
pirovych penézich). Chtél si koupit knizku za 30 K¢s.
Nemohl ji vSak zaplatit, protoZe prodaval nemél
nazpét drobné a Castka 30 K& se nedala Pavlovymi
penézi vyplatit.

Urcete, kolik korun, tfikorun, pétikorun atd. mél
Pavel u sebe. Odpovéd oduvodnéte.

Reseni. I. V daldim znalka 3/,, znameni tfi deseti-
koruny; podobné 4/, znali Ctyfi tiikoruny a 5/, znaci
pét jednokorunovych stitovek.

Zjistime vSechny moZnosti, jimiz lze ze Ctyficeti
korun (v Ceskoslovenskych papirovych penézich) vy-
platit ¢astku 10 K& nebo Castku 30 Kds; Castka 10 Kés
by totiz po zaplaceni ndkupu Pavlovi zbyla. Nebu-
deme vSak vSechny tyto moZnosti vyhledavat se v§i
zevrubnosti, spokojime se s urlitymi skupinami moz-
nosti, kdy 1ze provést vyplatu 30 K& poprfipadé 10 K&s
(ostatné viz tabulku ¢&. 1).

Vyjdeme od takové situace, kdy je poCet papirovych
penéz co nejmensi, takZe k sestaveni Castky 40 Kcs
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uzivime penéz co nejvétSich. Pod ndzvem napf.
,smoznost ¢. 1 rozumime fadu moZnosti, kdy je mezi
penézi /5, 1/,, a kdy nas dal$i penize nezajimaji;
stejné tomu je i u dalSich moZnosti.

Pti naSich tsudcich uzijeme nékolikrat této véty
P: ,,Mame-li Castku alesponn 10 K¢s v tfikorunich
a v jednokorunich, pfiemZ poclet jednokorun je
alespon jedna, potom muZeme vyplatit ¢astku 10 Kcs.«

Dukaz. Pfedstavme si, Ze postupné z dané Castky
vytvatime hromadky po tfech korunich (to znamena,
Ze na hromdidce je bud jedna tfikoruna anebo tfi
jednokoruny); pak na posledni hromadce jsou bud
tfi koruny nebo jen dvé anebo pouze jedna. Pfitom
muzeme vytvofeni hromddek provést tak, Ze tu
jednokorunovku, ktera podle predpokladu je v dané
Castce (viz pfedpoklad na$i véty P), zafadime pravé
do posledni hromadky. ProtoZe mame Castku alesponi
10 K&, vzniknou nejméné 4 hromdadky, pficemZ
jediné posledni hromédka miiZe byt netiplnd. Vezmeme
3 prvni hromadky a pfipojime k nim jednu jedno-
korunovku z posledni hromadky; tim vznikne hledana
Castka 10 Kds, ¢imZ je dukaz véty P proveden.

II. Refeni dané ulohy. V piipojené tabulce mime
vypsany moZnosti sloZeni Pavlovych penéz. Otazniky
v tabulce znadi zcela urcité pfirozené ¢islo nebo nuluj
jeden takovy fadek pfitom poptipadé znali fadu moz-
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nosti, nebot otazniky lze riznym zpusobem vhodné
doplnit, aby hodnota penéz byla v fadku pravé 40 Kds.

Tim jsou vSechny mozZnosti vyCerpany. Podle ta-
bulky .Pavel mél tedy pravé jednu dvacetipétikorunu
a 5 tiikorun; skutecné je

254+ 15=40.
Castku 30 K& v3ak Pavel nemize ze svych penéz vy-
platit, nebot je 25 +3 =28 a 25 -+ 3n > 30 pro
pfirozené Cislo n > 1. Tim je feSeni tlohy provedeno.

Jiny postup feSeni. I. Dokazeme, Ze situace
licena v textu ulohy muZze nastat jediné tehdy, ma-li
Pavel !/,;.

Dukaz. Predpokladejme, Ze nema !/,;; dokdZeme,
ze muze vyplatit 10 K¢ nebo 30 Kds.

Ma-li alespon !/,, nebo alespon ?/;, mize vyplatit
10 Kds.

Maé-li 1/, anemd ani!/,; ani!/,,, ma ¢astku 35 Kés ve
tiikorunach a korunich; protoze je 35 = 33 + 2,
musi mit alespon 2/,. Ze zbytku penéz (33 Kds) si udéls
hromdadky po 3 Kds (bud pomoci !/, nebo ?/,) vezme
3 hromadky a '/;, ¢imz dostane 10 Ks.

Necht nema ani '/,; ani'/,, ani '/, tj. ma jen tfiko-
runy a koruny. Protoze je 40 = 39 -+ 1, ma alespon 1/,
a stejné jako v predchozim odstavci pomoci tfikoru-
novych hromadek a !/, vytvofi ¢astku 10 Kds.

Tim je dikaz proveden.
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II. Necht Pavel mé 1/,;.

Ma-li 1/,, nebo alesponl !/;, miZe vyplatit Castku
10 K¢&s, poptipadé 30 Kés (je 25 + 5 = 30).

Necht nyni ma !/,;, ale nemad ani !/, ani */;, tj. m4
jen tfikoruny a koruny. Ma-li alespon !/, tj. ma
1/,5 a 1/;, tedy dohromady 26 K&, zbyvd mu 14 Kés;
z této Castky utvofi 3 tfikorunové hromadky a ke
tfem z nich pfipoji !/;, takze muze vyplatit 10 Kds.
Zbyva nam tedy moZnost, Ze nemd ani!/,, takze musi
mit /55 a 5/,

Tu plati skutecné 25 + 3.5 = 40.

Castku 10 K& nelze vyplatit pomoci tffkorun a proto
nelze vyplatit ani ¢astku 30 Kcs.

Odpovéd. Pavel mél dvacetipétikorunu a pét tii-
korun.
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