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IV. RESENT ULOH ZE SOUTEZE

1. Ulohy I. kola kategorie A

1. Kolkymi roznymi spdsobmi mozno vyplatit Cciastku
Ké&s 2000 piatkorunovymi, desatkorunovymi a dvadsatpit-
korunovymi bankovkami?

Riesenie. Cislom v tomto rieSeni rozumieme celé nezé-
porné Cislo. Ak ozna¢ime po rade x, y, 2 pocet bankoviek po
5 Ké&s, 10 K&s, 25 Kés, ma platit 5x + 10y -+ 25z = 2000,

g x + 2y + 52 = 400. (1)
Tym sme tulohu previedli na problém urdit pocet trojic Cisel
X, ¥, 2, vyhovujucich rovnici (1).
Najprv odpovedzme na tuto otazku: Nech trojica xy, Y, 2,
vyhovuje rovnici (1). Kolko dvojic vyhovuje rovnici
x + 2y = 400 — 52,.
Budeme tu rozliSovat dva pripady:

Pripad [1]. Ak je z, parne, je 400 — 5z, parne. Hladany
pocet dvojic x, ¥ sa potom rovna poctu spdsobov, ktorymi
mozno (parne) cislo 400 — 5z, napisat ako sucet dvoch
parnych scitancov x a 2y. Tento pocet je

400 — 5z, 5
— + 1 =201 — 5 %o

Pripad [2]. Ak je 2, neparne, je 400 — 5z, neparne.

HIadany pocet dvojic x, y sa potom rovnd poctu spdsobov,
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ktorymi moZno (neparne) &islo 400 — 52, napisat ako sucet
neparneho a parneho ¢isla. Tento pocet je

— (400 — 5z, ++ 1) == 200 -+ _; * ‘Z“ o
Tym sme pomocnu otazku zodpovedali.

Ak x, y, z vyhovuje rovnici (1), je z < 80 a obratene, ku
kazdému nezépornemu celému ¢Cislu 2z spliiujicemu vztah
2 < 80 mozno udat trojicu x, y, 2, vyhovujicu rovnici (1),
napr. x = 400 — 5z, y =0, 2.

Celkovy pocet trojic teda bude

5 5
= .0) =+ =,
(201 2 0) } (201 > 2) + (201

3,
2
1 5
i1 (201 —i 80) e (200 e 1) i
3
2

1
-3) + (200T7~

(200 + =

1 5
R
1 5

2 .2

e (200+ - ~79) — 41-201 + 40 - (200 4%) —
5
SO+ 14243 4. 480) =
1 5 81-80
:201+40(201+200+7)_2 o
:201+40-(401+——:1§—)—5-81-20=

= 201 + 16 060 — 8100 = 8161.
Tym je rieSenie ukoncené.
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2. Reste rovnict

2]/a2 +x—a Va2 x—~1

1
Va2+x+1 a M

kde dané reilné Cislo a == 0. Provedte diskusi reSitelnosti
vzhledem k danému cislu a.

Reseni. Necht je realné &islo x feSenim rovnice (1). Tu
musi platit
a®+x > 0; (2)

jinak by nemél vyraz Vaz—+_x smysl. Dale musi byt
a=0; 3
jinak by nemél zlomek na pravé strané rovnice (1) vyznam.
Protoze podle (2) je VEZ- + x >0, plati
Vet x +1>0, | 4)

takZe za predpokladu (2) ma zlomek na levé strané rovnice (1)
vyznam.

Nyni pfistupme k vlastnimu feSeni rovnice (1). Znasobme
ob& jeji strany &islem a ( Va2 + x +1); to je podle (3), (4)
ruzné od nuly; dostaneme

2af@ ¥ x = x — (1 — 2ad).

Nyni umocnéme obé strany této rovnice na druhou; dostaneme
rovnici
x* —2x + (1 — 4a®) = 0. (5)

Diskriminant této rovnice je A4 =4-(1 — 1 + 4 a* neboli
A =16 a% coz je vzhledem k pfedpokladu (3) &islo kladné;

31



plati ]/Z =4-|a|. Kofeny x = x;, x = x, rovnice (5) jsou
realna ¢isla 1 +2-|a|, 1 —2-|a|; mizeme polozit

% =1-+2a x,=1—2a. (6)

Protoze je A >0, je x, == x,. Plati (znaménko plus prislusi
k x,, znaménko minus k x,)

a+x=a*+1+2a=(@a+1?=>0, (7

takze pro kazdé realné a plati pozadavek (2).

Jestlize ma rovnice (1) kofeny, pak jsou to nutné Cisla (6),
pficemz musi platit pozadavek (3).

Provedme jesté zkousku, Ze Cisla (6) skuteéné vyhovuji
rovnici (1); vzhledem ke vztahu (7) po dosazeni do levé strany
rovnice (1) dostaneme vyraz L a po dosazeni do pravé strany
rovnice (1) dostaneme vyraz P:

L_ZV(aj;l)z—a_2-|a:{:1|—a_

S Y@Ll Jat1] 41
P:l/(aiﬁ‘z—ljwilj—l.
a a

Nyni rozliSme oba kofeny x;, x,:
Pripad [1] kofene x,. Jsou dvé moznosti:
o) Necht je a 4+ 1 > 0 neboli @ > — 1 (a zaroveni a == 0).
Pak je:
e 2a4+2—a a+2
T a+14+1 a4+ 2’

kde je a = — 2; proto je L = 1.

P:a+1—1 _a

a a

Je tedy L = P; Cislo x, je kofenem rovnice (1).
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f) Necht je a 4 1 < 0 neboli a < — 1. Pak je:

L:—Z(a+l)~a B —=3a—2 a2
—(@+1)+1 —a - a ’
P:—(a+1)~1:_a+2.

a a
Pro a < — 1sesnadno presvéd¢ime, ze je L == P, takze (islo
x, neni kofenem rovnice (1).
Pripad [2] kofene x,. Jsou dvé moznosti:
«) Necht je a — 1 Z> 0 neboli a > 1. Pak je:
[ = 2@—1)—a a-—2,
o (a—l)—#lm a ’
_a—1—1 a—2
a a - a

p

ProtozZe je a —> 1, maji vyrazy L, P smysl a plati L = P; &slo
X, je kofenem rovnice (1).

B) Necht je a —1< 0 neboli a <1 (a ziroven a == 0).
Pak je:
—2(a—1)—a 3a—2
—(@—-DH+1  a—2

(tu je jisté a — 2 4= 0);

L —

p.—_@-H-1_ -—-a
a a

—2
né§ pripad. Je tedy pro a<<1 vizdy L 4 P a &islo x, neni
kofenem rovnice (1).

Rovnost

= — 1 plati pouze pro a = 1, coZ neni
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Zavér. Shriime vysledky pro realné &islo a = 0. JestliZe je:

a) a > 1, potom rovnice (1) ma kofeny x,, x, dané vztahy (6).

b) 1 >a > —1 a zaroveil a = 0, potom rovnice (1) ma
jediny kofen x, dany vztahem (6).

¢) Pro a << — 1 nema rovnice feseni.

Prehled téchto vysledku snadno uvidime z tabulky:

Parametr a = 0 Reseni

a1 74dné

-1 < a1 1+ 2a
a>1 14+2a1—-2a |

3. Nech $tvorsten ABCD ma vsetky steny pravouhlé troj-
uholniky.

Dokazte, ze:

a) tento Stvorsten ma jedint najvicSiu hranu;

b) stred gulovej plochy opisanej Stvorstenu lezi v strede
jeho najvicSej hrany;

c) mozno zostrojit taky kvader, ze Styri z jeho vrcholov
splyvaju s vrcholmi uvazovaného $tvorstena.

RiesSenie. Ak existuje Stvorsten ABCD, ktorého vSetky $tyri
steny su pravouhlé trojuholniky, potom tento Stvorsten musf
mat prave jednu z tychto troch vlastnosti:

[1] Existuje jeden vrchol (nech je to vrchol D) $tvorstena
ABCD taky, ze kazdé dve hrany vychadzajuce z tohto vrchola
st navzajom kolmé (pozri obr. 1).

[2] Neexistuje ani jeden vrchol $tvorstena ABCD, ktory
by mal vlastnost [1], ale existuje taky vrchol (nech je to vrchol
D), ze prave dve dvojice hran, z tohto vrchola vychadzajuci,
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su na seba kolmé (nech teda plati DB | DA, DC | DA),
kdeZto tretia dvojica hran (t.j. hrany DB, DC) si navzijom
kosé. (Potom je uhol <x BDC nevyhnutne ostry, lebo v troj-
uholniku BCD je podla poziadavky tlohy jeden uhol pravy
a ostatné uhly musia byt ostré.) Pozri obr. 5.

[3] Stvorsten ABCD nema ziadnu z vlastnosti [1], [2],
to znamend, Ze pri kazdom z jeho vrcholov je nanajvys jeden
uhol pravy. Pretoze sa vSak musia vyskytnit 4 pravouhlé
trojuholniky a tym aj 4 pravé uhly, je pri kazdom vrchole prave
jeden uhol pravy. Pozri obr. 3, 4.

iadnej inej moznosti, nez uvedené tri, niet. Dokazeme, Ze
Stvorsten s vlastnostami [1] alebo [3] neexistuje; dalej do-
kazeme, Ze existuje Stvorsten s vlastnostou [2]. Kazdy pripad
preberieme zvlast.

Pripad [1]. Nech $tvorsten ABCD ma vlastnost [1] (pozri
obr. 1). Potom v trojuholniku ABC musi byt jeden uhol pravy;’
nech je to napr. uhol < BCA. Dokazeme, Ze taky Stvorsten
neexistuje.

ZvoIme polpriamky DA, DM, DC tak, Ze kazdé dve su
navzajom kolmé. Na polpriamke DM mame urcit bod B tak,
aby platilo <x BCA = 90” alebo aby o priamke p = BC platilo
p 1 AC.

Predpokladajme, Ze takd priamka p v rovine CDM existuje
(dokézZeme, Ze to nie je mozné). Zrejme je DA | CDM (lebo
je DA | DC,DA | DM)atedap | DA. Zo vztahov p | DA,
p 1 AC vyplyva, Ze je tieZ

p L ACD. )]
Pretoze podla predpokladu je DM | DA, DM | DC, je tiez
DM | ACD. (2)

Zo vztahov (1), (2) vyplyva p| DM a pretoze je p == DM,
bod B neexistuje a preto neexistuje ani §$tvorsten s vlast-
nostou [1].
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Poznamka. Dokaz, Ze neexistuje Stvorsten s vlastnostou [1],
mozno urobit aj takto (obr. 2): V $tvorstene ABCD, v ktorom
su kazdé dve hrany vychadzajice z bodu D navzijom kolmé,
oznatme DA =a, DB =b, DC =¢, BC =d,, CA =d,,
AB = dj, pricom mozno predpokladat, Ze plati

0<a<b<e 3)

Obr. 1. Obr. 2.

Potom pouzime Pythagorovu vetu na pravouhlé trojuholniky
BCD, CAD, ABD; dostaneme

di = b* + ¢, 4)
di = & + a?, 5)
d; = a® + b (6)

Vzhladom na (3) zrejme plati

&< dj < d
alebo
dy, <d, < d,.

PretoZe trojuholnik ABC je tiez pravouhly, musi v nom byt
strana d, preponou a podla Pythagorovej vety musi platit
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di — (d3 + d3) = 0. ()

Dosadme sem z (4), (5), (6); dostaneme na lavej strane

b2 4 ¢ — (¢t + a* + a* + b*) = — 2a> =+ 0.

To je spor s poziadavkou (7). Tym je dokaz ukonceny.
Pripad [3]. Nech $tvorsten ma vlastnost [3]. Nech v troj-
uholniku BCD je <& D = R (pozri obr. 3 a 4); to mozno vhod-
nou zamenou oznacenia dosiahnut. Potom v trojuholniku ABC
moze byt pravy bud uhol <r BAC, bud jeden z uhlov <x ABC,
<. BCA. V druhom pripade sa pre ur¢itost rozhodnime, Ze je-

<L BCA = R (inak by sme u S$tvorstena vymenili oznacenie
vrcholov B, C). Kazdy pripad preberieme zvIast.

A
D

D
<y

Obr. 3. Obr. 4.

o) Nech je <t BAC = R (pozri obr. 3). Oznatme S, == S,
po rade stredy hran BC, DA a zostrojme gulové plochy »x, =
= (8, $iB), #y = (8, S.A4). Dokazeme, Ze plochy 2, x,
prechadzaju vSetkymi vrcholmi Stvorstena ABCD. Dokaz
urobime pre plochu x,: Plocha %, podla konstrukcie obsahuje
body B, C. Rovina BCA pretne plochu #, v hlavnej kruZnici %,
pricom je tse¢ka BC priemerom tejto kruznice. Podla Thale-
tovej vety lezi vrchol A pravého uhla < CAB na kruZnici k.
Rovnako sa dokaze, ze aj bod D leZi na ploche #;.



Z nasej tvahy vyplyva, Ze $tvorstenu ABCD mozno opisat
dve rézne gulové plochy x,, ,; to je spor so zndmou vetou, Ze
§tvorstenu mozno opisat prave jednu gulovi plochu. Tym sme
pripad «) vylucili.

f) Nech je <r BCA = R (pozri obr. 4). Potom st nevyhnutne
v pravouhlych trojuholnikoch BCD, BAC oba uhly pri vrchole
B ostré. Pretoze pri vrchole B musi jedna dvojica hran
urcovat pravy uhol, je to nevyhnutne uhol < ABD. Teraz
sa uz lahko usudi, Ze musi byt <t CAD = R.

Vieme, Ze odvesna pravouhlého trojuholnika je mensia neZ
jeho prepona; preto plati postupne

CD < BC (pozri /\ BCD),
BC < AB (pozri /\ ABC),
AB < AD (pozri /\ ABD),
AD < CD (pozri )\ ACD).

Z tychto nerovnosti dostaneme CD << CD, ¢o je spor. Preto
je pripad f) vyluceny.

Neexistuje teda Stvorsten s vlastnostou [3].

Pripad [2]. Nech $tvorsten ABCD ma vlastnost [2] (pozri
obr. 5). Pre urcitost nech je

4 ADB = 4 ADC =R, < BDC < R. (8)

V trojuholniku BCD musi byt podla poziadavky ulohy jeden
uhol pravy. Vzhladom na posledny vztah (8) musi byt jeden
z uhlov <x BCD, <~ CBD pravy; nech pre uritost je

4 BCD =R 9)

(inak sta¢i vymenit oznadenia vrcholov B, C). V trojuholniku
BCD st teda uhly pri vrcholoch B, D ostré.
Z prvych dvoch vztahov (8) vyplyva

AD | BCD,

t. ).
] AD | BC. (10)
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Pretoze plati (9), t. j. DC | BC, je vzhladom na (10)
BC | ADC (11)

(priamka BC je kolma k réznobezkam AD, DC roviny ADC).
Zo vztahu (11) vyplyva
BC | AC,

-

AfF=——=—===—~=—~ B
@ 1b
Obr. 5. Obr. 6.

lebo AC je priamka roviny ADC. Je teda v trojuholniku ABC
uhol - BCA = R. Tym je dand konS$trukcia (a tym aj
existencia) pozadovaného Stvorstena.

Konstrukcia $tvorstena ABCD (obr. 5). Zvolime pravouhly
trojuholnik BDC s preponou BD. K rovine BCD zostrojme
v bode D kolmicu a na nej zvolime bod A == D. Potom je
zrejme ABCD S$tvorsten s vlastnostou [2]. Dokaz vyplyva
z predoslého. Takto zostrojeny Stvorsten ABCD teraz pouZijeme.

Zostrojme v predoslej konstrukcii obdiznik 4’BCD (obr. 6);
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v jeho vrcholoch zostrojme po rade kolmice a, b, ¢, d k rovine
A'BCD. Bodom A vedme rovinu ¢ | A’'BCD; ozna¢me A",
B, C", D" = A po rade priese¢niky priamok a, b, ¢, d s ro-
vinou p. Potom je A’BCDA”B"”C"”D" kvader tej vlastnosti, Ze
$tyri z jeko vrcholov (totiz B, C, D, D"’ = A) splyvaju s vrcholmi
stvorstena ABCD. Tym sme rozriesili ulohu c).

Usecka AB je v tomto kvadri telesovou uhloprieckou. Plati:

AB > BD, AB > AD (12)

(AB je prepona, BD, AD st odvesny v trojuholniku ABD);
AB > BC, AB > AC (13)

(AB je prepona, BC, AC st odvesny v trojuholniku ABC);
AB > DC, (14)

lebo podla (12) je AB > BD a dalej je BD > DC (BD je pre-
pona, DC je odvesna v trojuholniku BCD). Spojenim oboch
poslednych nerovnosti dostaneme (14). Tym sme rozriesili
tlohu a).
Ozna¢me S stred useCky AB v uvazovanom kvadri
A'BCDA"B’C"D"”. Podla znamych vlastnosti kvadra pre-
. chadza gulova plocha x = (S, SA) vsetkym1 vrcholmi tohto
kvadra, t. j. » je gulovou plochou oplsanou uvazovanému
Stvorstenu ABCD. Pretoze $tvorstenu mozno opisat len jedini
gulovud plochu, je fiou prave plocha #x, zostrojena nad hranou
AB (Stvorstena ABCD) ako priemerom. Tym sme rozriesili
ulohu b).

4. V roviné¢ bud dan svou polohou trojuhelnik ABC tak, Ze
AB je jeho nejmensi strana.

Uvnitt strany AC sestrojte bod M a uvnitf strany BC se-
strojte bod N tak, aby platilo AM —= MN = NB.

Provedte diskusi reSitelnosti ulohy.
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Reseni (viz obr. 7 az 10). O stranich
a=BC, b =CA, c =AB (1)

trojuhelnika ABC muzeme predpokladat
c<b=Za ()

Strana ¢ je totiZ ze stran nejmensi; kdyby platilo b > a, vy-
ménili bychom nazvy vrchola 4, B a tim i stran a, b. Odtud
plyne, Ze je Ghel < ABC ostry a proto pata E vySky vedené
vrcholem C trojihelnika ABC padne dovnitf polopfimky BA.

Nejprve vyslovime po- |
mocnou vétu V: ,,Bud C=M=D=F n ,—M\W‘L/-—.
dan pravy tuhel < CFD. Y N
Plati-li vztah &> CD,
potom se d4 na pro-
dlouzeni usecky FD za
bod D sestrojit pravé
jeden bod N’ takovy, zZe
plati CN’ = b.%

Ditkaz (viz obr. 9).
V pravouhlém trojihel- Obr. 7.
niku CDF je CD pte-
pona a proto je CF < CD, dale je CD < b, tj. CF < b.
Ale CF udava vzdalenost bodu C od pfimky FD; proto je
pfimka FD secnou kruznice & = (C, b), pficemz bod D lezi
uvnitf této kruznice. Na polopfimce FD pak lezi pravé jeden
bod N’ kruznice %k (druhy bod lezi na polopfimce opacéné
k polopfimce FD, jak vyplyva ze soumérnosti pfimky FD
a kruznice & podle pfimky CF). Tim je dikaz proveden.

Nyni provedeme feSeni dané tulohy (obr. 7—10). Pfed-
pokladejme, Ze jsme feSeni nasli; tu bod M lezi uvnitf usecky
AC a bod N uvnitf tsecky BC. Uvazujme stejnolehlost A
o stiedu A4 stejnolehlosti, ve které bodu M pfislusi bod
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M’ = C; protoze je AM < AM’, je koeficient A = % > 1.
Oznacme B’, N’ body, které ve stejnolehlosti A pfisluseji po-
fad¢ bodim B, N; tu bod B’ lezi na prodlouzeni usetky AB
za bod B a bod N lezi uvnitf dsecky AN’. O bodech A, M,
N, B podle pozadavku ulohy plati

AM = MN = NB,; 3)

proto o bodech 4, M’" = C, N', B’, které k predchozim bodim
prisluseji ve stejnolehlosti
A, poradé plati

b=AC =CN' =N'B,
NB|N'B', MN|CN’ (4)

(pfimky sobé¢ pfislusné
ve stejnolehlosti A). —
Vsimnéme si nékterych
_ vlastnosti  Ctyfdhelnika

ACN’'B’. Vedme bodem

N’ pifimku n | AB a

ozna¢me D prusecik pri-
mek BC, n (ten jisté existuje); protoze je BB'N’'D rovnobéz-
nik, je BD = B'N’ = b. Z druhého vztahu (2) plyne, ze bod D
bud padne dovniti usecky BC = a anebo je D = C. Toho
uzijeme ke konstrukci bodu N'.

Obr. 8.

Konstrukce. Ptedpokladejme platnost vztaht (2). Na polo-
pfimce BC sestrojme usecku BD = b. Bodem D sestrojme
pfimku 2 | AB a dale opiSme kruznici k = (C,b); ozna¢me N’
spole¢ny bod pfimky » a kruznice k, a to ten, ktery padne
dovnitf poloroviny g opacné k poloroviné BCA. Dile sestrojme
bodem N’ pfimku p||BC a oznalme B’ prusedik raznobézek
AB, p a konetné C= M'. Uvazujme nyni stejnolehlost A’
o stfedu A, v niz bodu N’ pfisludi prase¢ik N primek AN’,
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BC. Oznaéme M bod pfislusny bodu M’ = C ve stejnolehlosti
A’; bodu B’ zfejmé pfisludi bod B. Potom jsou M, N body
pozadované v textu tlohy.

Diikaz. Podle konstrukce je CN’ = b. Jestlize bod N’ je od
bodu 4 oddélen pfimkou BC (to dokdzeme v diskusi), existuje
rovnob&Znik BB'N’'D, takze je N'B’ = BD = b; podle kon-
strukce je BD =b a tedy N'B’ = b. Plati tedy vztahy (4).
Ze stejnolehlosti A’ plyne, ze plati i vztahy (3). Dikaz, Ze body
M, N lezi pofadé uvniti useéek AC, BC, provedeme v diskusi.

Diskuse. Dokazeme, Ze tloha ma pravé jedno reSeni.

Spravnost tohoto tvrzeni je zfejma z obr. 7 v pripadé, Ze
a = b; to plyne z existen-
ce kosoltverce BB'N'C  C=M
v poloroviné¢ p, jehoz
strana je b.

Necht nadile je b < a
(obr. 8—10). O stranach
daného trojuhelnika ABC
plati

a < b + ¢ (trojahelniko-
V4 nerovnost),

b+ ¢ < 2b[viz (2)].

Odtud dostavame a < 2b
neboli

a—b<b (5

Podle konstrukce bodu D
vzhledem k (2) padne
tento bod dovnitr usecky
BC; proto je CD =a —b.
Ze vztahu (5) pak plyne

CD < b.




Oznaéme E patu kolmice vedené bodem C k pfimce AB; protoze
podle (2) je AC < BC, je thel < ABC ostry a bod E lezi
uvnitf poloptimky BA (viz obr. 8 —10 pro rtzné pripady dutého
thlu < CAB). Oznatme F prusecik primek CE, n. Protoze
bod D lezi uvnitf usecky BC, lezi bod F uvnitf usecky CE,
nebot pravouhly trojuhelnik BCE o pfeponé BC vzdy existuje.
Podle pomocné véty V, uzité na pravy uhel < CFD, leZi na
prodlouzeni usecky FD za bod D jediny bod N’ takovy, Ze
CN’ = b. Odtud se snadno usoudi, ze primka BC oddé¢luje
body 4, N’, takze ABN'D je lichobéznik nebo rovnobéznik
(AB||N'D); jeho uhlopfitky AN’, BD maji spolecny bod N,
ktery lezi uvnitf useCky BD a tedy i uvnitf usecky BC. Protoze
bod N lezi uvnitf useCky AN’, je kladny koeficient A" stejno-
lehlosti A" mensi nez Cislo 1, a proto bod M padne dovnitf
usecky AC.

Uloha m4 tedy v obou pfipadech (a = b, a > b), pravé
jedno feSeni, které je tim provedeno.

5. V prostoru budte dany tfi kruznice &, = (S, ry), &k, =
= (8, 1y), Ry = (83, 13), které lezi poradé v rovinach o,, 0,, 04,
majicich jediny spolecny bod P, pfi¢emz kazda z kruznic se
dotyka obou kruznic zbyvajicich.

Potom existuje jedina kulova plocha » = (S, r), na niZ tyto
kruznice lezi. Dokazte a udejte konstrukci této plochy x.

Poznamka. Rikime, Ze se kruZnice ky, ko, které lezi v riz-
nych rovinach p,, g,, navzajem dotykaji, jestlize prasecnice p,
obou rovin o,, 0, je te¢nou kazdé z téchto kruznic v jejich
spole¢ném bodé Tj.

Reseni (viz obr. 11). Poznamka. Pribéhem tivah dokazeme,
7e existuje jedind kulovd plocha, kterd spliuje poZzadavky
ulohy.

Rozbor. Dané roviny 9,, 0,, 05, ve kterych poradé lezi dané
kruznice k,, k,, k3, maji podle textu ulohy jediny spoleny
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bod P. Kazdé dvé z téchto rovin jsou ruznobézné; jejich
prisecnice ozname pofadé p; = (0, 03); P2 = (03 Ql)s s =

= (01, 01)- Prlmky Po P P maji tedy spoleény pravé bod P
a nelezi v téze roviné (tvofi hrany trojbokého jehlanového
prostoru o vrcholu P).

Obr. 11,

Oznalme porade T,, T,, T4 dotykové body dvojic (kz, 3),
(kg ky)s (ki ky) danych kruzmc, tyto body jsou nutné razné
od bodu P a uhly T,PT,, T,PT,, T\PT,, ve kterych kruZnice
kys ko, ky pofadé lezi, jsou duté, coz plyne z definice jehlanové
plochy. Z vlastnosti délek PT,, PT,, PT, teen vedenych
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z bodu P k danym kruznicim plyne, Ze je PT, = PT,, PT, =
= PT,, PT, = PT,, 1.

PT, — PT, = PT,. (1)

Protoze primky p,, p,, ps nelezi v téze roving, existuje troj-
uhelnik T'T,T,, jehoz rovina T neprochazi bodem P.

Raznobézky T,S,, T,S; stoji kolmo k primce p, (jsou to
kolmice ke spolecné tecné p, kruznic k,, k3 ve spoletném
dotykovém bodé T3); je tedy rovina o, = (T4, S,, S;) kolma
k prlmce p1- Podobné je o, L P kde 0, = (T2, S;, Sy), 05 =

= (T, Sl, S,). Kazdé dvé z rovin oy, 0, 0, jsou ruznobézné;
kdyby totiz napf. platilo o, || o5, potom by o pfimkéach p, | ay,
P2 L o, platilo p, || p, coZ je spor s pfedpokladem tlohy. Pfi-
tom tyto roviny nemohou obsahovat touz pfimku x; jinak by
totiz byly pfimKy p,, p,, ps vesmés rovnobézné s jistou rovinou
& | x,atoje spor s textem ulohy. Proto maji roviny o, 0,, 0,
spole¢ny jediny bod, ktery oznacime S.

Jestlize existuje plocha kulova, o které se mluvi v textu
dlohy, jsou primky p;, p,, p; teCnami této plochy a roviny
0y | p1s Oy | pss 03 | ps, sestrojené poradé v bodech T,
Ty, T,, nutné prochizeji stfedem této plochy; podle predcho-
ziho je to pravé bod S. Tim je déna konstrukce.

Konstrukce. Sestrojme roviny o, | py, G5 | ps 03 | ps PO-
fadé v bodech T, T,, T, a oznalme S spole¢ny bod téchto
rovin. Potom je % = (S, r = ST,) kulova plocha, o niz mluvi
text ulohy.

Ditkaz. Oznaéme poradé s, = (0, 03), Sy = (03, 07), §3 =
= (0y, 0,), kde pfimky s, s,, s3 prochazeji poradé¢ body S,
S5, S, a pfitom dale vSechny tfi prochazeji bodem S. Protoze
je 0y | P 03 L Py 01 = (P P3)> )€ sy | 0. Bud nyni X,
libovolnym bodem kruzZnice k;; protoze bod S lezi na primce
sy L oy, pficemz s, prochazi bodem S, je

SX, = ST, = ST, @)
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pro kazdou polohu bodu X,. Budte X,, X, pofadé body krunic
kyy ky; podobné jako vyse se dokize, Ze plati

SX, = 8T, = ST, (3)
SX; = ST, = ST.,. 4)
Ze (2) az (4) plyne -
SX, = 8X, =8X; =,

takze vSechny body kruZnic &, k,, k, leZi na sestrojené kulové

plose % = (S, r). ProtoZe bod S existuje a je jediny (viz roz-

bor), pfi¢emz zfejmé je S == T, existuje i plocha x,a to jedina.
Tim je feSeni ulohy provedeno.

6. Pro zadné celé Cislo x neplati vztah
x% = 12n - 5, (1)
kde 7 je celé ¢islo. Dokazte.

Reseni. Necht existuje celé &slo x, o némz plati vztah (1).
(Dokazeme, Ze to neni mozné.)
Ze vztahu (1) plyne

x? —5=12n. (2)

Pritom ¢islo 127 je zfejmé délitelné tfemi; ze vztahu (2)
pak plyne, Ze i Cislo x* — 5 je nutné délitelné tfemi, tj. ma
platit

x* — 5 = 3k, (3)

kde % je vhodné celé &islo. Ze vztahu (3) plyne
x*=3(k+1)+ 2. (4)
To znadi, Ze pfi déleni Cisla x> Cislem 3 ma byt zbytek roven

¢islu 2.
Dokazeme, Ze to neni mozné, nebot plati véta P: ,,Druhi
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mocnina y* celého &isla y ma pfi déleni tfemi za zbytek pravé
jedno z ¢isel 0, 1.

Provedenim dtkazu této véty bude prokazano, ze vztah (4)
nemuze platit, tj., Ze dospivime ke sporu.

Diikaz véry P. Cislo y ma pti déleni ¢islem 3 jeden ze zbytkd
0, 1, 2, takze plati pravé jeden ze vztahu

y=3m, 5)
y=3m+1, (6)
y:3m+2’ (7)

kde m je vhodné celé Cislo. Umocnénim obou stran téchto
vztahl na druhou poradé dostaneme

y2=3(3m?, (5"
V2=303m +2m) + 1, (6"
y=303m2+4m-+1)+ 1. 7)

Ze vztahu (5") az (7') plyne, Ze Cislo y* ma pfi déleni tfemi
za zbytek bud cislo 0 nebo cislo 1. Tim jsme provedli dikaz
véty P, takze vztah (4) je s dokdzanou vétou P ve sporu, ¢imz
je dukaz tvrzeni dané ulohy proveden.

Jiné FeSeni. Predpokladejme, Ze existuje celé &islo x, 0 némz
plati vztah (1). Dokazeme, Ze tento predpoklad vede ke sporu.

Protoze 12n +5=2(6n+2)+ 1, je toto Cislo liché
a podle (1) je i ¢islo x? liché. Proto musi byt i ¢islo x liché.
Plati totiz véta: ,,Druha mocnina lichého ¢isla je Cislo liché,
druhd mocnina ¢isla sudého je Cislo sudé.*

Diikaz. Sudé cislo lze psat ve tvaru 2 p, kde p je vhodné
celé &islo. Tu plati (2 p)* = 2 (2 p?), coz je Cislo sudé.

Liché ¢islo 1ze psat ve tvaru 2 ¢ + 1, kde ¢ je vhodné celé
Cislo. Tu plati (2 ¢+ 12 =22¢*+2¢g)+ 1, a to je cislo
liché. :

Tim je véta dokazana.
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Je tedy «x cislo liché a lze je psat ve tvaru x =2k + 1,
kde % je celé cislo. Po dosazeni do vztahu (1) dostaneme

QE+1P2=12n+5
neboli
4k 4+ 4k +1=12n+5
a po uprave
4k(k+1)=403n+1);

po znéasobeni obou stran této rovnosti Cislem | dostaneme
k(k+1)=3n+ 1L (8)

Zbytek po déleni ¢&isla 37 + 1 Cislem 3 je 1, tj. toto Cislo
neni délitelno tfemi, a proto zadné z Cisel &k, k& + 1 neni dé-
litelné 3; musi tedy platit & =3 m |- 1, kde m je celé &islo.
Po dosazeni do vztahu (8) obdrzime

Bm+1)Bm+2)=3n+1
neboli
Om?>+9m-+2=3n+1;

odtud po snadné upravé dostaneme
1=3n—3m*— 3m).

Na pravé strané¢ posledni rovnosti je Cislo délitelné tfemi, na
levé ¢islo 1, coz je spor.

Tim je uloha rozfesena.

Pozndmka. Zavére¢nou tvahu od vztahu (8) lze provést téz
takto:

Cislo £ ma po déleni ¢islem 3 pravé jeden ze zbytkd a) 0;
b) 1; ¢) 2. Necht v dal§im m znadi vhodné celé Cislo.

Pripad (a) nemuze nastat, nebot Cislo 37 + 1 ve vztahu
(8) ma zbytek 1.
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Pfipad (b) nemlze nastat, nebot k =3m + 1, k-1 =
=3m-+ 2 a tedy

k(k+1)=9m +9m+2=303m*>+3m) + 2

a tudiz ma tento soucin po déleni treml zbytek 2, kdezto
¢islo 37 + 1 ma zbytek 1.

Pripad (c) nemuZe nastat, nebot 2 =3m +2, k4 1 =
=3m -+ 3 =3(m-+ 1), takze posledni ¢islo délitelné tfemi
a tim soucasné je tfemi délitelné i C&islo & (k + 1), kdezto
¢islo 37 + 1 ze vztahu (8) neni tfemi délitelné.

Tim je zavére¢na uvaha ke vztahu (8) provedena a dokazano,
ze vztah (8) je sporny.

7. Nech je dana gulova plocha » = (§,r) ajej urdity priemer
AB. Dalej nech je dané rovina o HAB ktora pretina plochu %
v kruznici & = (O, p), pri¢om je O == S. Ozna¢me X Tubovolny
bod kruznice k a nech XM je os uhla <t AXB; dalej ozna¢me
Y == X spolo¢ny bod polpriamky XM s plochou .

Co vyplni bod Y, ked bod X prebicha vietky body kruznice & ?

RieSenie (obr. 12). Cast I. Nech X je lubovolny bod
vedlajsej kruznice % = (O, o) plochy gulovej » = (S, r); pritom
rovina ¢ kruZnice k je rovnobeznd s priamkou AB. Rovinu
ABX oznatme &; rovina & pretne plochu x v hlavnej kruZnici
x = (S, r), pricom je < AXB = 90° (obvodovy uhol nad
priemerom AB kruznice x). Preto os XM uhla <t AXB deli
uhol <¢r AXB na dva zhodné sty¢né uhly < AXM, <- MXB
(pozri obr. 13) a kazdy z nich je 45°. Polpriamka XM ma
s kruznicou x spoloény bod Y == X, lebo jej Cast lezi vnutri
kruznice x. Ale k zhodnym styénym obvodovym uhlom
4 AXM = <L AXY, <« MXB = < YXB prisluchaju zhodné
stredové uhly < ASY, <= YSB, z ktorych kazdy je 45° -2 =
= 90°; preto je AS | SY. Bod Y teda lezi vnutri polroviny
opacnej k polrovine ABX, a to na polpriamke SY | AB. To
znamend, ze Y leZi v rovine 7 | AB, vedenej bodom S.
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Rovina 7 pretne plochu » v hlavnej kruZniciy = (S, r) a pretoZe
Y lezi na ploche %, lezi bod Y nutne na kruZnici y.

Zostrojme ku kruZnici & doty¢nice x, | AB, x, | AB a oznatme
Xy, X, prislusné dotykové body. Potom kruznica % lezi cela
v pase rovnobeZiek x| x,. Uvazujme o priemeroch X,SY,
X,SY, kruznice y. Lahko ustidime, Ze vSetky body Y, ktoré

zostrojime, musia lezat v uhle < Y, SYg, ktory je vrcholovy

k uhlu < X,SX;; lezia teda vSetky body ¥ na obliku YOY’
kruznice y, ktorého stredovym uhlom je uhol <X Y,SYjy.
Pritom body Y,, Y, maju ta vlastnost, Ze polpriamky X, Y,
X,Y, st po rade osami uhlov < AX,B, <x AX;B, lebo
rovina 7 je kolmd na roviny trojuholnikov AX,B, AX;B,
ktoré si rovnoramenné.

Cast II. Teraz musime ete dokazat: Ku kazdému bodu Y

prave uvazovaného oblika Y:Y(’, prislicha urcity bod X
kruznice & tak, Zze polpriamka XY je osou uhla < AXB.
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O bodoch Y, Y; je to zrejmé. Nech bod Y je rozny od Y,
Y, Zostrojme rovinu & = ABY a oznalme p jej priesenicu
s rovinou.o. DokaZeme, Ze priamka p existuje.

Do6kaz. Polpriamka SY lezi v uhle < Y, SY; a preto pol-
priamka SP, opa¢na k nej, lezi v uhle <& X;SX,, ktory je
k predo$lému vrcholovy. Ozna¢me P spoloény bod polpriamky

SP s usetkou X,X,. Bodom P prave prechidza priamka
p||AB. Tym je dokédzana existencia priamky p.

Pretoze P lezi vnutri kruznice %, je priamka p seCnicou
tejto kruznice; oznadme X, X’ ich priesecniky. Dokézeme, ze
osou uhla <t ABX, leziaceho v rovine & = ABY, je polpriamka
XY. Podla Casti I tohto rieSenia prechadza os XM uhla <x AXB
spolo¢nym bodom roviny § = ABX a obluka Y, Y, kruznice y,
ktory lezi v uhle < Y, SYj; tymto bodom je viak dany bod Y,
od ktorého sme v tejto uvahe vysli. Ten isty dokaz mdzeme
urobit aj pre bod X’. Tym je dokaz ukonceny.

Zdver. Mnozinou vsetkych hladanych bodov je oblak Y Y,
o ktorom sme uvazovali v Casti L.
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8. Mnozina vietkych komplexnych ¢isel z, pre ktoré -plati
vztah

<2, (1)

x| —

1
Ealg B
re

je totoznd s mnozinou vsetkych komplexnych C¢isel 2, pre
ktoré plati
1 1

== | >

3 5 @

Dokazte to a potom preskumajte, aka ¢ast roviny vyplnia
obrazy komplexnych ¢isel 2, pre ktoré platia sicasne oba
vztahy

+ -

tql»—-

<32 )

H/\ N‘l"'

z2+z< 2. 4)

(Poznamka. Cislo z je komplexné ¢islo zdruzené k &islu z.

Riesenie. Nerovnosti (1), (3), (4) maji pre z == 0 zmysel,
pretoZe lavé strany su redlne isla (sucet komplexnych Cisel
zdruZenych). Najprv dokdzeme, Ze zo vztahu (2) vyplyva
vztah (1).

Plati postupne

L (U 3 W RN S R VR SN
SAie N Bl EAi o B N Bk MGt ol
teda

12 _ 1 _ 1
z2— = :zz—z—»(zfz)%—f. 5)
1 1, 1 1 ;
Pre 2—7’>“2_]C Z—§-=>'4_aZOVZtahu(5)

potom vyplyva
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1 .
22—7(2—%2)>0,
cize
24+2<2z22
a pretoze je z = 0, vyplyva z posledného vztahu po znasobeni

oboch jeho stran ¢islom — > 0
2z

< 2,

2| —

1
— +
z
¢o je vztah (1).
Obratene, ak plati vztah (1), dokdzeme platnost vztahu (2).

Zo vztahu (1) vyplyva po znasobeni oboch jeho stran ¢islom
2z >0, Ze postupne plati

2+ 2z <22z,
_ 1 .
22—7(2-%2) > 0,

2z 1(+§)‘-L>1
2 & Ty

a teda
i 121
2 T
alebo
’z 1 \1
2 | 2

o je vztah (2).
Tym sme dokazali ekvivalentnost vztahov (1), (2).
Ak nerovnosti (1), (2) nahradime rovnostami, dokdzeme tym
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istym spdsobom, Ze za podmienky z == 0 su oba vztahy ekvi-
valentné. Oznalme [z] obraz komplexného ¢isla z v Gaussovej
rovine.

Je zname, ze vztah | (2 — = ‘ - — znaci, Ze obrazy [z],

I

. o1
[%] cisel z, %v Gaussovej rovine maju vzdialenost > alebo,

—yE N\

— X

e —

ze body [2] pre 2 == 0 vyplnuju kruznicu & = (l —;—] " %), ato
s vylucenim pociatku [0] suradnic.

Vsetky body [z] (pri z == 0), pre ktore plati (3) vzhladom
na ckvivalentnost so vztahom | z — ’ — 2, lezia zrejme

zvonku kruznice k, popripade na kruzmc1 k (s vynimkou
bodu [0]). Body [2], pre ktoré plati (4), lezia v polrovine
0 = pO, kde O je pociatok stradnic a p |y je priamka, ktora
prechadza bodom [1]. To vyplyva z toho, zZe Cislo 2 + z ma =
realnu Cast rovnajicu sa dvojnasobku redlnej Casti Cisla z.

Spojenim oboch vysledkov dostdvame tento zaver: Vsetky
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tisla 2, pre ktoré plati (3) a (4), lezia v spoloénej casti pol-
roviny ¢ na vonkaj$ku kruznice & = ;— s —2—) , doplneného
o body tejto kruznice s vynimkou bodu [0]. (Pozri vy$rafovani
Cast v obr. 14.)

9. Necht dané pfirozena Cisla 4, B, C (zapsana v dekadické
soustaveé) maji porad¢ a, b, ¢ cifer. Potom plati

10 @ +b—c—2) ~ (:463;)"( 107 @@ +b—c+ 1)

kde n je dané pfirozené islo.
Dokazte a na zédkladé toho rozhodnéte, které vztahy plati
. AB\" . | gt 3
o poctu cifer Cisla (T) , jestlize AB je délitelné cislem C.

Reseni. Podle textu ulohy plati

100 —1 < 4 < 10°, (1)
106 —1 < B < 108, )
106 —1 < C < 10¢ . ‘ 3)

Po umocnéni na n-tou jednotlivych stran v nerovnostech (1),
(2) a (3) dostaneme

107 (@ — 1) g Anr — IOrxa’ (4)
107 ¢ —1 < Br — 10, (5)
107 =1 < Cn < 107, (6)

Znasobenim piislusnych stran ze (4) a (5) dostaneme

10n@+5—2 < fgnBn < [Qn(@+B), (M
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Ze vztahu (6) dostaneme

1 1 1
% < i = fgre=D" ®

Znasobenim prislu$nych stran v (7) a (8) dostaneme dale

107 (a + b —7‘2) ) AnB» 107 (a + b)

107 S Tor T lone—n

neboli
AB

107 (@ + b—¢c—2) < (_C~)n < 107 (@a+b—c+1) X (9)
.. AB . . o S ey L p
LC — 5 = | — T
Jestlize o je prirozené ¢islo, je téz Q o prirozené
¢islo. Cisla
m:10u(u+b—4572), M_l()n(a Fb—c+ 1)
maji po fad¢ tyto pocty cifer:

x=nla+b—c—2)+1,
y=n(a+b—c+1)+1L

Oznaéme ¢ pocet cifer ¢isla Q. Ze vztahu (9) plyne, Ze pro g
plati
xS g<y; (10)

vztah (9) pfipousti, aby ¢isla m, Q méla tyZ pocet cifer, naproti
tomu z ného plyne, Ze Q ma alespoii o jednu cifru méné nez
cislo M.

Vztahy (9) a (10) je feseni ulohy provedeno.

10. Nech su dané dve mimobezky 4AMB, CND, pricom
MN je najkratsia priecka tychto mimobeziek; dalej nech plati
MA = MB = NC = ND = x, kde x > 0 je dané dislo.

57



a) Potom plati AD — BC, AC = BD; dokéazte to.

b) Preskiimajte mnozinu stredov useciek AD, BC, AC, BD,
ked x prebieha vietky kladné &isla.

c) Vypocitajte objem S$tvorstena ABCD, ak su dané isla
x, ¥y = MN a o, kde je » odchylka mimobezieck AMB, CND.

Reseni (obr. 15). O pritce MN, jak znamo, piati
MN | AB, MN | CD. (1)

Sestrojme v roviné MCD obdélnik CDD'C’, ktery ma tsecku
MN za stfedni pricku, takze je

x = MC' = MD' = NC = ND, C'D’|CD, (2)
CC'|MN||DD'. 3)

Déle v roviné NAB sestrojme obdélnik ABB'A’, ktery ma
useCku MN za stredni pricku, takze je

x = NA' = NB' = MA = MB, A'B'| 4B, %)
AA'|MN | BB'. 3

Dokazeme, ze AC'BD'A'CB’D je kvadr: Podle vztahu (2) je
AC’BD’ obdélnik, nebot je to rovnobéznik [thlopficky se podle
(2) navzajem puli] a jeho uhlopricky jsou shodné (viz Geo-
metrie 8, str. 176, priklad 6).

Dale podle (3), (3") jsou use¢ky AA’, C'C, BB’,D’'D rovno-
bézné a shodné s usetkou MN ; protoze plati (1), je MN | MAC’
(je totiz C'D'||CD). Jsou tedy usetky AA4’, C'C, BB’y D'D
kolmé k roviné obdélnika AC'BD’. Tim je proveden dikaz
vysloveného tvrzeni, ze AC'BD’'A’CB’D je kvadr.

a) Prot¢j$i hrany daného Ctyfsténu ABCD jsou sténovymi
uhlopfickami v protéjsich sténach pravé sestrojeného kvadru;
tyto uhlopficky v kvadru jsou shodné. Tim je dokazano tvrzeni
ulohy a), ze totiz plati

AD. = BC, AC = BD.



b) Oznalme poradé X, X' stfedy prot&jich hran AD, BC
daného ¢tyfsténu ABCD; podobné oznaime pofadé YV, Y’
stfedy prot&jsich hran AC, BD téhoz &tyfsténu. Body X, X/,
Y, Y’ jsou viak stiedy stén sestrojeného kvadru. Ptimky MN,
p = XX', ¢ = YY' prochazeji sttedem S kvadru a jsou k sobé
kolmé. Je znamo, Ze plati p || MX,, ¢|| MY, kde MX, | AC’

a MY, | AD' jsou stiedni pficky obdélnika AC’'BD’. Ale MX,,
MY, jsou pfimky, které pali duté uhly, v néz rovinu MAC’
rozdéluji obé raznobézky AMB, C'MD’; prvni z riznobézek
je déna, druhd C’'D’ je rovnobézni s danou piimkou CD,
tj. je rovnéz dana. Proto pfimky MX,, MY, lze sestrojit
s jedinym vysledkem, nezavisle na Cisle x, pfi konstrukci
zminéného pomocného kvadru. Lezi tedy stfedy X, X’ na pfim-
ce p astiedy Y, Y’ na pfimce ¢. Proto i ptimky p, ¢ maji polohu
zcela urcitou, nezdvislou na Cisle x.
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Obracené kterykoli bod X == § pfimky p spolu s kterymkoli
bodem Y == S pfimky ¢ urcuji jediny kvadr, ktery mé tyto
vlastnosti:

1. Dvé stény u, v kvadru prochazeji poradé pfimkami AB,

CD, pficemz je u|CD, v | AB.

2. Bod S je stfedem kvadru.

3. Rovina £ jedné stény prochazi bodem X a plati & | gM.

4. Rovina 7 jedné stény prochézi bodem Y a plati 5 || pM.

Tomuto kvadru lze vepsat Ctyfstén typu nami uvaZovaného
Ctyfsténu ABCD; pritom M, N, X, Y jsou stfedy hran tohoto
étyfsténu, prfi¢emz jeho stfedni pricky jsou k sob& kolmé a na-
vzéjem se puli v bodé S.

Zdvér. Mnozinou v$ech stfedu v uloze b) )menovanych usecek
jsou dvé kolmice p, g vySe popsané, pficemz musime vyloudit
jejich spoleény bod S.

c) Dany ¢{tyfstén dostaneme z pomocného kvadru
AC'BD'A'CB'D, kdyz od kvadru oddélime &tyfi Etyfstény

ABCC', BCDB', ABDD’, ACDA'.

Je-li P obsah podstavné stény AC'BD’ pomocného kvadru, je
objem kazdého z téchto Ctyfsténi roven ! - & Py neboli

1
?n Py.
Objem O vsech Ctyf Ctyfsténu pak je
2
O = — Py.
3 Yy

Objem pomocného kvadru je Py a tedy objem V daného Ctyf-
sténu ABCD je

1
= ‘3—P Y- 4)
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Podle znamého vzorce je obsah P obdélnika s uhlopfickami
velikosti 2x a-s odchylkou o uhlopricek roven

P =1-(2x)*sin® = 2x*sin o.

Dosadme za P do vztahu (4); dostaneme

2
V= 3 x? y sin o,

coz jsme méli vypocitat.

11. Njjdite vSetky reélne Cisla x, pre ktoré plati
|tg2x | =tg|x]. (1)

RieSenie. Ak pre nejaké Cislo x, plati | tg 2 x| = tg | x, |,
plati aj |tg2( xo) | = . Ak je teda x, rieSenim
rovnice (1), je aj Cislo —x, jej rieSenim. Ak vyhladame teda °
vietky nezdporné rieSenia, budu tym zname aj vobec vietky
redlne rieSenia danej rovnice.

I. Vyhladajme teraz v3etky rieSenia rovnice (1), ktoré
splnaju nerovnost
0x<m (2)

a) Pre x = L= nie je prava strana rovnice definovana. Preto
x =} nie je rieSenim tejto rovnice.
b) Pre i < x < = plati

tg| x| =tgx <0,

avSak lava strana rovnice (1) je nezaporné c¢islo. Teda ani
medzi prdve uvedenymi Cislami x nendjdeme rieSenie danej
rovnice.

c) Zostava nam. preskumat tie Cisla x, pre ktoré je

0 x<lim ‘ 2"
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Ak rovnica (1) 'méa nejaké rieSenie x, plati podfa znameho
vzorca

| 2tgx |

1= tg2x L

|

= tgx. 3)

Budeme teraz riesit rovnicu (3). Rozoznavajme dva pripady.
Pripad [1]. Hladajme také rieSenia x, pre ktoré je

2tgx
I — tg?x —

Potom rovnica (3) znie

2tgx

m = tgx. (4)

Rovnici zrejme vyhovuje tgx = 0 a vzhladom na predpoklad
 (2") dostavame
x =0,

¢o zrejme vyhovuje rovnici (1).

Ak rovnica (4) ma dalie rieSenie x 4 0 z intervalu (2),
pre toto C&islo x je tgx == 0. Delme obe strany rovnice (4)
Cislom tgx; dostaneme

2

T—tgh
a stade 2 = 1 — tg2x alebo
tglx = — 1,
¢o nemozno splnit pre ziadne uvazované Cislo x.

Pripad [2]. Hladajme dalej také rieSenia x z intervalu (2"),
pre ktoré je
2tgx
1 — tg’x >
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Potom rovnica (3) znie

T e BF (6)

Tu neméze byt tgx = 0, lebo by neplatila nerovnost (5).
Delme preto obidve strany rovnice (6) ¢islom tgx == 0, ¢im
dostaneme

2

1 — tg’x

Z tejto rovnice vyplyva — 2 =1 — tg>x alebo tg?x =3
a teda musi byt bud

tgx — |3, 0

tgx = — |/3. )
Zo vztahu (7) dostavame vzhladom na predpoklad (2")

bud

x=1m,
kdeZto vztah (7') nemé za predpokladu (2) rieSenie. Skuskou
sa lahko presved¢ime, Ze Cislo x = ! 7 je rieSenim rovnice (1).

I1. Zatial sme skumali &sla intervalu 0 < x << = [pozri (2)].
Pretoze funkcia tangens je periodickd s periédou =, t.j. plati
tg (x + =) = tgx pre kazdé Cislo x z oboru definicie funkcie
tangens, mozno kazdé kladné rieSenie rovnice (1) vypocitat
tak, Ze k Cislam 0, .= pripocitame vhodny (prirodzeny) néso-
bok cisla 7.

Zdver. RieSenim rovnice (1) je kazdé Cislo x, ktoré splnuje
vztah
x =& + km,

kde % je TubovoIné nezaporné celé Cislo a & je niektoré z Cisel
0, !n a dalej kazdé cislo x, ktoré je opacné k niektorému
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z uvedenych &isel (t.j. kazdé &slo x tvaru x = — & — k7,
kde & méa vyznam ako vysSie a % je TubovoIné neziporné celé
¢islo).

Pozri tiez obrazok 16, kde je znizornené grafické rieSenie
rovnice (1) pre neziporné x.
y o
|

]
L
P
I I
" |
N _‘___P—T—
1
!
/

N/
| 4

Obr. 16.

12. Elektromotoricka sila- baterie je E voltd, jeji vnitfni
odpor R; ohm.

a) Jak velky musi byt odpor spotfebile, aby jeho vykon
byl P watta? Provedte diskusi.

b) Jaky mize byt maximalni vykon spotfebice?

Reseni. Z fysiky je znimo, Ze pro vykon P spotiebice plati
P = RyI? kde Ry znaci odpor spotifebice a I proud, ktery jim
protéka. Dale vime, Ze uvazovana baterie protlaéi spotfebi¢em

proud I = , takze pro vykon plati

E
R; + Ry
E%R,
e il O 1
R+ R I
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Fysikilni smysl maji jen ty pfipady, ve kterych E > 0,
R; >0, P > 0 a zejména Ry > 0.

Mozno tedy matematicky formulovat danou ulohu takto:
K piedepsanym ¢islam E, R;, P mame uréit kladné Cislo Ry
tak, aby platil vztah (1). '

Resime-li (1) podle Ry, dostaneme:

PR} + (2 PRi — E*) Rx 4 PRi = 0, @
takze
E* —2PRi + |/ @PR — E*} — 4P°R}
Ri)e = Rl sz 2 s

I. Aby k predepsanym hodnotam E, R;, P existovalo realné
¢islo Ry, musi nutné platit

(2 PR; — E2)? > 4 P*R},
tj.
|2 PR; — E*| > 2 PR;. 3
Snadno nahlédneme, Ze musi byt
2PRi — E? <0. (4)
Vidime, Ze kdyby bylo 2 PR; — E? > 0, plynulo by ze (3), Ze
2 PR; — E? 2 2 PR;,
t).
— E* >0,
coz je spor s predpokladem E > 0. Mozno tedy nerovnost (3)
psat pomoci (4) takto: E* — 2 PR; > 2 PR;,
tj.
E* > 4 PR.. (5)
1I. Presvédcime se, Ze nerovnost (5) je zaroven postalujici

podminkou pro to, aby obé feSeni (Ry),,, rovnice (2) byla
kladna, jak to zada fysikalni podstata tlohy.
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Vskutku, z (5) plyne (ode¢teme-li na obou stranich 2 PR;)
E* — 2PR; > 2 PR; >0,
a jezto pfi platnosti (5) je diskriminant

(2 PR; — E?? — 4 PR} > 0,
bude

E* —2PR; + |/(2PRi — E®® — 4P*R} >0

a tedy téz
(Rx), > 0.

Podobné ukaZeme, Ze je (Rx), > 0. K tomu cili si vS§imnéme,
Ze zfejmé plati

(E? — 2 PR > (2 PR; — E2? — 4 P*R?,

Pri platnosti (5) je prava strana této nerovnosti neziporna
a zaroven E* — 2 PR; > 0, takZze plati

E* — 2PR; > || 2 PR — E*? — 4P°R}
tj.

E? — 2PR; — |/ 2PR; — E®* — 4 P’R} > 0,

takze plati téz (Rx), > 0.
Zdvér. Uloha mé fedeni vidy, plati-li E2 > 4 PR;. Existuji
dvé ruzna feSeni, je-li E2 > 4 PR; a jediné, je-li E* = 4 PR;.

Urceni maximélniho vykonu. Z predesleho vyplyva
Aby existovala pro dane hodnoty E, R;, P feSeni, musi byt

E* > 4 PR;, tj

Jinymi slovy, pfi pevnych E, R; muze byt vykon P nejvyse
E2

roven Cislu Py = ——.
4 R;
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Prostym dosazenim do vzorce (2a) zjistime, Ze tohoto maxi-
malniho vykonu bude dosazeno pro odpor spotfebi¢e Ry = R;.

Zdvér. Maximalni vykon, ktery muze baterie dodat do spotre-
bice, je tedy B
Prax = Z‘R‘" .

2. Ulohy II. kola kategorie A.

1. Urcte vsetky realne rieSenia rovnice

J#=p=x—p )
kde p je dané realne Cislo.
(Urobte diskusiu vzhladom na &islo p.)

RieSenie. Ak (redlne) &islo x je rieSenim rovnice (1), je
lava strana tejto rovnice nezdporné Cislo a teda prava strana
je tiez nezaporné Cislo, t.j. plati nevyhnutne x — p >0, t.j.

x = p 2

Po umocneni oboch stran rovnice (1) na druht dostaneme
rovnicu

X —p=1x2—2px 4 p°
2px =p(p + 1). 3)

alebo

St dve moZnosti:
Pripad [1]. Nech je p = 0, potom rovnica (1) mé tvar

szzx

|x[=2x

alebo

o spliiuje kazdé nezaporné cislo x.
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Pripad [2]. Nech je p == 0. Po vynisobeni oboch stran

. 1
rovnice (3) Cislom 2 dostaneme

1
x= o (p+ 1) @)
Podla (2) mdze byt takto vypocitané Cislo x korefiom rovnice (1)
len vtedy, ked plati

1
tize

1> p. ©)

Teraz sa presvedCime o tom, Ze Cislo x dané vztahom (4),
pricom plati (5), je rieSenim rovnice (1); dosadme (4) do (1)
[ozna¢me znakom L lavu a znakom P pravid stranu rovnice (1)
po dosadeni]:

‘T—'—‘ '/_1 1 = o
L=e=p=|g@+2p+0-p= JT-pr=
1
= — —pl;
2 [1 Pl’
pretoze plati (5), je 1 —p >0 a teda 1 —p=|1—p|
a preto je
1
L= 2~(1—p). (6)
Dalej je
1 1
P=5@+1)—p=5T-p), O

¢o je podla (5) skuto¢ne nezaporné C¢islo. Vzhladom na (6)
a (7) plati L = P a ¢islo x dané vztahom (4) za podmienky (5)
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je pre p == 0 rieSenim danej rovnice (1). Pre p > 1 nemd
rovnica riesenie.
Zdver. Rovnica (1)
[1] ma nekonecne mnoho rieSeni pre p = 0 (kazdé nezdporné
¢islo je rieSenim);
[2] ma pre 0 = p < 1 jediné rieSenie (4);
[3] nema pre p > 1 ziadne rieSenie.

Vysledok diskuse mézeme znazornit grafom v obr. 17.

Jiné feSeni. Predevsim M
si musime uvédomit, Ze
redlnou odmocninu mame 7[7,1]
definovanu pouze pro neza-

porny zéklad. Musi tedy

platit soustava: /1,01 0 1 p

x> —p =0 )
g ’} 2" Obr. 17.

x —p>0.

K této soustavé se vritime po rozieSeni rovnice (1). Nyni
re$ime rovnici (1).
Nejprve obé strany umocnime na druhou; obdrzime
x2—p=x>—2px + pi
Kvadratické Cleny se rusi a mame linearni rovnici

—p = —2px + pi
Pripad [1]. Je-li p = 0, je zfejmé, Ze této rovnici vyhovuje
jako x kazdé Cislo, které spliiuje soustavu (2'), tj. realné ne-
zaporné.
Pripad [2]. Je-li p 4= 0, je
L4 7
X - B
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Ziskany vyraz dosadime za x do soustavy (2'). Obdrzime

1+ p\?
(57 -rz0

14 p
L2 _p=0

Ekvivalentnimi tpravami prvniho vztahu dojdeme ke vztahu:
p—122=0,

ktery zfejmé plati pro kazdé realné p.
Ekvivalentnimi upravami druhého vztahu dojdeme ke vztahu

p=1

Tento vztah musi tedy platit, ma-li mit rovnice reSeni.
O spréavnosti feSeni bychom se presvédcili zkouskou, kterou
neuvadime.
Podle reSeni s. Bohdana Zelinky,
11.b tf., 1.js8, Liberec.

2. Bud dan trojuhelnik OAC a dale bod M uvnitf usecky
AC tak, ze plati MA > MC.

Sestrojte lichobéznik ABCD o zékladnach AB | CD tak, aby
bod B padl dovnitf polopfimky OC, bod D dovnitf polopfimky
OA a aby bod M byl prisecikem thlopfi¢ek AC, BD hledaného
lichobéznika.

Pro¢ je AB > CD?

(Pti feSeni lze pouzit stejnolehlosti.)

Reseni (obr. 18). Rozbor. Piedpoklidejme, Ze tloha ma

reSeni, takZe existuje lichobéznik ABCD, ktery ma tulohou
pozadované vlastnosti. Uvazujme stejnolehlost (M) o stredu M,
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ve které bodu C pfislusi bod C" = A. Koeficient této stejno-
lehlosti je

MA
MC’

podle textu ulohy je MA > MC >0 atedy |A| > 1. V této
stejnolehlosti pfimkdm b = CB, d = AD, CD poradé prisluseji
pfimky &' |CB, d'|AD, AB | CD. Pfitom piimka &' prochazi
body A4, O, kde O’ je obrazem bodu O ve stejnolehlosti (M),
pficemz bod O’ lezi na polopfimce opacné k polopfimce
MO; pfimka d’ prochazi obrazy boda O, D, tj. body O’, B.
Je tedy BOAO’' rovnobéz-
nik. Pomoci téchto vysledku
provedeme konstrukci:
Bodem A vedme pfimku
b'|OC a oznatme O jeji
spole¢ny bod s polopfimkou
OM ; bodem O’ pak sestrojme
pfimku d’'||OA4 a oznatme B
spole¢ny bod primek OC, d'.
Bod D je pak spole¢ny bod
ptimek OA, MB a ABCD
je hledany lichobéznik.
Dokdeme, Ze tuloha ma
jediné feSeni: Zkonstruk-
ce plyne, Ze rovnobéznik
OAO’'B existuje, a to jedi-
ny; proto existuje pravé
jeden bod B wuvnitf polo-
pfimky OC; stfed S tohoto
rovnobéznika pili obé usecky
OO0’y AB. Ze stejnolehlosti
(M), kterou jsme zavedli,
plyne, ze je MO’ > MO,
a protoze je SO’ = SO,
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padne bod M nutné dovnitf usecky SO; je tedy M uvnitf
trojihelnika OAB a proto je C uvnitf tsecky OB. Ve stej-
nolehlosti (M), obracené ke stejnolehlosti (M), prisluseji
pfimkdm d’ = O'B, a = AB potad¢ ptimky d|/d"*(d pro-
chazi bodem O), a' | a (a’ prochazi bodem C) a jejich
prusecik D je obrazem bodu B, takze lezi na polopfimce
opatné k polopfimce MB. Je tedy D vskutku prisecikem
pfimek OA, MB, jak bylo provedeno v konstrukci. Bod M
lezi tedy uvnitf use¢ek AC, BD a plati AB||CD, takzie ABCD
je lichobéznik. Protoze bod C lezi uvnitt usecky OB, lezi
bod D uvnitf usecky OA. Dokazali jsme, Ze lichobéznik ABCD
vzdy existuje, a to jediny. Ze stejnolehlosti (M") plyne, Ze je

4B MA
CD MC ~
a tedy B
> CD,

coz jsme pravé méli dokazat.

Jiné ¥eSeni (jen nalrtek). Rozbor. Bodem M vedme rovno-
bézku se zakladnou AB hledaného lichobéznika ABCD a ozna¢me
poradé P, Q jeji pruseciky s pfimkami 4D, BC. Nyni dokazeme,
Ze bod M je stiedem usecky PQ (obr. 19):

Oznaéme poradé S, S’ stredy usecek AB, CD, kde AB > CD.
Ve stejnolehlosti o stfedu O, kterd prevadi bod A v bod D,
prechazi usecka AB v tsecku DC a bod S v bod S’; lezi tedy
body O, §’, S (v pravé napsaném poradku) na pfimce SS'.
Ve stejnolehlosti o stfedu M, kterd prevadi bod A v bod C,
prejde tsecka AB v usecku CD a bod S v bod §’. Lezi tedy
body S, M, S’ v pravé napsaném poradku na primce SS'.
Z obou uvah plyne, ze body O, S’, M, S lezi v pravé napsaném
porddku na pfimce SS’. Stejnolehlost o stfedu O, ktera prevadi
bod A v bod P, prevadi usecku AB v tsecku PQ a stied S
usecky AB ve stted M usecky PQ. Tim je tvrzeni dokazéno.
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Sestrojme nyni rovnobéznik POQO’; v ném je bod M stie-
dem jeho uhlopricky PQ a tim stfedem tohoto rovnobéznika.

Odtud konstrukce: Na prodlouzeni usecky OM za bod M
sestrojme bod O tak, aby MO’ = MO. Bodem O’ vedeme
pfimky p || OC, ¢| OA; oznaéme P prisetik ptimek OA, p
a dale oznaéme Q prusecik primek
OC, q.Potom jsou hledané zaklad-
ny AB, CD rovnobézné s primkou
PQ; tim je konstrukce provedena.

Ditkaz spravnosti konstrukce
i dukaz tvrzeni, Ze tiloha ma jediné
feSeni, prenechidvame Ctenafi.

Jiné ¥eSeni. Rozbor (obr. 20).
Oznaéme (M,) stejnolehlost o stfe-
du M, ktera prevadi bod 4 v bod
C = A;; o koeficientu &, této stej-
nolehlosti plati 0 > &2 > — 1.
Vdané stejnolehlosti pfislusi pfimce
g = CD pfimka ¢, = C,D,, kde
C,, D, jsou poradé obrazy bodu
C, D ve stejnolehlosti (M,) a plati

5 || q. )

Pfimce p = AD pfislusi v této stejnolehlosti primka p, = A,D,,
kde A, = C. Pfimku p, dovedeme sestrojit podle udaju dané
ulohy.

Dale uvazujme stejnolehlost (M,) o stredu M, ktera prevadi
bod C, v bod C, = A; jeji koeficient je kladny. Ta prevadi
pfimku ¢, = C,\D, v pfimku ¢, = C,D,. Nutné je ¢,/ ¢,
a vzhledem ke vztahu (1) je ¢,||AB; aviak pfimka g, |AB
prochizi bodem C, = A a tudiz je ¢, = AB. Obraz D, bodu
D,, leziciho na pfimce MD, lezi proto na primce MD i na
pfimce ¢, a proto je D, = B. Pfimka p, = A,D, piejde v uva-
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Zované stejnolehlosti v pfimku p,|p, a tedy p, | p; je tedy
bod D, = B spoleénym bodem pfimky p, a poloptimky OC
(ptimky OD, OC a tim i pfimky p, | OD, OC jsou riznobézné).

Konstrukce. Bodem C vedme pfimku p, |/O4. Bod C, se-
strojime napf. takto: Bodem™M vedme pfimku m|p a se-

. g, / ’
- g
\0 D/ / g/’iﬁ‘g}_

Obr. 20.

strojme na ni body A’, C’, oddélené bodem M, a to tak, Ze
MA = MA, MC = MC; bodem C’ vedme rovnobézku
k pfimce A'C a oznat¢me C, jeji spoleény bod s pfimkou MC
(spravnost konstrukce bodu C; je zfejma podle rozboru).
Dale na polopfimce MA' sestrojme useCku MC'' = MC;
bodem A’ vedme pfimku 7| CC” a oznatme A" spoletny
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bod pfimky 7 s polopfimkou MC. Bodem A" [ktery je obrazem
bodu A, = C ve stejnolehlosti (M,)] vedme pfimku p, | p.
Pak p, je hledana pfimka a jeji spole¢ny bod s polopfimkou
OC je hledany bod B = D,. Dalsi konstrukce je zfejma.
Diikaz plyne z predchoziho a pfenechime jej ¢tenari. Rovnéz
diskusi. Platnost vztahu CD << AB plyne ze stejnolehlosti (M;).

Podle feseni s. Fr. Koblihy,
11.b tf., js§, Praha 1, Hellichova ul.

Jiné ¥eSeni (viz obr. 21). Danou ulohu mizeme formu-
lovat téZ takto: Bud dan duty uhel <¢ AOC a uvnitf usecky
AC bod M, o némz plati MA > MC.

Uvnitf useCky OA uréete bod D a na prodlouzeni tsecky OC
za bod C bod B tak, aby bod M padl dovnitf usecky BD a aby

MD MC
. _ R 4 nes sl
platilo MB — MA (toto kladné C¢islo men$i nez cCislo 1
1
oznaCme k&, takze je — > 1).

k
Rozbor. Predpokladejme, Ze twloha ma feSeni. Potom ve

stejnolehlosti o stfedu M a o koeficientu — -}1; prisluseji bodim

D, O poradé body B, O, pficemz bod M lezi uvnitf usecky
1

00’ a plati MO’ = " - MO. Pfimce OD neboli pfimce OA

prislusi pfimka y | OA4, ktera prochézi body O’, B. Podle toho
provedeme konstrukci.
Konstrukce. Sestrojme obraz O’ bodu O ve stejnolehlosti (M)

o . |
o stredu M a koeficientu — " (viz obrazek 21). Bodem O’

vedme pfimku y || O4 a oznaime B spole¢ny bod pfimek y,
OC. Konetné sestrojme spole¢ny bod D primek MB, OA.
Potom BD je hledana usecka a ABCD lichobéznik pozadovany
v dané loze.
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Diikaz. Stejnolehlost (M) o stfedu M a koeficientu —~
prevadi body A == B pofadé¢ v body C, D. O bodu C je to
zfejmé. Bod O" prechazi v bod O a tedy pfimka y v pfimku
04 a bod B ve spoletny bod ptimek OA4, MB, tj. v bod D.
Proto je AB|CD a protoZe stejnolehlost (M) ma zaporny
koeficient, padne bod M dovniti useéek AC, BD, takze ABCD
je lichobéznik.

Diskuse. Dokazeme, ze pravé sestrojeny bod B padne na
prodlouzeni usecky OC za bod C a bod D dovnitf tsecky OA.

Oznatme A’ obraz bodu A ve stejnolehlosti o stfedu M

. 1
a koeficientu —5 Tu podle uvahy provedené v rozboru

1 .
lezi bod' A" na primce y a plati MA" = W MA > M4 > MC

(podle textu ulohy), tj. MA" > MC; proto bod C lezi uvnitf
useCky MA' a tedy uvnitf pasu rovnobézek OA, y a tim uvnitf
useCky OB. Ve stejnolehlosti (M) bodum B, A prisluseji po-
fadé pody C, D, takze pfimce AB pfislusi pfimka CD; protoZe
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bod C lezi uvniti tse¢ky OB, plyne ze vztahu DC | AB, Ze
bod D padne dovnitt tsecky OA.
Tim je feSeni ulohy provedeno.

Podle feSeni s. J. Vokase,
11. tf., js8, Ceska Ttebova.

3. Urdte vsetky Cisla x, pre ktoré plati
0 < x < 360° )
a ktoré splnuju vztah
cosx + | sin2x | = 0. 2
Pre ktoré ¢isla x nastane v tomto vztahu rovnost?
Riesenie. Predpokladajme, Ze Cislo x vyhovujice vztahu (1)
je rieSenim nerovnosti (2). Potom z (2) vyplyva, ze musi platit

postupne
cosx -+ | 2 sinx + cosx | = 0, 3)

cosx - 2 | sinx |+ | cosx | = 0.

Rozoznavajme pripady:
Pripad [1]. Nech je
0 =x =907 4)

takZe je sinx > 0, cosx > Oa teda | sin x | = sin x, | cos x | =
= cosx. Z (3) vyplyva

cosx (1 + 2sinx) > 0. 4)

Tato nerovnost je pre kazdé Cislo x uvazovaného intervalu
splnena, lebo sa na lavej strane vyskytuju len neziporné Cisla. -
Pretoze je 1 4- 2 sinx > 0, rovnost v (4') nastane pre

cosx = 0,
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t.]. pre x = 90°,

¢o skutocne vyhovuje vztahu (2).
Obratene, z nerovnosti (4) vyplyva postupne vztah (2) pre
¢isla x dané vztahom (4).

Pripad [2]. Nech je
90° < x = 180°,

takze je .
| sinx | = sinx, |cosx | = — cosx > 0. (5"
Z (3) vyplyva
cosx - (1 — 2sinx) > 0. (5
Pretoze je cos x < 0, musi byt 1 — 2sin x = 0, CiZe
. 1
sinx > 5
a teda
90° < x = 150°. (5)

Vztahy (5'), (5”) platia pre vietky cisla x z intervalu (5).
Lahko sa usudi, Ze potom pre tieto Cisla plati aj (3) a tym aj
(2). Pritom rovnost vo vztahu (2) nastane prave pre x = 150°.

Pripad [3]. Nech je
180° < x < 270°,
takze je
| sinx | = — sinx, |cosx|= — cos x.

Z (3) vyplyva
cosx + (1 -+ 2sinx) =0

a pretoZe je cosx < 0, musi byt 1 + sinx =0, t. j.

1
1 O
siny = 3
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a teda 210° = x << 270°.

Lahko ustudime, Ze tieto Cisla spliiuja (2) a Ze pritom rovnost
nastane prave pre x = 210°.

Pripad [4]. Nech je

270° < x =< 360°, )
takze je
| sinx | = — sinx, |cosx | = cosx = 0.
Z (3) vyplyva )
cosx * (1 — 2sinx) >0 ©)

a pretoze je cosx —> 0 a sinx =<0, je vztah (7) splneny pre
vsetky ¢isla x intervalu (7).

Lahko usudime, Ze vztah (2) je pre Cisla x z intervalu (7)
splneny. Pritom rovnost nastane prave pre x = 270° (ked
totiZ je cos x = 0).

Zdwer. Vztah (2) plati za podmienky (1) pre vSetky &isla x,
o ktorych plati:

bud 0 = x =150° bud 210° = x = 360°.

Vysledok mozno zndzornit grafom (obr. 22).

0° 150°  210° 360°
Obr. 22.

Rovnost vo vztahu (2) nastiva prave pre tieto Cisla x:
90°; 1507; 210°; 270°.

Tym sme ulohu rozriesili.
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4. Bud dén kvadr ABCDA'B'C'D’ (kde ABCD je podstava
a plati A4'| BB’ I] CC'||DD’) o rozmérech a = AB, b = AD,
c=AA, prxcemz a, b, ¢ jsou dana kladna &isla.

Dokazte, Zze osa (nejkratSi pricka) mimobézek AA’', BD’
protina usecky AA’, BD' v jejich vnitfnich bodech; oznacime-li
tyto body poradé X, Y, vypoctéte velikost usecky XV (tj.
velikost nejkratsi pricky) pomoci danych disel a, b, c.

Reseni (obr. 23). Je znamo, Ze osa dvou mimob&zek stoji
kolmo ke kazdé z obou mimobézek a dale, Ze ke kazdé dvojici
mimobézek existuje jedind jejich osa (nejkratsi pricka).

O hledané ose XY mimobézek AA4’, BD tedy plati XY | AA’,
XY | BD' a tedy téz

XY | BD'D, (1)

nebot je AA"| DD’ a tim i XY | DD’; z tohoto vztahu plyne
XY || ABD. @)

Oznaéme x = AA’, y kolmice
vedené poradé body X, Y k ro-
viné ABD a A, Z = Y jejich
paty; protoze je DD’ | ABD,
BDD' | ABD, lezi pfimka y
v roviné¢ BDD' a bod Z lezi na
pfimce BD. Primky AZ, XY
lezi v roviné obou pfimek x ||y
a protoze plati vztah (2), je
nutné

AZ| XY 3)

a AZYX je obdélnik. Ze vztaht
(1) a (3) plyne AZ | BD'D
a tedy zvlasté

AZ | BD.
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Z posledniho vztahu plyne, ze AZ je vyska v pravouhlem troj-
thelniku ABD (o pieponé BD).

Bod Z je tedy patou vysky v pravotuhlém trojihelniku ABD
o pieponé BD; proto tato pata padne dovnitt pifepony. Protoze
je dale ZY |DD', lezi cela tuseCka ZY v pravouhlém troj-
thelniku BDD' a bod Y padne tedy dovnitf pfepony BD’
tohoto trojuhelnika. Je tedy ZY < DD’ a protoze je ZY = AX
(vzdyt AZYX je obdélnik), je téz AX << DD’; lezi tedy bod X
uvnitf dsecky AA4".

Protoze je AZYX obdélnik, je

XY = AZ. 4)

Velikost usecky AZ = p vypocteme z pravouhlého trojuhel-
nika ABD, v némZ je AB —a, AD —b, BD = |/ a® + P2
O obsahu P tohoto trojuhelnika plati

15— 1
= — 2 B2 —_
P 5 pVa 4 b2, P 5 ab
Porovnanim obou vysledkid dostaneme

1 —_— 1
—— 2 b2 = —
3 pVa + b 5 ab

neboli
B ab
Vd’zifgi :
Je tedy
ab

XY =

Jaie

Podle fefeni s. Jifiho Turka,
1l.c tf., js§, Praha 8 —Liben,
a dalsich reSitel.

Tim je uloha fesena.
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3. Ulohy IIL kola kategorie A

1. Urcte vSetky realne Cisla p tak, aby rovnica
[ =5p =px—1 (1)
mala koren x = 3. Potom pre tieto &isla p dand rovnicu rieste.
RieSenie. Ak ma rovnica (1) koren x = 3, plati
Jo=5p =3p—1.
Stade postupne dostaneme

9—5p2=9p>—6p+ 1,
14p> —6p —8 =0,
1P —3p—4=0.

Diskriminant tejto rovnice je
D=94+4-4-7=9+112 =121 =114

Korene rovnice su

1
3411
p=2L

U N_8 4

14 7

Skiska. [1]. Pre p = 1 ma (1) tvar
/¥ =5=x—1 )

Rozrie$me ju. Plati postupne

¥ —=5=x*—2x-+41,
2x = 6,
x = 3 (jediny koren).
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Oznalme L, P lavi a pravd stranu rovnice (2) po dosadeni
Cisla x = 3. Dostaneme

L=)9—5=)a =2, P=3—-1=2.
Cislo p = 1 vyhovuje teda poziadavkim tlohy.

4 .
[2]. Pre p = — - ma rovnica (1) pravd stranu tvaru
4 . . -~ . .
— X 1, ¢o je pre x = 3 zaporné Cislo, pri com ava strana
. - 4 o =
je Cislo nezdporné. Teda cislo p = — - nevyhovuje tlohe.

Podla rieSenia s. Viclava Panusku,
11.b. tr., js§, Ceské Budg&jovice,
Nova ul.

2. Je dan pravidelny ¢tyfboky jehlan o hlavnim vrcholu V
a o podstavé ABCD; oznatme d = }AB. Oznatme dile ¢
odchylku rovin VAD, ABC, takze je 0 < ¢ << 90°.

a) Nadrtnéte konstrukci nejkrat$i pricky XY mimobézek
VA, BC, pficemz X je bodem pfimky VA a Y bodem primky
BC. Vypottéte velikost pricky XY pomoci danych cisel d, ¢.

b) Vypoctéte vzdalenost v bodu V, X pomoci Cisel d, ¢
(vSimnéte si, pro ktera ¢ padne bod X dovnitf usecky VA
a pro ktera ¢ padne na jeji prodlouzeni za bod V).

Reseni. Nejprve uvedme tuto pomocnou vétu P: Bud
dan thel <t MVN = w. Ozna¢me P patu kolmice vedené
bodem N k pfimce MV. Jestlize je w < 90°, padne bod P
dovnitf polopfimky VM; jestlize je w > 90°, padne bod P
dovnitf polopfimky opatné k polopfimce VM. Pro o = 90°
je P = V. (Viz ulebnici Geometrie pro 7. tf. stfednich $kol,
str. 112, priklad 17.)
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Reseni ulohy (obr. 24). Je znimo, Ze dvé mimobézky maji
jedinou nejkrat$i pficku, kterd stoji kolmo k obéma danym
mimobéZkam. Protoze je AD || BC, je XY | ADj; vedle toho je
XY | VA. Je tedy XY | VAD. Proto pticka XY lezi v roviné
¢ | VAD, kde rovina g obsahuje pfimku BC.

Obr. 24.

Odtud konstrukce: Sttedem N hrany BC sestrojme kolmici
NP k roviné VAD, kde P je pata této kolmice. AvSak rovina
VMN (kde M je stfed useCky AD), jak znamo, stoji kolmo
k rovingé VAD; proto rovina VMN obsahuje pfimku NP.
Je tedy NP | AD; podle konstrukce bodu P je NP | VM.
Proto je NP | VAD, takze XY je nutné rovnobézka k pfimce
NP. Pfimka XY lezi proto v roviné BNP, ktera protina rovinu
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VAD v piimce p, kterd nutné prochazi bodem P; protoze je
BN | AD, je prisecnice p rovin BNP, ADV rovnobézna s ptim-
kou AD. Prisecik pfimek p, VA je hledany bod X; bod Y je
prise¢ikem pfimek x | NP, BN. Tim je konstrukce provedena.

Jestlize je X = P, pak je nutné Y = N. Jestlize je X == P,
je XY NP rovnobéznik. V obou pfipadech je tedy XY = NP.
Stac¢i tedy vypocitat velikost usecky NP, a to z trojihelnika
MNP, kde <x P =90° a <x NMP = ¢. Pak je

NP = MN - sin << VMN

v
r
v=p .
v &
w .
[0 QN P,
\
¢ ¢ N
N M N M A
Obr. 25 a, b, c.
neboli

PN = 2d - sing = XY.

Pro vypocet vzdalenosti » bodu V, X bude ucelné uréit
velikost « dhlu <t MVN v rovnoramenném trojihelniku
VMN o hlavnim vrcholu V. Plati

w=2R— ).
Pripad [1]. Pro ¢ = 45° je v = 90° a pak je P = V, takze
v = 0 (obr. 25a).

Pfipad [2]. Pro ¢ < 45° je © > 2-45° tj. > 90° (viz
obr. 25b). V trojuhelniku VMN je tdhel <t M = ¢ ostry,
proto podle véty P padne bod P dovnitf polopfimky MV;
thel < V = o je tupy, proto bod P padne dovnitf polopfimky
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VM’ opacné k polopfimce VM. Padne tedy bod P na prodlou-
Zeni usecky MV za bod V. Plati

VP = MP — VM. )]
Potom (obr. 24)
d
VM = o )

(z trojuhelnika VMS, kde S je stfedem ctverce ABCD a thel
< MSV = 90°); dale je MP = MN - cosp neboli

MP = 2d cose. (3)

Po dosazeni ze (2), (3) do (1) dostaneme

d
. 2
P = o (2 cos?p — 1)

neboli
d cos2g

cosgp

VP = 4)

Ze stejnolehlych trojuhelnikt VXP, VAM plyne (viz obr. 26a)

VX VP
: VA VM ©)
neboli
VA
— ¢ — 6\
VX = VP 5ors (6)
kde
VA = |AM® + VM = [a + s
+ , cos?gp
neboli
VA = Vl -+ cos?g. ©)

cosgp
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Dosadme do (6) ze (4), (7), (2); obdrzime

dcos2g
i 2 )
VX = cosg ]/1 + cos?gp

®

Piipad [3]. Pro 90° > ¢ > 45° je @ < 90°; bod P podle
véty P padne zfejmé dovnitf useCky VP. Tu plati (obr. 25¢)

VP =VM — MP.

Obr. 264a, b.

Plati zfejmé i zde vztahy (2), (3), takze

d
— _ 2
VP g (I — 2 cos?)
neboli
vp — d | cos2g |
cosg

[pro uvazované ¢ je totiz

— (2cos?>p — 1) = — cos2¢ = | cos2¢ | > 0].

(4)



Protoze plati téz (6), dostaneme (viz obr. 26b) po dosazeni
do (6) ze (4, (7) a (2)

d|cos2g |
VX = 1+ . '
T V cos*g. 8"

Dosadime-li ¢ = 45° do pravé strany (8), (8'), dostaneme
nulu, coz se shoduje s vysledkem pfipadu [1].

Zdvér. Te tedy

_ d| C052(p | 'bmbs—z
COsQ .

pro viechna ¢, pro néz je

0 < ¢ < 90°
Tim je tloha fesena.
Podle reseni s. Karla Najzara,
11.b tf., js§, Ostrava-Vitkovice.

3. Urcete vSechny uhly «, pro néz jak cotga, tak cotg2u
jsou ¢isla cela.

ReSeni. Pii fefeni uZijeme této véty: Jsou-li cela &isla
a, a -+ b dé&litelnd prvocislem p, je i Cislo & délitelné prvo-
Cislem p.

Vyjdeme ze vzorce
cotg®x — 1

t =
Cotgde 2cotgun

@
ktery plati pro a == m + R, kde m je celé cislo.

Polozme cotg « = ¢; po dosazeni do pravé strany (1) ob-
drzime

s @)
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Ptime se tedy, pro ktera celd Cisla ¢ je zlomek (2) rovnéz
celé cislo.

vy .o¢*—1

Ziejmé pro | g| =1 je TR =0.

Pro | g| > 1 je zlomek (2) riizny od nuly. Necht p je prvo-
Cislo, které déli ¢islo ¢; potom musi byt i ¢> — 1 délitelné
Cislem p. Musi tedy p délit alespoii jedno z Cisel ¢ — 1, ¢ + 1.

Jestlize p je délitelem ¢&isla ¢ — 1, pak p musi délit ¢islo — 1
(Cislo g totiz je cislem p délitelné); to vsak je spor, nebot
prvocislo p Cislo — 1 nedéli.

Stejné se dokaze, Ze neni mozné, aby p bylo délitelem ¢&isla
g+ 1L

Proto pfedpoklad | ¢ | > 1 neni mozny, takze zbyva jedin¢
moznost | ¢ | = 1, tj.

bud ¢ =1 nebo ¢ = — 1.
Cislo o musi tedy byt bud
o =45+ k-2R (3)
nebo
o =135° + k- 2R, (4)

kde & je celé &islo.

Dosazenim do (1) se snadno presvédc¢ime, Ze oba uhly (3),
(4) vyhovuji vztahu (1). Tim jsou ureny vSechny uhly o,
které spliuji pozadavky ulohy.

Vysledky (3) a (4) lze shrnout do jediné¢ho zapisu

o =45° +n-R,
kde n je celé &islo.

Jiné FeSeni. Pro | ¢ | > 1, kde ¢ je celé Cislo, neni zlomek
(2) &islo celé; to dokdzeme takto: Délme Citatele i jmenovatele
zlomku (2) &islem ¢ (které je nutné ruzné od nuly); dostaneme

2l )
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ot bt 1 ¢ i Sea o oy .
Avsak cislo ¢ — — neni celé pro zadné celé ¢, o némz plati
| ¢| > 1. Proto neni (2) pro | ¢ | => 1 celé &islo atd.

Podle feSeni s. Bohdana Zelinky,
11.b. tf., 1.js8, Liberec.

Jiné feseni. Necht
cotg o = m, cotg 2 = n 3"
jsou obé cela ¢isla. Potom misto (1) lze psat

m? — 1
=n

2m
a tedy
m? — 1 = 2mn
neboli
m(m — 2n) =1,
kde m, m — 2 n jsou celd Cisla; zfejmé musi platit
bud

m=1, m= —1,
m—2n=1 ancbo m — 2n = —1.
Musi tedy plafit
bud
m=1,n=0 anebo m= —1, n=0.

Ze vztahu (3') dostavame cotg o = -+ 1, cotg 2o = 0; musi
tedy byt « = 45° + kR, kde % je celé ¢islo. Toto ¢islo skute¢né
vztahu (1) vyhovuje.

Podle feseni s. Jindficha Bichy,
11.tf., 21.js8, Praha XVI,
U Santosky 1.
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4. Je dany duty uhol <r POQ a vnutri tohto uhla bod M;
dalej nech je dané kladné ¢islo m. Zostrojte lichobeznik ABCD,
ktory ma tieto tri vlastnosti:

1. Vrcholy A, D lezia na polpriamke OP a vrcholy B, C
lezia na polpriamke OQ.

2. Bod M je priesecnikom uhlopriecok AB, BD.

3. Plati AB = m.

Dokazte spravnost urobenej konstrukcie a urobte diskusiu
rieSitelnosti dlohy.

RieSenie. Najprv dokiZeme pomocnu vetu P (pozri
obr. 27): Oznatme M spolo¢ny bod uhloprie¢ok AC, BD
v lichobezniku ABCD, v ktorom je AB || CD. Dalej oznaime O
spolo¢ny bod priamok AD, BC a S, S’ po rade stredy zakladni
AB, CD lichobeznika.

Potom body M, O, S, S’ letia v tejze priamke.

Dékaz. Rovnolahlost (O) o strede O, ktora prevadza tsecku
AB v DC | AB, prevadza body 4, B v body D, C (v tomto
poradi). Pretoze v rovnolahlosti sa zachovava deliaci pomer,
prislicha v rovnolahlosti (O) stredu S tusetky AB stred S’
usecky CD. Teda bod O lezi na priamke SS’.

Rovnolahlost (M) o strede M, ktora prevadza usecku AB
v useCku CD || AB, prevadza body A, B v body C, D (v tomto
poradi). Z toho istého dévodu, ako v predoslom pripade, pri-
slucha v rovnolahlosti (M) stredu S usecky AB stred S” usecky
CD. Lezi teda bod M na priamke SS’.

Z oboch vysledkov vyplyva, ze body O, M lezia na priamke
SS8', takze vSetky $tyri body M, O, S, S’ lezia v tej istej priamke.
Tym sme vetu P dokazali.

Dodatok k vete P. Oznalme n | AB priamku vedenu
bodom M; dalej oznaéme P’, Q' (v tomto poradi) spolocné
body priamky » s polpriamkami OP, OQ (zrejme je P’ == O,
Q' == O). Potom je bod M stredom usecky P'Q’. To vy-
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plyva z rovnolahlosti tseCiek AB, P'Q" a ich stredov S, M
vzhladom na bod O ako stred rovnolahlosti.

Riefenie danej ulohy (pozri obr. 27). Rozbor. Ak budeme
vediet zostrojit prave popisanu usecku P'Q’ v hladanom licho-
bezniku, potom v rovnobezniku P’ABK je BK |AP’ (alebo
BK || OP) a dalej P'K = AB alebo P'K = m. AvSak useku
P'Q’, ktorda ma bod M za stred (pozri obr. 27), vieme podla
znamej konsStrukcie zostrojit. Staci uvazovat o stredovej su-
mernosti so stredom M ta prevadza priamky OP, OQ v priamky
O'P,||OP, O'Q, || OQ, kde O’ je obraz bodu O v uvaZovanej
stimernosti. Prave zmienené priamky obmedzujui rovnobeznik,
v ktorom je OO’ jednou uhloprieckou a hladana dsecka P'Q’

92

druhou uhloprieckou, ktora
je bodom M pdlend. Z kon-
Strukcie vidiet, Ze polpriamky
OP, OQ vytinajui na priam-
kach smeru P'Q’ (s vynim-
kou tej, ktorda prechidza
bodom O) tsecky, ktorych
stredy lezia na priamke OM;
okrem priamok smeru P'Q’
ziadna ind priamka nema
tuto vlastnost.

Podla toho urobime kon-
Strukciu hladaného licho-
beznika.

Konstrukcia (obr. 27). Zo-
strojme obraz O" bodu O
v sumernosti so stredom M.
Dalej zostrojme priamky
00, | 0Q, OP,|OP a
oznaéme P’, Q" (v tomto po-
radi) prieseCniky dvojic pria-
mok OP, 0'Q,a0Q, O'P,.



Potom je P'Q’ hladana pomocné priecka.

Na polpriamke P'Q’ zostrojme useCku P’K = m a bodom K
vedme priamku % | OP. Priese¢nik priamok OQ, k oznatme
B a vedme nim priamku a |-P'Q’; dalej oznaime A spolotny
bod priamok a, OP. Kone¢ne oznaéme C spolony bod pol-
priamky OQ a priamky MA a D spolo¢ny bod priamok MB,
¢|AB, kde ¢ prechidza bodom C. Potom je ABCD hladany
lichobeznik.

Dékaz. Podla konstrukcie usecky AB je AB = m, pricom
spolo¢ny bod S priamok a = AB, OM je stredom usecky AB,
ako vyplyva z rovnolahlosti so stredom O, v ktorej bodom
P’, Q' (v tomto poradi) prislichaju body A4, B.

V rovnolahlosti (M) so stredom M, v ktorej bodu A4 pri-
slicha bod C, prislucha stredu S usecky 4B stred S usecky
CD, kde D je obraz bodu B v tejto rovnolahlosti; pritom bod
S’ lezi na priamke CD. Je teda S'C = S'D; v tej istej rovno-
Tahlosti (M) je CD || AB. Avsak v rovnolahlosti (O) so stredom
O, v ktorej bodu B prislicha bod C, je obrazom bodu S tieZ
bod §’. Obrazom bodu A je taky bod D, priamky S'C, ze
bod §’ je stredom usecky CD,. Takym bodom je vSak aj bod
D a preto je nevyhnutne D, = D, t. j. bod D predtym zostro-
jeny je spolo¢nym bodom priamok MB, S'C, OA.

Tym sme dokézali, Ze zostrojeny S$tvoruholnik ABCD je
lichobeznik so zakladnami AB, CD, pricom body A4, D lezia
na polpriamke OP a body B, C na polpriamke OQ.

Diskusia (obr. 28). Z konstrukcie a predoslych uvah vyplyva,
ze v uhle <¢ POQ mozZno zostrojit prave jednu useCku AB = m
takd, ze jej stred S lezi vnutri polpriamky OM a body 4, B
(rozne od bodu O) padnu po rade dovndtra polpriamok OP,
0Q. Ak je P'Q" — m, nema tloha zrejme rieSenie. Ak je
P'Q" 4= m, je B == Q' a rovnobezné asecky AB, P'Q" nelezia
v tejze priamke. Riesitelnost tlohy zavisi od toho, ¢i polpriamky
AM, OQ maju spolo¢ny bod C, ktory je potom iste rézny od
bodu Q'. Aby sme tuto otazku rozhodli, vedme priamky
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MA' | 0Q, MB' | OP, kde A', B’ lezia po rade vnutri polpria-
mok OP, OQ, pricom je A'B'||P'Q’, A'B' = }P'Q’. Pokial
useCka AB nalezi trojuholniku OA’'B’ (véitane jeho strany
A'B’), lezi polpriamka MA
v uhle OMA' a polpriamka
MA,, opatna k nej, lezi v uhle
<= A" MB"', vrcholovom k uhlu
< A'MB’; taka priamka MA
nema zrejme s polpriamkou
OQ spolo¢ny bod a tloha nema
rieSenie. Pretoze je A'B’ =
= LP'Q’, nemé tloha rieSenie
v pripade, ked je P'Q’ = 2 - AB,
) P'Q = 2m.

Ak je vSak P'Q’ << 2m (pri-
¢om je P'Q’ == m), ma uloha
jediné rieSenie.

Zdver. Uloha ma jediné rie-
Senie, ak sucasne plati P'Q" <
< 2m, P'Q’ == m. Inak nema
rieSenie.

4. Ulohy L. kola kategorie B

1. Stanovte pocet vsetkych trojic (a, b, ¢) celych navzajom
roznych Ccisel a, b, ¢, z ktorych kazdé je v absoldtnej hodnote
mensie nez Cislo 10, ak o tychto ¢islach plati vztah

(@+btc)P=ad b} b (1)

Dve trojice rovnakych ¢isel s réznym usporiadanim pova-
Zujeme za rdzne; napr. trojice (7, 3, —3), (7, —3, 3) su rozne.
Pokyn. Dany vztah najprv vhodne upravte.
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RieSenie. Nech ¢isla a, b, ¢ tvoria hladany trojicu (a, b, ¢),
takZe plati vztah (1) alebo

(@+b+c)P —(a®+ 6%+ %) =0. @)
Lavu stranu L vztahu (2) upravime; plati

L=(@+b3+3@+5b?c+3(a+b)c*+c®—

—(a® +b® + ¢3) = :
=(a+b3+3@@+b2c+3(a+b)ct—(a®+ b3 =
=(@+b3*+3(@+bPc+3(+b)c?—

— (a + b) (@* — ab'+ b*) =
=(a+bla+b?*+3@+0bc+3c—

— (a® — ab + b?)] =
=(a+b)yla® +2ab + b*+3ac+3bc+3c*—

—a® 4 ab — b?] =
=3(a+ b)[bc + ¢* + ab + ac] =
=3@+dcb+c)+ab+o)]=
=3(a+b) (b +¢)(c + a).

Ak teda plati (1), potom nevyhnutne plati aj
(@+b)(b+c)(c+a)=0. ®3)
Vztah (3) mozno splnit jednym z tychto sposobov:
a+b=0,b4+c=0,¢c+4+a=0,

t. j. jednym zo vztahov -
b= —a, (4)
c= —b, 5)
c = —a. (6)
Dostaneme tak trojice, ktoré majd tvary:
(a, —a,c), @)
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kde a == 0, —a = ¢ == a st Tubovolne volené ¢&isla;

(@', by, —b"), (8)
kde o' 4= 0, —b' == a’ == b’ st lubovolne volené Cisla;
(_CII, b!/, CII), (9)

kde ¢ &= 0, —¢" == b" == ¢"" su Tubovolne volené Cisla.
Trojica (7) spliiuje vztah (1), lebo plati

@+b+P=(a—atcp=2c

a® + b + 3 =a® 4 (—a)® + ¢ =%

Poziadavku a 4= 0 vo vztahu (7) sme urobili preto, aby
platilo a #= —a; poziadavky —a == ¢ == a preto, aby trojica
(a, —a, ¢) sa skladala z troch roznych Cisel.

Kazdé z c¢isel hladanej trojice (a, b, ¢) ma mat absolutnu
hodnotu mensiu nez 10; st to teda Cisla vybrané z celych

o
BE 9 8 ..., =2, -1,0,1,2,...,8 09 (10

¢o je 19 moznosti.

Trojicu (7) dostaneme takto: Z mnoziny cisel (10) vyberieme
za a lubovolné ¢islo s vynimkou ¢isla 0 (lebo inak by bolo
a = —a); to je 18 moznosti. Tym je urcené aj Cislo —a, takze
z Cisel (10) zostava prave 17 Cisel, z ktorych zvolime Cislo c.
Vznikne tak 18 - 17 roznych trojic Cisel, vyhovujucich pozia-
davkam ulohy.

Rovnaky pocet trojic dostaneme pre typ (8) a ten isty pocet
pre typ (9). )

Ak dokazeme eSte, ze kazda trojica typu (7) je rdzna od
ktorejkolvek trojice typu (8) alebo (9), bude dokazané, Ze
hladanych trojic je 3 - 18 - 17.

Dokazeme, ze Tubovolné trojica (7) je rézna od lubovolnej
trojice (8). Nech to neplati. Potom plati

’

a=a, —a=1">b,c= —b.
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Avsak z poslednych dvoch vztahov dostaneme a = ¢, ¢o je
spor s tym, Ze &isla a, ¢ v trojici (a, —a, ¢) st rézne. Rovnako
sa dokaze, Ze Tubovolna trojica (9) je rézna od kazdej z trojic
(7) alebo (8). Tym je dokaz ukonceny a celkovy pocet pozia-
dovanych trojic je 318 - 17 = 918.

Tym sme ulohu rozriesili.

2. V roviné bud dédna kruznice k = (S, r) a dale bod O,
ktery lezi vné této kruznice. Bodem O sestrojte se¢nu OXX'
kruZnice k (pficemz X, X' jsou spoleéné body se¢ny a kruznice
k), a to tak, aby platilo

OX' = 1-0X,

kde 4 > 1 je dané realné cislo.

Provedte diskusi feSitelnosti tulohy vzhledem k danym
&islam 7, 4, v = OS. Potom v roviné kruZnice k. pfi danych
Cislech r, A vySetfte mnoZinu vech bodd O, pro néz tloha:
a) ma jediné feSeni, b) ma dvé rizni reSeni, c) nema zadné
redeni.

Reseni. 1. Rozbor. Pfedpoklidejme, e jsme sestrojili piimku
OXX' pozadovanych vlastnosti. Potom stejnolehlost [O, ]
o stredu O s koeficientem A stejnolehlosti prevadi bod X
v bod X’; pfitom kruZnice k pfechazi v kruznici 2" a bod X
kruznice 2 v bod X’ kruZnice &'. Ale bod X' lezi podle po-
zadavku ulohy na kruZnici k; je tedy X' spole¢nym bodem
kruznic &, k'. Odtud konstrukce (obr. 29):

Ve stejnolehlosti [O; 4] sestrojime obraz k' = (§’, ') kruz-
nice k. Ozna¢me X' jeden ze spoleénych bodd kruznic %, &'
Dale sestrojme obraz X bodu X’ v obracené stejnolehlosti

[O, %]; potom je OX hledand pfimka, pfi¢emzZ poradek
bodd na této pfimce je O, X, X'.
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Diikaz. Potadek bodh na ptimce OX je skutené O, X, X'.
Plati totiz: Bod O lezi podle textu ulohy vné kruZnice & a tedy
téz vné kruznice £'; proto je X' == O. Déle podle konstrukce

, 1 , 1
bodu X plati OX — - 0X’, kde 0 << — < 1, takze skutetné

A

bod X lezi uvnitf useky OX'. Je tedy OX' = 4- OX, jak
pozaduje text dané ulohy. Tim je dikaz proveden.

Diskuse. ReSitelnost ulohy zavisi na tom, zda kruZnice
k, k" maji spole¢ny bod X’. Ozna¢me OS = v > r (coz plati
podle textu ulohy), dale OS" = 2'; podle konstrukce kruznice
k' plati o' =40, ¥ = Ar aje tedy v >/, tj. bod O lezi vné
kruznice k'. KruzZnice k, k' jsou zfejmé nesoustfedné a podle
znamé véty z planimetrie maji spole¢ny bod praveé tehdy,
jestlize plati vztahy

¥ —r =88 =+ +r, kdeje S§' =92 —o. )]
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Po dosazeni ¥ = Ar, o' = A v dostaneme
rA—1D=v@A-1D=r@+1;
protoze je A — 1 > 0, plyne odtud

1 ,
T 1)

>~
+

1

A
A

v
r

~

v v v .
ProtoZe je v > r, nenastane pfipad — =1 a leva strana
r

vztahti (1") podle textu ulohy je splnéna. Plati-li tedy vztah
v
<
> < @

potom maji kruZznice k, &':
a) spole¢né dva razné body X' == X tehdy, je-li
? A1
CIRr @
b) spole¢ny jediny bod X', je-li
v A1
Ao @

Zdvér. Protoze z predpokladu tlohy a z platnosti jednoho ze
vztaht (3), (4) plyne platnost vztahu (1), nasleduje:

[1] Jestlize plati (3), mé uloha dvé razna feSeni.

[2] Jestlize plati (4), ma uloha jediné feSeni.

[3] Neplati-li (2), nema tloha reSeni.

II. Budte r, A dan4 &isla a dale necht je v > r (jako v textu
ulohy).
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Kazdy bod O, jehoz vzdalenost » od bodu S spliiuje (viz
obr. 30 pro 4 = §):

a) vztah (3), vede ke dvéma feSenim. Ze vztahu (3) plyne

A+l
A-1

v<7r

neboli plati

A+1
r<o< m - r
Tyto body O zfejmé vy-
plni vnitfek mezikruz
omezené¢ho  kruznicemi
k=(S,1),

B A41
k0=(8,2—_—l-r).

b) vztah (4) vede kje-
dinému reseni. O disle v

plati
Obr. 30. | r<7):jii‘r~
Tyto body O vyplni kruznici Z,.
c) vztah
v 2 A+1
_r A—1
neboli
A+1
v > Z—_—l_ o r

neposkytuje zadné feSeni. Tyto body lezi vné kruznice k.
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3. Reste nerovnost
(x+a)(x+b =x+c)(x+4d) (1)

pro &islo x, pfi¢emz a, b, ¢, d jsou dana kladna cisla. Stanovte
téZ viechna x, pro néz nastava rovnost.

ReSeni. Provedme naznatené vykony na obou stranich
nerovnosti (1) a prevedme neznidmou x na levou stranu;
dostaneme postupné

x(a+b)+ab =x(c+d)+ cd,
x[(a+b) —(c +d)] =cd— ab. (2)
Provedené tupravy jsou ekvivalentni a kazdé feSeni nerovnosti
(1) je nejen feSenim nerovnosti (2), ale i obracené.
Rozeznavejme pripady:
Pripad [1]. Necht je
a+b—(+d)=0.

) Necht je cd — ab > 0. Potom kazdé &islo x je feSenim

nerovnosti (2), nebot leva strana ve vztahu (2) je rovna nule

a prava je Cislo nezdporné.
Rovnost zfejmé nastane pro kazdé x, jestlize je cd — ab = 0.

f) Necht je cd — ab < 0. Potom neplati
0<c¢d—ab
a vztah (2) nema feSeni.
Pripad [2]. Necht je

a-+b—(+d)>0.
1

Znés\?bme obé strany nerovnosti (2) ¢islem a—_m >0;

dostaneme
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cd — ab
a+b—(c+d)’ @)
Kazdé cislo x, o némz plati (3), je zfejmé feSenim (2) a tim
i(1).
Pripad [3]. Necht je
a-+b—(+d)<0.
Znasobme obé strany nerovnosti (2) Cislem

SR ——Y
at+b—(c+d)

A

x =

I

dostaneme
cd — ab

> —
=T+ d)
Kazdé cislo x, o némz plati (4), je zfejmé feSenim vztahu (1)-

V pfipadech [2], [3] nastane zfejmé& rovnost, jestlize x je
rovno zlomku na pravé strané vztahu (3).

4)

Zdvér. Dand nerovnost (1) v pfipadé, Ze:

a) je a +b — (c +d) =0, ma za feSeni libovolné ¢islo x,
jestlize je zaroven c¢d — ab > 0; neplati-li posledni vztah,
nema feseni.

b) je a4+ b— (c +d) &= 0, pak feSeni je dano poradé
vztahy (3), (4) podle toho, je-li vyraz a + b — (¢ + d) kladny
nebo zéporny.

Prehledné nds o téchto vysledcich informuje tabulka na
str. 103.

4. Reste rovnici

a—2x 2—x
— : o (1
V2—2x 1 —x M
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Tabulka k uloze ¢. 3
Parametry | Reseni
cd — ab
< T
T a+b—(+4d

a+b—(c+d >0,

atb=(+d=0, kazdé redlné Cislo x

ab = cd ‘
atb—( D=0 i $4dné
1 ab > cd }
i E cd — ab
a+b—(+d <0 ! x =
|

a-+b—(c+d

o neznidmé x a provedte diskusi feSitelnosti vzhledem k danému
realnému dislu a.

Refeni. Predpokladejme, Ze rovnice (1) ma néjaké fedenis
pak pro toto feSeni musi platit také
a—2x  (2—xp
21 =% (1 —x?’
Ob¢ strany této rovnice znisobme Cislem 2(1 — x)2. Dosta-

vame (postupujeme jen. jednim smérem — nevySetfujeme
ekvivalenci)

(a—2x)(1 —x) =22 — x)*
Upravujeme dale; postupné dostaneme

a—ax —2x + 2x> =8 — 8x 4 2x2,
6x —ax =8 — a,
x(6 —a) =8 —a. (2)



Nyni budeme rozliSovat dva pripady: «) a =6, ) a == 6.

a) Je-li a =6, pakA rovnice (2) zni 0+ x = 2 a nemi proto
74dné feSeni. Tedy ani vychozi rovnice (1) nemé Zadné feleni.
p) Je-li a == 6, ma rovnice (2) jediny kofen

a—38

a—©6"

Toto Cislo tedy muze byt feSenim rovnice (1). Abychom
zjistili, zda skutecné timto feSenim je, vykoname zkousku.

. . —8
Dosazujeme tedy do rovnice (1) zlomek Z —— za nezni-
a—=6 2
-

mou x. NapiSeme-li uvedeny zlomek ve tvaru

a —*2 = 1 pro kazdé a == 6. Jmenovatelé

a—6 'a—6

vidime, Ze plati

zlomku, které se vyskytuji v rovnici (1), jsou tedy cisla rtizna
od nuly (zlomky maji smysl). ProtoZe v rovnici (1) se vyskytuje
odmocnina, uvédomime si, Ze V y je definovdna jen pro
» = 0. Oznalime pro stru¢nost

aﬂzlawS
a—%
L=—T—="%
(1)
Provedeme-li Gpravu
a* —8a-+16
a—=©6 a—4\?
R Sl )
a—=6

(kratime &islem rtznym od nuly), vidime, Ze plati L > 0.
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a—8 - g 7 : s
Pro x = T mé tedy odmocnina na levé strané v rovnici
a -—

(1) smysl. Polozme jesté

2_a——8
p__ 6=6.
o a— 8’
a— 6
snadno upravime
a— 4
a—6 a— 4
P=—"=
a— 6

Zlomek Z—:—E je kofenem rovnice (1) pravé tehdy, kdy?
plati ]/f =P, coz Ize napsat jako

la—4| a— 4,
| 2| 2

to plati pravé tehdy, kdyZ je a => 4 (a ovéem a == 6). Pro a << 4
nem4 tedy (1) Zadné feSeni.

Shrnuti. Provedenou diskusi muzeme opét shrnout do této
prehledné tabulky:

Parametr Reseni
a==6 zadné
_ N e
a<4 | Zadné
|
a=4,a+6 el
a—=6




5. V rovine nech je dany $tvorec ABCD svojou polohou.
Oznatme T stred usecky AB. V polrovine ABD uvazujme
o pravom uhle < XTY, kde X je vnttorny bod polpriamky
AD a Y vnitorny bod polpriamky BC. Oznatme P pitu
kolmice vedenej bodom T k priamke XY.

Preskumajte, aky geometricky atvar vyplni bod P, ked bod X
prebieha vnitro polpriamky 4D.

RieSenie (pozri obr. 31). I. Vnutri polpriamky 4D zvolme
bod X, takZze polpriamka 7X lezi v polrovine ¢ = ABD.
Pretoze v trojuholniku 7XA je <t 4 = 90°, je

o ATX < 90°. (1

V polrovine TXB (opacnej k polrovine 7XA) zostrojme pravy
uhol < XTQ. Vzhladom na vztah (1) plati o sty¢nych uhloch
L ATX, < XTQ

JATX 4+ 5 XTQ = < ATQ > 90°

a preto druhy z vedlajsich uhlov < ATQ, <t QTB je ostry,
t. j.
<L OTB < 90°. (2)

Pretoze je <. TBC = 90°, plati
< QTB + <. TBC < 1807,

takze podla Euklidovho postulatu maju polpriamky 7Q, BC
vnutri polroviny ¢ spolo¢ny bod Y. Lezi teda trojuholnik
XYT, kde < T = 90°, v polrovine p; pritom si jeho uhly
< TXY, <t TYX ostré a pita P kolmice vedenej bodom T
k priamke XY padne dovnutra tGsecky XY a teda dovnitra
polroviny o. o

Teraz dokazeme, Ze plati
1
TP —TA — — 4B, 3)
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takZe bod P lezi vnutri polkruznice k opisanej v polrovine p
nad tseckou AB ako priemerom.

Dékaz. V stimernosti so stredom T je zrejme priamka 4D
obrazom priamky BC a preto obraz Y’ bodu Y padne dovnutra
polpriamky AM opacnej k polpriamke AD. Je teda T stredom
usecky YY', dalej je TX | YY' a preto je trojuholnik XYY"
rovnoramenny so zdkladiiou Y'Y’

a priamka TX je osou sumer-
nosti tohto trojuholnika. V su-
mernosti s osou 7.X obrazom

vl

x\Z;
N\
\

\IX

\
I\\\

o

kolmice TP vedenej bodom T D

k priamke XY je zrejme kolmica NN
TA vedenid bodom 7 k pri- \ <
amke XAY'; z toho vyplyva, Ze 3 N

pity P, A zmienenych kolmic \ N
TP, TA si v tejto sumernosti ! NP
prisluchaju ‘a usecky TP, TA v
su sumerne zdruzené podla osi ¢ NPT RN
TX, takze plati TP = T4, ¢im 2 Ngm T P
je vztah (3) dokézany. Lezi
teda kazdy bod P, zostrojeny /»{)7:/ \
podla textu dlohy, vnuitri pol- M+
kruznice & (t. ). bez krajnych
bodov A, B), ¢o sme mali do-

kazat. VSimnime si eSte, Ze priamka XPY je dotycnicou
polkruznice & v bode P, lebo je XPY | TP.

II. Teraz eSte mame dokazat, Ze ku kazdému bodu P pol-
kruznice & (ktory je rézny od bodov A, B) moZno zostrojit
vnutri polpriamok AD, BC po rade body X, Y také, Ze bod
P je pitou kolmice vedenej bodom T k priamke XY.

Dékaz. Oznatme TZ os dutého uhla < ATP, takze je zrejme
TZ | AP (pozri obr. 31). Polovica dutého uhla je uhol ostry;
pretoze je <X ATZ = 1< ATP, je

S ATZ < 90°.




a podla Euklidovho postulatu polpriamky AD, TZ maji vnutri
polroviny ABD spolo¢ny bod X. V stimernosti s osou 7Z su
jednak body A, P, jednak uhly <t ATZ, < PTZ stmerne
zdruzené. Preto je v tejto sumernosti tiseCka XP obrazom
usecky XA.

Oznaéme teraz Y’ prieseCnik priamky AD a kolmice y ve-
denej bodom T k priamke 7Z. Bod 4 je pitou vysky T4 troj-
uholnika XY'T s preponou XY'; su tedd AY' = AM, AX
opacné polpriamky. V stimernosti so stredom 7 je zrejme
priamka BC obrazom priamky 4D a teda obraz Y bodu Y’
v tejto simernosti padne dovnutra polpriamky BC. Avsak podla
konstrukcie bodu Y’ je y = TY' | TZ a dalej je TY' =TY;
je teda bod Y obrazom bodu Y’ v simernosti podla osi TZ.
Pretoze bod A lezi vnutri usecky XY', lezi aj bod P vnutri
usecky XY, pricom je <t XTY =90°a TP | p (kde p = XVY).
Ak zostrojime teraz pétu kolmice vedenej bodom T k priamke
XY, dospejeme prave k uvazovanému bodu P. Tym je ukon-
Ceny dokaz tvrdenia, vysloveného na zaciatku odstavca II.

Zdver. Z odstavcov I, II vyplyva, Ze bod P vyplni vnttro
polkruznice %, ktorej krajnymi bodmi st body A, B a ktora
lezi v polrovine p = ABD. Tym je uloha rozrieSena.

6. Zostrojte trojuholnik ABC (v zékladnom oznaleni), ak
je dané a — b, ¢, .

Dokazte, ze podmienka riesitelnosti lohy je, aby o kladnych
dislach @ — b, ¢, « < 2R platil vztah ¢ > a — b, popripade
este vztah @ — b > ¢ - cos (180° — &), ak uhol « je tupy.

RieSenie. Najprv dokdZzeme pomocnu vetu P (obr. 32):
Nech p je os usecky DB a A bod vnutri polroviny pD. Potom
je vzdialenost bodu A od bodu B vicsia nez vzdialenost bodu
A od bodu D. Obratene, ak p je os useCky DB a ak vzdialenost
daného bodu A4 od bodu B je vicSia nez vzdialenost bodu A
od bodu D, lezi A v polrovine pD.
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Dékaz priamej vety P. Ak bod A lezi na priamke DB, je
tvrdenie vety zrejmé. Nech teda A nelezi na priamke DB.
Oznatme P spolo¢ny bod priamky p a useCky AB (bod P
existuje, lebo body A, B su priamkou p oddelené). Tu plati
BA = BP" + P"'A alebo

BA =DP" + P'4 (1)

(bod P” totiz leZi na osi p tise¢ky DB a preto plati BP” = DP"").
Podla trojuholnikovej nerovnosti pouZitej na trojuholnik

ADP" dostaneme DP” + P"'A > DA alebo vzhladom na (1)
BA > DA. Tym je dokaz priamej vety ukonleny. Dokaz
obréatenej vety urobi sa napr. nepriamo (sporom).

Vlastné rieSenie danej tilohy (obr. 32 az 34). Predpokladajme,
ze sme zostrojili trojuholnik ABC, ktory spliiuje poziadavky
vyslovené v texte tlohy. Zostrojme na polpriamke CA usecku
CD = CB = a. PretoZe je a > b, padne bod D na prediZenie
usecky CA za bod A a plati AD = a — b, pricom je CDB
rovnoramenny trojuholnik. Preto bod C lezi na osi p usecky
DB, ktorej stred ozna¢ime P. Na ziklade toho urobime kon-
Strukciu (obr. 32 az 34):
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Najpry zostrojime pomocny trojuholnik ADB. Zostrojme
uhol < B'AC’ = «. Na polpriamke AB’ zostrojme usetku
AB = ¢ a na polpriamke AC", opacnej k polpriamke AC’,
zostrojme usetku AD = a — b. Dalej zostrojme os p tselky
DB a ozna¢me C spolo¢ny bod priamky p-a polpriamky AC'.
Potom je ABC hladany trojuholnik. .

Dékaz. Podla konstrukcie o trojuholniku ABC plati: AB = c,
<. CAB = «a. Pretoze o bode C osi p usecky DB plati CD =
= CB a pretoze bod A lezi vnutri usecky DC, je AD = CD —
— CA alebo AD =a — b, kde a = CB, b = CA. Tym je
dokaz ukonceny.

Diskusia. Riesitelnost lohy zavisi predovsetkym od pozia-
davku, aby dany uhol « bol duty (iny uhol nemdze byt uhlom
trojuholnika). Dalej je nevyhnutné, aby bod C padol na pre-
diZenie usetky DA za bod A alebo dovmitra polroviny ABC'.
Preskimame nutné a postacujice podmienky, za ktorych to
nastane.

Trojuholnik ABD mozno pri dutom uhle o vzdy zostrojit.
Oznaéme P’ bod priamky p, ktory lezi vnutri polroviny DBA
a P stred usecky DB.

Ak bod C lezi vnutri polpriamky DA, potom je

<L ADP + < DPP" < 180°. (2)
Pretoze je <¢ DPP’ = 90°, musi byt
< ADP < 90°, (2"

Pre daldie uvahy treba rozli§it dve mozZnosti:
[11 0 <& =90°; [2] 90° < & < 180°.

Pripad [1]. Nech je 0 << o =90° (obr. 32, 33). Z vety
o vonkajSom uhle trojuholnika ADB vyplyva, ze <t ADB < «
alebo <t ADP < 90°. Je teda splneny vztah (2) a podla Eukli-
dovho postulidtu maja polpriamky DA, PP’ spolo¢ny bod C
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vniitri polroviny DBA. Ide o to, aby bod A padol dovnutra
usecky DC, t. j. aby padol bod A dovnitra polroviny pD, ¢o
podla prvej vety P vyzaduje, aby platilo DA < BA alebo
a — b < ¢. Podla druhej vety P, ak o trojuholniku ADB plati

Obr. 33. Obr. 34.

a—b < ¢t j. DA< BA, padne bod A dovnutra polroviny
DBA, teda dovnutra tsecky DC.

Zaver [1]. Ak teda o danych prvkoch plati 0 < o = 907,
a — b < ¢, potom tloha ma prave jedno rieSenie.

Pripad [2]. Nech je
90° < o << 180° (3)
(obr. 34); potom je
< DAB < 90°. (4)
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Ak plati vztah (2'), padne pdta V' vysky trojuholnika 4DB,
vedenej bodom B k strane AD, dovnutra usecky AD (pozri
udebnicu Geometria pre 7. triedu, str. 112), t. j. plati AV < AD
a pretoze v tomto pripade je AV = AB -cos(180° — w), t. j.
AV = ¢ *cos(180° — «), dostavame tak nutnu podmienku

c¢+cos (180° — &) < a — b. (5)

Teraz obratene, nech platia vztahy (3), (5), potom plati
vztah (4), takze bod V padne dovnitra polpriamky AD a z (4)
vyplyva AV << AD, takze bod V padne dovnutra usecky AD, takze
uhol <¢ ADB alebo <7 ADP je ostry. Plati teda vztah (2) a podla
Euklidovho postulatu existuje spoloény bod priamky p a pol-
priamky DA a padne dovnutra polroviny DBA. Rovnako ako
v pripade [1] sa usudi, Ze bod A lezi vnutri tsecky DC.

Zaver [2]. Ak teda plati 90° << o << 180°, ¢ -cos (180° — o) <<
< a — b << ¢, ma tloha prave jedno rieSenie.

Zdver. Ak platia podmienky uvedené v zavere [1] alebo pod-
mienky uvedené v zavere [2], ma uloha prave jedno rieSenie.
Inak nema uloha rieSenie.

7. Urcete vSechna reilna feSeni rovnice

Reseni. Ulohu si rozdélime na dvé &sti.

a) Nejprve hledejme nezdporné kofeny dané rovnice. Pro

x 20 je | x| = x a danou rovnici miZeme psat i takto:
1 1
oy = 1.
x +-1 x—1



Ma-li tato rovnice feSeni, pak totéz feSeni ma také rovnice

2x
e

¢ili kvadraticka rovnice
¥ —2x —1=0.
Posledni rovnice ma kofeny x; =1 + Vf s Xy =1 — Vf s
z nichZ jen prvni je nezdporny. Zkouskou se presvédcime, Ze
1+ VZ je skutecné kofenem dané rovnice. Je totiz
1 1
- + — =
(1+]2)+1  (+]2)-1
1 1+14+)2

1
RS ) R PRI )

b) Nyni hledejme zdporné kofeny dané rovnice. Pro'x < 0
je | x| = —x; danou rovnici lze tedy psat:

S AP
—x+1 " x—1

Snadno nahlédneme, Ze tato rovnice nema zadné feSeni, nebot
ji lze psat takto:

1 1
4

x —1 x—1

leva strana rovnice je zfejmé rovna nule, kdeZto prava je
rovna Cislu 1.
Dan4 rovnice nemé tedy zadny kofen ziporny.

Vysledek. Jediny kofen x = 1 + |/2.
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8. V rovine nech st dané tri rdzne polpriamky T4, TN,
TP, z ktorych ziadne dve nie su opacné.

Zostrojte trojuholnik ABC, ktory ma tazisko 7T, pri¢om
jeho vrcholy B, C lezia (v tomto poradi) vnutri polpriamok
TN, TP.

Urobte diskusiu riesitelnosti ulohy.

. |
4 ®

= . |

Obr. 35.

Riesenie (obr. 35). Rozbor. Predpokladajme, ze sme zostrojili
trojuholnik ABC, ktory vyhovuje ulohe. Pretoze tazisko T
lezi vzdy vnutri trojuholnika ABC, su kazdé dva z dutych uhlov

<L ATB, <. BTC, < CTA

sty¢né a pokryvaju celu rovinu. (Uvidime, Ze tato nutna
podmienka je aj postacujica k riesitelnosti ulohy.)

Oznatme A’ stred strany BC. Podla znamej vety o tazisku
plati AT =2 - TA'. Bod A’ vieme teda zostrojit. Potom sa uloha
redukuje na znimu ulohu: Bodom A’ vnutri dutého uhla
< NTP vedte priamku x tak, aby polpriamky TN, TP pretala
po rade v bodoch B, C a aby platilo A'B = A'C. Této tloha,
ako vieme, mé prave jedno rieSenie. Z toho vyplyva kon-
Strukcia.
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Konstrukcia (obr. 35). Nech TQ, T4 st opaéné polpriamky,
pricom Q lezi vnutri uhla <* NTP. Na polpriamke TQ zo-
strojme useku TA' = L - TA. Dalej zostrojme rovnobenik
TBDC so stredom A’, pricom body B, C lezia (v tomto poradi)
vnutri polpriamok TN, TP (teda je A'D =A'T, DB| TP,
DC| TN). Potom je ABC hladany trojuholnik.

Doékaz. Pretoze TBDC je rovnobeznik, je A’ skuto¢ne stredom
strany BC a tusetka 4A’ taznicou. Podla konstrukcie plati
TA =2-TA' a preto je T taziskom trojuholnika ABC. Tym
je dokaz ukonceny.

Diskusia. V Tubovolnom trojuholniku ABC lezi jeho tazisko
T vnutri tohto trojuholnika, pricom priamky 74, TB, TC
uréuju duté uhly <r ATB, < BTC, <. CTA, ktoré pokryvaju
rovinu tak, Ze napr. polpriamka 7Q, opacna k polpriamke
TA, nutne prechadza vnutrajskom uhla <¢ BTC, t. j. v naSom
pripade vnutrajskom uhla <¢ NTP.

V danej ulohé je nevyhnutne jeden z uhlov s ramenami
TN, TP duty (lebo dané polpriamky su rozne a ziadne dve nie
st opacné). Podla predoslého musi este polpriamka TQ, opacna
k danej polpriamke 74, prechadzat vnutraj$kom tohto dutého
uhla <0 NTP. Ak je tato poziadavka splnend, ma uloha jediné
rieSenie; inak nema rieSenie.

Doékaz. Za uvedeného predpokladu padnu oba body A’, D
dovnutra uhla < NTP a teda existuje rovnobeznik TBDC,
pricom body A, B, C nelezia v priamke. Existuje teda troj-
uholnik ABC. Podla dokazu konstrukcie, ktory sme urobili,
je v iom bod T taziskom. Tym je dokaz hotovy.

Ak nie je uvedena poziadavka splnend, nema zrejme uloha
rieSenie.

Tym je tloha rozrieSena.



9. Dokazte, ze vyraz

v 1 | 1 1
X =Yy

_y — z T 2 —x
je kladny pre vSetky reédlne Cisla x >y > =.
RieSenie. Pre x >y > 2 je
x—y>0,y—2>0,2—x<0 ¢!

a dany vyraz ma vzdy zmysel. Pre také trojice Cisel x, y, 2 plati
postupne

p_ 0= E—0+E—0@-—N+tE=y0 -2 _
(x=3 0 —2)(E—x
_yz-xy-2txztaz—yz-x4xy+xy—xz—y*+yz
- (x—23) (y—2)(z — %) B
_xy +yz 4 xz — 22—yt — 2?
=0 -2 -2
BT CEE R ol IS
(=W —2)(E—1x '

Podla predpokladu (1) je menovatel posledného zlomku
zéporné (islo; Citatel tohto zlomku je sulinom zédporného
a kladného ¢isla[pozri (2)]. Teda V je podielom dvoch za-
pornych Cisel a preto je V' > 0. Tym je ddkaz tvrdenia dlohy
ukonceny.

Jiné feSeni. Misto vztahii x >y > z lze psat vztahy

X>Y, x>2 Y>3
neboli
x—y>0,x~z>0,y—z>0. (1)

116



Protoze je x >y, je x — 2 >y — 2z a vzhledem k posled-
nimu vztahu (1) tedy plati

x—z3>y—23>0.
Podle znamé véty tedy plati

1 1
>
y—2z x— =z

neboli

1 ' 1
T
y—2 z2—x

> 0. )

Dale z prvniho vztahu (1) plyne, ze
1
x—y

Sectenim levych a pravych stran vztahi (2) a (3) dostavame,
ze je V > 0, coz jsme méli pravé dokazat.

> 0. 3)

Podle feSeni s. Bretislava Fialy,
74ka 10.b tf., js§, Ceska Ttebova.

10. Bud déan obdélnik ABCD o stfedu S, pficemZ a = AB>
b = BC jsou dani kladna ¢&isla. Uvnitf stran AB, BC zvolme
pofadé body M, N tak, aby platilo MN | AC. Sestrojme rovno-
béznik MNPQ o stfedu S.

a) Dokazte, ze body P, Q lezi porad¢ uvnitf usecek CD,
DA a ze plati MQ | BD.

b) Dokazte, Ze obvod rovnobéznika MNPQ je roven 2-AC.

c) Sestrojte bod M tak, aby k nému pfislu$ny rovnobéznik
MNPQ mél maximélni obsah.

Reseni (obr. 36). a) Oznatme AB — CD = a, BC — DA =
= b. Obdélnik ABCD ma bod S za stfed soumérnosti; v této

117



soumérnosti Useckam AB, BC pfisluseji pofadé soumérné
sdruzené dsecky CD, DA, takze bodu M uvnitf Gsecky AB
prisludi soumérné sdruzeny bod P uvnitf tsecky CD a bodu N
pfisludi bod Q uvnitf vseCky DA. Ze soumérnosti dvojic
bodd M, P a N, Q plyne SM = SP, SN = SQ a protoze
SM, SN jsou razné piimky, je MNPQ pozadovany rovno-

D R P C
TN Z L}
/// | p ~ < >~
// ~
T o > N
/// // \\
- I// \5
P - <
a So” L X -
Lo °~ i
' >
o | -
at ! St Y
A M M, B
x : a-x L
|
Obr. 36.

béznik (uhlopficky tohoto ¢tyfuhelnika se totiz navzijem
puli). Je tedy

- MN|AC, MN ||PQ neboli AC | PQ
a dale je
MQ| PN. (1)

Uvazujme stejnolehlost (B) o stfedu B, v niZz pfimce AC
prislusi pfimka MN; jeji koeficient A spliiuje vztah 0 < 4 < 1.
Tu plati

BM = 4-BA = Aa, BN = 1-BC = Ab
a tedy
AM = AB — BM = a (1 — 2),

@)
CN =BC —BN =b (1—4).
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Uvazujme nyni stejnolehlost (4) o stfedu A, v niz bodu B

prislusi bod M; jeji koeficient A" = % a vzhledem ke (2)

je A =1 — A. Ze soumérnosti podle stiedu S plyne AQ =

. BT
= CN = b(1 — 1), takze i - I"— A= 172, tj. bodu D

ve stejnolehlosti (A) prislusi bod Q; proto o prislusnych
ptimkach BD, MQ v této stejnolehlosti plati
BD || MQ.

Odtud také plyne, ze v primkach AC, BD lezi stiedni pricky
rovnobéznika MNPQ.
Tim je dukaz tvrzeni ulohy a) proveden.

b) Oznatme po fadé¢ X, Y, Z, T stfedy usecek MN, NP,
PQ, QM. Dokazeme, ze

TM + MX — AS, 3)

coz je Ctvrtina obvodu rovnobéznika MNPQ; tim bude do-
kazano, ze obvod tohoto rovnobéznika je 2 - AC.

Ditkaz. Protoze v obdélniku ABCD je SA = SB, je troj-
uhelnik SAB rovnoramenny a tudiZz jeho uhly pfi zakladné
AB jsou shodné, tj. plati:

<« CAB = <. ABD = e.
Z rovnobéznosti primek MQ, BD plyne, Ze
< ABD = 180° — < QMB (uhly prilehlé)
a protoze vedle toho plati, ze
< AMQ = 180° — <& QMB (thly vedlejsi),
dostaneme porovnanim obou poslednich vztahu, Ze je

<L ABD = - AMQ;
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je tedy trojuhelnik TAM rovnoramenny se zdkladnou AM
a tudiz plati
TM = AT.

O ¢tvrtiné obvodu rovnobéznika MNPQ tedy plati TM -+
+ MX = AT + TS = AS, ¢imz je vztah (3) dokazan a tim
i tvrzeni ulohy b).

¢) Oznatme AM = x, CN =y, takze je MB =a — x,
BN = b — y. Ozna¢me p obsah rovnobé¢znika MNPQ. Obsah
p dostaneme, kdyz od obsahu ab obdélnika ABCD odelteme
obsahy pravouhlych trojahelnikd MQA, PNC a MNB, PQD,
z nichZ prvni dva a posledni dva jsou zfejmé shodné; soucet
obsahti prvnich dvou trojuhelniki je xy, soucet obsahu posled-
nich dvou trojuhelnikd je (a — x) - (b — y). Je tedy

p=ab—xy—(a—x)(b—y)
neboli

p =ay + bx — 2xy. 4)

Ze stejnolehlosti (4) podle stfedu 4 pro trojuhelniky ABD,
AMQ plyne, ze

AQ 4D
AM — AB
neboli
bx ,
Y= ) (4)

" Dosadme odtud do vztahu (4); po upravé obdrzime

2bx?
p = 2bx — P

Vyraz na pravé stran¢ postupné upravime
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2bx — 2 2 (ax — x%) =
a a

; 2b [ a? a 2]
__7 -4——— (x~7) 4

2lfed)

Maximum disla (5) zdvisi na maximu ¢&isla uvedeného v lo-
2

’ : y 2 * 7 ’ a v
mené zavorce; jednd se tu o rozdil konstanty < @ Cisla

Je tedy

al\? AP " " s oS
(x — 7) , které je vzdy nezaporné. Tento rozdil je zfejmé

2
nejveétsi, jestlize je mensitel nula. Tu plati (x — %) =0

. a a
nebohx—-2—#0atedyx—7.

Z (4) dostaneme y = -g—, takze prfisluSny rovnobéznik
MNPQ ma vrcholy ve stfedech stran daného obdélnika ABCD.
V souhlase s timto vysledkem dostaneme ze vztahu (5), Ze
obsah p = p, tohoto rovnobéznika MNPQ je

2b ) a* ab

pﬂ:a 4 2

Zdvér. Tim je uloha rozfeSena. Maximalni obsah' mi ten
z rovnobéznikia MNPQ, jehoz vrcholy jsou stfedy stran obdél-
nika ABCD.
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11. V roviné budte dany ¢tyfi body 4, B, C, D takové, Ze
existuji trojuhelniky ABC, BCD, CDA, DAB, z nichz zadny
neni tupouhly.

Dokazte, ze potom plati:

a) Zadny z danych bodt 4, B, C, D nelezi uvnitf trojuhelnika,
jehoz vrcholy jsou tfi zbyvajici z téchto bodu.

b) Body 4, B, C, D jsou (v ur¢itém poradi) vrcholy vypuklého
ctyruhelnika, ktery je nutné obdélnik.

Reseni (obr. 37). Zadné tii z boda 4, B, C, D nelezi v téze
primce, jinak by neexistoval néktery z trojuhelnika

ABC, BCD, CDA, DAB. 1)

Dale podle textu ulohy neni zadny z téchto trojuhelnika
tupouhly, takze kterykoli z jejich thlu je mensi nebo roven
thlu pravému; tohoto faktu nékolikrat uzijeme.

Redeni tlohy a) rozdélime na né&kolik &asti; dokdZeme:

I. Bod D nelezi na zadné z pfimek
AB, BC, CA. @)
I1. Bod D nepadne dovnitf Zadného z ahlu, které jsou vrcho-

lové k vnitfrnim dhlam trojihelnika ABC.
III. Bod D nepadne dovnitf trojihelnika ABC.

Podobna tvrzeni pro ostatni body se dokazi stejné.

Ditkazy jednotlivych tvrzeni I az III provedeme jen pro
jednu dvojici bodu, napt. 4, B; pro ostatni moznosti se dukaz
provede zcela obdobné.

Cast 1. Necht bod D padne na nékterou z pfimek (2);
padne-li napf. na pfimku AB, pak neexistuje trojuhelnik
ABD; tim je dikaz ¢asti I proveden.

Cast II. Necht bod D padne napi. dovniti uhlu < A’BC’
kde BA’, BC’ jsou polopfimky opacné k polopfimkim BA,
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BC; v tomto ptipadé bod D oznatme D'. Potom jsou thly
< ABC'y < C'BD’ stylné, a protoze je <t ABC =R, je
< ABC’ =R a tedy

< ABD' = < ABC’ + << C'BD’ zR + < C'BD’;

je tedy
X ABD" > R,

Obr. 37.

takze trojuhelnik ABD’ je tupouhly. Bod D tedy nepadne
dovniti thlu - A'BC’, coz pravé jsme méli dokazat.

Cast III. Necht bod D lezi uvnitf trojihelnika ABC;
bod D v tomto pfipadé oznacme D". Potom kazdé¢ dva z dhla

< AD"B, <t BD"C, <= CD"A

jsou sty¢né a jejich souCet je 4R. Kdyby kazdy z téchto
uhlu byl nejvyse roven R, mély by soucet nejvyse 3 R, a to
je ve sporu s tim, ze maji soucet 4R. Proto bod D nepadne
dovnitf trojuhelnika ABC.

b) Muzeme predpokladat, ze bod D lezi uvnitf thlu <t ABC,
ale zaroven uvnitf poloroviny 0 opa¢né k poloroviné CAB.
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Kdyby tomu tak nebylo, vyménili bychom navzijem nazvy
bodad A, B anebo bodu C, B. Body B, D jsou pfimkou CA
oddéleny a pfimky BD, CA jsou riznobéZné. Proto uvnitf
useCky BD lezi bod M, ktery je bodem piimky CA. Protoze
usecka BD lezi v thlu < ABC, padne bod M nutné na usecku
CA4, a to dovnitf této usecky; jinak by totiz bud body-C, B, D
anebo body A4, B, D lezely v téze primce. Lezi tedy bod M
uvnitf kazdé z useéek BD, CA. Proto je ABCD konvexni
(vypukly) ¢étyfahelnik (viz ucebnici Geometrie pro 8. roé¢nik,
str. 3/157).
Duté uhly < DAB, < ABC, <. BCD, <= CDA

jsou uhly ctyfuhelnika ABCD, takze jejich soucet je 4 R.
Protoze kazdy z téchto uhli je jednim z thla nékterého z troj-
uhelnik (1), je kazdy z nich nejvyse roven R. To vSak znamena,
Ze kazdy z téchto uhld musi byt pravy; kdyby jen jediny byl
ostry, byl by jejich soufet mensi nez 4 R. Jsou tedy vSechny
uhly ¢tyfuhelnika ABCD pravé. Ze vztaht

<X DAB + <2 CDA = 2R (uhly pfilehlé),
< DAB + <. ABC = 2R (uhly pfilehl¢)
plyne, Ze
AB||CD, AD | BC,

takZe ABCD je rovnobéznik, jehoZ viechny uhly jsou pravé,
tj. je to obdélnik (viz definici obdélnika v ucebnici Geometrie
pro 8. ro¢nik, str. 20/174). Tim je feSeni ulohy b) provedeno.

12. Bud dén vyraz
/x3—2x2 2x /x—2_l 6 //F;2x2 B

¥4+3  y by+3 vyl y+43

|/ x —, 2

43y’

V4]

kde x, v jsou redlna Cisla.
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a) Oznalte [x,y] bod v roviné pravouhlych soufadnic, ktery
zobrazuje dvojici x, y realnych Cisel.

Vyznaclte graficky mnozinu M boda roviny, kterd zobrazuje
vechny dvojice x, y Cisel, pro kterd ma dany vyraz V smysl.

b) Ukazte, ze mnozinu M bodu lze jesté rozlozit na asti tak,
Ze v kazdé nové vzmkle ¢asti se da vyraz V' upravit na tvar

V—a _V =g

kovou c{ést.

Reseni. a) Nejprve stanovime ty dvojice x, y realnych &isel,
pro které ma vyraz V' smysl. Jedna se o to, Ze zlomky ve vyraze
V musi mit smysl a dale o to, aby odmocnénci ve vyraze V
byly nezéporné.

Jmenovatelé zlomka vyrazu V jsou

¥ ¥ 43y =3"(y +3) y +3;
zlomky maji tedy vyznam, jestlize o Cisle y plati zaroven tyto

dva vztahy
y 0, (1)
y+30. (r)
Oznacme
x—2
k=0 2
y+3 @

potom lze vyraz 'V psat ve tvaru
x? 2x15+ , 6957 ’1
V=4| -5k ——k + — x2k—3x‘/———k.
l ¥ y V yV 3
Vsichni odmocnénci musi byt nezdpornf. ProtoZe jc;la— >0

a x? 20, jsou za predpokladu, Ze
k20, 4)
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v8ichni odmocnénci ve vztahu (3) nezdporn{ a odmocniny majf
smysl.

Vyraz V ma tedy smysl, jestlize o reilnych cislech x, y
. plati zaroven vztahy (1), (1), (4).

Nyni vysetfime, kdy plati (1), (1), (4). Je zfejmé, ze musi
platit dale uvedené podminky (5), (6); obracené, plati-li
podminky (5), (6), pak téz plati (1), (1"), (4).

Pripad [1]. Je

x—220,y+3>0,y=+0. 5)

Zavedme tyto pomocné body v roviné pravouhlych souradnic
o pocatku P (viz obr. 38):
X=[20, X =[30, X =I[21),
Y=1[0,-3)Y, =[0, -4}, Y, =[], 3],
Z =[2,-3),7Z =13 -3),Z, = [2, —4].

Vsechny body [x,y], pro néz plati x —2 =0, vypliuji
polorovinu XZX, ; vSechny body [x, y], pro néz plati y + 3 >
> 0, vypliuji polorovinu YZP s vyjimkou jeji hranice YZ.
Body, pro néz plati y = 0, lezi pravé na ose x.

Odtud =zdvér. Vsechny body, pro néz plati (5), vyplnuji
pravé pravy uhel <r X,ZZ,, z néhoz musime vyloucit vSechny
body polopfimek ZZ;, XX,.

Pripad [2]. Je
x—2=0,y +3<0,y=0. (6)

Vsechny body [x,v], pro néz plati x — 2 =0, vyplauji
polorovinu XZP; vsechny body, pro néz plati y + 3 < 0,
vypliuji polorovinu YZY; s vyjimkou jeji hranice YZ.

Odtud zdvér. VSechny body, pro néz plati (6), vyplauji
pravé pravy uhel <& Y,ZZ,, z néhoz musime vyloucit polo-
piimku ZY,.

Tim je uloha a) rozfeSena.
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b) Pro realné &islo a plati V&E =|a|. Lze tedy vyraz (3)
psat [predpokladame, Ze plati (1), (1'), (4)] ve tvaru

4|x| - 2%y, 6|x| yr - 3x yr
V=—"—Vk——|k+ k—— k. ©)
|y V y V y V | V

Nyni rozeznivejme obé moznosti z ulohy a):

y \97 /

(1)
NN
>\\5\\§\>Z/////

N é\jry //g*z

Obr. 38.

7

Y.

Ptipad [1]. RozliSujme:

«) Necht je y > 0, takZe se jedna o dvojice x, y, pro néz
pfislusné body [x, y] v roviné pravouhlych soufadnic vypliuji
pravy thel <& X, XX, s vyjimkou polopfimky XX, (v obr. 38)
viz Cast [l«] roviny). Tu je x >0,y >0 a tedy | x| = x,
|y | =y. Vyraz (7) lze pak psat

4x 1/— 2x 4/ 6x 1/— 3x _
V=—-\|k— —Vk4+—Vk— k
V- 2 S 2y

y
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x—2
neboli = l/ . 8
y+3 o
p) Necht je —3 <y < 0; piislusné obrazy [x,y] dvojic
x, y lezi v pasu rovnobézek XX, ZZ,, a to v poloroviné XZX,,
pfi ¢emz musime vyloucit obé polopfimky XX,, ZZ, (ztstava
viak vnitfek usecky XZ; v obr. 38 viz ¢ast [1f] roviny). Tu je

x>0,y <Oatedy|x|=x,|y|= —y. Vyraz (7) lze pak
psat , ] ,
x oy x oy X oy x 1T
2 Ve - 22 Ve 22 e+ 2 VR,
el (R el L e |
3x x — 2
neboli V:——]/ . 9
y Fy+3 )

Pripad [2]. RozliSujme:

«) Necht je 0 =< x S2,y—|—3<0 (tj. jisté y < 0). Pri-
slu¥né body [x, y] lezi v pasu’rovnobézek YY,, ZZ, a uvnitf
poloroviny YZY, (zustavaji vSak vnitfky polopfimek YV, -
ZZ,; v obr. 38 viz ¢ast [2«] roviny bez usecky YZ). Tu je

| x| =x, |y|= —y; vyraz (7) lze pak psit
.. ]/1?—2—’“]/1?+ ]/k+ > V7,
y y
neboli 3x /x——2
V= "= : 10
y Vy+3 00

B) Necht je x < 0, y +3 <0 (tj. jist¢ y < 0). Prislusné
body [x,y] lezi uvnitf pravého thlu < Y,YY, (v obr. 38

viz &st [2f] roviny). Tu je |x| = —x, |y| = —y a vyraz
(7) 1ze pak psat
. Lo
V_—]/k—fgl/k—— 6y" ]/k+7xl/k
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neboli V:—ilx_z.
y¥Vry+3

Vztahy (8) az (11) jsou feSenim ulohy.

(11)

5. Ulohy II. kola kategorie B

1. Urcte vSetky redlne Cisla x, pre ktoré plati vztah

Rl
Q—xp =

Znazornite tieto ¢isla x v nacrtku na ¢iselnej osi.

()

RieSenie. Nech ¢islo x vyhovuje nerovnosti (1). Potom
¢islo (1 — x)? je kladné. M6Zeme nim teda nasobit obe strany
nerovnosti (1) a dostaneme

14+ %2 22(1 —2x 4 x%),
Cize 0=1—4x + % (2)
RozloZime troj¢len v nerovnosti (2). Rovnica
¥*—4x +1=0
ma korene =2+ V‘;, Xo =2 — 1/3_.
Nerovnost (2) mozno teda napisat v tvare
(x—2—-)3)(x—2+)3) =o0. 3)

Z C&initelov x — 2 — 1/3T ax — 2+ V§ , ktoré sa vyskytuji
na lavej strane, je zrejme prvy mensi (o 2]/5) nez druhy,
teda '

x—2—V3_<x—2~+—V3_.
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Z toho vyplyva, Ze nerovnosti (3) moZno vyhoviet len tak,

Ze musi platit sucasne
x—2-3=so,
x—2+ l/g =0,

Cize

x =2 +]3,
x 22— V?.
To mozno pisat v tvare

2—)r=x=2+]3.

(4)

Zistili sme teda zatial, ze kazdé &islo x, ktoré vyhovuje
nerovnosti (1), vyhovuje aj nerovnostiam (4). Avsak zatial nie

je jasné, Ci plati aj obratené tvrdenie.

Majme teraz Cislo x, ktoré spliiuje nerovnosti (4). Potom

plati sticasne aj -
x—2—|3 <o,

x—2+)3 =0,
tedaaj (x —2 - ]/3) (x —2 + Vg) =0,

t ),
x> —4x +1 =0.

0 1 2 3 4
i T ]
3 3
Obr. 39.

Tuto poslednd nerovnost mozno upravit na tvar
1+x2=22(1— x>
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Ak je x =1, je tiez 1 — x 0 Obe strany nerovnosti (5)

vynasobime kladnym ¢islom ——— o ; tym dostaneme ne-

1 —x)2
rovnost (1). Ak je vSak x = 1, lava strana nerovnosti (1) nema
vobec zmysel; preto x = 1 nie je rieSenie nerovnosti (1).

Zdover. Cisla x = 1, ktoré spliiuji nerovnosti (4), su prave
vietky rieSenia nerovnosti (1) (pozri obrazok 39).

2. Nech si dané dve kruznice k,, k,, ktoré maji spoloZné
dva rdzne body C, M.

Zostrojte trojuholnik ABC tak, aby bod A bol bodom kruz-
nice k;, bod B bodom kruznice %, a bod M bol stredom strany
AB.

Dokazte, ze iloha ma prave jedno rieSenie.

RieSenie. Rozbor (obr. 40). Nech ABC je hladany troj-
uholnik, v ktorom usecka CM je taznicou, takze je

MA = MB.

Body A4, B sd teda simerne zdruzené podla stredu M.
Oznaéme k; = (83, 7,) kruznicu simerne zdruzend k danej
kruznici k, = (S, 7,) vzhladom na stred M sumernosti.
V stmernosti so stredom M prejde bod B kruznice &, do bodu
A kruznice k',. PretoZze bod A lezi na kruznici k,, je bod A
spolo¢nym bodom kruznic &, £',. Z toho vyplyva konstrukcia.

Konstrukcia. Zostrojme kruznicu kj;, stmerne zdruZenu
ku kruznici k, vzhladom na stred M sumernosti, a oznalme
A == M spolotny bod kruznic k,, k;. Obraz bodu A v tejto
sumernosti oznatme B. Potom ABC je hladany trojuholnik.

Dékaz vyplyva z rozboru a konstrukcie.

Diskusia. Dokizeme, ze uloha mi vzdy jediné rieSenie.
Oznatme 1, t, (v tomto poradi) doty¢nice kruznic %,, k,
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v bode M. PretoZe kruzZnice k;, k, maji dva rdézne spolocné
body, je ¢; == ¢, (inak by sa kruZnice k,, k, navzdjom dotykali,
¢o odporuje textu ulohy). KruZnica &, leZi v jednej z opacnych
polrovin vytatych priamkou 7,. Zo sumernosti podla stredu M
vyplyva, Ze kruznica k; lezi v polrovine, opacnej k predoslej

Obr. 40.

polrovine, a priamka 7, je jej dotycnicou. Obidve rozne kruz-
nice k,, k', maju spoloény bod M; dokazeme, Ze maju spolo¢ny
este prave jeden dalsi bod 4 == M.

Keby kruZnice k,, k; nemali dalsi spolo¢ny bod, dotykali
by sa v bode M a platilo by 7; = t,, o je viak v rozpore s textom
ulohy. Preto je A == M, ¢o sme mali dokazat.

Bod A4 preto existuje (a to jediny); bod B je obrazom bodu 4
v stumernosti so stredom M. PretoZe bod A4 lezi vnutri jednej
z polrovin vytatych priamkou 7,, leZi bod B vnttri polroviny,
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ktora je opacna k predoslej polrovine. Je teda B == A. Pretoze
body C, A lezia viitri opacnych polrovin vytatych priamkou z,,
su navzajom rozne a tym su roézne aj body C, B. Tym sme
dokazali, Ze trojuholnik ABC existuje, a to jediny.

3. Reste rovnici
x+)px—2p +1=1, o))
kde p je dané realné Cislo.

Provedte diskusi feSitelnosti vzhledem k &islu p.

Reseni. Necht &islo x je fedenim rovnice (1); potom z (1)
plyne -
Vox —2p +i=1—x @

a protoZe leva strana je Cislo nezaporné, musi o pravé strané
platit 1 — x = 0 neboli
x =L 3)

Umocnéme ob¢ strany rovnice (2) na druhou; obdrzime

!

px —2p+1=1—2x+ x*
neboli
0=1x— (24 p)x + 2p.

Rozlozime-li troj¢len na pravé strané, dostaneme
(x—=p)(x—2)=0;
kofeny této rovnice jsou
Xp =Py Xp = 2. @

. Jestlize tedy x je feSenim dané rovnice (1), potom je nutné
rovno jednomu z ¢&isel x;, x,. Cislo x, vzhledem ke (3) ziejmé
nepiichazi v uvahu [o tom se téz lze presvédcit dosazenim

133



do (1)]. Cislo x, = p musi predeviim spliiovat vztah (3) &ili
musi byt 1. 5)

Dokdzeme nyni, ze Cislo x =p pro p =1 je kofenem
rovnice (1); ozna¢me pofad¢ L, P pfislusna dosazeni do pfi-
slusnych stran rovnice (1). Dostaneme postupné

L=p+|pP=2p+1=p+T=pF =p +|1—pl;
vzhledem ke vztahu (5) je |1 — p| =1 — p a tedy
L=p+1—p=1

Prava strana P = 1, takZe skutetné je L = P a Cislo x = p
je jedinym feSenim dané rovnice (1).

Zdvér. Dana rovnice ma pro p =1 jediny kofen x = p;
pro p > 1 nema feSeni.

4. Bud dana polorovina ABM a kladné &islo p.

V této poloroviné sestrojte pravouhly trojuhelnik ABC
o preponé AB, jemuz vepsana kruznice ma polomér .

Rozhodnéte o feSitelnosti tdlohy vzhledem ke kladnym
¢islim ¢ = A4B, o.

(Pfi konstrukci lze uzit Ghlu <r ASB, kde S je stfedem
kruznice vepsané trojuhelniku ABC.)

ReSeni (obr. 41). Predpoklidejme, 7e jsme v poloroving
ABM sestrojili pravouhly trojihelnik ABC o preponé AB
a poloméru p vepsané kruznice. Ozna¢me o, f# thly trojihel-
nika ABC pfi vrcholech 4, B. Tu plati « + = 90° a tedy
la 4 1 = 45°, coz je soucet Ghli < SAB, <t SBA; proto je

< ASB = 135°.

Lezi tedy bod S na oblouku % = AB o stiedu O, pricemz
stfedovy thel AOB = 270°.
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Vzdalenost bodu S od pfimky AB je rovna ¢ a proto bod §
lezi na pfimce p | AB, ktera leZi uvnitf poloroviny ABM a ktera
ma od pfimky AB vzdéilenost p. Bod S je tedy spole¢nym
bodem oblouku % a pfimky p. Na zakladé¢ toho provedeme
konstrukct :

V poloroving¢ ABM sestrojme pifimku p || AB ve vzdalenosti
0. Dale sestrojme osu ¢ usecky AB a dale v polorovin¢ opacné
k poloroviné ABM uhel <x BAN = 45°. Oznaéme O spolecny

Obr. 41.

bod pfimek AN, g¢. Potom je <x AOB = 90° a tthel AOB -
= 270°. Body oblouku %k = AB kruZnice (0,04), které lezi
uvnitf poloroviny ABM, tvofi mnozinu vSech boda X, o nichz
plati <- AXB = 135°. Oznalme S spole¢ny bod primky p a
oblouku k. K dhlim < SAB, < SBA sestrojme sty¢né uhly
4 SAK = <. SAB, < SBL = <t SBA a oznalme C spo-
le¢ny bod polopfimek AK, BL. Potom trojuhelnik ABC je
hledanym trojuhelnikem.
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Diikaz. Podle konstrukce plati, ze <= ASB = 135° a proto
v trojuhelniku ABS plati < SAB + < SBA = 45°, a protoze
je

X KAB + <t LBA = 2 (<t SAB + <t SBA), (2)

je soucet obou téchto thlu roven 90°, takze podle Eukleidova
axiému polopfimky AK, BL maji uvnitf poloroviny ABM
spole¢ny bod C. Ze vztahu (2) o trojahelniku ABC plati

<X BCA = 90°,
coz jsme mé&li dokazat.

Diskuse. Z predchoziho dukazu plyne, Zze k bodu S prislusf
jediny trojuhelnik ABC, ktery spliiuje pozadavky textu tlohy.
Jestlize tedy pfimka p a oblouk %

(1] maji dva spole¢né body S == S’, mé4 uloha dv¢ feSeni (viz

obr. 41);

[2] maji jediny spole¢ny bod P (je to zfejmé dotykovy bod
te¢ny ¢||AB oblouku &, ktera leZi uvnitf poloroviny ABM);
tu ma uloha jediné feSeni.

[3] nemaji spole¢ny bod, uloha nema feSeni;

Jednotlivé pfipady podle znamé véty nastanou pravé tehdy,

je-li

(1] e <PQ; [2] ¢ = PQ; 3] ¢ > PO,
kde Q je stfedem usecky AB a bod P je spoletnym bodem
primky ¢ a oblouku k.

Je tedy tfeba vypocitat Cislo PQ: V trojuhelniku ABO je
L0 =90°, OA =OB, AB =¢, AQ = OQ = Lc a podle
Pythagorovy véty plati

OA? = AQ* + OQ?
neboli

OA = ="

I2
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Protoze je OP = Od, plati PQ = OP — 0Q = - — — =

. 2 2
=5 (Jz-1).
Uloha ma tedy dvé feleni, je-li o < -3(]/5— 1); mé je-
e h b g ¢ /= . L
diné feleni, je-li p = B (VZ — 1) ; nema fedeni, je-li p >
> %(]/5— 1.

Tim je feSeni ulohy provedeno.

6. Ulohy I kola kategorie C

1. Pro vSechna realna (isla a, b, ¢ je vyraz
A+ +E+3—-2(@+b+¢ ey
nezaporny; dokazte.
Reseni. Vyraz (1) postupné upravime takto:

a2+ b +ct+3—-2@+b+¢)=
=@—2a+1)+®—-2b+1)+(2—-2c+1)=
=(a— 12+ b — 1)+ (c — 1)

Kazdé z cisel (a — 1)%, (b — 1%, (c — 1)? je neziporné
a tudiz jejich soucet musi byt ¢islo nezaporné. Pfitom je dany
vyraz kladny pro vSechny trojice &isel a, b, ¢ s vyjimkou pri-
padu, kdy je (@ — 1) = (b — 1)* = (¢ — 1)> =0, tj. jestlize
plati a = b = ¢ = 1; v tomto pfipad¢ je dany vyraz roven
nule,
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2. V rovine nech je dana priamka p a vnutri jednej z pol-
rovin vytatych priamkou p nech su dané dva rdzne body A4, B.

Na priamke p zostrojte bod C tak, aby v trojuholniku ABC
os uhla < BCA stéla kolmo na priamku p.

Urobte diskusiu riesitelnosti.

RieSenie. Pomocna veta V: Osi vedlajsich uhlov stoja na
seba kolmo.

Rozbor (obr. 42). Oznaéme CU os uhla <r ACB hladaného
trojuholnika ABC. Podla poziadavky ulohy je CU | p. Uva-
Zujme o uhle < ACD,
vedlajSom k uhlu < ACB;
jeho os CM | CU (po-
dlavety V) je zrejme Cas-
tou priamky p. Pritom
bod M lezi vnutri pol-
roviny CUA. Pretoze je
< DCM = < MCA,
pricom tieto uhly lezia
v opacnych polrovinach
vytatych priamkou p,

Obr. 42. obraz A" bodu 4 v su-
mernosti s osou p padne
dovnutra polpriamky CD. Z toho vyplyva konstrukcia.

Konstrukcia. Zostrojme obraz A’ bodu A v simernosti
s osou p. Body A’, B st oddelené priamkou p; preto vnutri
usecky BA' lezi bod C priamky p. Ak su AC, BC rdzne priamky,
je ABC hladany trojuholnik.

Dékaz. Priamka p obsahuje os CM uhla < ACA'. Podla vety
V je polpriamka CU | p (bod U lezi v polrovine pA) osou
uhla < ACB, vedlajsieho k uhlu < ACA'. Tym je-dokaz hotovy.

Diskusia. Pretoze body A == B lezia vnutri polroviny pA4,
st body A’, B oddelené priamkou p a bod C, leziaci na priam-
kach p, A'B, existuje.
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Uhol < ACB existuje vtedy, ked su priamky AC, BC na-
vzajom rozne, t. j. ked bod A4 nelezi na priamke BA'. Ak lezi
bod 4 na priamke BA’, potom polpriamky CA, CB splyvaju
a uloha nema4 rieSenie. Uloha m4 teda jediné riefenie, ak nie
je AB | p; ak je AB | p, nema rieSenie.

Tym sme ulohu rozriesili.

3. Najdéte (vypoctem) vSechny razné dvojice prirozenych
Cisel nejvyse dvojcifernych, koncicich Cislici 6, jejichZz soudin
konéi dvojcislim 36.

ReSeni. Bud A = 10a + 6 hledané nejvyse dvojciferné
Cislo, pfi ¢emzje 0 < a =9 Cislo celé. Déale bud B = 106 + 6
druhé takové Cislo, pficemz je 0 =b =9 rovnéz celé Cislo.
Soudin Cisel 4, B je

AB = (10a + 6) - (106 + 6)
neboli
AB = 100ab + 10 - [6 (a + b)] + 36
neboli
AB = 100ab + 10[6 (a + b) + 3] + 6.

Jednotky cisla 6 (a + b) + 3 maji byt rovny ¢islu 3 neboli
jednotky Cisla 6 (a -+ b) jsou rovny nule neboli 6 (a + b) je
nasobkem ¢isla 10, pricemz je

0<6(+b) =6(9+09),
1.
0 =6(a+ b) =108.

Z cisel 0, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100, ktera prichazeji
v tvahu jako ¢isla 6 (a + b), jsou Sesti délitelna Cisla:

0, 30, 60, 90.
Je tedy a + b podil nékterého z téchto Cisel a Cisla 6; je to

¢ z Cisel:

nékteré z Cise 0, 5, 10, 15,
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Uvazujme pripady (pfitom jsou a, b celd Cisla, o nichZ
plati 0 =a <9, 0 =b £9); lze bez ujmy obecnosti pred-
pokladat, Ze plati a =< b.

Pripad [1]. Necht a + b = 0, tj.
a=b=0
a dvojice Cisel A = B = 6 vyhovuje tloze, nebot 6+ 6 = 36.
Pripad [2]. Necht je a + b = 5. MozZnosti podava tabulka:

a 0 { 1 ‘ 2
s | s 4 7] N
4 | e |16 *1 26 ‘
B | s W‘ 1% - J __;-;

AB 1 336 1 736 , 036 !

Dostavame tedy dvojice 6, 56; 16, 46; 26, 36.
Pripad [3]. Necht je a + b = 10. MozZnosti podava tabulka:

a ( 2 II '“ 3‘ 4[ |
b { 8 _‘ 7 , 6 _‘ s |
4 ] 26 | 376A4‘” 46 ;f“hsﬁca‘
B ] 86 | 775”..“' 66 “7‘-—567 |
. 4B H 1536 * 2236 ’ 2736 ’ 3036 | 3136 |

Dostavame dvojice 16, 96; 26, 86; 36, 76; 46, 66; 56, 56.
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Piipad [4]. Necht je @ -+ b = 15. MoZnosti podava tabulka:

| a 6 | 7
e o ‘ 8
‘*“_"55"]" 76
i AB ‘ 6336 6536

Dostavame dvojice 66, 96; 76, 86.

Zdvér. Je celkem 11 dvojic takovych cisel.

4. Nech su dané dva rézne body S, S,.

Zostrojte pravouhly rovnoramenny trojuholnik ABC s pre-
ponou AB tak, aby body S;, S, boli dva zo stredov kruznic
zvonku vpisanych tomuto trojuholniku.

Rozhodnite o rieSitelnosti ulohy.

RieSenie. Rozoznivajme dve moznosti: KruZnice k; =
= (8, 11), ky = (S,, 15), zvonku vpisané trojuholniku ABC, [1]
lezia v ostrych uhloch tohto trojuholnika; [2] maja ta vlastnost,
Ze jedna z nich lezi v ostrom uhle, kdeZto druha lezi v pravom
uhle tohto trojuholnika.

Kazdy z pripadov budeme riesit oddelene.

1. Pripad [1]. Rozbor (obr. 43). Nech k,; lezi v uhle a =
= <. CAB =45° a k, v uhle =< ABC = 45°. OznaCme
O stred kruznice k trojuholniku ABC zvonku vpisanej a leziacej
v uhle y = < BCA. Dalej oznaéme B’ velkost vonkajsieho
uhla trojuholnika ABC pri vrchole B; je ' = 135°. PretoZe
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BS, je osou vonkajsieho uhla pri vrchole B, je <= CBS, =
=165t

’ ¥ CBS, = 675 (1)
Dalej je CS, osou vonkajsieho uhla pri vrchole C a teda

J BCS, = 45°. (1)

Obr. 43.

Zo vztahov (1), (1) a zo suctu uhlov v trojuholniku BCS,
lahko vypocitame, Ze '

I 08,8, = 675"

Pretoze priamka CO je osou sumernosti trojuholnikov ABC,
0S,S.,, plati podobne

% 08,8, = 671",

Podla toho urobime konstrukciu.
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Konstrukcia (obr. 43). Oznacme o, o' obe opacné polroviny
vytaté priamkou S,S,. KonStrukciu urobime tak, Ze hladany
trojuholnik ABC umiestime do polroviny p, a to tak, Ze bod S,
padne do uhla « a bod S, do uhla . Stred usecky S,S, oznacme
C a jej os CP, pricom P lezi vnitri zvolenej polroviny p. Dalej
zostrojime v p uhol <¢ O§,S, = 67.° a ozna¢ime O spolo¢ny
bod polpriamok CP, §,Q; tento bod podla Euklidovho postu-
latu existuje a lezi vnutri p. Potom osi pravych uhlov <¢ OCS,,
< OCS, (v tomto poradi) pretnu tsecky S;0, S,0 v bodoch,
ktoré oznacime B, A (dokéze sa pomocou Euklidovho postu-
latu). Potom je ABC jeden z hladanych trojuholnikov.

Dokaz. Existenciu trojuholnika ABC sme uz dokazali pri
konstrukcii. Musime dokazat, ze body O, §,, S, st stredmi
kruznic, tomuto trojuholniku zvonku vpisanych.

Podla konstrukcie je < BCA = 90° a zo stimernosti podla
priamky CO vyplyva, Ze trojuholnik BCA je rovnoramenny,
pricom CO je os uhla <. C a CS; | CO, CS, | CO su osi
vonkajsich uhlov pri vrchole C (podla vety, zZe osi vedlajsich
uhlov stoja na seba kolmo). Dalej je < BS,C = 675 (podla
konstrukcie), <= BCS, = 45° (CS; je osou vonkajsieho uhla troj-
uholnika ABC pri C); z trojuholnika BCS, vyplyva, ze <t CBS, =
= 180° — (<¢ BS,C + < BCS)) = 67L°, takze BS, je osou
vonkajsieho uhla pri B v trojuholniku ABC (vonkajsi uhol je
totiz 135°). Zo sumernosti podla priamky CO vyplyva, Ze
AS, je osou vonkajsieho uhla pri C v trojuholniku ABC. Tym
je dokaz hotovy.

Diskusia. Z konsStrukcie vyplyva, Ze v polrovine p mozno
zostrojit prave jeden trojuholnik ABC vyhovujuci tlohe,
pricom S, lezi v uhle « a §, v uhle  tohto trojuholnika. Ak
zostrojime trojuholnik A'B'C’, kde <r C' =90° a A'C' =
= B'C’, pricom S, lezi v uhle <r B’ a S, v uhle <= A, je zrejmé,
ze plati A" = B, B' = A4, C' = C, t. j. dospievame k tomu
istému trojuholniku, len inak oznalenému. V stmernosti
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podla osi S,S, dostaneme druhy trojuholnik A 4,B,C, =2
=/ ABC, ktory je zrejme rozny od ABC.
Zaver pripadu [1]. Ak nehladime na zdmenu oznaceni

. vrcholov pri ostrych uhloch hladaného trojuholnika, mé tloha
dve riesenia.

II. Pripad [2]. Rozbor (obr. 44) Nech kruZnica &, lezi
v uhle « = <¢ CAB a kruZnica k, lezi v uhle y = @:BCA

hladaného trojuholnika ABC. Ozna¢me O stred kruZnice k
trojuholniku ABC zvonku vpisanej, a to tej, ktord lezi v uhle
p = <C ABC. Lahko zistime, ako v pripade [1], Ze plati

¥ 8,8,0 = 67,

pricom je < §;CS, = 90° (osi vedlajsich uhlov si na seba kolmé).
Podla toho urobime konstrukciu.

Konstrukcia (obr. 44). Oznaéme ¢ jednu z polrovin vytatych
priamkou S;S,. Pozadujme, aby hladany bod C padol do pol-
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toviny ¢. Zostrojme v polrovine ¢ uhol < §,8,X = 67.°
a z bodu S, vedme k priamke §,X kolmicu; jej pita C zrejme
padne dovnutra polpriamky S,X, lebo uhol < §,5,X je ostry.
Dalej zostrojme bod O tak, aby C bol stredom tsecky OS,.
V oboch pravych uhloch < S,CS,, < OCS, zostrojme ich
osi CB, CA, kde B lezi vnutri usecky S,S, a A vnutri usecky
0S,. Potom trojuholnik ABC vyhovuje ulohe.

Dékaz. Trojuholnik ABC, ktory sme zostrojili, ma podla
konstrukcie pri vrchole C pravy uhol. Podla konstrukcie je
priamka CS, jeho osou sumernosti, takze je CA = CB a pol-
priamka CS, je osou uhla <¢ BCA. Pretoze je S,CO | CS,,
su CS,;, CO po rade osami vonkaj$ich uhlov trojuholnika ABC
pri vrchole C.

V trojuholniku BCS, je podla konstrukcie < §; = 6717,
< C =45° takie <~ CBS, = 67}° a polpriamky BS,, BS,
su (v tomto poradi) osami vonkajsich uhlov trojuholnika ABC
pri vrchole B. Zo sumernosti trojuholnikov ABC, S,08, podla
osi CS, vyplyva, Ze polpriamky 4O, AS, su osami vonkaj-
$ich uhlov trojuholnika ABC pri vrchole A. Tym je dokaz
hotovy.

Diskusia. Z konStrukcie a urobeného dokazu vyplyva, Ze vo
zvolenej polrovine ¢ mozno zostrojit prave jeden trojuholnik
ABC, ktory vyhovuje poziadavkim tlohy, pricom bod S, lezi
v uhle « a bod S, v uhle y.

Oznacme p os usecky S,S, a oznatme A'B’'C’ obraz trojuhol-
nika ABC v sumernosti s osou p. Trojuholniky ABC, A'B'C’
zrejme nesplyvaju (vSimnime si napr. toho, ze je <& CBS; =
= 671°, < CBS, = 112{°), lezia v polrovine p a vyhovuji
dlohe.

Ak zostrojime v sumernosti s osou S,S, obrazy oboch troj-
uholnikov ABC, A'B’C’, dostaneme v polrovine, opacnej
k polrovine ¢, dalSie dva rozne trojuholniky, ktoré vyhovuja
ulohe. Tym sme zostrojili vSetky trojuholniky, vyhovujtce
dlohe, ktoré maji ta vlastnost, Z¢ jeden z danych bodov
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S1, S, lezi v pravom uhle takého trojuholnika. Pritom nehfadime
na moznd zidmenu oznacenia bodov A, B.

Zaver pripadu [2]. Uloha m4 prave 4 riefenia. '

Zdver rieSenia danej iilohy. Uloha mé 6 rieSeni (ak nehladime
na moznu zamenu oznaceni vrcholov ostrych uhlov hladaného
trojuholnika).

5. Bud dana kruznice & = (S, r) a jeji tétiva AD, ktera neni
jejim prumérem. Dale bud déno kladné &islo p.

Sestrojte rovnoramenny lichobéznik ABCD s ramenem A4D,
ktery je dané kruznici & vepsan a jehoz stfedni pficka MN ma
velikost p.

Provedte diskusi fesitelnosti.

Reseni. Rozbor (viz obr. 45). Pfedpoklidejme, ze jsme se-
strojili lichobéznik ABCD, ktery spliiuje pozadavky ulohy.
Jeho osa ¢ soumérnosti je osou zakladen AB, DC a stfedni
pricky MN = p, kde M, N jsou poradé stredy ramen AD,
BC. Piitom pfimka MN neni primérem kruZnice, nebot jinak
by ABCD byl obdélnik. Proto musi existovat trojihelnik
SMN, v némz MN = p a SM = SN = v, a tudiz je S == M.
O vzdalenosti » bodu S od primky AD zfejmé plati

r>uv>0. (1)

Aby trojuhelnik SMN existoval, musi platit trojdhelnikova
nerovnost MN < SM + SN neboli

20 > p. (2
Nyni provedeme konstrukei.

Konstrukce (obr. 45). V poloroviné SMD sestrojme rovno-
ramenny trojuhelnik SMN, kde MN = p, SN = SM = v;
bod N se sestroji jako pruse¢ik kruznic m = (M, p), s =
= (S, SM). Oznatme Q stfed a ¢ osu usecky MN. Oznacme
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B, C porad¢ obrazy bodi A4, D v soumérnosti podle osy g.
Jestlize body A4, D lezi uvnitf téze poloroviny vytaté pfimkou g,
potom je ABCD jednim feSenim tlohy.

Ditkaz. Takto sestrojeny Ctyfuhelnik ABCD je lichobéZnik,
nebot je AB | g, DC | ¢ a tedy AB||DC; pfitom pfimky
AD | SM, BC | SN jsou riznobéZné (podle véty: Obé
kolmice k riznobézkim SM, .

SN jsou rovnéZz ruznobézné /_%\

— viz Geometrie pro 7. ro¢., o
str. 134/289). Pfitom je po- i O\
dle konstrukce MN = p a ll AN\
body B, C lezi na kruznici &, la \X\N
nebot kruznice & obsahuje T T IEERA

body A4, D a v soumérnosti
podle osy ¢ prechdzi sama
v sebe. Tim je dukaz pro-
veden.

Diskuse. Moznost sestro- P
jeni lichobéZnika ABCD, jak
bylo v konstrukci popsano - Obr. 45.
vzhledem k tomu, Ze vztah (1)
je splnén zadanim dlohy - zdvisi na dvou okolnostech:

[1] Na existenci trojuhelnika SMN, tj. na tom, aby platil
vztah (2); platnost tohoto vztahu postaci k tomu, aby se troj-
uhelnik SMN dal sestrojit (viz Geometrie pro 7. tf., str. 106/
261). Tim je zaji$téno, ze ABCD neni obdélnik (pfipad nastane
pro p = 2 o).

[2] Na pozadavku, aby oba body A, D padly dovnitf polo-
roviny gA. Jinak ABCD neni lichobéznik (je to trojuhelnik
v pripadé, Ze je C = D, nebo AD, BC jsou uhlopfickami licho-
béznika ABCD).*)

*) Pozndmka. Pozadavek [2] lze vyjadfit omezenim Cisla p
pomoci ¢isel r, v, d = SQ, t = MA = MD v podstaté lohou
danych.
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Pritom je

2= 42 (3)
0<o<r, (1)
d* =v* — (} p) (4)

jak plyne z trojuhelnikd SAM (kde <= M = 907), SMQ (kde
2 Q= 90°).

Jsou-li oba pozadavky splnény, pak ABCD je lichobéznik.
Druhé reSeni dostaneme, sestrojime-li obraz A'B'C’'D’ licho-
béznika ABCD v soumérnosti podle osy SM; tu je 4" = D,
D’ = A. Protoze osa SM tseCky AD neni osou tsecky BC
[jinak by bylo AD|BC, neboli SM||SN, ¢emuZ tak neni
vzhledem ke (2)], jsou oba lichobézniky ruzné auloha ma dvé
feseni.

V ptipadé volby pruseciku N kruznic m, s uvnitf poloroviny
SMD padne pata X kolmice AX | MN na prodlouzeni usecky
MN za bod M, ale pata Y kolmice DY | MN padne dovnitf
polopfimky MN. Aby bod D padl dovnitf poloroviny gA4, je
nutné a staci, aby bod Y padl dovnitr usecky MOQ, tj. aby platilo
MY < MQ neboli

MY < %. ®)

Snadno usoudime, ze plati
A SMQ ~ A MDY (uuw),

nebot je < SOM = <x MYD = 90°, <t SMQ -+ <& OMD =
= 90°. Je proto

MY SO
MD  SM’
neboli vzhledem k zavedenym oznacenim
MY = it—
v
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Po dosazeni do (5) obdrzime

dr oy a8

v 2 °
po umocnéni obou stran této nerovnosti na druhou (jedna se
vesmés o kladna ¢isla) a dosazeni ze vztahu (4) dostareme
postupné

9

4 (v2 — ZH) 12 < pro?,

4 022 < p? (2 4 %),

l/‘2_—m<p. 6)

,02 ,;_ l‘.’.

Plati-li obracené vztah (6), plati i (5) a pfi volbé bodu N uvnitf
poloroviny SMD padne bod Y a s nim i bod D dovnitf polo-
roviny g4.

Vztahy (2) a (6) vyjadfuji podminky feSitelnosti [vedle
vztahu (1) daného jiz textem)].

6. Jedno z prirozenych Cisel, které bezprostiedné predchazi
nebo které bezprostfedné nasleduje za prvocislem vétsim nez
¢islo 3, je nutné délitelné Sesti. Dokazte.

Na zéklad¢ toho ukazte, ze kazdé prvocislo vétsi nez 3 se
da psat bud ve tvaru 6k + 1 anebo ve tvaru 6k — 1, kde % je
pfirozené Cislo.

Reseni. Prvotislo p > 3 je vidy liché. Tii bezprostfednd
po sobé nasledujici cela cisla

p—Lpp+1
maji tyto vlastnosti:

a) p — 1, p + 1 jsou d&isla suda,
b) jedno z Cisel p — 1, p + 1 je délitelné tfemi.
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Ditkaz tvrzeni a) je zfejmy.

Ditkaz tvrzeni b). Cislo p je prvocislo; délime-li je &islem
3 (Caste¢ny podil pocitdime na jednotky), dostaneme zbytek
déleni rovny bud 1 nebo 2 (&islo 0 nedostaneme, jinak by &islo p
bylo délitelné tfemi). Je tedy p = 3m + 1 nebo p = 3m - 2,
kde m je pfirozené dislo.

o) Necht je p=23m - 1. Potom je p—1=73m, tj.
p — 1 je délitelné tfemi.

p) Necht je p =3m 4 2. Potom je p +1=23m+2 +
+1=23m + 1), tj. p + 1 je délitelné tfemi.

Tim je dikaz tvrzeni b) proveden.

Je tedy bud p — 1 sudé a délitelné tfemi nebo je p 4 1
sudé a délitelné tfemi. Cislo sudé a délitelné tfemi je délitelné
i Sesti. Je tedy jedno z &isel p — 1, p + 1 délitelné Sesti, tj.
plati bud

p—1=6rn )
kde r je Cislo celé, nebo je
? + 1= 65) (2)

kde s je Cislo celé.
Z (1), (2) dostaneme porad¢

p=>6r+1, 1)
p =065 —1. 2)

Ze vztaht (1), (2) podle provedené uvahy plati vzdy pravé jeden;
proto také plati pravé jeden ze vztahu (1), (2'), tj. kazdé prvo-
&islo p > 3 lze napsat bud ve avaru (1’) nebo ve tvaru (2'),
ne vsak obéma zpusoby soucasné.

Tim je feSeni ulohy provedeno.
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7. V roviné budte dany dvé kolmice p, & = OA4 o spole¢ném
bodu O; na prodlouzeni usecky OA za bod A bud déle dan
bod B.

Na primce p sestrojte bod X == O, ktery primku p déli ve
dvé opacné poloptimky XO, XP, pficemz plati

< PXB =2 < OXA.
Provedte diskusi resitelnosti.

Reseni (obr. 46). Rozbor. Oznatme X == O bod ptimky p,
ktery vyhovuje uloze, a o polorovinu, ktera je vytata primkou &
a uvnitf které lezi bod X. Oznatme XY osu thlu < BXP,
ktery je duty, takze uhel <& YXP je ostry. Dale oznatme XY’
polopfimku opacnou k polopfimce XY, takze

¥ OXY' = & PXY (*)

(ahly vrcholové), tj. <t OXY’ < R; proto podle Eukleidova
postulatu maji primka % a polopfimka XY’ spole¢ny bod A’
uvnitf poloroviny ¢’, opacné k poloroviné o = pA. Protoze X
je bod vyhovujici tloze, podle pozadavku tlohy plati <r OXA =
= 1< PXB = < PXY a tedy vzhledem k (*) dostaneme
(polopfimky XY, XA’ splyvaji) ‘ '

4 0XA = < OXA4',

takze trojdhelnik XAA' je rovnoramenny o zakladné¢ AA4’;
protoze je p | k, plati '
OA4" = OA.

Uvazujme soumérnost o ose ¢ = A’XY; v ni jsou A, X, Y
samodruzné body a déle <r BXY, <& PXY soumérné sdruzené
uhly, pricemz bodu B pfislusi jako obraz bod C polopfimky
XP a tudiz dseCce A'B tsetka A'C = A'B; lezi tedy body B, C
na kruznici m = (A’, A’'B). Na zaklad¢ toho provedeme kon-
strukci.
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Konstrukce (obr. 46). Sestrojme obraz A’ bodu A4 v sou-
mérnosti podle osy p, takZe je

04 = 04'.

Dile sestrojme kruZnici m = (A’, A'B) a oznaéme C jeden ze
spole¢nych bodii kruznice m a ptimky p. Pak sestrojme osu g

x /q
8| L
B N |
. ] . 44
\ Y /
A ‘\ “\
N // g o
/ S N N
_’/ b / />‘\‘x.‘ S\ P
rjc 7 X0 X ¢
[ g A
Ayl
/ ’559
Aot
/TE
N Obr. 46.

usecky BC a oznacme X spolecny bod primek p, ¢. Potom X je
jednim z boda, které vyhovuji uloze.

Diikaz. Body A, A’ jsou soumérné sdruzeny podle osy p;
proto je ,
< OX4 = 4 0X4'. ¢

Podle konstrukce jsou B, C body soumérné sdruzené v sou- -
mérnosti podle osy ¢ a tudiz je

4 BXY = < CXY =1+ BXC @)

kde Y je bod pfimky g, ktery lezi uvnitf dhlu < BXC. Dale
plati
< OXA4" = < CXY (vrcholové uhly). 3)
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Poradé ze vztahu (3), (1) a (2) dostaneme
< OXA =1 - BXC.
Tim je dikaz proveden.

Diskuse. Bod A lezi mimo primku p a proto jsou body 4, A’
a tim i body B, A" oddéleny pfimkou p, takze plati A" == B a

A'B > A0,

kde A'B je polomér kruznice m a A'O je vzdalenost stfedu 4’
kruznice m od pfimky p. Proto je p se¢nou kruznice m; jejich
pruseciky ozna¢me C == C’. Ze soumérnosti boda C, C’ podle
pfimky % plyne, Ze se pfi dalSim vySetfovani miZeme omezit
na bod C. Dalsi vySetfovani se tedy tyka poloroviny kC.
Protoze je A'BC rovnoramenny trojuhelnik o zikladné BC
a 0 ose ¢ soumérnosti, je uhel <- BA'C duty a jeho polovina,
tj. thel < BA'Y neboli <& OA'Y (kde Y je bod lezici na g¢
a uvnitf thlu <¢ BA'C) je uhel ostry. Proto je

< A'OC + < 04'Y < 2R

a podle Eukleidova postulatu maji polopfimky OC, A'Y uvnitf
poloroviny kC spoleény bod X. Existuje tedy v poloroviné kC
pravé jedno feSeni.

Druhé feSeni dostaneme, kdyz k bodu X sestrojime obraz
X’ v soumérnosti o0 ose k.

Uloha ma tedy dvé& fedeni.*)

8. Soucastka tvaru rotainiho valce se puvodné vyrabéla tak,
ze méla polomér r a vySku v. Nyni se vyrabi s polomérem
0 p procent mensim a s vySkou o p procent vét$i nez pavodné.

a) Kolik procent z objemu soucastky puvodni tvori objem
soucastky nové vyrabéné? .

*) Jinad feSeni najdete v ¢lanku Fr. Zivného na str. 144 Casopisu
Matematika ve $kole, roénik 1957.
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b) Dokazte, ze objem nové vyrabéné soucastky se zmensil
vice neZ o p procent objemu souldstky pivodné vyrabéné.

Reseni. Oznatme V' objem puvodni soucastky a V' objem
nové vyrabéné soucastky. Plati

V = mri, (1)

P e\, v,
V‘”(’ 100) (”Fmo)’

upravami postupné dostaneme

Y PR 2 P
V-—vrr( 100) 0(1'1 100):

(100 — p)* 100 + p
1002 100 °

» o, (100 — p)* (100 + p)
V' = rnri 160° ; (2)

V' =znrw-

a) Objem V' je x 9, pavodniho objemu V. Plati
Vv’ . vV’
7 100 neboli x = 100 N
Dosadme sem z (1), (2); dostaneme
2. (100 — p)* (100 + p) 2
— . 24 o o am 22,
x—(lOO 7 v 1005 twriy.

xXx—

Po upravé obdrzime

_ (100 — »)* (100 + p)
T 1002 : 3

Tim je feSeni ulohy a) provedeno.
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b) Objem V' je x procent puvodniho objemu V, ktery je za-
kladem, jemuz odpovida 100 9. Hledany rozdil y pfislusnych
pocta procent je

y =100 — x;

po dosazeni ze (3) postupné dostaneme

(100 — p) (100 4-p)

y = 100 —

1002
~100% — (100 — p) (100 — p) (100 -+ p)
- 1002 -
~100° — (100 — p) (1002 — p?)
. 1002 -
~100° — (100° — 100 p — 100 p* + p%)
£ 1002 <
_ 100°p + 100 p* —p° - 100°p 100p* — p°
kel 1002 = 71002 1002
L pA(100 — p)
B T
Je tedy
o, p(100 — p)
y=p+ " - 4)

Podle textu ulohy vsak o Cisle p nutné plati
0 < p < 100,

takZe je 100 — p > 0. Proto je Citatel zlomku na pravé strané
vztahu (4) ¢islo kladné a tim i tento zlomek je kladny, tj. plati

y >p.



' Objem V' se tedy zmensil vic neZ o p procent objemu V,
coz pravé jsme méli dokdzat.
Tim je feSeni dlohy b) a tedy celého prikladu provedeno.

9. Nech je dana rovnica

2x + p? 2x — p? (p? + 4)x O
p+3 p—3 P97
v ktorej x je neznama a p je dané realne Cislo.
a) RieSte danu rovnicu a zistite vSetky cisla p, pre ktoré
dané rovnica nema rieSenie.
b) Vypocitajte to Cislo p, pri ktorom dana rovnica ma koren
x = —6.

RieSenie. a) Dana rovnica (1) nema rieSenie pre p = -+ 3.
Nech je nadalej p == + 3 a nech x je rieSenim rovnice. Zna-
sobme obe jej strany cislom p?> — 9 5= 0. Postupne dostaneme
rovnice, ekvivalentné s rovnicou (1):

@x+ ) (p—3) +@x P (p +3) = (2 + D,
x2p—6+2p+6—p*—4) =
= —p*(p —3) +p*(p + 3)
—x(p* —4p +4) = 6%
x(p — 2t = —6p~ )
Teraz rozoznavajme dve moznosti: [1] Nechje p — 2 == 0;
[2] nech je p — 2 = 0.

Pripad [1]. Nech je p — 20, t. j. p42. Obe strany

rovnice (2) znasobme Cislom = 0; dostaneme

(» — 22
: 6 p*

-2 &
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¢o je (za predpokladu p 5 2) ekvivalentny vztah s (2). Rovnica
(1) ma teda pre p rozne od ¢isel —3, 2, 3 prave jedno riesenie(3).
Pripad [2]. Nech je p —2 =0, t. j. p = 2. Pretoze je
—6p*> = —24+0, nemi rovnica (2) rieSenic a tym ani
rovnica (1) nema4 rieSenie.
Tym sme ulohu a) rozriesili.

Prehlad o rieSeni rovnice (1):
®

B WParam-etvrp - ]l * Riclenie

A —3,7 3¥ . Rovnica nema rieéenié -

2 Rovnica nema4 rieSenie |
p<—3 Rovnica ma jediné rieSenie

| {

| —3<p<2 6 p* ‘

| 2 R e

i <p<<3 (»—22

| 3<p ;

|

Poznamka. Je zaujimavé vSimnut si rovnice (1) pre p = 2.
Z (1) dostaneme postupne

2¢4+4 | 2x—4 (44 4)x

3

5 1 4-9
———2"5*4-#(%‘4):%,
2x + 4 — (10x — 20) 8x

5 S5
8x 24 8x
5 75 T T 5

Z posledného tvaru rovnice je opit vidiet, Ze nema rieSenie.
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b) Mame néjst také &islo p, aby rovnica (1) mala koren

x = —6. Ak ma uloha rieSenie, musi podla vysledku (3) platit
6p*
— =6,
. (p — 27
Cize
#=0—2
Z toho dostavame postupne ¢
/ pPP=p"—4p—4
p=1

Ak mé uloha rieSenie, musi byt p = 1. AvSak pre p =1 je
podla (3)

. 6
=2’
Cize
x = —6.
Rovnica (1) ma koren x — —6 iba pre parameter p = 1.

Poznamka. Rovnica (1) ma v pripade p = 1 tvar

2x + 1 2x — 1 5x |

4 2 @ -8’
pre x = —6 Java strana L je \
L:-M_l_l_ _1_’?‘_:—11—{—26:_11,
4 2 4 4
prava strana P je ¥ is
| Errm =
teda L = P, takze x = —6 je korefiom danej rovnice.
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10. Zostrojte trojuholnik ABC, ak je dany uhol p, taZnica
tc a rozdiel a — b = 0 jeho stran. Urobte diskusiu o riesitel-
nosti ulohy.

[Pokyn. Na rieSenie mdzete pouzit rovnobeznik ACBD.]

Riesenie (obr. 47, 48). Rozoznivajme dva pripady:

[1] Nech je a — b = 0 (trojuholnik ABC je rovnoramenny
s hlavnym vrcholom C); pre tento pripad rieSenie len strucne
naznacime.

[2] Nech je a — b > 0.

Pripad [1]. Rozbor. Z obr. 47 vidiet, ze ak doplnime troj-
uholnik ABC na rovnobeznik ACBD, dostaneme koso$tvorec
(v zvlastnom pripade Stvorec), lebo rovnobeznik, v ktorom
uhlopriecka rozpoluje uhol rovnobeznika pri tom vrchole,
z ktorého vychadza, je kosoStvorec.

Z toho vyplyva konstrukcia (obr. 47). Zostrojime uhol
<X MCN =y a jeho os CU. Na osi CU zostrojime usecku
CD = 2t.. Bodom D vedieme po rade priamky m | CM,
n|CN. Tieto Styri priamky uréuji rovnobeznik ACBD, kde
A =n-CM,B = m-CN. Potom ABC je hladany trojuholnik,
a to rovnoramenny, ako vypl;'rva z toho, ze ACBD je koso-
§tv0rec so stredom 7, pri¢om ]e CT osou uhla <. BCA a plati
CT = 1-CD = t.. Uloha mé zrejme jediné rieSenie, pokial
je dany uhol y duty

Pripad [2]. Nech je
a—b>0, t. j. a>"b
(obr. 48). Rozbor. Pred-
pokladajme, Ze sme zo- __
strojili trojuholnik ABC,

v ktorom je BC — AC — 1t

=a—b, L BCA =y N a~bad
a taznica CT = t.. Po- m- 45\’1 b
lozme BC = a, AC = b, -

tedaje BC > AC. Zostroj- Obr. 47.



me rovnobeznik ACBD, takze je CD = 2t a T je jeho stredom.
Na polpriamke AD zostrojme bod E tak, aby bolo AE = b;
pretoZze je a > b, AD = CB = a, padne bod E dovnitra
usecky AD a trojuholnik ACE je rovnoramenny (AC = AE =
= b). Stanovme velkost uhlov pri zdkladni CE trojuholnika
ACE. Nech AD, AD’ st opa¢né polpriamky, pri¢om je CB || AD’,
takze uhly < BCA, <r CAD' su striedavé a zhodné, tj.

<L CAD' = y. Tento uhol je vonkaj$im uhlom v rovnoramen-
nom trojuholniku ACE a teda kazdy z uhlov pri zakladni CE
tohto trojuholnika je 1y, t. j. plati

4 AEC = 5 ACE =} .

Tento uhol je teda polovicou dutého uhla y a preto je ostry,
takze uhol <¢ CED, k nemu vedlajsi, je tupy. V trojuholniku
CED teda pozname dva strany ED =a — b, CD = 21,
X CED = 2R — ,‘,y, tj. dve strany a tupy uhol proti )edne]
z nich, takze musi platit CD < ED, tj.

2tc >a — b. (1)
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Konstrukcia (obr. 48). Zostrojme useCku ED = a — b, kde
a — b > 0 je dané Cislo. Zvolme polrovinu ¢ vytatd priamkou
ED a zostrojme v nej uhol <t DEF = 2R — ly; oznalme
ED’ polpriamku, opacnti k polpriamke ED. Dalej opiSme
kruZnicu %k = (D, 2tc) a oznatme C spolo¢ny bod kruznice %
a polpriamky EF. Dalej v polrovine, opacnej k polrovine CED,
zostrojme uhol < ECA’ = ly. Oznatme A spoloény bod
polpriamok ED’, CA’. Nakoniec zostrojme rovnobeznik DACB.
Potom trojuholnik ABC je jediné rieSenie v zvolenej pol-
rovine p.

Dékaz. Ozna¢me T stred rovnobeznika DACB. Pretoze sa
uhloprie¢ky rovnobeznika navzdjom rozpoluju, je TA = TB;
CT je teda taznicou trojuholnika ABC a podla konstrukcie bodu
C plati CT = .- CD = .. Dalej je podla konstrukcie

‘12 y = J D'EC = < A'CE, (2)
ize
Y AEC = < ACE = Ly, 2"
t.]
AE = AC. (3)
Z rovnobeznika DACB vyplyva
AD — BC. 4)

Podla konstrukcie lezi bod 4 na prediZeni usetky DE za bod E
a vzhladom na (4) a (3) plati

ED = AD — AE = BC — AC
a pretoze podla konStrukcie ED = a — b, plati skutoéne
BC —AC =a —b.
Pretoze je AD | CB, plati
<L AEC = < ECB (striedavé uhly)
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a porovnanim so vztahom (2') vyplyva z toho
& AEC = & ECB =1y.
Tieto uhly st zrejme sty¢né, takze plati
< BCA = y.

Tym sme dokazali, Ze zostrojeny trojuholnik vyhovuje vietkym
poziadavkam, vyslovenym v texte ulohy.

Diskusia. Dokazeme, ze pri zvolenom umiesteni usecky
ED = a — b a pri zvolenej polrovine ¢ mozZno zostrojit prave
jeden trojuholnik ABC, ktory vyhovuje ulohe, a to za tychto
predpokladov:

1. Plati @ — b > 0; 2. uhol y je duty; 3. plati 2tc >a — b
[taito poziadavka nam vyplynula ako nutnd podmienka pri
rozbore — pozri vztah (1)].

PodlIa vety Ssu mozno zostrojit (ak nehladime na umiestenie)
prave jeden trojuholnik CDE z dvoch stran ED = a — b,
DC = 21t a z tupého uhla <¢ DEC = 2R — ly (lebo
1y < R). Prave z faktu, ze uhol < DEC je tupy, vyplyva po-
ziadavka 21, > a — b. Tymito poziadavkami je zaistena exi-
stencia bodu C.

Zo vztahov (2) a z faktu, ze je Ly < R, vyplyva, Ze
< D'EC + <t A’CE < 2 R. Pretoze podla Euklidovho postu-
latu maju polpriamky ED’, CA’' vnutri polroviny, opacnej
k polrovine CED, spolo¢ny bod A, tym je zaistena existencia
bodu A. Pretoze body D, C, A zrejme nelezia v priamke,
existuje trojuholnik DAC a tym aj rovnobeznik DACB a teda
aj bod B.

Tym je tvrdenie, vyslovené na zaCiatku diskusie, dokdzané
a uloha rozrieSena. -
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11. Rieste rovnicu
-2 -3
1+13  1+])2

Vysledok vyjadrite tak, aby v menovateh nebola odmocnina,

ResSeni. Provedeme ekvivalentni pravy rovnice (1). Zna-

sobme ob¢ jeji strany &islem (1 - V 3)(1 + V? ) ; postupné
pak obdrzime

-V2)a+12) +G—-13)0+13) =
—201+3) 0+ 2),
xQ@+)24+13) -2z +2+]3+3) =
=20+ 2+ 13 +7e),
xQ+)2+3)=7+3)2+3)3+2]6
a protoze je 2 + I/E + l/’; > 0, dostaneme
_ (@ +3)2+3]3 +2]/6)
2+ )2 +13
Zlomek na pravé strané v posledni rovnosti rozsifme Cislem
2+ ]/ 2 — ]/?7 == 0; dostaneme
_a+3)2+3)3+2)6)- 2+ 12— 1/3)
@2+ )2 -3

Oznacme M C(itatele posledniho zlomku a provedme v ném
naznaené vykony; dostaneme

M=14+6)2+6)3 +4)6+7)2+6+3)6+
+4]3—-7)3 -3)6 —9—6]2 =
=114 7)24+3)3 +4]6.

©)
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Jmenovatel N zlomku (2) je N =4 -+ 4 qu'- 2-3=344 l/f
Tim ze vztahu (2) obdrzime

. 1n+7)2+3)3+4)6
X = —mm— =
3442

a po rozsifeni zlomku na pravé strané Cislem 3 — 4 l/ 2 pro
Citatele M’ a pro jmenovatele N’ tohoto zlomku dostavime:

M=1+17)2+3)3+4]6)3—-4]2)=
=33 421 |2 +9)3+12)6 —44)2—56—-12]6 —
—32]3=—23-23)2—-23]3=—23(1 4+ )2 + |/3)s

N =(3+4)2)3—4)2)=3 —@)2)? =9 —16-2 =
= —23.

€)

Po dosazeni do vysledku (3) dostaneme

—23(1 4+ )2 +3)
—23

X =
neboli
x=1+)2+]3. 4)

Protoze provadéné upravy rovnice (1) byly ekvivalentni, musi
byt &islo ve vztahu (4) kofenem rovnice (1). Tim je feSeni
provedeno.

Jiné FeSeni. Polozme

-z
e 2
x—3

IEY <2>
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takze danou rovnici lze psat

uto=2, " (3)
Ze vztahu (1) dostaneme
x =u(l + ]/g) + l/i, (4)
ze vztahu (2) pak B B
x =o(1 +2) + |/3; 5)
ze vztahu (3) plyne
v=2—u (6)

Porovnejme pravé strany vztahu (4), (5) a dosadme hned
ze vztahu (6) za v; obdrzime

w(l +3) + )2 =2 —wQ +]2) + 3.
Odtud postupné dostaneme
wu@+)2+13)=2+2+]3.
Protoze je 2 + Vf + V3_ = 0, plyne z posledni rovnice
u — 1.

Po dosazeni tohoto vysledku do vztahu (1) obdrzime

<— |z

i

x=1+)2+]3. )

Jestlize tedy dana rovnice mé kofen x, potom je to nutné
¢islo dané vztahem (7). Toto ¢islo skuteéné vyhovuje dané
rovnici, jak se snadno presvéd¢ime dosazenim.

Podle feSeni s. Vlasty Uhrové,
zakyné 9. tf., js$, Lan$kroun.

neboli
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Jiné feSeni. Prictéme ke kazdé z obou stran dané rovnice

¢islo —2, a to vhodné zapsané; obdrzime postupné

x—V5#1+V—3“ x~V3__1+]/5

1+)3  1+)3  1+)2 1+]2

r—Q+12+13)  x-0+]2+13)
14 )3 1+ ]2

,{,

[x_(l'*‘l/i’*‘l/g)](l_:vg + 1_4_11/5‘ =0.

Druhy cinitel na levé strané predchozi rovnice je zfejmé
kladné cislo a proto z této rovnice plyne

x—(Q+)2+]3)=0
neboli

x=1+)2+]3.

Zkouskou se snadno presvéd¢ime, Ze pravé vypocitané Cislo x
je skute¢né kofenem dané rovnice.

Podle reSeni s. Petra Fesenko,
z4ka 9.a tf., js$, Chrudim.

12. Budte dany dvé kruznice k, = (Sy, 1), ky = (Sy, 19),
které lezi vné sebe. Ozna¢me A4, B spoletné body usecky S,S,
pofadé s kruznicemi k,, k,. Provedme tuto konstrukci: Se-
strojme kruznici / nad useckou S8, jako prumérem a ozname
M jeden z pruseliki kruZnice / s osou p tuseCky AB. Dile
ozname T, == A, T, == B spoletné body kruznice m =
= (M, MA) porad¢ s kruznicemi &y, k,.

Dokazte, ze pfimka T,T, je spolenou vnéjsi tecnou obou
kruznic ky, k.
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ReSeni (obr. 49). Ozname P stfed tsetky AB. Body na
pfimce S,S, lezi v porddku Sy, 4, P, B, S,, nebot kruznice
ki, ko lezi vné sebe; protoZe p je osa useCky AB, oddéluje obé
kruznice k,, k,. Proto existuje trojuhelnik AMP, v némz je
< P =90°. Kruznice / = (L, 15,S,) je Thaletova a proto je

L SIMS, = 90°. 1)

Kruznice k;, m = (M, MA) maji stfednou S;M a jejich spo-
le¢ny bod A lezi mimo jejich osu S; M soumérnosti; proto maji
dalsi spole¢ny bod T, == A. :
Protoze bod M lezi vné kruznice k,, existuje rovnoramenny
trojuhelnik MAT, o hlavnim vrcholu M. Trojihelniky AMP,
MAT, lezi v poloroviné pS;; podobné v opalné poloroviné
pS, lezi trojahelniky BMP (kde < P = 90°), MBT, (kde
MB = MT,). Body T,, T, jsou rovné¢z oddéleny pfimkou p.
Zavedme nyni oznaceni uhli jako v obrazku; pfitom je
AT,\T,B tétivovy Ctyfuhelnik. O zavedenych uhlech plati:
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o =o'y w = o' (soumérnost podle osy MS,),
f = p's ¢ = € (soumérnost podle osy MS,),
y = ¢’ (soumérnost podle osy p).

Déle snadno vypoéteme z pravouhlych trojihelnika velikost
uhla & MAP =R — y, <X MAT, =R — o, < MBP =R —
— %, <L MBT, =R — . Odtud dale

o =w=2R—R—a+R—p)=a+y 2)
(uzitim vedlejsich thla),
§=c¢=R-R-F+R-p)=F+y (O
(uzitim vedlejsich uhla).
Daile je
& = g ATiT, = 2R — < ABT, (prot&jsi uhly v tétivovém
¢tyrahelniku ABT,T,) neboli

E=R-R-B+R—p=F+y @
podobné se vypocte
n=a+y. ®)
Protoze <x S,T,T, = w’' + &, dostaneme ze (2) a (4)

IST\T,=@+y)+@B+y)=at+y +y+8=
= < §;MS, = 90° [viz (1)].

Podobné ze (3) a (5) plyne,' ze
I ST, T, =90°.
Plati tedy o primce T',T,, Ze
T, | 87T, T\T, | S,T,,

tj. pfimka T, T, je te¢nou kruznic &,, k, poradé v bodech T, T5,
coz jsme méli dokazat.
Tim je feSeni provedeno.
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7. Ulohy II. kola kategorie C

1. Rieste rovnicu

1+3  1-]3 o
x—l/g x+l/3—— .

Urobte skusku.

RieSenie. Ak ¢islo x je rieSenim rovnice (1), potom postupne

plati _
DGV 0 Ve
X —3 e

xQ+)3+1-)3)+13+3-)3+3=2x2—56,
2x + 6 = 2x% — 6,
0=x>—x—6,
(x —3)(x +2)=0.
Je teda bud x = 3, bud x = —2.

Urobme sku$ku dosadenim do rovnice (1). Oznaéme pri-
tom L (x) lava stranu rovnice (1):

Pripad [1]. Dosadme x = 3; dostaneme
LS R
3-)3 343
0+ -6 -3
- 3 -
343341343 4+3-3]3-134+3 12
- 6 T 6




Plati teda L (3) = 2, &i%e x — 3 je rieSenim rovnice (1).
Pripad [2]. Dosadme x = —2. Dostaneme
1+ /3 1- 3
e e E.
—2-3 243

042+ - (2 -3) _
4—-3

=—2-23+)3+3—-2+2)3-]3+3=2.

Je teda L (—2) = 2, Cize x = —2 je rieSenim rovnice (1).

Zdver. Dané rovnica ma dva korene:

x =23, x=—2.

2. V roviné bud dan trojuhelnik PCQ a uvnitf tohoto troj-
uhelnika bod 7.

bod A aby lezel na polopfimce CP a bod B na poloptimce CQ.

Reseni (obr. 50). Jestlize ABC je hledany trojihelnik o t&-
zisti T, potom polopfimka CT prochazi sttedem M strany AB;
pak podle znimé poucky plati TM = ICT = CS, kde §
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‘e stfed useCky CT. Jestlize sestrojime rovnobéznik ACBN,
‘e bod M zfejmé jeho stfedem. Podle toho provedeme kon-
strukei:

Sestrojme stfed usecky CT a na polopfimce CT urceme bod
M == S takovy, aby TM = CS. Dale na polopfimce CT se-
strojme bod N == C takovy, aby platilo MN = CM. Bodem N
sestrojme pfimky a|CQ, b| CP; spoletny bod pfimek a,
CP oznatme A a spole¢ny bod pfimek b, CQ oznatme B.
Potom je trojuhelnik ABC hledanym trojuhelnikem.

Ditkaz. Bod M je podle konstrukce stfedem uhlopricky
CN rovnobéznika ACBN a tedy i stfedem tsecky AB. Proto je
usetka CM téznici trojuhelnika ABC. Podle konstrukce je
CT =2-TM a proto je bod M tézistém trojihelnika ABC.

Z postupu provedené konstrukce plyne, Ze uloha ma vzdy
reseni, a to jediné.

3. V rovine nech sd dané dve roznobezky p, g, ktorych
priese¢nik je A. Dalej nech je dany bod M rdzny od bodu A.

Zostrojte kosostvorec ABCD tak, aby bod B lezal na priamke
p, bod D lezal na priamke ¢ a aby priamka BD prechadzala
danym bodom M.

Urobte diskusiu rieSitelnosti.

RieSenie (obr. 51). Rozbor. Ak kosostvorec ABCD je riese-
nim ulohy, potom bod B == A lezi na priamke p, bod D == 4
lezi na priamke ¢ a priamka BD prechadza bodom M. Avsak
v kosoStvorci stoja uhlopriecky na seba kolmo a kazd4 roz-
poluje uhol kosostvorca pri vrchole, z ktorého vychadza. Preto
uhlopriecka AC | BD lezi na jednej z osi ¢, ¢’ roznobeziek p, g.

Poznamka. Ak si PAP', QAQ’ dve rdznobezky, rozpoluje
ich os ¢’ uhly <t PAQ, <t P’AQ’ a ide bodom A; druhé os ¢
rozpoluje uhly <t PAQ’', < P’AQ a ide bodom A. (Plati
¢ | ¢.) Je teda priamka BD kolma k jednej z oboch os ¢, ¢’
a prechiddza bodom M. Podla toho urobime konstrukciu.
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Konstrukcia. Zostrojme osi ¢, ¢’ roznobeziek p, ¢. Bodom M
vedme kolmice & | ¢, k' | ¢'. Dalej oznaéme B, D (v tomto
poradi) priese¢niky priamky % s priamkami p, ¢. Oznaéme
dalej B’, D" (v tomto poradi) prieseniky priamky £’ s priam-
kami p, ¢. Potom rovnobezniky ABCD, AB'C’'D’ (kde zrejme
C lezi na osi ¢ a C' lezi na osi ¢’) st hladané koso$tvorce.

e’ 1
|

|
5
' >
|
i

________ oL

Dékaz urobime pre rovnobeznik ABCD (pre druhy rovno-
beznik sa urobi podobne). Podla konstrukcie je ABCD rovno-
beznik, v ktorom je BD | c¢. Pritom os ¢ uhla <z BAD troj-
uholnika BAD stoji kolmo k jeho strane BD. Je teda priamka ¢
osou sumernosti tohto trojuholnika (bod A je samodruzny,
priamky p, ¢ si sumerne zdruzené, priamka BD samodruzné
a preto body B, D st simerne zdruzené). Je teda AB — AD
a rovnobeznik ABCD je kosostvorec. Tym je dokaz ukonceny.

Diskusia. PriamKky ¢, ¢’ su rdzne; preto su rézne aj priamky
k, k' a su iste rdznobezné s priamkami p, ¢. Ide o to, aby bolo
B == A (popripade B’ == A4); to znamend, Ze priamka k (po-
pripade k") nesmie prechadzat bodom A. Pretoze je %k | «,
k| cyel cyjek|c, k| c Ak priamka k prechadza bodom
A, potom je k = ¢’ a ak priamka &’ prechadza bodom 4, potom
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ie k' =c Ak je k= ', lexi bod M na osi ¢'. Ak je &' = ¢,
bod M lezi na osi c.

Obratene: Ak bod M lezi na jednej z osi ¢, ¢’, prechadza
jedna z priamok &', £ bodom A ; potom ma uloha jediné rieSenie
(pretoze je M == A, lezi bod M nanajvy$ na jednej z osi ¢, ¢’).
Avsak ak bod M nelezi na Ziadnej z osi ¢, ¢/, ma uloha dve
rieSenia. :

Tym je rieSenie tlohy ukoncené.

4. Z téhoz druhu oceli byly zhotoveny dvé tyce o étvercovych
prurezech. Prvni ty¢ ma délku 2 m a prufezem je Ctverec o strané
5 cm.

O kolik procent je druha ty¢ del$i nez prvni, jestlize prufez
druhé ty¢e maé stranu o p procent mensi, nez je strana prufezu
prvni tyCe a jestlize obé tyce jsou stejné tézké.

Reseni. ProtoZe obé tyce jsou ze stejného materialu a jsou
stejné tézké, maji sobé rovné objemy. Rozméry v dalSim
udavejme v centimetrech a objemy v centimetrech krychlovych.
Rozméry prvni tyce jsou

55 55 200;

rozméry druhé tyce jsou

_ P ). _ P ). 2
5(1 100)’ 5(1 100)’ 200(1+ 100)’

kde ¢islo x udava pocet procent, -0 néz je druha ty¢ delsi nez

prvni (jeji délku zde povazujeme za zéklad). Porovnédnim objemu
obou ty¢i dostaneme rovnici

p \? X
2. _52. : ) _
52-200 52-200 (l 100) (1 . 100).
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Odtud snadno dostaneme

X 1

100 { o R
' 100

Vypoctéme nezndmou x a postupné upravme:

100 ~100°
A P S (T
100
B 1003 — 100 (100 — p)? B 100% — 100 (100 — 200 p -+ p?) -
oo —p (100 — p)? B
_ 100p (200 — p)
T —py

takze
100 p (200 — pl
N (100 — p)?

Protoze je p < 100, jsou ¢isla 200 — p, (100 — p)* kladna a tedy
i cislo x.
Tim je dloha rozfeSena.

Pozndmka. Ze ziskaného vysledku lze udinit zajimavy zavér
(ktery ovSem text ulohy vyslovné nevyzaduje); muZeme totiz
odhadnout velikost ¢isla x. Plati

~100p (100 —p)  100p-100
(100 — p)? (100 — p2

~100p | 100%p
100 — p | (100 — p)
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Protoze je 100 > 100 — p > 0, je zlomek vétsd

100
100 — p

100
100 — p

2
nez 1, tedy také ( ) > 1. Proto je

100p 1000
100 —p £ T@oo_pr P

Seltenim obou nerovnosti dostavame

100 p 1002 p

00— p o0 —pp P

tedy x > 2p. Druhd ty¢ je proto o vice nez o 2p procent
del$i nez ty¢ prvni.

8. Ulohy I. kola kategorie D

1. Bud dian obdélnik ABCD o rozmérech AB = 2 m,
AD = 1,6 m. Uvnitf tohoto obdélnika lezi bod X; pfitom
jsou obsahy trojuhelnikd ABX, BCX, CDX, DAX potadé
umérné Cislam 5, 6, 3, 2.

a) Vypoctéte obsah kazdého z téchto Ctyf trojihelniki.

b) Vypoctéte vzdalenost bodu X od pfimek AB, BC, CD, DA.

¢) Sestrojte obdélnik ABCD v méfitku 1:20 a v ném bod X,

ktery vyhovuje pozadavkim ulohy.

Reseni (obr. 52a). a) Je AB — 20 dm, BC = 16 dm. Obsah
P daného obdélnika ABCD je 320 dm? Oznatme P,, P,, P,
P, obsahy (v decimetrech C¢tvereénich) trojuhelnikd ABX,
BCX, CDX, DAX. Podle textu tulohy plati

P, = 5d, P, = 6d, P, — 3d, P, = 2d, (1)
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kde &islo d > 0 musime vypoditat. Plati

P=P +P,+}+P;+ P,
neboli

320 = 5d + 6d + 3d + 2d;

odtud postupné dostaneme

16d = 320,
32 N

A

d = 20.
Ze vztahu (1) pak dostavame

P, =100, P, = 120, P, = 60, P, = 40. (2)

Skuteéné jsou Cisla Py, P,, P,, P, tmérna cislam 5, 6, 3, 2, jak
se presvéd¢ime nasobenim Cisel (2) Ccislem % . Soucet

P, + P, + P, + P, = 320 (dm2).

b) Ozna¢me poradé v,, v,, v;, v, vzdalenosti bodu X od
pfimek AB, BC, CD, DA neboli vysky trojuhelniki ABX,
BCX, CDX, DAX. Plati poradé¢ (velikosti usecek v decimetrech,
obsahy v decimetrech ¢tverec¢nich):

P, z—;-~AB-vl, P2=%-BC"02,
1 1
Psff'"z"CD'Us, P4:7'DA“04
neboli
1
100:%--20-7)1, 120:—2—-16'v2,
1 1
60:5-20-7)3, 4():7-16-114
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Po zkriceni a zdméné stran rovnic dostavame

10v, = 100, 8v, = 120, 10v; = 60, 8v, = 40.
Nisob bé st kazdé i radé Cisl LR
4sobme obé strany kazdé z rovnic poradé ¢isly 10°8°10°8°
dostaneme
120 60 40
’01=10, ngT, vgﬁﬁ’ v4_—é_
- D ‘“Y C'
|
|
D C }X' X"
% EI r = 1 ¥ - —— == ~e,
A - | |
> |
R 1
Ny ’ "
A 8 A 25cm X, 8
= > Ocm |
Obr. 52a, b.
neboli

v, = 10, v, = 15, v4 = 6, v, = 5.
Ziejmé plati v, + v, = BC, tj. 16, dale v, 4 v, = AB, tj. 20.
c) (Velikosti usecek uddvame v decimetrech; obr. 52b.)
Obdélnik ABCD znéazornime obdélnikem A'B'C’D’ v méfitku

e P . vk
1:20,tj. AB" = 0 AB, B'C' = 20 BC neboli A'B
1

Vall l . (3 > Yol 8 .
=.%0 20; B'C =20 16 neboli A’'B" =1, B'C' = 0=
=0,8. Sestrojeni obdélnika A’'B'C’'D’ je snadné a nebudeme
je popisovat.
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Nyni plati

10 5 . 15 3
'v_lf;:_:_, &:_:__ (3)
5 6 3’ o, 5 1
Usetku A'B’ = 1 rozd&lime v poméru 3:1 [viz (3)]; pro-
vedeme to takto: Rozdélime ji na 4 sobé rovné dily; 1 dil je
o1 3
—4—-AB . 4, Casti budou — 4 4
A'B’, pro néjz plati A'X; = Zneboli B'X;, = Z(tj' A' Xy =
= 2,5 cm).
Usetku B'C’ = 0,8 (tj. B'C' = 8 cm) rozdélime v poméru
5:3; to provedeme takto: Rozdélime ji na 8 sobé rovnych
.1 1 . .
dila, 1 dil je 5 B'C = ' 0,8 = 0,1 (tj. 1 cm); Casti budou
0,1 -5=0,5, 0,1 -3 =0,3. Sestrojme na usetce B'C’ bod
X' tak, aby platilo B'X,"= 0,5 neboli C'X;'= 0,3 (tj. C'X; =
= 3 cm).
Nyni sestrojme bodem X; pfimku x'||B'C’, bodem X
pfimku x" ||4'B’. Pruse¢ik pfimek x’, x” je bod X'. Tim je
uloha rozteSena.

. Oznac¢me X bod usecky

2. Urcte pocet vsetkych prirodzenych cisel mensich nez
5000 000, z ktorych kazdé je sucasne delitelné cislami tri,
pét a sedem.

RiesSenie. Cisla 3, 5, 7 su nesudelitelné; kazdé &islo, ktoré
je sicasne delitelné kazdym z tychto troch &isel, je nisobkom
(celistvym) ¢isla 3 -5 -7 = 105. Mame teda urcit pocet vset-
kych nasobkov (prirodzenych) cisla 105, z ktorych kazdy je
mensi nez 5 000 000. Delme 5 000 000:105; ciastocny podiel,
urceny na jednotky, uddva podet nasobkov cisla 105, ktoré su
mensie nez 5 000 000.
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5000 000:105 | 47 61
800 :
650
200
950
5

Skuska delenia. Plati 47615-105--5=4999 9954-5=
= 5000 000, lebo je

47 619 - 105
2 38095

4999 995

Odpoved. Pocet prirodzenych &isel, z ktorych kazdé je deli-
telné Gislami 3, 5, 7 a pritom mensie nez ¢islo 5 000 000, je

47 619.

P

)6_ P G

N

7

A

A B8
Obr. 53.

3. Na pfipojeném obrazku 53 vidite kvadr o rozmérech
AB = 4 cm, AD = 3 cm, AE = 5 cm; tento kvadr je stmelen
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z krychli¢ek o hranach délky 1 cm. Na povrchu kvadru je vy-
znacen obdélnik Q, o rozmérech 1 cm a 2 cm a dale pak dva
étverce Q,, Q, o stranich 1 cm.

Nad obdélnikem Q, vyrazime z daného kvadru ve sméru
hrany AD sloupec (tvaru kvadru) slozeny celkem ze Sesti
krychli¢ek; vynata Cast je zndzornéna vlevo na obrazku. Tim
vznikne v daném kvadru otvor. Obdobnym zpisobem se-
strojime otvor nad Ctvercem Q, dlouhy 5 cm ve sméru hrany
AE a dale otvor nad {tvercem Qp dlouhy 4cm ve sméru
hrany AB.

Vypoctéte objem a povrch (tj. véetné povrchu dutiny) télesa,
které takto vzniklo.

Reseni. Abychom ulohu roziesili, roziezeme vzniklé téleso
(tj. dany kvadr po sestrojeni otvori) na vrstvy, a to rovinnymi
fezy rovnobéznymi s rovinou horni podstavy EFGH daného
kvadru. Dostaneme tak pét vrstev, které jsou v obr. 54 se-
fazeny ve sméru shora dolu; pfitom si myslime, Ze se na
vrstvu divame shora (z nadhledu). Patfi-li horni sténa krych-
licky, obsazené v urcité vrstvé, k povrchu télesa, oznacime ji

\I [ Pocet stén ve vrstvé krychlicek,
| 1 které patfi povrchu télesa
1 1,0l - &
‘ZV?:{CV ka ! poboénych g ol
Y| hornich stén | dolnich stén | (v obrazku | § cd8
(+) () tlustd %8 |8 5>
J ; vytazenych) | O & | /X% >
a T 5 18 | 3 11
b — — 20 I 20 6
c 3 - 18 21 9
| d 2 — 18 20 11
e — 11 18 129 11
P — — — — — !
I
Soucet “ 124 48
i
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v naSem obrizku znatkou -; patfi-li spodni (dolni) sténa
krychli¢ky k povrchu télesa, ozna¢ime ji v obrazku znackou —.
Jestlize nalezi povrchu pobo¢né sténa krychli¢ky, vyznacime ji
v obrazku vrstvy tlustou useckou. Podle toho spocitame v kazdé
vrstvé pocet stén krychli¢ek, které patfi povrchu télesa; za-
rovenl spocitdme i pocet krychliek v kazdé vrstvé.

T . T T
o4 e
ha * '+ !
+1d 040+ O

H ; !
a) - d)
' - T P -
= o
A A et
- e e i
b) €)
:
+ 0+
‘
.
!
©)
Obr. 54.

Povrch vzniklého télesa je tedy 124 cm?, objem télesa je
48 cm®. (Odpadlo 60 — 48 = 12 krychliek.)
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Jiné FeSeni. Na obrazku 55 mame znazornéno téleso, které
jsme z kvadru odebrali. (Svislé $rafy znadi zelenou barvu,
$ikmé Srafy Cervenou a vodorovné Zlutou; stejné jsou
obarveny i stény vzniklé dutiny.)

Oznatme V objem,a S povrch puvodniho kvadrua V', S’
objem a povrch kvadru
s dutinou.

Dutina nad Q, vznikla
vyjmutim Sesti krychli a
vezmeme ji celou; ma
objem V', = 6 cm?, povrch
S, = l4cm?>

Dutina nad Q, (vznikla
I > vyjmutim dalSich tfi krych-
‘ ~~ érvend1i); objem je V, = 3 cm?,
2 — povrch S, = 12 cm?

/ o Dutina nad Q, (vznikla
‘ vyjmutim jesté dalSich tfi
krychli); objem je V, =
Obr. 55. = 3 cm?® povrch S; =

= 12 cm?.

Obsahy obrazci Q,, Q,, Q; oznatime Q,, Q,, Q..

Podle obrazku vidime, Ze plati (objem je vyjadfen v cm?,
povrch v cm?):

Vi=V—-WV+Vo+Vy) =4-3-5—-(6+3+3)=
=60 — 12 = 48;
S’ :S+(S1 + Sz‘i‘S:i)_z(Ql -+ Qz FQS) -
=2(4:54+3-54+4-3)4(14+12+12) — (4 +2+2) =
94 4 38 — 8 o
= 124.
Kvadr s dutinou ma objem 48'cm® a povrch 124 cm?,

Podle fefeni Jaroslava Selbického,
8. tf., 1.0s$, Turnov.

Il
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4. Nech st dané dve rozne Cisla a, b, ktoré majd tito vlast-
nost: Rozdiel prvého &isla a jeho druhej mocniny sa rovna
rozdielu druhého ¢isla a jeho druhej mocniny.

Dokazte, ze potom sa sucet Cisel a, b rovnd Cislu 1.

Obriatene, ak o dvoch roznych Cislach a, b plati a + b =1,
potom rozdiel prvého Cisla a jeho druhej mocniny sa rovna
rozdielu druhého ¢isla a jeho druhej mocniny. Dokazte to
a uvedte priklad takych Cisel.

RieSenie. I. Dané &isla oznalme a, b. Ich rozdiel a — b je
Cislo rozne od nuly (kladné alebo zaporné). Druhé mocniny
danych &isel su a?, b%. Rozdiely a — a?% b — b* sa podla pred-
pokladu navzajom rovnaju, t. j. plati

a—a*=b—>b. - (1)
Mame dokazat, ze o Cislach a, b plati @ + b = 1.
Dékaz. Rovnost (1) upravme na tvar

a—b=a*—b?
alebo
a—b=(a—b)(a+b). 2)

Cislo a — b je rozne od nuly; preto nim méZeme obe strany
rovnosti (2) delit. Dostaneme

1 =a - b.
Sucet a -+ b sa teda rovna Cislu 1, ¢o sme mali dokazat.

II. Obratene, predpokladajme, Ze o roznych ¢&islach a, b
plati
a+b=1.

Méme dokézat, ze potom plati tieZ rovnost

a—a®=1b— b,
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Dékaz. Znisobme obe strany rovnosti
a-t+b=1
¢islom a — b == 0. Dostaneme rovnost

(@a+b)(a—b)=a~—b
alebo
a® — b* =a —b.
Z toho vhodnou upravou dostaneme

b— b =a—a%
¢o sme mali dokazat.

, 3 1 9
Priklad 1. Nech a = Z’b = Z,takze je a® = 16 b* =

1 _ iy , . !
= —- . Tieto ¢isla maji vlastnost uvedenu v ulohe, lebo je

16
e 3 9 12 9 3
“TET Y 6 16 16 16
4
p_p_1_1 _4 1 3

4 16 16 16 16

Skuto¢ne o nich plati

3 1

Také cisla Tahko najdeme prave pomocou obratenej vety, t. j.
ked vyjdeme od rdznych cisel, o ktorych plati @ + b = 1.

Priklad 2. Popisané vlastnosti maju napr. tieto Cisla, ako
sa lahko presvedcime:

5 8

a) a=0,b=1;b)a = —~1,b:2;c)a:—-—?,b =g

Poznamka. Ak je vS§ak a = b, Co je textom tlohy vylucené,
potom maju vlastnost @ + b = 1 jedine Cisla a = b = 1.
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5. Na obrazku 56 vidite plechovu suciastku, ktorej obvod
sa skladd z oblukov zhodnych kruznic o danom polomere a.
Stredy obldkov su v obrazku vyznalené kruzkami. Pritom
ABCD, MNPQ st §tvorce, ktorych uhlopriecky lezia v dvoch
navzdjom kolmych priamkach MACP, NBDQ. Pritom je
AB = 4a, MN = 6a.

a) Narysujte obrazok suciastky (urobte pre a = 2,5 cm).

b) Vyjadrite obsah obrazu suciastky pomocou &isla a.

¢) Vyjadrite pomocou ¢isla a vdhu 1000 kusov sudiastok,
ak 1 m? plechu, z ktorého su vyrobené, vazi 8,5 kg. Vypocet
urobte pre a = 2,5 cm.

Reseni. a) Viz obr. 56 (neni ve skute¢né velikosti).

b) Protoze Cislo a udava velikost tuseCek v centimetrech,
provedeme vypocet obsahu P vysrafované plochy v obr. 56
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v centimetrech ¢tverecnich. Obvod ¢tverce ABCD rozdéluje
plochu soucastky ve dvé casti. Prvni cast je znazornéna vy-
srafovanou plochou ve ¢tverci ABCD; jeji obsah oznatime x.
Druhd cast je znazornéna Ctyfmi vySrafovanymi plochami,
z nichz kazda lezi ve ¢tverci MNPQ. Jedna z téchto ploch je
znazornéna ve zvétSeni v obr. 57, a to plocha, ktera lezi pri
vrcholu A; jeji obsah ozna¢ime y. Vypocty provedeme oddélené.
Obsah Ctvrtkruhu o poloméru a oznacime K; obsah celého
kruhu o poloméru a je

4K = wa®. )

I. Vypocet obsahu x prvni casti vysrafované plochy: Obsah

x dostaneme, kdyZ od obsahu ctverce ABCD odecteme obsah

¢yt polokruht o poloméru a (stfedy polokruhi jsou v bodech

1, 2, 3, 4). Ctverec ABCD ma stranu 4a; jeho obsah je (4a)? =

= 16a% Obsah jednoho polokruhu je 2 K, vSech Ctyf je 8 K.
Proto je

x = 16a*> — 8 K. (2)

II. Vypocet obsahu druhé casti vysrafované plochy: Obsah
y plochy naznacené v obr. 57 dostaneme, kdyz od obsahu
Ctverce MA,AA, o strané
/ MA, = a ode¢teme obsah jed-
noho ¢tvrtkruhu (jeho stfed je
v M a polomér je a) a k tomu
pri¢teme obsahy dvou Ctvrt-
kruht o stfedu 4 a poloméru
a. Obsah Ctverce MA,AA, je
a?, obsah cCtvrtkruhu je Kj; je
tedy y = (a> — K) + 2 K neboli
y =a® + K. Obsah 4y druhé
casti je tedy

4y =4 (a* + K). (3)

|
I
1
I
|
|
|
|
|
|
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III. Vypocet obsahu P celé vysrafované plochy: Tu plati
P = x + 4y. Dosadme sem z vysledkd (2) a (3); dostaneme
postupné

P = (16a> — 8K) + 4 (a® + K),

P =16a> — 8K + 4a® + 4K,
P = 20a* — 4 K. .

Do tohoto vysledku dosadime ze vzorce (1); obdrzime postupné

P = 20a®> — ma?,
P = a*> (20 — 7),

coz je hledany vysledek. Tim je tloha b) rozfesena.

¢) Oznaéme Q vahu 1000 kust soucastek v kilogramech.
Protoze je udana vaha 1 m? plechu, pfevedeme obsah' P ve
vysledku (4) na cCtverecni metry. Plati 1 m? = 100 dm?® =
=100 - 100 cm? = 10 000 cm?. Obsah soucastky v metrech

1
2 _ tha jedné sou-
10000 " ¢ (20 — =) a vaha jedné sou

Castky v kilogramech je
L
10 000

Ctverecnich je proto

-a? (20 — 7) - 8,5.
Véaha Q je 1000krat veétsi, tj.
1 ) . _ .
Q = ’-10—0—'0*(—)" a (20 - A.) 8,5 1000 3
postupnou upravou dostaneme
1,
Q=5 a* (20— )85,
O = a*(20 — 7) - 0,85.

187



JestliZze je a = 2,5, dostaneme odtud postupné
Q =25%(20 — ) - 0,85,
Q =6,25-0,85 (20 — ).

. 2
Vypocet provedme pro prfibliznou hodnotu 22 ¢isla ©. Tu

7
. . 22 140 — 22 118

je 20—n=20—7#—7_ ===
6,25 5,31

% 0,85 x118

3125 42 48
5000 531
5,31 25 531

626,58 = 627
118 1 1

1000 kust plechovych soucastek vazi asi 90 kg.

Strucné, ale obsahové stejné feseni
podala Jana Valkounova,
8.tf., 2. 0s§, Turnov.

6. Tvij spoluzak si mysli tfi bezprostfedné nasledujici pri-
rozena Cisla a vypocitd jejich soucin. Aniz bys znal myslena
Cisla dokaz, ze vysledny soucin je nasobek Cisla 6.

ReSeni. Tii bezprostfedné po sobé nasledujici pfirozena
Cisla, ktera si zak mysli, ozna¢me

a,a -+ 1l,a + 2. (1)
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Jsou to tedy tfi bezprostfedné po sob¢ nasledujici ¢isla z po-
sloupnosti prirozenych cisel

1,2, 3 4, ... .
Soucin disel (1) je
x=af(a-+1)(a+2).

Maiame dokazat, ze Cislo x je délitelné Sesti.

Zname vétu: Cislo je délitelno Sesti, jestlize je délitelné
dvéma i tfemi.

Nase cislo x bude tedy jisté délitelno Sesti, kdyz jedno z ¢isel
(1) bude délitelné dvéma a dale, kdyz jedno z cisel (1) bude
délitelné tfemi.

Vime vsak, ze kazdé druhé Cislo v posloupnosti pfirozenych
&isel je délitelné dvéma. Cisla (1) jsou tii bezprostiedné po sobé
nasledujici pfirozena Cisla; je tedy alespon jedno z nich déli-
telné dvéma a tim 1 Cislo x je délitelné dvéma.

Dale vime, ze kazdé¢ treti Cislo v posloupnosti prirozenych
&isel je délitelné tfemi. Cisla (1) jsou tii bezprostfedné po sobé&
nésledujici Cisla a tedy jedno z nich je délitelné tfemi a tim
i ¢islo x je délitelné tfemi.

Je tedy cislo x délitelné dvéma i tfemi a tim 1 Sesti.

Jiné ¥eSeni. Ozname n, n + 1, n + 2 tfi bezprostfedné
po sobé nasledujici prirozena cisla. Kdyz alespon jedno z téchto
Cisel bude délitelné tremi a kdyz alespon jedno bude sudé,
pak bude jejich soucin délitelnv Sesti.

I. Délime-li ¢islo n tfemi, mize vyjit zbytek:

a) nula, tj. Cislo 7 je dé¢litelné tremi;

b) jedna, pak je n + 2 dé¢litelné tfemi;

c) dvé, pak je n + 1 délitelné tfemi;

Jeden z téchto tfi pfipadu musi nastat, a proto je vzdy
jedno ze tfi Cisel n, n + 1, n + 2 délitelné tfemi a tim i jejich
soucin.

I1. Je-li ¢islo 7 sudé, je i soucin naSich cisel sudy.
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Je-li &islo » liché, je n -+ 1 sudé a tim 1 soudin nasich ¢isel.
Tak jsme dokazali, Ze na$ soucin je délitelny Sesti.
Podle feSeni Miroslava Tre$naka,
8.tf., l.os$, Turnov.

7. Zaiste viete, ako smie na Sachovnici tahat ddma (kra-
lovna). Urcte teda pocet vSetkych tahov, ktoré moze dama
vykonat na prazdnej $tvorcovej Sachovnici o 64 poliach. (Pri-
tom povazujeme tah z pola 4 na iné pole B za rézny od tahu
z pola B na pole 4.)

Riesenie. V nasledujucej schéme je znizornena Sachovnica
a na kazdom poli je uvedené, kolko méze z neho vykonat
kralovna tahov.

21 21 21 21 21 21 21 21

21 23 23 | 23 23 23 23 21

21 23 25 ‘ 25 | 25 25 23 21

|
21 23 25 27 27 = 25 23 | 21
|

21 23 25 27 27 25 23 | 21

21 23 25 25 25 25

N
[*N]
[
—

| )
21 23 23 23 23 | 23 23 21
!

21 | 21 | 21 | 21 | 21 ‘ 20 | 21 | 21
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Hladany pocet je 21-28 +23-20 42512 +27-4 =
= 588 -+ 460 -+ 300 - 108 = 1456.

To isté rieSenie zaslal M. Zak,
8.tr., os§, Turnov.

8. Je dany pravidelny Sestuholnik 4,4,A4,4,4;A4, so stredom
S a so stranou velkosti 5 cm. Zostrojte rovnostranny trojuhol-
nik M;N,P, ako na obrazku 58, pricom jeho strana ma velkost
5 cm a vrchol N, je stre-
dom usecky A,A4,; stred
tohto trojuholnika oznac-
te O;.

Dany trojuholnik sa
kotila po obvode daného
Sestuholnika a to takto:
Trojuholnik sa najprv
oto¢i okolo bodu N; do
polohy M,N,P,. Potom
sa trojuholnik M,N,P,
oto¢i okolo bodu 4, do
polohy M;N,P, ako na
obrazku. Dalej sa troj-
uholnik M NP, otoci
okolo bodu P; atd., az
sa vrati do pévodnej po-
lohy.

Narysujte drahy bodov M, a O, v priebehu celého pohybu.

RieSenie vidiet na obrazku 59.

9. Ozubené pedalové kolecko jizdniho kola (bicyklu) ma
48 prevodnich zubu; malé prevodni kole¢ko na zadnim kole

ma 20 zubu. Pramér zadniho kola bicyklu je 72 cm. (Uvédomte
si, ze vzdalenost dvou sousednich zubu u obou kolecek je taz.)
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Obr. 59.

Cyklista jede po vodorovné silnici stalou rychlosti 25 km za
hodinu na plny zabér (Slape rovnomérng).

a) Kolikrat musi $lapnout za jednu minutu, aby si udrzel
stalou rychlost 25 km za hodinu?
b) Kolikrat musi $ldpnout na trati dlouhé 4,5 km?

ReSeni. a) Oznatme d — 72cm primér zadniho kola
bicyklu a p velikost jeho obvodu (v centimetrech); pak plati

p=m=d (1)
Za hodinu urazi bicykl 25 km, tj. 25 - 1000 - 100 cm neboli
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2500 000 cm. Pocet ototek zadniho kola bicyklu na drize
25 km je
2500 000

P

a po dosazeni z (1)
2500 000
X = 7P 2

Polozme pfiblizné = = —27—2- ; potom ze vztahu (2) dostaneme

2500 000
22

7'72

X =

neboli

2500000 -7
X= (3)

Na dréaze 25 km vykon4 zadni kolo X otocek, kde X je udino
vztahem (3); tyZ polet otoéek vykona i malé ozubené kolecko,
nebot je pevné spjato se zadnim kolem.

Vzdélenost dvou sousednich zubd u obou ozubenych ko-
lecek je taz. Malé ozubené kole¢ko mé 20 zubi, pedilové ozu-
bené kolecko mé 48 zubu. Otoli-li se na draze 25 km malé

ozubené kolecko X krat, otodi se pedalové kolecko X - %g— krit,

nebot obvod malého ozubeného kole¢ka je % obvodu pedélo-
vého ozubeného kolecka. Polet potfebnych $lipnuti je roven

dvojnisobku tohoto &isla, tj. X - 2—8 2.

Dosadme sem z vysledku (3); dostaneme
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2500000-7 20 25000007202
2272 48 22:72-48
2500000 - 7 - 10

= 7 11-36-48

To je priblizny pocet §ldpnuti za jednu hodinu; za jednu

. . 1 o .
minutu je to 0 tohoto ¢isla, tj.

2500000-7-10 2500 000 - 7 @

11-36-48-60  11-36-48-6 "

Provedme potfebné vypolty:

2500 000 - 7 = 17 500 000; (5)
11:36-48-6 = 1121648 = 114 048, (6)
nebot je
216 10 368
X 48 x 11
864 10 368
1728 103 68
10 368 114 048

Uréeme déle ¢asteény podil &isel (5) a (6):

17500 000:114 048 | 153

609520 S
392 800
50 656

Odpovéd. Cyklista musi v kazdé minuté $lapnout asi 154krat.

b) Poclet potfebnych $lapnuti pedilem na drahich 4,5 km
a 25 km je v témzZe poméru jako velikosti téchto drah; pomér

drah je
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45 09
255 @
Pocet $lapnuti na drize 4,5 km vypocteme, kdyZ ¢&islo dané

vztahem (3') znisobime {islem ze vztahu (7); dostaneme
postupné

5 2500000-7 0,9 5-2500000-7-0,9

6~ 22-12 5 6-22-72-5
5-250000-7-9  1-250000-7-1 1750000
6-22-72-5 6-22-8-1 4822
1750 000
1056

Tu je
1750 000 :1 056 |1 657
694 0 -
60 40
7 600
208

Odpovéd. Na drize 4,5 km je polet $lapnuti cyklisty asi
1660.

Jiné FeSeni. a) Otoli-li se pedalové koletko jednou, otolf
se zadni kolo —‘21%— = 2,4krit; na to, aby se pedalové koletko

otodilo jednou, musi cyklista $lapnout dvakrat.
Pfi jednom $lapnuti ujede zadni kolo drahu (v centimetrech)
nd- 2,4 | 3,14-72-2,4 542,592
2 2 2
kde d je prumér pedalového kolecka.

Na drize 25km = 2500000 cm cyklista $lipne tolikrat,
kolik je 2 500 000:271; to je pfiblizné 9225.

= 271,296 = 271,
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Za jednu hodinu tedy $liapne 9225krit a za jednu minutu
9225:60 = 153,75, tj. pfiblizné 154krat.

b) Pomér drah 4,5 km, 25 km je il’—5—; v témZe poméru se

25
zméni i pocet $lapnuti, tj. Cislo 9225; dostaneme
9225 - z’:— = 369 - 4,5 = 1660,5 = 1660.

Na draze 4,5 km musi cyklista §lapnout asi 1660krat.

Podle feseni Veroniky Malé, 8. tf.,
2. 0s$, Turnov. — Jiné feSeni jsme
jesté dostali od Zderka Varka,
8. tf., 1. 0s§, Turnov.

10. Rozhodnéte nejprve, pro kterd ¢&isla a, b, ¢ ma smysl
vyraz

v (a — b) (b—c)f

2 —ca—ab+ @b a® —ab — ac + bc
(c—a)
b2 —bc —ba +ca '

+

+ ()

Potom dokazte, Ze pro kazdou takovou trojici Cisel a, b, ¢
je vyraz V roven témuz Cislu; vypoltéte toto Cislo.

Reseni. Plati postupné:
2 —ca—chb+ab=c(c—a)—b(c—a)=

=(c —a)(c—b). @

Podobné dokazeme, ze plati
a* —ab — ac + bc = (a — b) (a — ¢), (3)
b* —bc —ba +ca=(b—c)(b — a) (4)
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Jednotlivé zlomky na pravé strané vztahu (1) maji smysl,
jestlize jejich jmenovatelé jsou ruzni od nuly; vzhledem k roz-
kladim (2), (3) a (4) musi platit -

(c—a)(c—b)=+F0, (a—1b)(a—c)=+0,
(b —¢)(b—a)=0.

To znamen4, Ze nesmi byt ¢ —a = 0 nebo ¢ — b = 0 nebo
a — b =0, tj. nesmi byt ¢ = a nebo ¢ = b nebo a = b neboli
z4dna dvé z disel a, b, ¢ si nesméji byt rovna; jen pro takova
Cisla a, b, ¢ plati dale uvedené tuvahy.

Spole¢ny jmenovatel zlomkd na pravé strané vztahu (1)
vzhledem ke (2), (3) a (4) je

n—(a—b)(b— ) — a); 5)

protoze je ¢ — b = — (b — ¢), musime prvni zlomek v (1)
roz$ifit ¢islem — (@ — b). Stejné se usoudi, ze druhy zlomek
v (1) rozsifime Cislem — (b — ¢) a tfeti Cislem — (¢ — a).
Dostaneme postupné:

v — (a — b) (a — b)? . —(b—c)(b— ) N
n n
n — (¢ —a)(c —a)? _
n

:—%—[(a——b)3+(b—~c)3+(c—a)3]=

=v;lzw(a3—3a2b+3abz——b3+b3—3b2c+
4+ 3b® —c + ¢ —3c%a+ 3cat—ad) =
1
== [— 3 (a® — ab* + b* — bc* + c*a — ca?)] =

. —;2;- (a% — ab* 4 b* — bc* + c*a — ca?). 6)
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Ze vztahu (5) vSak plyne postupné
n = (ab — ac — b + bc) (c — a) =
= (abc — ac® — b% + b — a*b + a* + ab® — abc) =
= — (a% — ab? + b* — bc* + c%a — ca?);
po dosazeni tohoto vysledku do (6) dostavame
V= -3.

Je tedy vyraz V roven Cislu —3 pro vSechny takové trojice
¢isel a, b, ¢, pro které ma smysl.

Jiné ¥eSeni. Dany vyraz upravme takto:
@by (b — o
TT-d6-b  @-ha-o

(c — ay
IR

V

+ (1)

Odtud je vidét, Ze vyraz V' ma smysl pro vechna takova
isla a, b, ¢, pro kterd neplati Zadn4 z rovnosti:

a=b,a=c¢ b=c (2)
Nyni poloZme
a—b=x, a—c=y, b—c=z;
je tedy
c—a=—y, b—a=—x.
Po dosazeni obdrzime

e 2 (o
[ty sy s i Ty e
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Po tupravéch je

Dosadme nyni zpét; dostaneme

p_ @bt —(@—cp _

o (@a—ba—c)b—rc) o
a® —3a% -+ 3ab® — b® 4 b® — 3b% + 3bc — ¢ — (a® — 3a% +3ac® — %)
(a® —ab — ac + be) (b — ¢) i

—3 (a% — ab* + b* — bc* — a*c + ac?)

= @ — ab® — abe -+ b2 — a% + abc + ac® — bc* -
—3 (a® — ab® + b*c — bc® — a% 4 ac®)

a*b — ab? + b% — bc®* — a’c + ac?

.

Dosadime-li tedy do vyrazu V jakakoli &isla a, b, ¢, o nichz
neplati rovnosti (2), vyjde ndm vidy —3.

¥ ¥v

Podle feSeni Jitky Tresiidkové,
8.a tf., 0s$, Na dilech,
Gottwaldov — Zlin.

11. Nech je dana kruZnica k = (S, r) a priamka p vo vzdia-
lenosti » = }r od bodu S.

Zostrojte Stvorec ABCD, ktory je opisany kruZnici k a kto-
rého vrchol 4 lezi na priamke p. Dokéazte, Ze tiloha ma prave
dve rieSenia.

RieSenie (obr. 60). Rozbor. Ak ma uloha rieSenie, musi byt
dand kruZnica & hladanému $tvorcu ABCD vpisani. Vieme, Ze
polomer kruznice $tvorcu vpisanej sa rovna polovici jeho strany;
preto v naSom pripade musi byt r = 1AB. Kazdy Stvorec
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4yBoCoD,, opisany danej kruznici k£, ma teda stranu velkosti
2r. Polovica SC, uhloprie¢ky takého Stvorca je preponou
pravouhlého rovnoramenného trojuholnika SC,Q, ktorého od-
vesny maju velkost 7. Usetka SC, je teda zhodn4 s tseckou S4
(je polovicou uhlopriecky AC hladaného S$tvorca); lezi teda

Obr. 60.

bod A na kruznici m = (S, SC,) a podla poziadavky ulohy aj
na priamke p, t. j. je jednym zo spolonych bodov priamky p
a kruznice m. Na zéklade tohto vysledku urobime konstrukciu.

Konstrukcia (obr. 60). Najprv narysujeme dané tvary.
OpiSme kruzZnicu & = (S, r) a zvolme na nej bod P. Danu
priamku p zvolime tak, Ze bude osou usecky SP. OpiSme teda
kruznicu / = (P,r) a ozname M, N spolo¢né body kruznic
k, I; priamka MN je zrejme osou useCky SP a preto je p = MN.

Zostrojime pomocny $tvorec A,B,C,D,, opisany kruZnici k,
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napr. tak, ze jeho strednd priecka lezi v priamke SP. Ozna¢me
Q protilahly bod k bodu P kruznice & (t. j. SQ = SP; SP, SQ
st opatné polpriamky). Staci, ked zostrojime len vrchol C,
pomocného §tvorca, t. j. ked zostrojime pomocny trojuholnik
SCyQ. Za tym ucelom zvolme jednu z oboch opaénych pol-
rovin vytatych priamkou SQ; tuto polrovinu oznaéme o.
Zostrojme teraz bodom Q kolmicu ¢ k priamke SQ; na tejto
kolmici g zostrojime v polrovine g tse¢ku QC, = r. Tym sme
zostrojili pomocny trojuholnik SC,Q a tym aj polomer SC,
pomocnej kruznice m (t. j. polovicu uhlopriecky $tvorca).

OpiSme kruznicu m = (S, SC,) a oznatme A4 == A’ priesed-
niky kruZnice % a priamky p. Dal3iu kon3trukciu urobime pre
bod A (pre bod A’ sa urobi podobne).

Oznacme C protilahly bod kruznice m k bodu A. Zostrojme
kolmicu s | AC bodom S a oznatme B, D jej prieseéniky
s kruznicou m. Potom je ABCD jeden zo $tvorcov, ktory sme
mali zostrojit.

Teraz zostrojme $tvorec A'B'C’'D’, ktory je simerne zdru-
zeny k $tvorcu ABCD podla priamky PSQ. Aj tento §tvorec je
rieSenim ulohy.

Dékaz. Dokazeme, Ze $tvorec ABCD je rieSenim ulohy.
Predovietkym ABCD je $tvorec, lebo jeho uhlopriecky sa na-
vzéjom rozpoluju, stoja na seba kolmo a st zhodné (je totiz
SA = SC = SB = SD). Dalej bod A skuto¢ne leZi na priamke
p. Pritom st $tvorce A,B,CyDy, ABCD zrejme zhodné a maju
spolo¢ny stred S; preto je & kruZnicou vpisanou $tvorcu ABCD.

Ze $tvorec A'B'C'D’ je rieSenim ulohy, vyplyva zo stmer-
nosti podla priamky PSQ.

Diskusia. Podla konstrukcie bodu C, je SC, > SQ a teda
SC, > r. Pretoze vzdialenost v stredu S kruznice m od priamky
p jeir, ale polomer SC, tejto kruZnice je vicsi neZ r, je
vzdialenost » mensia nez polomer SC,. Z toho podla znime;j
vety z planimetrie vyplyva, Ze priamka p je se¢nicou kruZnice m
a spolo¢né body 4, A" tychto Ciar su skutolne rdzne.
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Ku kazdému z bodov 4, A" moZno zostrojit prave jeden
$tvorec. Ak sa nim podari dokazat, Ze $tvorce ABCD, A'B'C’'D’
nesplyvaji, bude tym dokazané, Ze uloha ma dve rieSenia.

Z predoslého vyplyva, ze 4, A’ su rézne body. DokiZeme,
Ze bod D v obr. 60 je rozny od bodu A’. Podla konStrukcie je

X ASD = 90°. 1)
Zo sumernosti bodov 4, A" podla priamky PSQ vyplyva, Ze
X A'SA =2+ S PSA. (2)

Podla kon3trukcie bodu M je SP = PM = SM = r a SPM
je rovnostranny trojuholnik, takze je <TPSM = 60°. Ale bod
A lezi zvonku kruznice % na priamke p; preto je <CPSA > 60°.
Preto zo vztahu (2) dostaneme

X A'SA > 120°,
kdezto podla vztahu (1) je
<X ASD = 90°.

Preto st SD, SA’ rdzne priamky a body D, A" st rdzne.

Tym sme dokazali, Ze oba zostrojené §tvorce ABCD, A'B'C'D’
nesplyvajui a loha méd dve rieSenia.

Podobne tulohu riesila Vitézslava Kleinova (8.tf., 2. osS,
Turnov), ktora vyslovila bez dokazu vetu: Kazdej kruznici k
mozno opisat mnozinu zhodnych $tvorcov, ktorych strany sa
rovnaju priemeru kruznice k. Vrcholy vSetkych tychto Stvorcov
lezia na kruZnici m (pozri obr. 60) sdstrednej s kruznicou k
a s polomerom, ktory sa rovnd polovici uhlopriecky takého
Stvorca.

12, Bud déna pfimka p a mimo ni bod §; dale bud dan
ostry uhel a«. Sestrojte kosoltverec ABCD, ktery mdi tyto
vlastnosti:
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(1) Vrcholy A4, B lezi na pfimce p.

(2) Bod S je stfedem kosoltverce.

(3) Uhel < DAB = a.

Dokazte, Ze tiloha ma pravé dvé feSeni.

Reseni (obr. 61). Rozbor. Pfedpokladejme, Ze jsme sestrojili
kosoctverec ABCD, ktery spliiuje poZzadavky vyslovené v tloze.

Oznaéme P, Q paty kolmice vedené bodem S k rovnobéZkim
AB, CD. Potom v trojuhelniku SAP je odvésna SP d4na svou
velikosti i polohou, dale je <t APS = 90° a kone¢né je <L SAP=
= lo (vime, Ze dhlopfitka kosoltverce ptli uhel pii vrcholu
kosoctverce, z n¢hoz vychazi). Na tomto zakladé provedeme
konstrukei.

Konstrukce (obr. 61). Bodem S sestrojme kolmici k pfimce p
a oznaCme jeji patu P. Dale sestrojme na polopfimce opaéné
k polopfimce SP tsetku SQ = SP a bodem Q vedme pfimku
g||p. Oznaime PL, PL’ ob& opainé polopfimky, v néz bod P
rozdéluje pfimku p. V pgloroving pS sestrojime thly <t LPM,
X L'PM’, jejichz velikost je 1x.
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Konstrukci provedeme jen pro uhel < LPM (pro uhel
<t L'PM’ se konstrukce provede stejné). K pfimce PM vedme
bodem § rovnobézku u# a oznaCme poradé A, C pruseciky
pfimky u s pfimkami p, g. Dale bodem § sestrojme kolmici v
k pfimce # a ozna¢me B pruseCik pfimky v s pfimkou p.
Bodem A vedme rovnobézku ¢ s pfimkou'BC a oznatme D
jeji prasecik s pfimkou g¢. Potom je ABCD kosoltverec a vy-
hovuje pozadavkum ulohy.

Ditkaz. Nejprve musime dokazat, ze Ctyfuhelnik ABCD je
kosoc¢tverec.

Podle provedené konstrukce je CD | AB, AD | BC, nebot je
q||p, t|| BC; je tedy ABCD rovnobéznik.
Nyni je
A SAP = A\ SCQ (usu), (2)

nebot podle konstrukce bodu Q je SQ = SP, dile je <x APS =
=3 COS =90° a <LASP = < CSQ (uhly vrcholové).
Z této shodnosti (2) plyne, ze je SA = SC a bod § je stfedem
rovnobéznika ABCD. Proto pfimka BD prochizi bodem S
a protoze je SB = v, prochazi pfimka v bodem D.

Podle konstrukece je v | u; v soumérnosti o ose v jsou tedy
body 4, C soumérné sdruzeny a tim i usecky AB, CB, tj. plati

AB = BC. 3)
Protoze je ABCD rovnobéznik, plati CD = AB, BC = AD

a vzhledem ke vztahu (3) je CD = AB = BC = AD, tj. ABCD
je kosoltverec o stfedu S.

Jesté dokazeme, ze <t DAB = «: Ze soumérnosti kosoCtverce
ABCD podle osy AC plyne, ze

< DAB = 2 - < SAB. (4)
Ale o uhlu < SAB snadno dokdzeme, Ze je roven lx.
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Oznatime-li totiz PK polopfimku opaénou k polopfimce PM,
tu podle provedené konstrukce plati [viz vztah (1)]

% « = < BPM;
<X BPM = < APK (ahly vrcholové);
<X APK = < SAB
(dhly stfidavé pfi rovnobézkich PM, SA
téchto vysledkd dostaneme

il

u). Spojenim

{—;—a-———{SAB

a po dosazeni do (4) dostdvame <t DAB = 2 - (} «) neboli
X DAB = «,

coZ jsme chtéli dokazat.
Tim je tedy dikaz spravnosti konstrukce proveden.

Diskuse. Protoze k thlu <t LPM lze sestrojit pravé jeden
koso¢tverec ABCD a k tuhlu <t L'PM’ rovnéz jeden koso-
ctverec A'B'C’'D’, ma uloha dvé feSeni. (Tyto kosoltverce
nemohou splynout; jsou totiz zfejmé navzijem soumérné
sdruzené podle pfimky SP a kdyby navzijem splynuly, mély
by pfi vrcholech 4, B shodné uhly, tj. dhly pravé. Podle
pozadavku ulohy vsak je uhel a ostry, takZe kosotverce jsou
jisté navzijem ruzné).

Jiné FeSeni (obr. 62). Oznatme P, M poradé stfedy stran
AD, AB. Potom usecky SP, SM jsou poloviny stfednich pricek
kosoctverce ABCD a rovnaji se poloviné jeho strany; protoZe
je stfedni pritka kosoltverce rovnobéZni s jednou dvojici
prot&j$ich stran kosoltverce, plati v nafem pfipad¢ SP|AD,
SM|AB. Je tedy APSM kosoltverec a AS jeho uhlopricka;
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ta vSak puli jeho thel <¢ MSP. Tento uhel je prot&si k uhlu «
pfi vrcholu 4 a proto mu je roven. Odtud konstrukce:
Sestrojme polopfimku SM,|p a uhel < M,SP, = o tak,
aby bod P, lezel s pfimkou p v téZe poloroviné o hranici SM,.
Ozna¢me P prisecik pfimek p, SP,. Pak sestrojme osu SA,
uhlu < M SP, a oznalme A spoleény bod piimek p, SA,.

Ao

Obr. 62.

Na polopfimce opa¢né k polopiimce PA sestrojme usecku
PB = PA. K bodum 4, B sestrojme pofadé soumérné sdruzené
body C, D podle stfedu S. Potom je ABCD jeden z hledanych
kosoctvercu.

Ditkaz. Ctyfahelnik ABCD je rovnobéinik, nebot se jeho
uhlopficky puli a podle konstrukcee je SP polovinou strany ; proto
je SP||AD. Oznatme M prisetik pfimek SM,, AD; protoZe je
SM|AB, je SM polovinou stiedni pfi¢ky rovnobéznika ABCD.
Ale APSM je také rovnobéZznik, nebet je jednak SP | AD a dale
je SM|AB (podle provedené konstrukce). Podle konstrukce
je viak X MSA = < ASP = } a; znéme vétu: Jestlize Ghlo-
pfitka AS rovnobéinika APSM puli jeho thel pfi vrcholu
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S, je tento rovnobéZnik kosoltverec, tj. AP = AM; tedy
také 2 - AP = 2 - AM, tj. AB = AD neboli rovnobéznik ABCD
je kosoltverec. Tim je dukaz proveden.

Diskuse. Oznatme SM, polopfimku opacnou k polopfimce
SM,. Nyni lze opakovat provedenou konstrukci, aviak misto
polopfimky SM, uzijeme polopfimky SM;. Dospéjeme ke
kosoltverci A'B'C’'D’. Oznacime-li P’ stfed jeho strany A'B’,
je <L PSMy+ <t P'SM’" < 90° -+ 90° < 180°; proto jsou
body P, P’ razné. Proto strany AB, A'B’ nesplyvaji a dostaneme
dva ruzné kosoltverce ABCD, A'B'C’'D'’; tyto kosoltverce
jsou zfejmé soumérné sdruzeny podle kolmice & vedené bodem
S k ptimce My, M, a proto jsou shodné.

Podle fe$eni Jany Valkounové,
8. tf., 2. 0s§, Turnov.

9. Ulohy II. kola kategorie D

1. Ocelova ty¢ ma obdl#nikovy prierez o rozmeroch 2,7 cm
a 1,5 cm; vaha 1 dm? tejto oceli je 7,6 kg.

Kolko vazi tito ty¢, ak je jej dlzka 10 m? Kolko asi takych
desatmetrovych ty¢i sa vyrobi z 1,4 tuny ocele?

RieSenie. Viha P desatmetrovej tyée v kilogramoch podla
znamej poucky z fyziky sa rovné

P="176"V, 1)

kde V je objem tye v dm® Objem kvidra v dm?® sa rovna
sucinu vsetkych troch jeho rozmerov udanych v dm. Pretoze
rozmery v dm su
0,27, 0,15, 100,
objem V je
V = 0,27 - 0,15 - 100,
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tize V = 27 - 0,15.
Tu je 27-0,15
135
27

4,05

a teda objem V = 4,05 (dm?®). Po dosadeni do (1) dostaneme
P =17,6-4,05 (v kg); tu je

7,6 - 4,05
304
380
30,780

Desatmetrova ty¢ vazi asi 31 kg.

Teraz vypocitame, kolko asi ty¢i sa vyrobi z 1,4 tuny ocele.
Plati 1,4t = 1400 kg. Poclet ty¢i sa rovna celistvej Casti po-
dielu 1400:31 (pravda, priblizne). Tu je

1400:31 | 45
160
5

Z 1,4 t ocele sa vyrobi asi 45 ty¢i uvazovaného druhu.

2. Sestrojte kosocétverec ABCD, jestliZe je déna velikost jeho
vy$ky v = 4,1 cm a jestliZze jeho uhlopfitka AC = 2 ». Popiste
postup konstrukce.

Reseni (obr. 63). Necht ABCD je hledany kosoltverec. Pak
AC = 2 v a vzdilenost obou rovnobézek AB, CD je v. Lezi
tedy bod C na kruznici k£ = (4, 2 v) a dile na pfimce ¢ = CD
rovnobézné s piimkou p = AB, pfi¢emz vzdalenost téchto
rovnobézek p, g je pravé v. Odtud konstrukce:
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Zvolme pfimku p a na ni bod 4. Déle zvolme jednu z polo-
rovin vytatych pfimkou p a oznaéme ji p. Pozadujme, aby bod B
padl na ptimku p a bod C do poloroviny p. Sestrojme bodem 4
pfimku m | p a na ni v poloroving o sestrojme usetku
" AA’ = v. Bodem A’ vedme pfimku g | p.

Nyni opiSme kruZnici £ = (4, 2v) a oznaéme C spoleény
bod pfimky ¢ a kruZnice k.

Dile sestrojme osu r tse¢ky AC (viz obr. 63); oznaime B
spolecny bod pfimek p, r a dale S stied tsetky AC. Na polo-

Obr. 63.

pfimce opacné k polopfimce SB sestrojme use¢ku SD = SB.
Potom je ABCD kosoltverec, ktery vyhovuje pozadavkim
ulohy.

Diikaz. Crytihelnik ABCD je podle konstrukce rovnobéznik,
nebot je SA = SC, SB = SD (Ghlopfi¢ky se puli). Tento
rovnobéZnik ma podle konstrukce kolmé tihlopficky a proto je
to kosoltverec (ostatné ziejmé jsou trojuhelniky SAB, SCB,
SDC, SCD shodné podle véty sus a proto je AB = BC =
= CD = D4). (Poznamka. Je tedy CD | 4B, tj. bod D lezi
na pfimce g.)

Rovnobézky p, ¢ dovedeme vidy sestrojit. Kruznice k =
= (4,2 v) protne pfimku ¢ ve dvou raznych bodech C, C’,

. nebot vzdalenost stfedu A kruznice % od pfimky ¢ je v, coZ je
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men$i neZ polomér 2v kruznice k. Bod C lze proto sestrojit.
Dana tloha ma tedy feseni.

Pfi zvoleném umisténi dostaneme je$té druhy kosoltverec
AB'C'D’, ktery je soumérné sdruzeny s kosoltvercem ABCD
podle pfimky AA'. Pfitom je B == B’;jsou tedy oba tyto koso-
¢tverce razné a protoZe jsou soumérné sdruzené, jsou navzijem
shodné. Proto mé tloha v podstaté jediné feSeni.

Jiné FeSeni (obr. 64). Rozbor. Vime, Ze kosoltverci 1ze vepsat
kruznici; jeji pramér je roven velikosti vysky kosoltverce.

Ozna¢me hledany kosoétverec ABCD a kruznici mu vepsanou Z.
Ta se dotykd jeho stran AB, AD poradé v bodech T, T'.
Primky AT, AT’ jsou te¢nami z bodu A4 ke kruznici k; proto
AST, AST' jsou pravouhlé trojihelniky o spolecné preponé
AS a proto body T, T' lezi na Thaletové kruznici nad useckou
AS.

Konstrukce. Narysujeme kruznici & = (S, 1 v) a libovolnou
pfimku PSQ. Na polopfimkiach SP, SQ sestrojime usecky
SA = SC = v. Nad useckou AS jako primérem sestrojime
pomocnou kruznici ¥ = (O, } v) a oznacime T, T" spolecné
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body kruznic k, k' (viz obrazek). Dale bodem C sestrojime
ptimky m|| AT, n| AT’ a oznatime potadé B, D spoletné body
dvojic ptimek AT, n a AT’, m. Potom je ABCD hledany koso-
Ctverec.

Diikaz. Z konstrukce vyplyva, Ze polopfimka 4AS puli thel
<L TAT' (zndma4 vlastnost tecen vedenych z bodu ke kruznici),
tj. plati

X SAT = < SAT'. *)

Protoze plati AT||m, AT'|n neboli AB|CD, AD| BC, je
ABCD rovnobéznik, v némz je bod S stfedem thlopricky AC;
proto je bod S jeho stfedem. PonévadZ podle vztahu (*) puli
thlopficka AC uhel pfi vrcholu 4, je tento rovnobéznik koso-
étverec (pfimka AC je jeho osou soumérnosti). Tim je dikaz
proveden.

Uloha mé ziejmé pfi zvoleném umisténi piimky PSQ jediné
feSeni, nebot je SA = 2 v > v, takZe 1ze z bodu 4 ke kruznici &
vést pravé dvé razné teCny AT, AT'.

Podle feSenf Josefa Sadovského,
8.b tf., 18.0s8, Praha-Kosire.

3. Dany je Stvorec MNPQ so stranou 4,5 cm (umiestite ho
doprostred polarchu).

Zostrojte rovnostranny trojuholnik ABC ako v obr. 65
a jeho stred oznalte S (teda je A = M, B = N a bod C leif
zvonku daného §tvorca). Trojuholnik ABC sa kotula po obvodc
stvorca MNPQ takto:

Najprv sa oto¢i okolo bodu N do polohy 4,B,C,. Potom sa
trojuholnik A,B,C, oto¢i okolo bodu P a pri dal$ich pohyboch
sa oto¢i okolo bodov Q a M; po otoceni okolo bodu M sa troj-
uholnik 4,B,C, pokryje so svojou pévodnou polohou ABC, ale
tak, Ze je 4, =
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Narysujte:
a) Polohy, do ktorych pride trojuholnik vidy po vykonani

jednotlivych otoleni.

b) Drahu, ktoru opiSe bod S.
c) Dréhu, ktord opiSe bod 4.

RieSenie vidiet na obrazku 65.

1CEA4
- :5554
M=A=8, = 0 \weB=8,=¢,
=B, ‘l
4
N D ST A:
Q=A=4, @ P=C,=C,
s,
52
Obr. 65.
4. Je din vyraz:
2b(a—1) B a-+b
(@a—=2)@*—1) ab +a—2b—2
a—b =
T ab—a—2b+2° M
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Zjednoduste jej a dokazte, Ze je roven nule. Co musi platit
o Cislech a, b, aby dany vyraz mél smysl?

Reseni. Vypoéteme spole¢ného jmenovatele viech tii zlomki
daného vyrazu (1). Plati tyto rozklady:

@=2)@—-1=@—-2)0+1)®-1)
ab+a—2b—-2=ab+1)—20+1=

=@—2) b+ 1); )
ab—-a—2b+2=a(—-1)—20b—1)=
=@—2)(b-1).

Spoleny néasobek téchto vyrazi je
n=1_(a—2)0b-—-1)®+1).

Zlomky daného vyrazu (1) rozsifime tedy pofadé témito vyrazy

I;6—-1;b+ 1.
Obdrzime
2b(a — 1) B a+b B
(a—2)*—1) ab+a—2b—2
a—>b

T ab—a—2b+2
2b(a — 1) _ (@a+b@®-1 B (a—=b@®+1) _

n n n

__ 2ab—2b—(ab—a+b—b)—(abt+a—b*—b)
cia - -
_ 2ab—2b—ab+ta—b*+b—ab—a+b*+b _ 0 —0
n n ;
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Protoze kazdy z jmenovatela danych zlomka musi byt rizny
od nuly, musi kazdy z Cinitelti rozklada (2) byt rizny od nuly,
tj. musi platit

a—2=%+0,b—-1%+0,b6+1=F0
neboli

a+2,b+F1, b4 —1.

Nesmi tedy platit ani jeden ze vztahu

Tim je feSeni ulohy provedeno.
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