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V tloze & 9 (jejiz prvni &ast byla dukazova) $lo v- podstaté
také o technickou zileZitost: rozstfihat vypukly pétitthelnik
podél jeho thlopficek a popsat vzniklé ttvary.

Nékteré ulohy V. ro¢niku se ukizaly méné vhodné. Tak
podle zprav z okrest $patn¢ dopadla tloha €. 4 o paté mocning
pfirozeného Cisla. Pfes to, Ze byl v textu tlohy ddn névod,
ukdzal se poZzadovany dikaz jako prili§ obtiZny pro Zéky 8. tfid.

Nyni je$té nékolik slov o nedostatcich, které se projevily
v Zdkovskych pracich kategorie D. Podle zpriv z okresu asi
tfetina Zzdkd neumi dobfe rysovat. Rysy byly netplné nebo
nemély Zddny popis a kétovani; budily viibec dojem, Ze byly
provadény ve spéchu. )

Pokud se tyée numerického potitini, upozortiuji Ceské
Budé&jovice, Ze nejvice chyb nadélaji Zici pfi déleni. Logicky
tsudek ustupuje u mnoha feSiteld Casto do pozadi pred $ablo- .
novitym pocitinim; Zdk se hlavné zajimd ,,kolik vyslo®, misto
aby si kladl otdzky ,,proc* a ,,jak. Doufiame, Ze nedostatky,
které se takto prostfednictvim matematické olympiady dostaly
na program $irsich uéitelskych shromaZdéni, se naSim ucitelim
podafi postupné odstranit.

Zévérem dékujeme vSem pracovnikim okresnich vybord
MO a viem udlitelim matematiky, ktefi se o zdar soutéZe pfi-
¢inili za jejich obétavou prici, a GspéSnym feSitelim v katego-
rii D pfejeme, aby se dobfe umistili i v nasledujicich ro¢nicich
nali soutéZe.

IV. RESENf ULOH ZE SOUTEZE
1. Ulohy I kola kategorie A.
1. Nazveme stfedni pfickou ¢tyrsténu ABCD uselku, kterd

spojuje stfedy dvou protéjSich hran Ctyrsténu (tedy na pf.
hran 4B a CD).
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Dokazte:
a) VSechny tfi stfedni pficky Ctyrsténu se navzjem pili.
b) Jestlize o hranich ¢tyrsténu ABCD plati
AB = CD, AC = BD, AD = BC,
potom jsou jeho stfedni pficky navzijem kolmé.
c) Jestlize stfedni pfi¢ky Ctyrsténu ABCD jsou navzdjem
kolmé, potom plati s
AB = CD, AC = BD, AD = BC.
ReSent. UZijeme oznaleni z obr. 1, kde M, N, P, O, O,, Qs
jsou stfedy hran Ctyrsténu ABCD.
a) Dokdzeme, Ze tseCky MQ;, NQ, maji spole¢ny bod S,
ktery je stfedem kaZdé z nich.
Duiikaz. Usecka MN je stfedni pfickou trojuhelnika ABC a
piislusi ke strané 4AB; proto plati
MN || AB, MN = } . AB. (1)
Podobné usecka Q,Q, je stfedni pfickou trojihelnika ABD a
piisludi ke strané AB; proto plati

19, [| 4B, 0,0, = } . 4B. @

Je tedy podle (1), (2)
‘ MN || O1Q9 MN = Q,0,; 3)
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pfitom body N, Q, leZi v poloprostoru BCDA. Proto jsou polo-
ptimky MN, 0,0, souhlasnych smysla a nelezi v téze pfimce.
Odtud a ze vztahu (3) plyne podle zndmé véty z planimetrie
(viz uéebnice Geometrie pro 8. roc., str. 167), ze Ctyruhelnik
MNQ,Q, je rovnobéinik; jeho uhlopficky MQ,;, NQ, se na-
vzdjem puali v bodé, ktery oznaime S. Tim je nase tvrzeni
dokazano.

Stejné se dokdZe, Ze i usecky NQ,, PQ, se navzdjem puli;
jejich spole¢ny bod je viak stfed usecky NQ,, ktery jsme ozna-
¢éili S.

Odtud plyne, Ze bod S je spoletnym stfedem vSech tfi
stfednich pficek MQ,, NQ,, PQs, coZ jsme m¢li dokazat.

ProtoZze body M, N, P jsou vrcholy trojihelnika v roviné
ABC, kterd neobsahuje bod S, nelezi primky SM, SN, SP
v téZze roviné.

b) Dokézeme, Ze pfimky MQ,;, NQ, jsou navzijem kolmé.
Dikaz. Podle vysledku tulohy a) je MNQ;Q, rovnobéZnik
se stfedem S. Pfitom plati

MN =1.4B, NQ, =1.CD (4

(MN || AB je stfedni pfitkou v trojuhelniku ABC, NQ, || CD
je stfedni pfi¢kou v trojuhelniku ACD); podle pfedpokladu
viak je AB = CD, proto ze vztahu (4) plyne MN = NOQ,.
Je tedy MNQ,0Q, kosoCtverec; avSak uhlopricky kosoctverce
stoji na sob¢é kolmo, proto je MQ, | NQ,, coz jsme méli
dokazat. Stejné se dokdze, Ze plati MQ, | PQ,;, NQ, | PQs.

c) Necht kazdé dv€ ze stfednich pficek MQ;, NQ,, PQ,
Ctyrsténu ABCD (viz obr. 1) stoji na sobé kolmo; z vysledku a)
vime, Ze tyto tfi useCky maji spole¢ny bod S, ktery je stfedem
kazdé z nich. Mdme dokazat, Ze prot¢j§i hrany Ctyrsténu
ABCD jsou shodné.

Diikaz. Podle vysledku ulohy a) je ¢tyruhelnik MNQ,Q,
rovnobéznik. Podle predpokladu ulohy je MQ; | NQ,; podle
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znamé véty z planimetrie rovnob&Znik, ktery méd kolmé hlo-
pricky, je kosoctverec. Je tedy
MN = NQ,.

" Stejné jako v uloze b) plati vztahy (4); protoZe je MN = NQ,,
plyne ze vztaht (4), ze AB = CD, coz jsme méli dokézat.

Stejné se dokize, ze plati AC = BD, AD = BC; tim je
dikaz tvrzeni ulohy c) proveden.

2. V rovine pravouhlych stradnic zostrojte graf funkcie

2
S P

Odbévodnite urobend konstrukciu.

Obr. 2.

RieSenie. 1. Ak je x =0, je |x| =x, teda x + [x| — 2=
=2x—2=2(x — 1) Ak je okrem toho x # 1, je f(x) =

2
= 2= 1) ;5 pre x = 1 nie je funkcia definovand.
2.Akiex<0,ie ]x]=——x, tedax+ ¥ —2=x—x —
— 2 = — 25 0.V tomto pripade je teda f(x) = 2 __ 1.

=2
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Graf funkcie je na pripojenom obrazku 2. Podla predoslého
1

x—1
pre 0=x<1 a pre x> 1. Pre x =1 nie je funkcia f(x)
definovana.

sa skladd z grafov funkcii y = — 1 pre x =<0, y =

3. Dokazte:

a) Jestlize obrazy komplexnich jednotek a, b, ¢ jsou vrcholy
rovnostranného trojuhelnika, potom plati

a+b+c=0.
b) JestliZe o komplexnich jednotkach a, b, ¢ plati vztah
a+b+c=0,

potom obrazy &isel a, b, ¢ jsou vrcholy rovnostranného troj-
uhelnika.

P oy
- ~
S~

L
0 ! A
\ [ /
\
hN N / /‘
S, ~ ! e
[ S —éf
Obr. 3.

ReSent. a) Necht dany rovnostranny trojuhelnik 4BC mé
polohu jako v obr. 3. Potom o komplexnich jednotkich a, b, ¢
plati

a=1, b=cos120°+ isin 120°, ¢ = cos 240° 4 i sin 240°
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neboli

a=1, b=1(—14i]3), c=—1Q1+il]3).
Pak zfejmé plati
d+b+c=0. (1)

Kazdy jiny rovnostranny trojuhelnik A'B’C’, vyhovujici pcd-
minkdm ulohy, dostaneme z trojuhelnika ABC rotaci o uhel
velikosti ¢ okolo pocitku Oj; pfi tom body A’, B’, C’ vznikly
po fadé rotaci bodi A4, B, C. Pii této rotaci prechédzi bod Z,
ktery je obrazem komplexniho ¢isla 2 v bod Z’, ktery je obrazem
Cisla

2’ = z(cos ¢ + isin ).
Proto body A’, B, C’ jsou obrazy Cisel
a’ = a(cos ¢ + isin @), b’ = b(cos ¢ + isin ),
¢ = ¢(cos ¢ + isin ¢). 2)

Obr. 4.

Tu plati
a+b+c=(@+b+c).(cos @+ isin @),
takze vzhledem k (1) je
a+b+c=0, 3)

coz jsme méli dokdzat. Vztahy (1), (3) potvrzuji spravnost
tvrzeni ulohy.

b) Necht o obrazech A, B, C komplexnich jednotek a, b, ¢
plati vztah a+b+c=0; 4)
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pfitom body A4, B, C lezi na jednotkové kruZnici (obr. 4)
k= (0, 1). Alesponi dvé z &isel a, b, ¢ jscu riiznd, nebot pro
a = b = ¢ ze vztahu (4) dostaneme 3a =0, t. j. a = 0, coZ
je proti pfedpokladu. Necht je na pf. a # b, t. j. A=~ B.

sla @, b nemohou byt opacnd; kdyby totiz platilo a = — b
neboli a + b = 0, potom bychom ze vztahu (4) dostali ¢ =
=—(a+b), t. j. ¢c=0, coz je proti pfedpokladu. Nejsou
tedy body A4, B, krajnimi body priméru kruZnice k; proto
je uhel ¢ AOB duty. Uvazujme kosoétverec AOBD; bod D
je obrazem komplexniho ¢isla d = a + b. ProtoZe podle (4)
je ¢ = — (a + b), jsou ¢, d opalnd Cisla; protoze bod C lezi
na kruZnici k, lezi i bod D na této kruZnici. Bod D je tedy
spole¢nym bodem osy p useCky AB a kruZnice k; ozname S
stied kosoctverce AOBD. Plati OS = } r, OB =r, takZe pravo-
uhly trojuhelnik OBS je zndmy trojuhelnik, v némz je
<X OBS =30°, <t BOS = 60°. Odtud plyne, ze <X AOB =
= 120°. Ze soumérnosti podle pfimky p snadno dokdZeme, Ze
< BOC =120°, < COA = 120°, pii CemZ oba tyto uhly
lezi v opa¢nych polorovinach vytatych pfimkou p. Z toho plyne,
e AB = BC = CA (soumérnost podle pfimky p), coZ jsme
méli dokazat.

Jiné feSent.
a) Obrazy Cisel a, b, ¢ oznatme A, B, C. Protoze ABC je
rovnostranny trojuhelnik, jsou nejen body 4, B, C, ale i Cisla

a, b, ¢ vesmés riznd. Ze vztahi AB = BC = CA plyne (viz
ulebnice Trigonometrie pro 10. a 11. post. rocnik, str. 20)

la —bl=|b—¢c|=|c—a|. (1)
Proto plati téz
la — b2 =|b—c]*>=|c—al?
neboli
@—BE@E-B=0E-9b—-=(C—-aC—-2 @
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Pfitom jsme uZili jednak vztahu 2% = |2|? jednak na pr vztahu
(a—b)=a—b.
Ze vztahl (2) vynasobenim dostaneme

aa 4 bb — (ab + ab) = bb + ¢t — (bc + bc) = ¢t + aa —

— (ca + ca).
Protoze v3ak je |a| = |b] =|c| =1, je téz
aa=bb=cc=1 (3

a z pfedchozich vztahd dostaneme
ab + ab = b + bc = ca + za.
Odtud dostaneme tyto tfi vztahy
a@—g):‘a(c—b))
b(¢ — a) = b(a — ¢),
ca —b) =¢(b — a).

Dosadme sem za a, 5, ¢ ze vztahl (3); dostaneme
a 1
'-b—c—(c — b) = -; (C'-' b) atd.

a protoze plati ¢ — b 7 0 atd., plyne z predchoziho

1
a

a
T atd.,
t j.
a® =bc, b® =ca, c*=ab.
Odectenim levych i pravych stran kazdych dvou téchto rov-
nosti, dostaneme
a® — b* = — ¢a — b) atd.
neboli
(a4 b)(a — b) = — c(a — b) atd,,
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a protoZe je a — b # 0 atd., obdrZime dile

a-t+b=—c¢ atd.
Kazdy z poslednich vztahti vede k vysledku

a+b+c=0, 4)
ktery jsme méli dokdzat.
b) Podle predpokladu plati

la| = [b] =[] =1 ©)
a tim i vztahy (3) a dile plati vztah (4). Pfitom kazda dvé
z Cisel a, b, ¢ jsou od sebe riznd (i riznd od nuly). To doka-
Zeme nepfimo: Necht je a = b. Potom ze vztahu (4) plyne
2a + ¢ =0 neboli ¢ = — 2a a tedy |¢| = 2. |q| Cili |¢| = 2,
coz je spor vzhledem ke vztahu (5). Proto je

a—b+#0, apodobné b —c#0, ¢c —a#0.

Z téchto vysledkt a ze vztahd (3) snadno usoudime, Ze cely
postup v predchozi tloze a) lze obratit az dospéjeme ke vzta-
him (1). Ty vsak fikaji, Ze o obrazech A4, B, C disel a, b, ¢
plati

AB = BC = C4,
pfi ¢emz body A4, B, C jsou vesmés ruzné. Tim je dikaz
tvrzeni ulohy b) proveden.

4. Je dana postupnost {a,}, kde
a, = 7 .
Dokézte, Ze tdto postupnost ma najvacsi Clen a urcte ho.
Riesenie. Pre vietky prirodzené Cisla » plati zrejme a, > 0.
Pritom je

1 9 25
a1=7a az=1»aa=§a a; =1, 05=’37>
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Pokusime sa dokazat, Ze sa Cleny danej postupnostl {a,} od
Clena a; zmenSuju, t. j. Ze plati

a,>a,, , alebo a, —a,,; >0

pre vsetky prirodzené Cisla 7 = 3.
OznaCme d = a, — a, ;3 tu plati postupne

gr_ + 1P
—‘2n on+1 4
— M+ 2n41)
die= ontl N
J— n?—2n—1

on+1

Chceme dokézat, Ze plati d > 0. To bude platit, ked dokdZeme,
Ze Citatel x = n? — 2n — 1 posledného zlomku je kladné &islo
pre vsetky n = 3.
Plati
x=m—2n+1-—2
alebo
x=m—12%—2.
Aviak pre n = 3 je n — 1 = 2. Druhé mocniny prirodzenych
Cisel viacsich nez 1 sa vidcSie neZ 2 a preto je Cislo x skutocne
kladné pre vSetky prirodzené Cisla n = 3. Teda je aj x >0
pre n = 3 a skutocne plati @, > a,,, pre n = 3.

9 : ‘s s uwe
Clen a; = 5 danej postupnosti je teda jej najvacsim clenom,
¢o sme mali dokazat.

5. V rovine pravouhlych stradnic preskiimajte mnoZzinu
vietkych bodov [x, y], ktoré vyhovuji vztahu
cos 2ax = sin 2by, ¢))
kde a, b st dané redlne Cisla.
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Urobte diskusiu vzhladom na dané &isla a, b.

RieSenie. Dany vztah moZno pisat v ekvivalentnom tvare
sin (} © — 2ax)— sin 2by = 0. 1)

Lava stranu upravime pomocou zndmého vzorca pre
sin & — sin f; dostaneme rovnicu

2sin[inw — (ax + by)].cos [ © — (ax — by)] = 0. (2)
Aby tento vztah platil, je nutné a staci, aby sa druhy alebo
treti Cinitel na lavej strane rovnal nule; rozli$ime obidve
moznosti. _
Pripad [1]. Nech je
sin [ — (ax 4 by)] =0. ?3)
Tento vztah plati prave vtedy, ak je
1w — (ax + by) = km,
kde % je Tubovolné celé ¢islo. Odtial vyplyva
ax+by=7n(m+1), (4)
kde 7 je Iubovolné celé Eislo.

Diskusia vysledku (4):

a) Ak je a = b = 0, lav4 strana rovnice (1) sa rovnd jednel
pre kazdé x, kdeZto pravd strana sa rovnd nule pre kazdé y-
V tomto pripade rovnica (1) nema rieSenie.

b) Ak neplati sucasne a = 0, b = 0, uvaZzujme dve moZnosti:

o) Nech b = 0, a 7 0. Potom vSetky riesenia x, y vztahu (4)
su dané takto:

x = —Z— (n+ 1), kde n je Iubovolné celé Cislo, y je Tubo-

volné reédlne Cislo.
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Pre dané celé ¢islo # obrazom dvojicx, ¥ vyhovujucich rovnici
(4) v pravouhlych suradniciach x, y je priamka r, | x. Pre viet-
ky celé isla # dostaneme teda sustavu rovnobeZiek, kolmych

na os x, prechddzajicich bodmi [x = % n+1); y= o]
na osi x. Prisludny graf pre ¢ > 0 je na obr. 5.

XQ

apy
5]

o
<3

.._..__..._Q.._.__-._-
4
53

“I
;

pro >0

Obr. 5.

B) Nech b # 0. Potom vietky rieenia x, y vztahu (4) su
dané takto: .
x je ITubovolné reélne ¢islo, y = %[n (n + —;—) — axJ , kde

n je Tubovolné celé Cislo.
Pre dané celé &islo 7 je obrazom rovnice (4) priamka r,
ktord ma smernicu — —Z— a prechddza bodom |x =0, y =

- % (n + —‘11—) ] . Pre vsetky celé ¢isla n dostaneme teda su-
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. . a
stavu rovnobeZiek so smernicou — e PrisluSny graf pre

a 2.
—b——-?)e na obr. 6.

Tym je pripad [1] vybaveny.
Pripad [2]. Nech je
cos [} ©— (ax — by)] =0. %)

Tento vztah plati prive vtedy, ak je
1 T
Tn—(ax—by)——-?—}—kn,

kde % je IubovolIné celé Cislo. Stade dostdvame
ax —by=mn(n—1})), ©

kde »n je TubovoIné celé Cislo.
Diskusia vysledku (6):

a) Ak a = b = 0, nemd rovnica (1) rieSenie.

b) Ak neplati sucasne a = b = 0, uvazujme o dvoch moz-
nostiach:

o) Nech b =0, teda a # 0. Potom vSetky rieSenia vztahu
(6) st dané takto:

x = —;i(n — 1), kde 7 je Tubovolné celé &islo, y je fubo-

volné redlne dCislo.
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Pre dané celé Cislo 7 je obrazom dvojic x,y vyhovujticich
rovnici (6) priamka s, | x. Pre vSetby celé ¢isla » dostaneme
sustavu rovnobeziek kolmych na os x; prechiddzaji bodmi

[x= —:—(n—i);yzo] na osi x (pre a > 0 pozri obr. 5).

B) Nech b 0. Potom vSetky rieSenia x, y vztahu (6) sa
dané takto:

x jelubovoIné redlne &islo, y = —Il’— [ax: —nmn—13 ] , kden

je TubovoIné celé dislo.
Pre dané celé Cislo # je obrazom rovnice (6) priamka s,

ktora ma smernicu % a prechidza bodom [x =0; y=

7'C
=——(n— ;
¥ i)]
Pre vsetky celé Cisla n dostaneme tedy sustavu rovnobeZiek

. a a 3 .
so smernicou —13— (pre 5 = 7 poui obr. 6).
Tym je pripad [2] vybaveny.

Ziver. Rovnica (1) nemd v pripade a = b = 0 rieSenie.
Inak md nekoneéne mnoho rieSeni. Ak a0, 6 =0, su
rieSenia zndzornené dvoma sustavami rovnobeZiek kolmych
na os x. Ak b5 0, su rieSenia znizornené dvoma sustavami

v: . . a a v ,
rovnobeZiek so smernicami —, — — . Rovnobezky sustav de-

b b
lia rovinu na pédsy rovnobeZiek s rovnakymi vzdialenostami.
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6. Budte dény dva stfidavé uhly <t BAK = o, <t ABL = p,
pfi ¢emZ je a = B. Uvniti tseCky 4B je din bod O; oznacte ,
a =04, b =O0B.

Sestrojte na pfimce AK bod X rizny od bodu 4 a na
pfimce BL bod Y tak, aby bod X, O, Y lezely v pfimce
a aby platilo AX = BY.

Provedte diskusi feSitelnosti ulohy.

Reseni. Rozbor (obr. 7,8, 9). Predpoklidejme, Ze tiloha m4
feSeni, t. j. Ze existuje pfimka p, kterd prochizi bodem O a
pfimky AK, BL protind po fadé v bodech X=£ 4, Y tak, Ze
plati AX = BY. Ozna¢me

OA =a, OB = b; €))

dile budte AK, AK' a BL, BL’ dvojice opacnych polopfimek.
Koneéné oznaéme

X BAK = o, <t BAK' = o' = 180° — «,
<X ABL = f, X ABL' = f'. )

Vzhledem k tomu, Ze je o =~ [, je &' + B 7 180°. Proto

mizeme predpoklidat, Ze plati

o 4 B < 180°%; 3)
jinak bychom zaménili navzdjem tyto dvojice ndzvi prvki:
o'y By B's Ly L'; K, K'. Ze vztahu (3) podle Eukleidova
postuldtu plyne, Ze polopfimky AK’, BL maji uvniti poloro-
viny ABL spolecny bod C, takZe existuje trojuhelnik ABC
(viz obr. 7 az 10).

Bodem B vedme pfimku BM || AK, kde M je bod leZici
uvnitf poloroviny ABL; oznatme BM'’ polopfimku opacnou
k polopfimce BM. ProtoZe je o 7% f, jsou BM, BL razné
primky.

Uvazujme stejnolehlost o stfedu O, kterd pfeviddi bod A4
v bod B; jeji koeficient je zdporné Cislo. Pfimce AK v ni pii-
slusi pfimka BM a bodu X bod Z, ktery leZi na pfimce
BM || AK. Protoze je X=£ A, je Zz£ B. Ze stejnolehlosti
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AX 04
plyne B7 = 0B Odtud vzhledem k (1) dostaneme

@

Obr. 7.

Na polopifimce BM sestrojme tseCku BQ =- b a uvaZujme
stejnolehlost o stiedu B, v niz bodu Z pfislu$i bod Q. V této
stejnolehlosti pfimce p prislusi pfimka ¢ ||p, pfi CemZ ¢
prochédzi bodem Q; na piimce ¢ leZi obraz P bodu Y v této
stejnolehlosti. Z této stejnolehlosti plyne

BY BpP
BZ T BQ 2

Ze vztahu (4), (5) a BQ = b dostaneme BP = q. Plati tedy
nutné¢ BP =a, BQ =b, p || PQ. Odtud plyne konstrukce.

Konstrukce (obr. 7 az 10). Sestrojme pfimku MBM' || AK,
kde M lezi uvnitf poloroviny ABL; pfi tom je BMz== BL.
Na polopfimkich BL, BL’ sestrojme po fadé useCky BP = a
(viz obr. 7, 8), BP' = a (viz obr. 10). Tu jisté plati P=~ Q£ P,
takZe existuji pfimky g = PQ, ¢’ = P'Q, které jsou rtzno-
bézné.

Bodem O vedme dale pfimky p || ¢, p’ || ¢, které jsou rizno-
bézné. Oznaéme X, Y, Z pruseciky prfimky p po fadé s pfim-
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kami AK, BL, BM a dile po fadé X', Y’, Z’ pruseliky pfimky
#" s pfimkami AK, BL, BM. Jestlize je X;‘éA X'=£ A, potom
pou X, YaX, Y' hledané body, pro néZ plati AX = BY,
AX' = BY'.

Obr. 8.

Diikaz provedeme spoleéné s diskusi, abychom mohli roz-
lisit jednotlivé moZnosti.

Dikaz. Naznaenou konstrukci pfimek g, ¢’ lze vidy pro-
vést. Uvidime, Ze pro diskusi je podstatny fakt, Ze usec¢ka PQ
lezi celd uvnitf poloroviny ABL, kdezto body P’, Q usecky
P’Q jsou primkou AB oddéleny. V &astech I, II probereme
kazdy z téchto pfipada zvlast.

Pozndmka 1. VSimnéme si toho, Ze trojuhelniky BPQ,
BP'Q, pravé sestrojené, vzdycky existuji, takZe Z4dnd z pfimek
¢, ¢’ neprochdzi bodem B.

Pozndmka 2. Jestlize jsou diny pfimky m ||» a bod S,
ktery na zddné z téchto pfimek neleZi, potom existuje jedind
stejnolehlost o stfedu S, kterd prevadi pfimku m v pfimku 7.
JestliZe je m = n, potom je tato stejnolehlost identitou.

Cdst 1. Uvazujme stejnolehlost B o stfedu B, kterd pfimce
g = PQ (kde P, Q jsou body lezici uvnitf poloroviny ABL)
pfifazuje pfimku p || g, kde p prochdzi bodem O. ProtoZe
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pfimka ¢ bodem B neprochizi, existuje tato stejnolehlost prave
tehdy, jestlize pfimka p bodem B rovnéZz neprochizi. Musime
proto rozeznidvat dvé moznosti: [I] Necht je p = OB,
[2] necht je p== OB.

V ptfipadé[1] je p = OB, takZe je X = A, Y = B a uloha
vzhledem k pozadavkim vyslovenym v textu nemd feSeni.
DokaZeme, Ze tento pfipad nastane pravé tehdy, jestlize plati
(obr. 9)

sin « a

sin 8 b

a) Necht je p = OB, t. j. necht je PQ || AB. ProtoZe plati
vztah (3), je o vnéj$im thlem v trojuhelniku ABC a proto plati
o > f8. Proto polopfimka BL lez v thlu <t ABM a méime
situaci jako na obr. 9. UZitim vét o stfidavych a pfilehlych
thlech vzhledem k tomu, Ze je PQ || AB, plati o thlech troj-

thelnika BPQ (obr. 9)
XP=p, 9y Q=180 —o. (6)

Obr. 9

UZijme nyni na trojuhelnik BPQ sinové véty; dostdviame
sinxQ  BP 0
simxP BQ°



Vzhledem k tomu, ¢ BP = a, BQ = b, a vzhledem ke vzta-
him (6), odtud dostaneme

sin « a
sinf b’ ®

b) Necht obricené o &islech a, b, a, f, pfislusnych k danym
utvartim, plati vztah (8); potom o bodech P, Q, sestrojenych
dfive uvedenym postupem, plati PQ || OB, t. j. uloha nemi
feSeni, které by pfisluSelo pfimce ¢ = PQ. To dokdZeme
takto: Vedme bodem Q pfimku g, || AB; pfimka g, lezi celd
uvnitf poloroviny ABL a protoZe je stejné jako pfimka AB
riznobéind s pfimkou BL, protne ji v bodé P, ktery nutné
lezi uvnitf poloroviny ABL. Proto o thlech < Py, <X Q
v trojuhelniku BPQ plati vztahy obdobné ke vztahiim (6),
v nichZ misto P nutno psit P, PouZijeme-li na trojuhelnik
BP,Q sinovou vétu, dostaneme

BP, sin <X Q
BQ  sin < P,
neboli
sin o
BP,=b. np ©)

Z daného vztahu (8) vzhledem k tomu, Zze BQ = b, vypocteme
sin «
BP=5b. snf (10)

Porovnanim vztaht (9), (10) dostaneme BP = BP,; protoZe
body P, P, lezi na polopfimce BL, plyne odtud P = P, a tedy
PQ || OB. Uloha tedy nem4 feseni.

Tim je dtkaz tvrzeni vysloveného na poclatku pripadu [1]
proveden.

V pifipadé [2] je p=£ OB. Stejnolehlost B bodim P~ Q
pfimky ¢ po fadé pfifazuje body Y5~ Z na pfimce p | ¢
(viz obr. 7 a 8).
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Body P, Q leZi uvnitf poloroviny ABL. Ze stejnolehlosti B
plyne, Ze i oba body Y, Z lezi soucasné bud v poloroviné ABL
nebo v poloroviné ABK. Dale z této stejnolehlosti plyne, Ze

BY _ PB

BZ  BQ

neboli Q
BY = -Z—.BZ. (11)

Nyni uvaZujme stejnolehlost O o stfedu O, kterd prevadi
bod B v bod A. Jeji koeficient je zdporny, a proto bodu Z
pfimky BM v ni prislusi bod X pfimky AK || BM; je tedy bod
X od bodu Z a tim i od bodu Y oddélen bodem O, takze OX,
OY jsou opacné polopfimky. Ze stejnolehlosti O plyne

4X 04
neboli Bz QB
AX = % . BZ. (12)

Porovninim vztaha (11), (12) dostaneme AX = BY.

ProtoZe pfimka PQ existuje jedind a protoZe existuji stejno-
lehlosti B, O, plyne z celého postupu, Ze tloha md jediné
feSeni. Tim je provedeno feSeni pfipadu [2].

Z vysledku édsti 1 [1] plyne: Bodem O lze sestrojit jedinou
pfimku p = XOY, kde X, Y jsou body pozadované tlohou,
pravé tehdy, jestlize plati vztah

sin a a

—_— —. 13
sin 8 a b (13)
Tim jsme provedli feSeni édsti 1.
Cast II (obr. 10). UvaZujme stejnolehlost B’ o stfedu B,

ktera pfimce ¢’ = P'Q pfifazuje pfimku p’ || ¢, kde p’ pro-
chazi bodem O. Pii tom piimka P’Q neprochdzi bodem B
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a body P’, Q jsou pfimkcu AB oddéleny (viz Poznidmku 1);
z toho plyne, Ze stejnolehlost B’ existuje. Tato stejnolehlost
bodim P’£ Q pfimky ¢’ piifazuje po fadé body Y'z2£ Z’
na pfimce p’ || ¢; pfi tom jsou body Y’, Z’ rovnéz pfimkou AB
oddéleny. Usetka P'Q lezi v thlu <t MBL' a pitimka Y'Z’
prochdzi bodem O, ktery lezi v uhlu <t M'BL k pfedchozimu
vrcholovém; proto usecka Y’'Z’ lezi v uhlu < M'BL, takZe
bod Y’ padne do poloroviny ABL a bod Z’' do poloroviny

. . BY'  BP' .
ABK. Ze stejnolehlosti B” plyne BZ ~ BO neboli
BY' = -‘;— .BZ'. (14)
"\

Obr. 10.

UvaZujme nyni stejnolehlost O’ o stfedu O, ktera prevadi
bod B v bod 4; jeji koeficient je zdporny a proto bodu Z’
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pfimky BM pfislu$i bod X' pfimky AK || BM, ktery je od
bodu Z’ oddélen bodem O.Lezi proto bod X’ uvnitf polor-
viny ABL zarovenl s bodem Y’; z toho plyne, Ze body X', ¥’
lezi v poloroviné ABC a polopfimky OX’, OY’ splyvaji. Ze

stejnolehlosti O’ pak plyne %)Z—{T = _QO% neboli
AX' = % .BZ'. (15)

Porovnanim vztaht (14), (15) dostavame AX' = BY".

Protoze primka P’Q existuje jedind a protoZe existuji stejno-
lehlosti B’, O, O’ plyne z celého postupu, Ze uloha mé jediné
feSeni. Tim je provedeno feSeni cdsti II.

Zivér fedeni. Uloha mi dvé fedeni, jestlize plati vztah
(13); jestlize tento vztah neplati, md jediné reSeni.

7. Jestlize ve Ctyrsténu ABCD je
AB = CD, AC = BD, AD = BC,
dokaZte, Ze potom plati:

a) Lze sestrojit kvadr tak, Ze v kazdé sténé tohoto kvadru
pravé jedna ze sténovych uhlopricek splyvd s jednou hranou
Ctyrsténu.

b) Stfed kulové plochy opsané Ctyrsténu ABCD splyva se
sttedem kulové plochy Ctyrsténu vepsané (t. j. lezici uvnitf
Ctyrsténu a dotykajici se rovin jeho stén).

ReSent (obr. 11). a) Nejprve dokiZeme pomocnou vétu:
slestlize ve Ctyrsténu ABCD plati AB = CD, AC = BD,
AD = BC, potom kazda ze stfednich pficek ¢tyrsténu je kolma
k tém jeho hrandm, které puli.* Pfi tom na pf. stfedni piicka
XY spojuje stredy protéjsich hran 4B, CD.
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Dikaz. Plati
A BCD =~ A ADC (ss5);

proto je téz BY = AY (to jsou téZnice v téchto trojihelnicich,
které pfisludeji ke spolecné strané CD). Je tedy trojuhelnik
YAB rovnoramenny a AB je jeho zikladna. Pfimka XY je
osou soumérnosti tohoto trojuhelnika, a proto plati XY | AB.
Stejné se dokaze, Ze plati XY | CD. Tim je pomocnd véta
dokézéna.

Obr. 11.

Nyni provedeme fedeni tilohy a) tak, Ze sestrojime kvadr,
o némz se mluvi v textu ulohy. Podle pomocné véty o stfedni
pficce XY ¢tyrsténu ABCD plati AB | XY, CD | XY.
V rovinich ABY, CDX sestrojme postupné obdélniky ABB'A’,
CDD'C’, které maji stfedni pficku XY; protoze je AB = CD,
BB’ = XY = DD/, jsou tyto obdélniky shodné. Pfi tom jsou
piimky AB, C'D’ riznobéZné (jinak by piimky AB, CD ne-
byly mimobézné). Proto plati

XA=XB=XC'"=XD'=}1AB=};CD=YA4 =
=YB =YC=YD,

takze Ctyrthelniky AC'BD’, A'CB’D maji vesmés shodné
uhlopfi¢ky a body X, Y jsou po fadé stiedy téchto uhlopficek.
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Z toho plyne, Ze tyto Ctyruhelniky jsou obdélniky. Ale podle
konstrukce je
AX || A'Y, D'X | DY; 1)

proto o rovinich o = AC'BD’, 0 = A'CB'D plati g || 0. Ze
vztaht (1) déle snadno plyne <t AXC' = X A'YC a tedy
A AXC .~ NA'YC (sus) a tim AC’ = A'C} stejné se dokdzZe,
Zze je AD' = A'D. Odtud plyne, Ze obdélniky AC'BD’,
A'CB’D jsou shodné.

Podle konstrukce plati XY | AB, XY | C'D’ (nebot je
XY | CD, C'D' || CD); je tedy XY | p a protoZe je g || o,
je t¢Z XY | o. Odtud plyne, Ze obdélniky AC’'BD’, A'CB’'D
AA' || C'C || BB || D'D. Vrcholy daného étyrsténu ABCD
lezi skuteCné ve vrcholech pravé sestrojeného kvidru. Tim je
uloha a) rozfeSena.

Poznimka. V§imnéme si, Ze z vlastnosti pravé sestrojeného
kvadru vyplyvd, Ze stfed S stfedni pficky XY je stfedem to-
hoto kvdiru a tim i stfedem kulové plochy opsané kvidru
i ¢tyrsténu. Pfi tom bod S je vnitfnim bodem uselky XY a
tim i vnitfnim bodem kazdého z poloprostora ABCD, ABDC,
ACDB, BCDA; aviak pranik vnitfka téchto poloprostort je
vnitfek Ctyrsténu ABCD. Lezi tedy bod S uvnitf Ctyrsténu
ABCD. Tohoto vysledku uzijeme v uloze b).

b) DokdZeme pomocnou vétu (obr. 12): ,,Bud dén Ctyr-
stén SABC, o némZ plati

SA=8B=S8C=r. (2)
Oznalme P patu kolmice vedené bodem S k roviné ABC,
takze v = SP > 0 je vySka Ctyrsténu pfislusnd k bodu S.
Potom plati
=7 -0 ®3)

kde p je polomér kruZnice %k opsané trojuhelniku ABC ze
stfedu P.«
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Dikaz. Ze stereometrie je znidmo, Ze pata P kolmice vedené
bodem S k roviné ABC je ze vSsech bodu této roviny nejbliz§i
k bodu S. ProtoZe v naSem pripad¢ je ABC trojuhelnik, jsou
body A4, B, C vesmés rtizné; protoze plati (2), je nutné kazdy
z nich rizny od bodu P, takze plati r > v. Protoze je

Obr. 12.

SP | ABC, maji trojahelniky SAP, SBP, SCP (které jisté
existuji) pfi bodu P pravé uhly; dile maji spole¢nou odvésnu
SP a podle (2) se shoduji v pfeponich. Jsou tedy shodné
podle véty (Ssu). Odtud plyne, Ze plati

PA = PB = PC = p.

Je tedy P stiedem kruZnice % opsané trojihelniku ABC.
Uzijeme-li Pythagorovy véty na trojuhelnik SAP, dostaneme

2 =1 — gk

Tim je pomocnd véta dokdzina.

Nyni provedeme feSeni ulohy b). Je znidmo, Ze Ctyrsténu
1ze opsat jedinou kulovou plochu, a dale, Ze &tyrsténu Ize vepsat
jedinou kulovou plochu, jejiz stfed lezi uvnitf &tyrsténu.
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Oznaéme » = (S, r) kulovou plochu opsanou danému &tyr-
sténu ABCD, takze plati vztahy (2). Mdme dokézat, Ze bod S
je zaroven stfedem kulové plochy tomuto Ctyrsténu vepsané.
Staci tedy dokazat, ze bod S lezi uvnitf Ctyrsténu, a dile, Ze
m4a od Ctyf rovin stén Ctyrsténu sobé rovné vzdalenosti.

Dtikaz. Ze bod S leZi uvnitf étyrsténu plyne z ,,Pozniamky*
pfipojené k feSeni ulohy a). DokdZeme tedy pouze, Ze bod S
ma od rovin

ABC, ABD, ACD, BCD 4)

sobé rovné vzdalenosti.

Protoze o ¢tyr$ténu ABCD plati AB = CD, AC = BD,
AD = BC, jsou trojuhelniky (4) vesmés shodné. Proto jsou
shodné i kruznice témto trojuhelnikim opsané; oznacme
jejich poloméry. Podle pomocné véty plati pro vzdélenost
bodu S od rovin (4) vztahy (3), z nichZ vzhledem ke vztahim
(2) plyne, Ze bod S ma od rovin (4) vesmés sobé rovné vzdale-
nosti, coz jsme méli dokdzat. Tim je proveden dikaz a uloha
b) feSena.

Podle feSeni prvniho vitéze V. ro¢niku MO
s. Bietislava Novika, Zika 11b JSS
v Chrudimi.

8. Ktoré tri navzdjom rdzne (celé¢) nestdelitelné Cisla mo-
Zeme pokladat za prvé tri Cleny aritmetickej postupnosti a za-
roveil (v inom poradi) za prvé tri Cleny inej, geometrickej
postupnosti ?

RieSenie. Ozna¢me hladané Cisla po rade
bys by, by - 1)
Polozme b, = a a oznatme d diferenciu aritmetickej postup-
nosti. PretoZe &isla by, by, by maju tvorit aritmeticki postup-
nost, musi platit

bp=a—d, by=a, by=a+d.
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Aby disla (1) boli nestidelitelné, musia byt ¢isla a, d 7= 0 nest-
deliteIné.
Pri vhodnom poriadku indexov <¢isel (1) md platit

b‘Z — bj . bk’ (2)

kde 1, j, k st navzdjom rdzne Cisla a rovnaji sa niektorému
z Cisel 1, 2, 3.

Pritom neméZe byt i =2, lebo potom by bolo b2 = a?
bb, = a* — d? a teda a® = a®> — d?, ¢o moZno splnit len pre
d@%* = 0 alebo d = 0, ¢o je proti predpokladu.

Teraz uvazujme o dvoch moZnostiach.

Pripad [1]. Nech 7 = 1. Zo vztahu (2) dostaneme

(@ — d)* = a(a + d)
a teda d? = 3ad a pretoZe d +# 0, dostaneme
d = 3a.

Thto rovnicu md spliovat nesudelitelna dvojica Cisel a, d.
Tu je

a) buda=1atymd = 3,

b) buda =—latymd = — 3.
Hladané &sla st

a) bud b, = — 2, b, =1, by = 4,

b) bud b, =2,b, = — 1,b; = — 4.

V pripade a) dostaneme:

aritmeticka postupnost: —2, 1, 4, 7, 10, ... ;
geometrické postupnosti: o) 1, —2, 4, —8, 16, . . . (kvocient

g=—2);
B4 —2,1, —1,1,...(9=— 3.
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V pripade b) dostaneme:
aritmeticka postupnost: 2, —1, —4, —7, —10,...;
geometrické postupnosti: «) —1, 2, —4, 8, —16, ...
(¢=—2);
B —4,2,— 1,3, —1,...a=—1).
Pripad [2]. Nech je i = 3. Zo vztahu (2) dostaneme

(@ +d) =ala—d)
a teda d? = — 3ad a pretoZe d # 0, dostaneme
d = — 3a.

Thto rovnicu ma spliiovat dvojica nesudelitelngch &isel a,
d. Tu je

a) buda=1latymd = — 3,

b) buda=—latymd = 3.

Hladané &isla su
a)bud b, =4,by, =1,b; = — 2,
b) budb1=_4,b2= e 1,b3=2.

V pripade a) dostaneme:
aritmeticka postupnost: 4, 1, —2, —5, —8,...;
geometrické postupnosti:
) 4,—-21,—3,1,...(¢9=—13)
B) 1, —2,4,—8,16,...(g = — 2).

" V pripade b) dostaneme:
aritmeticka postupnost: —4, —1,2,5,8,...;
geometrické postupnosti:
«) —4,2,—-1,},—1,...(¢=—13);
B —1,2, —4,8,—16,... (g=—2).
Tym je uloha rozrieSena.
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9. Je dén vyraz
z = 1 — sin®>x — sin?y, 1)

kde x, y jsou i'eélné Cisla; déle je ddno redlné Cislo a.
Urcete viechny dvojice ¢isel x, y, pro néz plati

x+y=a )
a pro néZ vyraz z nabyva hodnoty: a) maximadlni, b) minimalni.*)
Provedte diskusi vzhledem k cislu a.
Resent. Postupné plati identicky (pfi jedné Gpravé uZivime
vzorce 2 sin « cos & = sin 2 &):
z = 1 — sin® — sin%y = cos?x — sin?y =

= (cos x + sin y) (cos x —siny) =

~[sin (5 o) + sins] [sn (5 o) — sns] =

—2sin[ ™~ XY T _xty
—2sm(4 3 ).cos(4 2 )

N i x+y T X—y)
.2sm(—4~—~2——).cos(7 2 )—

. sin[%~ (x—y)] .sin[—;—— (x+y)] =
= cos (x — ¥).cos (x + ).
Vzhledem ke (2) tedy plati
z =cos(x —y).cosa. 3)

Nyni se jednd o stanoveni maximdlni a minimdlni hodnoty
pravé strany vztahu (3). RozliSujeme dvé moZnosti.

*) Maximem a minimem tu rozumime ostré maximum a ostré
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2n + 1
— o
kde 7 je celé Cislo. Pak je 2 = 0 a nelze mluvit ani 0 maximu,
ani 0 minimu.

Skute¢né pro tento piipad ¢islaajey =a —x a

Pripad [1]. Necht je cos @ = 0 neboli a =

siny=sin|:2n;_17r—x]=sin(—72r—+ mt—x)=

=cos (x — nw);

pro n sudd je sin y = cos x, pro 7 lichd je [sin y| = |cos %],
takZe sin?y = cos?x. Pak podle (1) je

z =1 — sin®x — cos?x = cos®x — cos?x = 0
a pro kazdé x tiloha nem4 feSeni.
Pripad [2]. Necht je Cislo a takové, Ze pro kterékoli celé

Cislo » plati

a;ﬁzn;—l.n. @)

Potom je cos a@ # 0 a v podstaté jde o vySetfeni maxima a mi-
nima vyrazu

cos (x — )
za soutasné platnosti podminky (2), tedy o maximum a mini-
mum vyrazu
{ = cos (2x — a).
Tento vyraz md maximum pravé tehdy, jestlize je
2x — a = 2km, (5)

kde % je libovolné celé ¢&islo; minimum md pravé tehdy,
jestlize je

; 2x —a = (2k' 4+ D, 6)
kde %’ je libovolné celé Cislo. '
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Ze vztahu (5) plyne .

%= + b, )
ze vztahu (6) plyne
a ’ 1 ’

Pro Cisla x dand vztahem (5') je { = 1, pro ¢&isla x dand
vztahem (6") je { = — 1.

Nyni se vratme k vySetfeni maxima a minima vyrazu 2 =
= (. cos a. Rozezndvejme dva pripady [a] a [b].

Pripad [a]. Necht je cos a > 0. Tento vztah plati pravé
tehdy, jestlize Cislo a leZi v otevieném intervalu

((2»:—%) =, (2m + %)rc), 0

kde m je jisté celé Cislo.

Pak pro &sla x ze vztahu (5') nastivd maximum rovné &islu
cos a > 0 vyrazu z a pro hodnoty x ze vztahu (6’) minimum
rovné Cislu — cos a < 0.

Pripad [b]. Necht je cos a < 0. Tento vztah plati pravé
tehdy, jestlize ¢islo a leZi v otevieném intervalu

((2ni+ D, 2m + %)71:) s
kde m je jisté celé &islo.
Pak pro ¢isla x ze vztahu (6') nastivd maximum rovné Cislu

|cosa| >0, pro &sla x ze vztahu (5') nastivd minimum
—|cos a| < 0.

Zéivér. Vyraz z dany vztahem (1) za soulasné platnosti

vztahu (2) ma:
a) maximum |cos a| > 0 (je to Cislo kladné) pro Cisla x dand:
«) vztahem (5'), jestliZze &islo a je z otevieného intervalu

3
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B) vztahem (6"), jestlize Cislo @ je z otevieného intervalu

3
b) minimum —|cos a| < 0 pro Cisla x dand:
o) vztahem (6'), jestliZze Cislo a je z otevieného intervalu
OF
B) vztahem (5"), jestlize Cislo a je z otevieného intervalu

Pfi tom Cisla k, k' ve vztazich (5),(6")jsou libovolnd celd Eisla;
rovnéZ m v otevienych intervalech (7), (8) je jisté celé (islo.
10. Urcete vSechna komplexni Cisla #, kterd vyhovuji rovnici
u=a.u, (1)

kde a je dané komplexni &islo a # je komplexni islo sdruZené

s Cislem u.

Reseni. Poloyme
u = re, (2

kde r = 0 je redlné &islo a ¢ 7 0 je komplexni jednotka, kterou
lze psat

& = cos @ + isin g. 3)
Potom je ~
Uu=r.¢
neboli
- 1
u=r.,—
€

Dosadme tento vysledek do dané rovnice (1); dostaneme

ar
re = —
€

neboli
r (a — -“—) =0. (4)
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Bud musi byt r=0, t. j. u=u=0, anebo je r~0.
Pfedpoklddejme nadéle, Ze r 7= 0. Potom ze vztahu (4) plyne,
Ze musi platit
& =a.
Ze vztahu (3) podle Moivreovy véty dostaneme pro &
cos2p + 1.sin2p = a; 5)

to znamend, Ze dané Cislo @ musi byt komplexni jednotkou.
Oznacime-li- « amplitudu ¢isla a = cosa + i.sinz, potom
vzhledem k (5) musi zfejmé platit

2 = o + 2km,
kde % je jisté celé Cislo, neboli
Q= %a+ k. ©)

Stali uvaZovat dva pfipady, a to k=0, & =1; musi tedy
podle (2), (3) a (6) byt bud u = u, anebo u = u,, kde

u, =r(cos } «+1i.sin} a), ©)
uy =rcos (a4 w)+i.sin(}x+ m)l, 7
kde r > 0 je libovolné redlné Cislo. Zfejmé je up, = — u,.

Obrécené Cisla u = uy, u = u,, kde » = 0y jsou feSenim rov-
nice (1). Jestlize je u = 0, je to zfejmé. JestliZe je u # 0, jsou
rovnice u = au, u*> = auu ekvivalentni. Snadno dokiZeme, Ze
¢isla (7'), (7) pro r # 0 tuto posledni rovnici spliiuji.

Dikaz. Podle Moivreovy véty plati

u} = r? (cos & + isin &), u} =7?(cos o + i sin &)
neboli

¢ QR T N
ui = ar’, uj = ar’.

Dile je auyu; = a . (wu;) = ar? a podobné au,u, = ar®. Tim
je dikaz proveden.
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Zavér. Jestlize je |a| 5~ 1, pak rovnice (1) m4d jediny kofen
iZe j =1, potom m4i rovnice (1) nekonelné
mnoho feSeni, danych vztahy (7), (7’), kde » = 0 je libovolné
redlné Cislo a o amplituda disla a.

Geometricky vyznam. JestliZe je |a| = 1, pak obrazem
kofenu u# = 0 je politek O Gaussovy roviny.

Jestlize je |a| = 1, pak obrazy vSech Cisel # = u; ze vztahu
(7) vypliuji polopfimku OU,, kde U, = [cos } «, sin } «],
a obrazy vSech Cisel u = u, ze vztahu (7') vypliuji polopfimku
OU,, kde Uy=[—cos} « — sin}a]. Piisluiné obrazy
tedy vypliuji pfimku U,0U,.

11. Budte a, b dand redlnd élsla, kterd nejsou soucasné rovna
nule. Pro kterd x, kde 0 < x < =, md vyraz

y=acosx+ bsinx

nejvétsi hodnotu. (VSimnéte si fedeni rovnice (1) na str. 76
v ucebnici Trigonometrie pro 10. a 11. ro¢nik stfednich $kol.)

Reseni. ProtoZe je vylouden ptipad a = b = 0, budemc roz-
liSovat téchto osm mozZnosti:

(I)a=0, b>0;

2a>0,b6> 0;

3)a>0,b=0;

5)a=0, b<0;

(6)a <0, b<<0;

8)a<0,b>0.
Oznaleni nyni r = |/a® + b2. Je tedy r > 0. Podminkim

a =rsin ¢, b =rcos @, 0=9p<2rn
vyhovuje jediny uhel @. Na§ vyraz muZeme pak psit takto
y=acosx + bsinx = r (sin ¢ cos x + cos g sinx) =
=rsin (¢ + x).
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(1) Je-li a=0,5>0, je r=>b, 9 =0 a dany vyraz mi
tvar y = rsin x. Nejvétsi hodnotu dostdvime pak pro x =
= }n a pfislu§né maximum je y . =b=r.

Obr. 13.

2) Jeli a >0, 5 >0, je 0 < ¢ < im. ProtoZe
sin(x + @) =1 pravé tehdy, je-li x + ¢ = L= + 2kw (kde
k je vhodné celé Cislo), dostdvdme pro x = Jm — @ maximalni
hodnotu ., =17 = ]/a2 + 5% (Na obr. 13 je pro urcitost
znidzornéna situace, kdy a =1, b = l/?v— V obrazku je uhel
< APB pravy. Plati r =2, ¢ = 1w a nejvétsi hodnoty je
dosaZeno pro x = } m.)

(3) Je-li a>0, b =0, md nd§ vyraz tvar y = a cos x.
Nejvétsi hodnotu dostdvame pro x = 0 a pfislu$né maximum
€ Vmax =@ =T

4) Je-lia>0,b<0,je 4t < ¢ < 7. Zde maximalni hod-
noty je dosaZeno pro x =0 a toto maximum je Y., =
=rsing = a.

(5) Je-li a =0, b < 0, pracujeme s vyrazem y = b sin x.
Nejvétsi hodnoty dosdhneme pro x = 0; hodnota y,_, = 0.

(6) Je-li a <0, b<0, je * <@ < §w. Budeme zde jesté
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rozlidovat tfi pfipady:
A r<<p< in, tja>b;
b) q)—i'rt,t j.a=b;
)i n<p<imtija<hb.
A% pnpade a) dostdvime nejvétsi hodnotu pro x = 0 a toto
maximum je y_,. =rsing =a. (Na obr. 14 je narysovin

pfipad ¢ = — 1, b———]/3 pak ¢ = Ix.)

P

D)
J*

o]

<

H

A

o%-

I

X "
Obr. 16.

Obr. 15.

V ptipad& b) dostdvime pro x = 0i prox = } © stejné
hodnoty y. Tato spoletnd hodnota je hledané maximum;

plati y_,, — a = b. (Viz obr. 15.)
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V ptipadé c) se dosihne nejvétsi hodnoty pro x = 4.
Toto maximum je y, .. = r cos ¢ = b. (Na obr. 16 je zndzor-
néna situace ¢ = — ]/3, b=—1,tedy ¢ = § =.)

(7) Je-li a < 0, b =0, pracujeme s vyrazem y = a Cos x.
Nejvétsi hodnoty se dosdhne pro x = } = a bude y_,, = O.

(8) Konetné je-lia < 0,5 >0, plati § ©# < ¢ < 27 Ma-
xima se dosidhne pro x = }7 a bude y_, = rcosp =b.
(Potfebny obrazek si nalrtne uz Ctendf sam.)

12. Nech je dany $tvorsten ABCD, v ktorom splyva stred S
gulovej plochy tomuto $tvorstenu opisanej so stredom gulove;j
plochy Stvorstenu vpisanej.

a) Dokazte, ze kazd4 trojuholnikova stena tohto Stvorstena
ma ta vlastnost, Ze stred kruZnice tomuto trojuholniku opisa-
nej je vnutornym bodom tohto trojuholnika. Dalej dokdzte,
Ze tieto kruZnice si pre vSetky S$tyri steny $tvorstena navzdjom
zhodné.

b) DokaZte, Ze v trojuholnikoch ABC, ABD su uhly pri
vrcholoch C, D zhodné.

c) Dokazte, Ze vietky steny $tvorstena st zhodné..
d) DokdazZte, Ze o hranich S$tvorstena plati

AB = CD, AC = BD, AD = BC.

RieSenie. Pozndmka. Dotykova rovina 7 v bode T gulovej
plochy % = (S, r) so stredom S a polomerom r stoji kolmo
na priamku S7. Okrem bodu T nemaja plochy 7, » Ziadny
iny spoloény bod (obr. 17).

Nech 7, 7’ st dve rdznobezné dotykové roviny gulovej
plochy »; oznatéme T, T’ (v tomto poradi) ich dotykové body.
Priesecnicu rovin 7, 7’ oznatme p. Pretoze ST | , ST | 7,
su priamky ST, ST’ rb6znobezné (keby splyvali, platilo by
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7 || ') a uréuja rovinu ¢ | p. Rovina ¢ pretina roviny 7, v
v priamkach z, ¢’ a plochu » v kruznici & = (S, r); oznaéme P
priese¢nik priamok ¢, ¢’ (je to priese¢nik priamky p s rovinou o).
Potom ¢, ¢’ s doty¢nice vedené z bodu P ku kruZnici &, ktord
sa ich dotyka v bodoch T, T". Teda: Ak su 7, v’ dve rézno-
bezné dotykové roviny gulovej plochy x, st ich prislusné do-
tykové body T, T rbzne a lezia mimo priesecnice p rovin 7, 7'.

Obr. 17.

]

RieSenie ulohy. a) Gulova plocha » so stredom S vpisand
danému Stvorstenu ABCD lezi celd v spolo¢nej Casti pol-
priestorov

ABCD, BCDA, CADB, ABDC; ¢))

Stvorsten ABCD je prave definovany ako spolond cast pol-
priestorov (1). Dotykovy bod D’ plochy #» s rovinou ABC lezi
jednak v tejto rovine a jednak v prvych troch polpriestoroch
(1), t. j. lezi v trojuholniku ABC. Avsak bod D’ nelezi na
obvode trojuholnika ABC, lebo napr. priamka AB je priesec-
nicou rdznobeZnych dotykovych rovin ABC, ABD gulovej
plochy » a na nej nelezi Ziadny bod plochy # (pozri tvodni
pozndmku). Z toho vyplyva, Ze bod D’ leZi vnutri trojiholnika
ABC. Pritom je

SD' | ABC. 2
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Oznalme 4 = (S, S4) gulovi plochu opisani S$tvorstenu
ABCD. Rovina ABC pretne tato plochu v kruZnici /,; jej
stredom je pita kolmice vedenej bodom S k rovine ABC.
Podla vztahu (2) je teda bod D" zrejme stredom kruZnice /,.
PretoZze bod D’ lezi vnutri trojuholnika ABC a pretoze [, je
kruzZnica tomuto trojuholniku opisand, preto je trojuholnik
ABC ostrouhly. (DokaZme, Ze napr. uhol <t BCA = y v troj-
uholniku ABC je ostry (obr. 18): Bod D’ lezi vnutri trojuhol-
nika ABC; preto su body C, B oddelené priamkou 4D’ a
body C, A priamkou BD'. Bod C nelezi teda v uhle <t AD'B,
ktory je preto stredovym uhlom k obvodovému uhlu y kruz-
nice /,. PretoZe sa uhol y rovnd polovici stredového dutého
uhla <t AD’'B, je uhol y ostry.)

Rovnako sa dokiZe, Ze aj ostatné trojuholniky stien §tvor-
stena ABCD su ostrouhlé,

Gulovd plocha » sa dotyka vSetkych Styroch rovin stien
Stvorstena ABCD; preto md bod S od vsetkych $tyroch rovin
rovnaké vzdialenosti. Preto priese¢né kruzZnice L, I, I, I,
plochy 4 s rovinami BCD, ACD, ABD, ABC (v tomto poradi)
su zhodné. Ich polomer oznaéme r.

Tym sme cast a) rozriesili.
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b) Oznatme ¢ = 4 4, f= < B, y= < C uhly v troj-
uholniku ABC.

DokdZeme teraz, Ze napr. uhly vy, 9’ protilahlé k strane
AB v trojuholnikoch ABC, ABD (v tomto poradi) si zhodné
(pozri obr. 19 siete $tvorstena, kde je AD, = AD,, BD; = BD;,
CD, = CD,, a v nej trojuholniky ABC, ABD,). KruZnice
l,, I3 opisané tymto trojuholnikom maju po rade stredy D', C’,
pricom C’ lezi vnutri trojuholnika ABD a uhol y’ je obvodovy
uhol v kruzZnici /; a k nemu prislicha stredovy uhol <t AC'B,
kdezto uhlu 7y, obvodovému v kruZnici /,, prislicha stredovy
uhol <¢ AD'B (pozri Cast rieSenia a))

Tu plati

A ABD' ~ A\ ABC'’ (sss);

uvazované trojuholniky maju stranu AB spolo¢ni a dalej
plati AD’ = BD' = AC' = BC’ = r. Preto je < AD'B =
X AC'B a teda tiex y =} X AD'B =} < AC'B = ¢/, t..

Y=
¢o sme mali dokdzat. Rovnako dokdZeme dalSie vztahy (celkom
6, lebo Stvorsten md 6 hran); pri oznaceni z obr. 19 su to

vztahy:
a=do, = y=9,
e=¢, p=¢, o=0o.

€)

¢) Vyjadrime fakt, Ze sucet uhlov v trojuholnikoch 4ABC,
BCD, ACD, ABD sa rovnd 180°; pritom pouZzijeme hned

vztahy (3).
Dostaneme
a+ﬂ+7=180°, (4)
a4+ @+ o = 180°% ©)
£+/9+60=180°, (6)
e+ @+ y =180 ©)

S¢itame prislusné strany rovnic (6), (7) a od¢itame od nich
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prislu$né strany rovnic (4), (5); dostaneme 2¢ — 2x = 0 alebo

€= (8)
Rovnakym spdsobom odvodime, Ze

=P )

w=7y. (10)

Vysledky (8), (9), (10) spliiuju vztahy (5), (6), (7) za predpo-
kladu, Ze plati (4).

Trojuholniky BCD, ACD, ABD maju s trojuholnikom ABC
vzdy jednu spolo¢nu stranu a zhoduji sa s nim v uhloch
k tejto strane prilahlych. Preto podla vety usu plati

A DCB ~ A ABC, A BAD ~ A ABC,
A CDA ~ A ABC, (11)
¢o sme mali dokazat.

d) Zo vztahov (11) vyplyva

AB = CD, AC = BD, AD = BC,
¢o sme mali dokazat.

Tym sme celd ulohu rozriesili.

2. Ulohy II. kola kategorie A.

1. Reste rovnici
a(x® — a?) = b(x* — b?), (1)

kde a, b jsou dand redlna Cisla.
Mai tato rovnice vzdycky redlna feSeni?

Resent. Rovnici (1) postupné upravime takto
ax® — a3 = bx? — b3,
x*(a — b) =a® — b3 2
ProtoZe bylo pouzito pouze ekvivalentnich tprav, je rovnice (2)
ekvivalentni s rovnici (1).
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Pii feSeni rovnice (2) rozli$ime dva pfipady:

Pripad [1]. Necht je a — b =0, t. j. a = b. Ozna¢me P
pravou a L levou stranu rovnice (2); dostivime

L=0.x2=0, P=a®—0=0.

Je tedy L = P pro kazdé &islo x.

Pripad[2]. Nechijea — b % 0, t. j. a 7= b. Potom z rovnice
(2) plyne
B — b

a—b

K=

neboli
) x? = a® + ab + b%
Odtud (pokud je a* + ab + b*> = 0) pro x plyne
P [y PN | A ©
DokédZeme, Ze vyraz pod odmocnitkem je nezdporny pro

kazdou dvojici redlnych Cisel a, b.

Dikaz. Pro libovolna realnd Cisla a, b plati

(@4 300=0 4)
(rovnost plati pravé tehdy, je-li @ + § b = 0); dale plati
=0 5)

(rovnost plati pravé pro b = 0).
SeCtenim obou vztaht (4), (5) dostavime

(@+ 302+ 3202 =0. 6)
Odtud dostivame
a+ab+ 12+ 302=>0
neboli
a4+ ab+02=0, ©
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coZ jsme méli dokdzat. Pfitom rovnost vzhledem ke (4), (5)
plati pravé tehdy, je-li a + 36 =0, b =0 nebolia = b =0,
coz je reSeno v piipadé [1].

V ptipadé [2] je a # b a proto plati a® + ab + b > 0, takZe
ve vztazich (3) je x, = — x; 7% 0.

Zavér. Je-li a = b = 0, je feSenim rovnice (1) kazdé redlné
Cislo x. Je-li a 5 b, jsou reSenim rovnice (1) rizna redlna Cisla
X = x;, ¥ = x, dand vztahy (3). Ma tedy rovnice (1) vidycky
redlné feSeni.

Podle reSeni s. Lad. Berana,
74ka 11. tf. JSS v Radotiné.

Jiné feSeni. Po upravé rovnice (1) dostaneme
(@ —b)x* = a3 — b°. (2)

Rozeznavejme dva pripady:

Pripad [1]. Necht je @ — b = 0 neboli a = b. Pak je téz
a® = b® neboli a® — b* = 0. Rovnice (2) a tedy i rovnice (1)
je zfejmé splnéna pro kazdé Cislo x a méd tedy nekonecné
mnoho feSeni.

Pripad [2]. Necht je a — b 0. Potom muZeme pred-

pokladat, Ze je a — b > 0 neboli

a>b; )
kdyby tomu tak nebylo, potom bychom zaménili oznaleni
Cisel a, b. Z rovnice (2) pak dostaneme

x2 =k, 8
kde

a3 o b3

k= pamyat

O disle 2 dokdzeme, Ze za predpokladu platnosti vztahu (7) je
kladné.
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Duiikaz. Stadi dokazat, Ze plati a® — b® > 0 neboli

ad > b, ()
Rozezndvejme tyto pripady:

a) Necht je b =0, takze plati a > b= 0. Potom podle
znidmé poulky ze vztahu a > b plyne a3 > b® (viz udebnici
Algebra pro 10. rocnik, str. 6), takZe plati vztah (9).

b) Necht je a = 0, b < 0. Potom je a3 = 0, b3 < 0 a tudiZ
plati vztah (9).

c) Necht je a <0, b < 0. Ze vztahu a > b plyne — a <
< — b, kde —a >0, — b > 0;ze vztahu — a < — b podle
prve uvaZovaného pfipadu a) plyne (— a)® < (— b)® neboli
—a® < — b3, t.j. a® > bP, coz je vztah (9).

ProtoZe za predpokladu platnosti vztahu (7) nenf jiné moz-
nosti nez uvedené (t. j. a) aZ c)), je platnost vztahu (9) do-
kdzdna a vskutku plati 2 > 0.

Rovnice (8) je ryze kvadratickd, dile je Vk >0 a tudiz
rovnice (8) méd dvé riznd feSeni x = x;, ¥ = x,, kde

n=1Jk n=—J&

Tyto kofeny zfejmé vyhovuji dané rovnici (1).

2. Stvorsten VABC m4 tieto vlastnosti:

(1) Stena ABC je pravouhly rovnoramenny trojuholnik s pre-
ponou BC = 2a, kde a je dané kladné Cislo.

(2) Stena VBC je rovnostranny trojuholnik, ktorého rovina
je kolma k rovine ABC.

Ozna¢me O stred hrany BC a dalej ozna¢me po rade B’, O’,
C’ body vnutri useciek VB, VO, VC, pricom body B’, O, C’
lezia na priamke rovnobeznej s priamkou BC. Uhol <t 040’
oznatme x.

a) Vyjadrite velkosti strdn trojuholnika AB’'C’ pomocou a, x.

b) Vypocitajte, pre ktoré x je trojuholnik AB’'C’ rovnostranny.
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Riesenie (obr. 20). a) Z textu ulohy vyplyva

OB = 0C = a,
VB = VC = 2a,
< ABC = 45°
(trojuholnik ABC je rovnoramenny a pravouhly),
<X AOB = 90°,
takZe trojuholnik ABO je rovnoramenny a pravouhly a preto
OA =a. (1)
V trojuholniku AVO je < O = 9(t a
V0o =ad|3 )
(vy$ka rovnostranného trojuholnika VBC); preto plati
ov
alebo
X VAO = 60°. ?3
Teda je vidy
0 < x < 60°. (3"
[/
ok: ¢
N
8 )
Obr. 20.
Z trojuholnika 40’0 (kde < O = 90°) vyplyva vzhladom
na (1) 00'=04.1gx =a.tgx, 4)
, 04  a
A0 = cosx  cosx ®)
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preto je podla (2) a (4)
VO = V0 — 00 = a(J/3 — tg ). (6)

Z rovnolahlosti trojuholnikov VBC, VB'C’, ktoré si rovno-
stranné, dostaneme podla (6) a (2)

e Vo' a(f3—1gx)
B'0'=BO0. 5 =a. — " 5T 2 (I3—1gx). (7

PretozZe je B'C' = 2. B'0’, dostaneme zo vztahu (7)

B'C = V” (/3 —tgx). ®)

Pretoze je AO | BC, VO | BC, je rovina AVO rovinou
sumernosti daného Stvorstena VABC a z toho vyplyva, Ze
aj body B’, C’ su sumerne zdruZené podla tejto roviny, takze
AB' = AC', O'B' = O'C’, <t AO'B’ = 90°; preto z trojuhol-
nika AB’O’ dostaneme podla Pythagorovej vety pouzitim (5)
a (7)

AB?2 = A0?+ B'0? =
alebo

+—(V3——tgx)2

cos2

AB? = a? [ ! + —;— (3 —1g x)2] . )

cos? x
Vztahy (8), (9) davaja rieSenie ulohy a).
b) Mdme stanovit x, pre ktoré je AB’ = B'C’ alebo AB"? =
= B'C'%; zo vztahov (8), (9) vyplyva, Ze musi platit”

1 |
2| — - 2 0] ’
a [cos2x + 3 (V3 tgx)] (|/ —tgx)2 (9)
PretoZe je a # 0, dostaneme stade ekvxvalentny vztah

1

— 3 — 2 .
cos2x (V 3—1%)
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Vzhladom na (3") je cosx >0, V?a > tgx >0 alebo V§ -
—tgx >0 a preto je poslednd rovnica (vzhladom na danu
tlohu) ekvivalentnd s rovnicou

1 =3 —1gx

Cos x

alebo
%V_?;.cosx—q}.sinxzé;

aviak sin 60° = } ]/3 , €os 60° = 1 a tym nadobudne po-
slednd rovnica postupne tvary

sin 60° cos x — cos 60° sin x = sin (w + 2k~%),
sin (60° — x) = sin (w + 2k~), (10)

kde % je celé &islo a w = 30° alebo w = 150°. Z rovnice
(10) dostaneme

60° — x = w + 2kr
alebo

x = 60°— w — 2km.
Podmienku (3") pre x moZno zrejme splnit len &islami o = 30°,
k=0, t. j.
x = 30°
Tento uhol zrejme vyhovuje poziadavkim tlohy, ako vyplyva

napr. z obrateného postupu alebo z dosadenia do (9"). Tym
sme ulohu rozriesili.

PodIa rieSenia s. Leo Bukovského,
ziaka 11d JSS v Lucenci.

3. Je dano kladné &islo k. Uvazujme kruhovou vysel, jejiz
obvod je roven Cislu % a jejiz polomér oznacime x.

Vyjadrete obsah p této vysee jako funkci polomeéru x.

Dile urcete, pro kterd x nabyvéd obsah p nejvétsi hodnoty.
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Resent. Oznalme o velikost piislu$ného stfedového thlu vy-
seCe v obloukové mife. Pak pro obvod a obsah vysele plati

k = xa 4 2x, ¢))

p=1%xa. )
ProtoZe musi byt x > 0, plyne z (1)

k

a po dosazeni tohoto vysledku do (2) dostaneme
p =1 kx—xB. 4)
Vysledku (4) lze dat tento tvar
P=rsk— (GR—
kde (3 k£ — x)> = 0; proto Cislo p je nejvétsi prédvé tehdy,
je-li
1k—x=0
neboli
x=1k.
Pro x = 1 k podle (3) je a =2, tedy 0 < a < 2w, takze

pfislusna kruhova vyse¢ skuteCné existuje. Nabyva tedy pro
x = 1 k obsah p nejvétsi hodnoty ;%% Tim je uloha feSena.

4. V roviné budte ddny tfi vesmés rizné pfimky MSM’,
NSN’, PSP’, které tedy prochézeji bodem S. Na polopfimce
SM bud dén bod A razny od bodu S.

Na pfimkich NSN’, PSP’ sestrojte po fadé body B, C tak,
aby bod S byl stfedem kruZnice trojihelnika ABC vepsané.

(Pokyn. Vyjadiete nejprve velikost thlu <t BSC pomoci
uhlu < CAB hledaného trojihelnika ABC).
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Resent (obr. 21). O thlech «, B, y hledaného trojithelnika
ABC plati f + y = 2R — «a; z trojuhelnika SBC, kde S je
sttedem kruZnice trojihelniku ABC vepsané, snadno dosta-

neme vztah
XBSC=2R—}(f+7)

L BSC=R + }«.
Ziménou vrchold odtud dostaneme dva dal§i vztahy, takZe
celkem plati
X{BSC=R+}a, XCSA=R+}8,
XASB=R+ }y. ¢))
Je tedy kazdy z Ghla < BSC, < CSA4 a < ASB tupy. (Uvi-
dime, Ze tato nutnd podminka je i podminkou postacujici pro
feditelnost ulohy.)

neboli

Obr. 21.

Protoze pfimka A4S m4 s tsetkou BC spole¢ny bod U, ktery
lezi uvnitf této usecky, lezi i polopfimka SU (az na bod S)
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uvnitf thlu < BSC; proto bod A% S lezi nutné uvnitf hlu,
ktery je k Ghlu <t BSC vrcholovy, a pofddek bodd na pfimce
AS je tedy A4, S, U.

Obratme se nyni k vlastnimu fe$eni tlohy. Vhodnou volbou
oznaceni bodl na danych pfimkich NSN’, PSP’ snadno do-
sdhneme toho, Ze bod A padne dovnitf thlu < N'SP’ a Ze
pak bod M’ padne dovnitf thlu < NSP. Spole¢ny bod U
hledané useCky BC s pfimkou A4S lezi podle predchoziho od-
stavce nutné uvnitf polopfimky SM’ a tedy uvnitf whlu
< NSP; odtud plyne, Ze bod B musi leZet uvnitf polopfimky
SN a bod C uvnitf polopfimky SP. Proto je nutné <t NSP =
= < BSC a tedy <&¢ NSP = R + }«, kde « je uhel hledaného
trojuhelnika ABC pfi vrcholu 4. Pak jiZz musi byt <& PSM =
=R+ } B, < MSN =R + } 7, jak se snadno zjisti.

Konstrukce. Sestrojme thel <xt NSP— R = < PS¥ a
ozna¢me jeho velikost 4. Prenesme tento thel k polopfimce
AS do obou polorovin vytatych pfimkou 4S; dostaneme uhly
X SAK = } a (v poloroviné ASN), <t SAL = 1« (v polo-
roviné ASP). Spolecny bod polopfimek SN, AK oznaéme B
a spoleény bod polopfimek SP, AL oznatme C. Pak je ACB
hledany trojahelnik.

Dukaz konstrukce. DokdZeme, Ze trojihelnik ABC sku-
tedné existuje a ze bod S je stfedem kruZnice tomuto troj-
thelniku vepsané. Predpokladame, Ze uhly <t MSN, < NSP,
<X PSM jsou tupé; jejich velikosti po fadé oznatme R + %y,
R + %o, R + }p. Protoze je < MSN 4 < NSP +
+ < PSM = 4R, dostaneme odtud po dosazeni vztah

Jat 1B+ by = R. @

Spole¢ny bod B polopfimek SN, AK existuje, nebot je (jak
ihned dokéZeme)

¢ = < KAS + < NSA < 2R, 3)
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takZe je splnén poZadavek Eukleidova postulitu. Dikaz vztahu
(3) provedeme takto: Podle konstrukce je ¢ KAS = } «, dile
je <L NSA =R+ %y a soulet obou téchto thla je R +
+ la+ 3y = e Avsak podle vztahu (2) je jox 4 3y <R
a proto skutedné je ¢ < 2R. Tim je vztah (3) dokdzin a bod B
existuje. Stejné se dokaZe, Ze existuje bod C.

Nyni dokdZeme, Ze bod S je stiedem kruZnice trojuhelniku
ABC vepsané. Oznacili jsme <C NSP = R + }a; podle kon-
strukce je ¢ CAB = «. Pfitom bod § leZi na ose uhlu <¢ CAB
a plati ¢ BSC =R + la. Ale takovy bod je v poloroviné
BCA jediny; provedme dukaz tohoto tvrzeni: Polopfimka AS
lezi v thlu < BAC a proto ma s useCkou BC spole¢ny bod U,
lezici uvnitf této usecky. MnoZinou vSech bodd v poloroviné
BCA, z nichZ je useCka BC vidét pod danym tupym uhlem
R + }x =< NSP, je vnitfek oblouku %, jehoz krajnimi body
jsou body B, C. Pritom bod S na tomto oblouku % nutné
lezi a bod U lezi wuvnitf kruZnice, jejiz Casti je uvaZo-
vany oblouk k. Proto uvnitf useCky UA lezi jediny bod S této
kruznice, ktery je zdroven vnitinim bodem oblouku % i troj-
uhelnika ABC. Protoze stfed O kruznice trojuhelniku ABC
vepsané musi leZet na polopfimce A4S v poloroviné BCA a musi
o ném platit L BOC =R + } <X CAB neboli R 4 1o, je
O = S abod § je stfedem kruZnice trojahelniku ABC vepsané,
coz jsme mili dokdzat.

Diskuse. Resitelnost tlohy zivisi (pfi nasem vhodném
oznaceni danych pfimek MSM’, NSN’, PSP’) na tom, zda
kazdy z ahld ¢ MSN, <X NSP, <t PSM je tupy, coZ vyply-
nulo jako nutnd podminka z rozboru; jeji postacitelnost plyne
z dikazu konstrukce. Neni-li tato podminka splnéna, nema
uloha fedeni. Tim je feSeni dané ulohy provedeno.
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3. Ulohy IIL kola kategérie A.

1. Urcte vietky dvojice ostrych uhlov x, y, ktoré vyhovuji
sustave rovnic

- 2
Y 2 cos%y, ¢))
sinx .,

Y = 2 sin?%. )

RieSenie. Predpokladajme, Ze dand ststava md rieSenie x, y,
o ktorom plati
0<x<<90° 0<y<<90°. 3

Z rovnice (1) vyplyva
cos x
cos y
Dosadme do tejto rovnice za 2 sin?y z rovnice (2); dostaneme

=2—2sin%y.

cos x sin x

cosy siny
Znisobme obe strany tejto rovnice Cislom cos y . sin y; dosta-
neme
cos x sin y = 2 cos ¥ sin y — sin x cos y
alebo
cos x sin y 4 sin x cos y = 2 cos y sin y
alebo
sin (x + y) = sin 2y.

Porovnanim argumentov dostaneme, Ze musi platit jeden
zo vztahov (pritom je & celé Cislo):

(1] x+y =2y + k.360% @
2] x+y=180° — 2y + k. 360°. (5)
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Pripad [1]. Z rovnice (4) dostaneme
x=y+ k.360°

PretoZe x, y sa velkosti ostrych uhlov, je nevyhnutne 2 = 0.
Hladané ¢&isla musia teda spliovat vztah

x=. (6)
Po dosadeni do rovnice (1) dostaneme

cos y

—2cos? ¥ :
g cos?y ;

zlomok na lavej strane sa rovnd &islu 1 (lebo predpokladime,
Ze platia vztahy (3) a teda je cos y 7 0). Je teda

2cos?y =1
alebo
cos’y =}

a vzhladom na poZiadavku (3) je nevyhnutne

/2
Cosy = T .
Z toho dostdvame, Ze musi byt y = 45° a vzhladom na (6) aj
x = 45°
Dvojica &isel
x =45° y =45°

je skutoCne rieSenim sustavy rovnic (1), (2); o tom sa pre-
sved¢ime dosadenim:
.Pre rovnice (1) plati skuto¢ne

cos X cos 45° V§2
_— e 24y — 245° J—
%y _ s B =1 a 2 cos?y = 2 cos?45 —2.( 2 )——l.

Podobne zistime pre rovnicu (2), Ze po dosadeni x = y = 45°
sa kazd4 jej strana rovna Cislu 1.
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Pripad [2]. Z rovnice (5) dostaneme
x +y = (180° — 2y) + k. 360°. (7

Podla poziadaviek (3) je 0 < x 4 y < 180° a 0 < 2y < 180°,
preto pre vyraz v zitvorke na pravej strane rovnice (7) plati
0 << 180° — 2y < 180°.

Keby bolo £ = 1, dostali by sme, Ze x -+ y > 360°; keby bolo

# < — 1, dostali by sme x + y < 0. Preto mdZe byt jedine
k =0 a teda musi platit

x4y =180° — 2y.
Z toho vyplyva
x = 180° — 3y. (7)

Po dosadeni do rovnice (2) dostavame

sin (180° — 3y) L,
sin y = 2 sin%
a vzhladom na (3') po zndsobeni oboch strin tejto rovnice
Cislom sin y % 0
sin' (180° — 3y) = 2sin3y. 8)
Ale sin (180° — 3y) = sin3y a rovnici (8) moZno dat tvar
sin 3y = 2 sin’y. )

Lahko odvodime vztah sin3y = 3 cos?y . sin y — sin®y; po do-
sadeni do rovnice (9) dostaneme

3 cos?y . sin y = 3 sin®y. ®

Ak nisobime obe strany tejto rovnice ¢islom (pozri

1
3siny
vztahy (3)), dostaneme

cos?y = sin%y
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a pretoZe y je velkost ostrého uhla, vyplyva z predoslej rovnice
cosy =siny
alebo (pozri napr. grafy funkcii sinus a kosinus)
y = 45°

Po dosadeni do (7') dostaneme x = 45°. Dospievame teda
k vysledku pripadu [1].

Jedind dvojica ostrych uhlov x, y, ktora vyhovuje danej
sustave, je [x = 45°, y = 45°]. Tym sme tlohu rozriesili.

PodIa rieSenia s. Leo Bukovského,
iaka 11d JSS v Lugenci.

2. V dané roviné ¢ bud dén vypukly CEtyrihelnik ABCD,
jehoz uhlopficky se protinaji v bodé E. Mimo rovinu ¢ bud
dén bod V.

Uvnitf poloptimek VA, VB, VC, VD sestrojte po fadé
body A4’, B’, C’, D’ tak, aby lezely s bodem E v téze roviné o
a aby c¢tyruhelnik 4’B'C'D’ byl rovnobéznik. Rozhodnéte
o fesitelnosti ulohy. Nacrt konstrukce provedte ve volném
rovnobézném promitani.

ReSeni (obr. 22). Jestlize rovnobéZnik A'B'C’'D’ existuje,
pak se jeho uhlopricky A'C’, B'D’ musi protnout v bodé E’,
ktery lezi uvnitf polopfimky VE; protoZe vsak rovina o, kterd
zfejmé nemuze obsahovat prfimku VE, prochdzi bodem E, je
nutné E' = E, t. j. bod E musi byt stfedem hledaného rovno-
béznika. Bod E musi tedy byt stfedem soumérnosti rovno-
béznika A'B’'C’'D’. Na zékladé toho provedeme konstrukei.

Konstrukce. Sestrojme obraz A; bodu 4 v soumérnosti

podle bodu E, vedme jim pfimku a || VA a oznaéme C’ pri-
seCik pfimek a, VC. Dile oznatme A’ prusetik pfimek EC’,
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VA. Podobné sestrojme obraz D, bodu D v soumérnosti podle
bodu E, vedme jim pfimku d || VD a oznalme B’ prisecik
piimek d, VB. Dile oznatme D’ prusecik pfimek EB’, VD.
Potom je &tyruhelnik A4'B’C’D’ hledany rovnobéznik.

Obr. 22.

Dikaz. Bod E lezi uvnitf poloroviny VAC a s nim tedy
i bod A4,; proto uvnitf této poloroviny lezZi i pfimka a || VA
a tedy i bod C’, ktery proto lezi uvnitf polopfimky VC. Pfi
tom bod C’ existuje, nebot pfimka J'C protind prvni z rovno-
bézek VA, a a tudiz protind i druhou. Bod A’ je zfejmé obra-
zem bodu C’ v soumérnosti podle bodu E, nebot lezi na pfimce
EC’ a na prfimce VA, kterd je obrazem piimky e v soumér-
nosti podle bodu E. Stejné jako pro bod C’ se dokaze,
Ze bod A’ lezi uvnitf polopfimky VA. Je tedy

EA’ = EC. )
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Pravé tak se dokéZe, Ze body B’, D’ leZi po fadé uvnitf polo-
piimek VB, VD a Ze plat

EB' = ED'. @)

Ze vztahu (1), (2) plyne, Ze A'B’'C’'D’ je hledany rovno-
béZnik.
¢ ProtoZe provedené konstrukce lze provést s jedinym vysled-
kem, md tloha vzdy pravé jedno feSeni. JestliZe plati EA = EC,
EB = ED, potom je dany ¢tyruhelnik ABCD hledanym &tyr-
thelnikem A'B'C'D’.

Popsanou konstrukci lze provést v rovnobéZném promitini,
nebot obrazem stfedu usecky je stfed usecky, ktera je obrazem
dané usecky; obrazy rovnobéZek jsou rovnobézné primky.

Tim je feSeni ulohy provedeno.

Podle feseni s. Lubomira Ohery,
Zika 11b JSS ve Znojmé.

3. Urcete vSechna redlnd reSeni soustavy rovnic

x—,y‘*‘ll: 1,
x% 4+ y = 10.

Resent. Pfedpoklidejme, %e dand soustava m4 feSeni. Rozezni-
vejme dvé moznosti: [1] Necht je y + 1 = 0; [2] necht je
y+1<O0.

Pripad [1]. Tu plati |y + 1| =y + 1,aproto je dan4 sou-
stava ekvivalentni se soustavou
x — (y + 1) = 1,
2+y=10
neboli se soustavou
x—y= 2,
22 +y=10. (1)
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Seéteme-li obé posledni rovnice, obdrZime rovnici

x4 x—12=0.
Kofeny této rovnice jsou x;, x,, kde

% =3, x=—4.
K ¢islim x = x;, ¥ = x, z prvni rovnice (1) dostaneme po
fadé prislusna Cisla y =y,, ¥y = y,, kde

Nn=1L yp=—6
Vzhledem k poZadavku y + 1 = 0 vyhovuje dané soustavé

pouze dvojice
x=3, y=1

Pfipad [2]). Z pfedpokladu y + 1 <0 plyne |y + 1| =
= —(y+ 1). Z dané soustavy pak dostaneme ekvivalentni

soustavu
x4+ 9 =10
neboli soustavu
xX+y= 0,
x? 4+ y = 10. 2)

Odeétenim prvni rovnice (2) od druhé rovnice (2) obdrzime
¥ —x—10=0.
Jeji feSeni x;, x, jsou
=10+ 1= =3 0+ )4,
xz—z(l—l/l (—40) =3 (1 — J/41).

v vz

K nim z prvni rovnice (2) pfisluSeji po fadé &isla y =y,
¥y =2, kde

n=—31+V4), yn=31( 1+ ]41).

Nyni dokdZeme, Ze dvojice x = x;, ¥ = ¥, je feSenim dané
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soustavy, kdeZto dvojice x = x5, ¥ =y, neni feSenim dané
soustavy.
Stali dokézat, Ze plati y, << — 1, kdezto y, > — 1. Zde

plati V_>V—6—6 Proto 1e§(1+V41)>latedyy1
< — 1. Dile je z(—1+V41)>—'1 t.j. yo > — 1. Tim
je dukaz proveden.

Zavér. Dand soustava mé pravé tato dvé feSeni:
x=3,y=1x=31+ 4D, y=— 1 (1 + |/4D).

Podle feSeni s. MiloSe Dostdla,
%4ka 1la tf. 20. JSS v Praze XVI.

4. Je déna polokruznice AB. Oznatme X vnitni bod této
polokruZnice. Na polopfimce XA, sestrojme bod Y tak, aby
platilo XY = XB. Jaky utvar vyplni bod Y, jestlize bod X

probihi viechny vnitini body dané polokruznice AB?

Resent (obr. 23, 24). Oznatme k = (S, SA) kruZnici, jejiz
&sti je dand polokruznice AB. Dale bud CD | AB primér
této kruZnice, pfi ¢emz je C vnitfnim bodem polokruznice
AB; tuto polokruznici budeme v dal$im znacit také polokruz-
nice ACB.

Podle textu ulohy lezi bod Y uvniti polopfimky XA, pfi
¢emz plati

XY = XB. ¢))
Pritom podle Thaletovy véty plati
X AXB = 90°. 2

Trojahelnik BYX je proto pravouhly a rovnoramenny s pre-
ponou BY a plati

X XYB = & YBX = 45°. 3)
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Oznatme M stied tusetky BY; pak polopfimka XM lezi
v obvodovém thlu <t AXB = 90° a déli jej ve dva shodné
sty¢né uhly o velikostech 45°. V tomto obvodovém thlu <t AXB

lezi k nému pfislu$ny oblouk ADB krunice k a pfimka

p = XM déli polokruznici ADB ve dva oblouky AD’, D’'B,
z nichZ kazdy pfislusi ke stfedovému thlu velikosti 45°.2 =
= 90°. Proto je &t ASD’ = <t BSD’ = 90°. Odtud plyne, Ze
je D= D', a proto osa p tseCky BY prochdzi bodem D pro
kazdou polohu bodu X. Pti tom je DB = DY, nebot pfimka p
je mnoZinou vSech bodd, které maji od bodt B, Y sobé rovné
vzdélenosti. Odtud plyne, Ze kazdy bod Y lezi na kruZnici
m = (D, DB); tato kruZnice prochdzi ziejmé bodem 4 = Y’,

ktery pfisludi k bodu X’ = C dané polokruZnice ACB. Ozna¢-
me BE prumér kruznice m; snadno zjistime, Ze plati

AE | AB, AE = AB.
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Zkoumejme nyni podrobné&ji mnoZinu bodd Y. Uhel <t BDX
je obvodovym thlem nad obloukem BX dané polokruZnice

ACB. O piisluiném stfedovém thlu < BSX podle textu
ulohy plati
0 < ¥ BSX < 180°,

nebot bod X leZi uvnitf polokruznice ACB. Proto o prislu$ném
obvodovém uhlu <¢ BDX plati

0 < < BDX < 90°. 4)
Ze soumérnosti podle osy p dostdvime vztah
X XDY = < BDX. ©)

ProtoZe je < BDY = <. BDX + < XDY, plyne z pred-
choziho vztahu, Z¢ <t BDY = 2. < BDX. Odtud a ze (4)
dostaneme vztahy

0 < < BDY < 180°, ©
které plati pro kazdy bod Y a tedy i pro bod Y’ = 4.

Padne tedy nutné kazdy bod Y dovnitf poloroviny BEA
na kruZnici m neboli dovnitf polokruznice BAE. Nyni doka-
Zeme, Ze ke kazdému bodu Y, ktery lezi uvnitf této polokruz-
nice, dovedeme sestrojit uvnitf dané polokruznice ACB bod X,
takovy, Ze sestrojime-li k nému jako k bodu X = X, bod Y
podle textu ulohy, dostaneme bod Y = Y.

Dikaz. ProtoZe je Y|, vnitfni bod polokruZnice BAE, plati
(srovnej s (6))

0 < < BDY, < 180°.

Oznaéme DN osu tohoto thlu*); ta leZi zfejmé v thlu<t ADB =

= 90°, ktery je obvodovym thlem nad polokruZnici ACB.
Proto md polopfimka DN s touto polokruZnici nutné spole¢ny

*) Srovnej s obr. 23, ktery je tfeba vhodné upravit (pismena X, Y
nahradit pismeny X, Y,).
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bod X, rizny od bodd A, B. Pfi tom je DX, osou soumérnosti
trojuhelnika DBY , takZe je DX,, | BY,. Sestrojme nyni podle
textu ulohy k bodu X = X pfislu$ny bod Y. Podle (5) padne
Y na polopfimku DY, nebot podle predchozi konstrukce
bodu X, je <¢ BDX, = < X,DY,. Avsak na tuto polopfimku
padne jediny bod kruZnice 7 a tim je bod Y),; proto je Y = Y,
coz jsme méli dokazat.

Tim je feSeni dané ulohy provedeno; hledanou mnoZinou

viech bodd Y je vnitfek polokruZnice BZZ‘J, kterou jsme vyse
sestrojili.

Jiné veSeni. Oznalme CD pramér kruZnice k= (S, S4)
kolmy k pfimce AB, pfi ¢emZ bod C lezi na dané polokruz-
nici AB (polokruznici ACB). Jako pfi 1. feSeni dospéjeme
ke vztahu

X BYX = 45°. 3)

Nyni rozeznivejme tfi moznosti pro polohu bodu X na

dané polokruznici ACB:

Pfipad [1]. Necht je X = C; pak pfislusSnym bodem Y je
bod 4.

Pripad [2] (viz obr. 23). Necht je X vnitfnim bodem
tvrtkruznice AC, tak’e le¥i uvnitf pravého thlu < ASC
a plati

X ASX < 90°. O

Qdtud snadno usoudime, Ze bod X leZi uvnitf thlu <t CAP =
= 45°, kde AP | AB je poloptimka poloroviny ABC. Na
pfimce AP v poloroviné ABD sestrojme bod E tak, aby AEB
byl pravodhly rovnoramenny trojihelnik o pfeponé EB; bod D
je zfejmé stfedem kruZnice m tomuto trojuhelniku opsané.
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Teéna kruZnice m v bodé A4 je ptimka CAC’, kde C’ je bod
lezici uvnitf poloroviny ABD.

Trojuhelnik ABX ma podle Thaletovy véty pfi vrcholu X
pravy uhel. Jeho ostry uhel <t ABX je obvodovy thel v kruz-
nici k a pfisludi ke stfedovému thlu <t ASX << 90°. Proto je

¥ ABX < 45°. ®)

Druhy ostry thel <t BAX tohoto trojuhelnika je proto vétsi
nez 45°, takZe plati ¢ ABX < <t BAX. Proto o odvésnich
tohoto trojihelnika plati AX << BX. Bod Y, ktery sestrojime
podle textu ulohy ke zvolenému bodu X, padne na prodlouZeni
useCky XA za bod A a tedy dovnitf poloroviny 4BD. ProtoZe
bod X lezi uvnitf thlu <¢ CAP, lezi bod Y uvnitf uhlu ¢ C'AE
k nému vrcholového. O bodu Y plati vztah (3). Proto podle
znidmé véty o mnoziné vSech bodd, z nichZ je dand tsecka vidét
pod danym thlem, snadno usoudime, Ze bod Y leZi na jistém
oblouku AB v poloroviné ABD. Protoze je téZ <t AEB = 45°,
prochizi tento oblouk téZ bodem E, takze je Casti kruZnice m
opsané trojuhelniku BAE. AvSak bod Y musi leZet uvnitf
uhlu < C’'AE; proto lezi bod Y uvnitf oblouku AE kruZnice .

Vime, Ze je <t EDA = 90°, proto je oblouk AE &vrtkrunice.
Jestlize obracené je Y, bodem, ktery leZi uvnitf této Ctvrt-
kruznice AE (vobr. 23. nechtsi ¢tendf mysli, Ze je YV, = Y),

potom dokdZeme, Ze lze na CtvrtkruZznici AC najit bod X
takovy, ze bod Y, ktery k nému podle textu tulohy pfislusi,
nutné splyne s bodem Y. Dukaz provedeme takto: Ozna¢me
AQ polopiimkou opa¢nou k polopfimce AY,. Protoze pfimka
Y,AQO neni kolma k pfimce AB, je nutné setnou kruZnice k
a spole¢né jejich body jsou A== X. Pfitom bod X musi leZet
uvnitf polopfimky AQ, nebot polopfimka A Y, leZi v poloro-
viné AEB’ opatné k poloroviné AES, kterd je vytata te¢nou
AE kruzZnice k (a kruznice & nutné tedy lezi v poloroviné
AES). Podle textu ulohy sestrojime k bodu X pfislusny bod
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Y. Ten podle pfedchoziho vysledku nutné leZi uvnitf polo-
pfimky AY, a na Ctvrtkruznici AE; z toho pfimo vyplyva,
Ze je Y= Y,. Tim je dikaz proveden.

Odtud plyne, % vnitfek &tvrtkruznice AE patii k hledané
mnoziné vech bodia Y.

Pfipad [3] (viz obr. 24). Necht je X bodem &tvrtkruZnice

673, takZe lezi uvnitf pravého thlu <t CSB a plati X XSB <
< 90°.

Obr. 24.

Snadno dokidZeme jako v pfipadé [2], Ze pak je <t ABX >
> X BAX, a proto t¢Zz AX > BX. Proto bod Y, pfislusny
podle textu ulohy k bodu X je vnitfnim bodem usecky AX
a lezi tedy uvnitf poloroviny ABC. Uhel <t AYB je vné)§1m
uhlem trojuhelnika BYX, ktery je pravouhly a rovnoramenny,
takZe je <X AYB = 135°. MnozZinou vSech bodl uvnitf polo-
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roviny ABC, z nichZ je isecka AB vidét pod uhlem 135°,
je oblouk AB jiz dfive uvaZované kruZnice m = (D, DB),
jak plyne na pf. i z toho, Ze ¢ ADB = 90°; proto je tento
oblouk 4B rovné? évrtkruznice.

Stejné jako v pfipadé [2] se snadno dokéZe, Ze kaZdy vnitini
bod Ctvrtkruznice AB lze povaZovat za bod Y sestrojeny
k jistému bodu X, ktery lezi uvnitf ¢tvrtkruZnice CB.

Z toho plyne, % vnitfek &tvrtkrutnice AB patfi rovné
k hledané mnoZiné viech bodu Y.

Zévér. Spojime-li nyni vysledky pfipada [1] aZ [3], vidime,
Ze hledanou mnozinou vSech bodu Y je vnitfek polokruZnice
E:fB, kterd leZi® uvnitf poloroviny EBA a je &asti kruZnice
m = (D, DB). Tim je feSeni ulohy provedeno.

Pozndmka. Naznatimejesté jeden zpusob feSeni (obr.25):

Podle vztahu (3) je < XBY = 45° a dile je BY = |/2. BX,

Obr. 25.
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jak plyne z pravouhlého rovnoramenného trojuhelnika BY X.
K danému bodu X tedy sestrojime pfislusny bod Y tak, Ze
sestrojime obraz X’ bodu X ve stejnolehlosti o stfedu B a
koeficientu V2, naCeZ k bodu X’ sestrojime obraz Y v otiCeni
. kolem bodu § o uhel 45° (ve vhodném smyslu). Odtud plyne,
Ze hledanou mnozZinou vSech bod@ Y je vnitfek polokruZnice

EAB; rovnéZ obraceni je bezprostfedni. (V obr. 25 je BS =r,
BC = rV2; o bodu S, polopfimky BS plati BS; = BC a dile
je $X' || SX; nakonec opiSeme kruZnici p = (B, BX’), na
niz lezi hledany bod Y.)

4. Ulohy I kola kategorie B.

1. V rovin& pravothlych soufadnic sestrojte graf funkce
y=|x—al+[x—2bl, M
kde @ = b jsou dana redlna Cisla.
Provedenou konstrukci odiivodnéte.
ReSeni. Rozeznivejme tfi moznosti: [1] Necht je a < x;
[2] necht je b < x < a; [3] necht je x << b.
Pfipad[l]. Prox >aje|x —a| =x —a,|x — b =x—b
a vztah (1) lze psat y = x — a + x — b neboli
y=2x—(a+b).

90



Grafem této funkce v roviné pravouhlych soufadnic x, y pfi
podmince x > a je vnitfek polopfimky AM; pfi tom je 4 =
=[x =a; y = a — b] a smérnice pfimky AM je 2. Jsou tu
dvé mozZnosti: Je-li @ > b, mame graf na obr. 26; je-li a = b
mame graf na obr. 27.

Piipad [2]. Prob<x<aje|x —a|=a—ux, |[x — b =
= x — b avztah (1) Ize psit y = a — x + x — b neboli

y=a—b.

Jsou opét dvé mozZnosti: Je-li a > b, je grafem usecka AB,
kde A=[x=a,y=a—b],B=[x=b,y =a— b], rovno-
béZnid s osou x; je-li a =2"5, je grafem bod 4 = B =
=[x=a,y=0]

Pripad[3]. Prox <bje|x —a|=a —x,|x — b =b—x
a vztah (1) Ize psity = a — x + b — x neboli

y = —2x+ (a + b).

Grafem této funkce pfi podmince x << b je vnitfek polopfimky
BN; piitom je B = [x = b, y = a — b] a smérnice pfimky BN
je —2. Jsou tu dvé moznosti: Je-li a > b, mame graf na obr. 26;
je-li a = b, mame graf na obr. 27.

2. Nech su dané dve rézne rovnobeZky u, v; dalej nech je
dany na priamke # bod M a na priamke » bod N.

Zostrojte dve zhodné, navzdjom sa dotykajuce kruZnice &y, k,,
z ktorych %, sa dotyka priamky » v bode M a k, sa dotyka
priamky o v bode N.

Urobte diskusiu rieSenia ulohy.

RieSenie (obr. 28, 29). Predpokladajme, Ze dand uloha m4

rieSenie. Obe hladané kruZnice k, = (Sy, 7), ky = (Sp, 1) s
zhodné a preto sa musia dotykat zvonku. Oznaéme p,, g, pol-
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roviny vytaté priamkou u, priCom p, obsahuje priamku o;
dalej oznalme o¢;, o, polroviny vytaté¢ priamkou o, pri¢om
o, obsahuje priamku ». KruZnica &, sa dotyka priamky « v bode
M a preto lezi celd v jednej z polrovin g,, g5 rovnako ustidime,
Ze kruZnica k, leZi celd v jednej z polrovin 0, 0,. Kombinu-
jeme kazdu z polrovin g, g, s kazdou z polrovin oy, 0,3 tak
dostaneme $tyri moZnosti pre polohu hladanych kruznic. Pri-
tom pripad (o, 0,) musime vylucit, lebo tieto polroviny nemaji
spolo¢ny bod, kdeZto kruZnice k,, k, maji spolo¢ny bod do-
tyku. Zostavaju teda tieto tri kombindcie polrovin: (p;, oy),

“(015 0s)s (09 01). Tretiu moZnost mozZno previest na druhu
sumernostou podIa stredu 7 usecky MN. Budeme preto ska-
mat len prvé dve mozZnosti.

Obr. 28.

Pripad [1] (obr. 28). Nech kruZnice k,, &, leZia v polrovi-
nich p,, 0y; zo vzdjomnej polohy polrovin p,, o; vyplyva, Ze
polpriamky S;M, S,N (ktoré si kolmé na rovnobeZné dotyc-
nice u, v) su navzdjom nesuhlase rovnobezné. Oznalme T
dotykovy bod oboch kruZnic %, &,. (Je zndme, Ze dve zhodné
dotykajuce sa kruznice &;, k, maju dotykovy bod T za stred
sumernosti, pri ktorej kruZnica &, prechddza v k, a k, v k.
V stredovej sumernosti st prislusné polpriamky nesuhlasne
rovnobezné.) V sumernosti podla bodu T prechddza kruZnica
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ky v kyaky, vk, dalej bod S; v Sy a S, v S, a koneéne bod
M v NaNv M. Z toho vyplyva, Ze bod T je stredom usecky
MN a tGseCky TM, TN si navzdjom odpovedaju v stredovej
sumernosti podla bodu T; to su viak tetivy kruZnic %, &,
(v tomto poradi). Preto body S;, S, leZia na osich o,, 0, ( v tomto
poradi) useliek TM, TN a dalej po rade na priamkach m | u,
n | v, vedenych bodmi M, N (v tomto poradi).

Z toho bezprostredne vyplyva konstrukcia (pozri obr. 28);
jej oddvodnenie sme uZ urobili.

PretoZe priamky u, MN st pri kaZdej polohe priamok
u=%£ v a bodov M, N navzijom roznobeZné, su aj dvojica pria-
mok (m, o0,) a dvojica priamok (1, 0,).vZdy réznobezné. Preto
vzdy existuja body S;, S, a tloha mi v tomto pripade prive
jedno riesenie.

Pripad [2] (obr. 29). Nech kruZnice k,, k, leZia po rade
v polrovinich g,, 0,3 z0 vzijomnej polohy tychto polrovin
vyplyva, Ze polpriamky S;M, S,N (ktoré su kolmé k rovno-
beznym dotyéniciam u, v) si navzdjom suhlasne rovnobeZné.
Oznaéme T dotykovy bod oboch kruZnic k,, k,. (Je zndma této
veta: Ak s &, = (Sy,7), ky = (S, r) dve zhodné kruZnice,
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Obr. 29.

ktoré sa dotykaju v bode T, potom mozno posunutim previest
kruZnicu &, v kruZnicu k,; velkost posunutia je 2r, jeho zmysel
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je udany polpriamkou S;S,.) V posunuti, v ktorom bod S,
prechddza v bod S,, prechddza polpriamka S,M v polpriamku
S,N a pretoze je S;M =.S,N = r, prejde v tomto posunuti
bod M v bod N. Z toho vyplyva, ze S;S,, MN su zhodné
useCky, pricom je S;S, = 2r; je teda 2r = MN alebo r =
= 1 MN.

Z toho bezprostredne vyplyva kon$trukcia, ktorti vidime na
obr. 29; jej spravnost sme v predoslom uz dokazali.

Pretoze M, N st rozne body, tsecka r vZdy existuje a tloha
ma prave jedno rieSenie.

Zaver. Celkom moZno zostrojit tri dvojice kruznic &, k,.
Prva dvojica odpovedd pripadu [1]; dve dvojice odpovedaji
pripadu [2], jedna totiZ dvojici polrovin (g,, d,), druhd dvojici
polrovin (g, 0y).
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Obr. 30. Obr. 31.

Poznimka. Ak je MN | wu, zostidva podané rieSenie v plat-
nosti (pozri obr. 30, 31).

3. Rieste ststavu rovnic .
ax + (1 — a)y =2, 1
2—a)x+ 3ay =1 2)
o neznimych x, y, kde a je dané redlne <islo.
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Urobte diskusiu rieitelnosti ststavy vzhladom na ¢&islo a.
RieSenie. Znisobme obe strany rovnice (1) &slom —(2 — a)
a obe strany rovnice (2) Cislom a; sCitajme dalej lavé a pravé
strany rovnic, ktoré tak dostaneme. Vysledkom bude rovnica

—(1—aR2—ay+3ay=—22—a)+ta

¥(2a* + 3a — 2) = 3a — 4. 3)
To je linedrna rovnica pre neznidmu y. O jej rieSitelnosti roz-
hoduje predovSetkym koeficient 2a? + 3a — 2. Vypocitajme,
pre ktoré (isla @ sa tento trojclen rovnd nule. Za tym ucelom
rieSme rovnicu

alebo

2a%2 432 —2=0.
T4 mé korene a = a;, a = a,, kde
a4 =73,8=—2
ako sa Tahko vypocita.
Pri rieSeni rovnice (3) mbZu nastat tieto moZnosti:
Pripad [1]. Nech je 2a® 4+ 3a — 2 5~ 0. To nastane podla

predoslého pre kazdé a, ktoré je rozne od &isel §, — 2. V tomto
pripade vypocitame z rovnice (3)

3a — 4
= = 4
YT 2t 3a—2" @
Z rovnice (1) dostaneme po dosadeni zo vztahu (4)
(Ba—4)(1—a)
Wt ETa—z 2

alebo

ax — 4a® + 6a — 4 — (— 3a® + Ta — 4)
a 2a%  3a — 2
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a teda

7a® — a

YT Wt 3a—2" ®)
Teraz musime rozli§ovat dva pripady:
[a] Nech je a 5= 0. Potom z rovnice (5) dostaneme

Ta—1

TS a—2 W

Dvojica cisel (x, y) danych vztahmi (6), (4) zrejme vyhovuje
danej sustave rovnic (1), (2), ako sa Iahko presved¢ime dosa-
denim.

[6]. Nech a = 0. V tomto pripade dand sustava rovnic (1),
(2) znie

y=2, 2x=1.

Jej rieSenie je (x =%, y =2).
Pripad [2]. Nech je 2a% + 3¢ — 2 = 0. Vieme, Ze to na-

stane jednak pre ¢ = — 2, jednak pre a = . UvaZujme o kaz-
dom z tychto pripadov zvlast.

[a] Nech a = — 2. Dan4 ststava znie
2x — 3y =—2,
4x — 6y = 1.

Lavi strana druhej rovnice je dvojndsobkom Iavej strany prvej
rovnice. Av$ak pravi stranu druhej rovnice dostaneme z pravej
strany prvej rovnice nisobenim &islom — % . Rovnice su zrejme
sporné a dand stistava nemd riesenie.

[b] Nech @ = } . Dan4 stistava znie v tomto pripade
Px+ }l.fy =2,
ixt+iy=1.
Rovnako ako v predo$lom pripade usudime, Ze rovnice su
sporné a sustava nema rieSenie.
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Zéiver. Dand sistava md jediné rieSenie pre Cisla a rbzne
od ¢isel —2, 1 . Avsak ak sa a rovnd niektorému z Cisel —2, 3,

potom nemad sustava rieSenie.

4. Je din trojihelnik ABC; jeho whly oznaime po radé
a, B, y. Sestrojte Ctyri shodné kruZnice k, &y, ko, kg, z nichZ
ky, ko, kg lezi v daném trojuhelniku a které maji tyto vlastnosti:

(1) KruzZnice £ ma s kruznicemi &, &y, 23 vn¢jsi dotyk.

(2) Kruznice &, se dotykd ramen uhlu «, kruZrice k, ramen
uhlu f a kruZnice k; ramen uhlu y.

Dokazte, Ze uloha ma vzdycky feSeni.

ReSent (obr. 32). Predpoklidejme, Ze jsme sestrojili shodné
kruZnice

k=(S,1), ' ky=(Sp1), ka=(Spr1), ky=(S31)

které vyhovuji témto pozadavkim:

a) KruZnice &, k,, k; lezi v trojuhelniku ABC, pii cemz k,
se dotyk4 ramen jeho uhlu o, k, ramen jeho uhlu S a k; ramen
jeho uhlu y.

b) KruzZnice % se dotykd vné kruZnic k,, ky, k3. Mé-li uloha
fedeni, pak ze shodnosti kruZnic &), ky, k3 plyne, Ze body S,
Sy, S; nesméji leZet v jedné pfimce, t. j. musi existovat troj-
uhelmk 8,8,8;. - Oznatme T, T,, T3 po fadé dotykové body
dvojic kruznic (%, k,), (k, k2), (k, kg); tyto body podle poza-
davkl ulohy jsou stfedy usecek SS;, SS,, SS;. Tu plati

STl = ST2 = STa . SITI - S2T2 - S3T3 =Tr.

Plati tedy
S8, =88, = 8S; = 2r. 1)

Je tedy S stfedem kruznice opsané trojuhelniku S,S,S;.
Body S, S. leZi uvnitf poloroviny ABC, pfi cemz vzdalenost
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kazdého z bodd ), S, od pfimky 4B je r. Proto je S,S, || AB;
stejné se dokdze S,S; || BC, S;S, || CA. Plati tedy

S$1S; || AB, S3Ss || BC, S5, || CA. )

Ozna¢me U prisedik os vnitfnich uhla trojihelnika ABC;
Ize pfedpoklddat, Ze bod U je rizny od bodu S;; jinak by byla
kruZnice %, trojuhelniku ABC vepsdna a kruZnice ky, k3 by
s ni nutné splyvaly.

f Uvazujme nyni stejnolehlost U o stfedu U, v niZ bodu 8,
pfisludi bod A. Pfimkim S;S,, S;S; ve stejnolehlosti U pfi-
sluseji po fadé pfimky AB || S;S,, AC || S;S;, jak plyne ze
vztaht (2). Odtud plyne, Ze ve stejnolehlosti U pfislusi bodu
S, bod B a bodu S5 bod C. Jsou tedy S,S,S;, ABC trojihel-
niky, které si pfisluseji ve stejnolehlosti U v napsaném porfadi
vrchold.
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Necht ve stejnolehlosti U pfisluseji kruznicim %, k;, kg, k3
kruZnice &' = (S',r'), K, = (4,7), k, = (B, "), ky = (C, 7).
Pfi tom. se kruZnice &’ dotyka kruznic k] , &, , k; . ProtoZe S je
sttedem kruZnice opsané trojihelniku S;S,S;, je S’ stfedem
kruZnice opsané trojihelniku ABC, ktera ma tedy polomér 2r'.

Dile oznaéme A'B'C’ trojihelnik, ktery ve stejnolehlosti U
pfisludi trojihelniku ABC. KruZnice &; se dotykd ramen thlu
< A’ amad polomér ' ; podobné vlastnosti maji kruznice %, , & .
Je tedy »" vzdalenost obou pfimek A'B’ || AB, pfi ¢emZ pfimka -
A’'B’ lezi uvnitf poloroviny opané k poloroviné ABC. Po-
dobné vlastnosti maji strany B'C’, C'4’. Dovedeme tedy
trojuhelnik A'B’C’sestrojit. Oznaéme p polomér kruZnice
vepsané trojuhelniku ABC. Pak p je vzdilenost bodu U od
piimek AB, BC, CA. ProtoZze bod U lezi uvnitf trojuhelnika
ABC, A'B'C’ (ktery md bod U rovnéZ za stfed vepsané kruz-
nice o poloméru o + '), je koeficient stejnolehlosti U roven

joetr
0
Stejnolehlost U’ o stfedu U a o koeficientu stejnolehlosti

A= % (tedy stejnolehlost obricend k stejnolehlosti U) pre-

vadi trojuhelnik A'B'C’ v trojuhelnik ABC, trojuhelnik ABC
v trojthelnik S;S8,S;, bod S’ v bod S a kruznice &', % , LAY A
v kruznice &, ky, ky, ks

Na zdkladé toho provedeme konstrukci.

Konstrukce. V trojuhelniku ABC sestrojme stfed U kruz-
nice trojuhelniku vepsané a dile stfed S’ kruZnice trojuhelniku
opsané; ozna¢me S’A = 2r’ a p polomér kruznice trojihelniku
ABC vepsané. Sestrojme patu P kolmice vedené bodem U
k pfimce AB a na prodlouzeni usetky UP za bod P sestrojme
bod P’ tak, aby platilo PP’ =#’. UvaZujme stejnolehlost U’
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o stfedu U, ve které bodu P’ pfislusi bod P; jeji koeficient je
zfejmé

2

e+r’

Sestrojme trojihelnik S,;S,S;, ktery ve stejnolehlosti U’ pri-
slusi trojuhelniku ABC a bod S pfislusny bodu S’. To provede-
me takto: Bod S, leZi na polopfimce UA, pfi ¢emzZje S,P || AP’
podobné sestrojime body S,, S;. Bod S (pokud je S’z U)
sestrojime na polopfimce US’ tak, Ze je na pf. S;S || AS’ nebo
SP || S'P'. Jestlize je S'= U (trojihelnik ABC je rovno-
stranny), pak je také § = U.

Diskuse. Podle popsané konstrukee lze kruznice ', & , &, ,
k; vzdy sestrojit,ato s jedinym vysledkem. ProtoZe stejnolehlost
U’ o stfedu U, v niz bodu A’ pfislusi bod A4, vzdy existuje, lze
i kruZnice &, ky, k,, kg sestrojit s jedinym vysledkem. Tim je
feSeni provedeno.

Poznamka. Dokazme je$té, Ze na pf. kruznice k; lezi
v trojuhelniku ABC. Staci dokézat, Ze kruznice k] lezi v troj-
thelniku A'B’C’: Podle konstrukce pfimky B'C’ je $ifka pasu
rovnobézek BC | B'C’ rovna #', pfi ¢emz bod 4 a body
pfimky B’C’ jsou primkou BC oddéleny; je tedy vzdalenost
bodu 4 od pfimky B'C’ vétsi nez »’. LeZi tedy vSechny body
kruznice k) v uhlu <C C'A’B’ (podle konstrukce) a uvnitf
poloroviny B'C’A a tedy celd tato kruZnice leZi v trojuhelniku
A'B'C’, coz jsme méli dokazat.

5. Necht o danych kladnych ¢islech a, b, s plati vztah

at+b=s.
Potom plati vztah

abg%ﬁ;

dokazte.
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Tento vysledek objasnéte na obdélniku o rozmérech a, b.

Reseni. O Cislech a, b plati

at+b=s; o))
mame dokézat, Ze plati téZ
ab < 1s%.
Ze vztahu (1) plyne
a-+b s
2 =7

a ponévadz Cisla na obou stranich tohoto vztahu jsou kladna,
proto plati téz

a+b\_ s
( : ) <5 ©)
a—b\
Ziejmé je sprdvnd nerovnost ( = 0 neboli
2
= ( - ”) <o, 3)
Seltéme levé i pravé strany vztahl (2), (3); dostaneme
2
<
ab == 4 b (4)

coZ jsme méli dokzat.

Geometricky vyznam. Jsou-li @, b rozméry obdélnika,
pak pfedpoklad (1) znadi, Ze polovi¢ni obvod tohoto obdélnika
je mensi nebo roven danému Cislu s. Vysledny vztah (4) pak
znaci, Ze obsah tohoto obdélnika je mensi nebo roven obsahu
Ctverce o strané } s; strany @’ = b’ = } s tohoto Ctverce spliiuji
téZ vztah (1) a tim i vztah (4).

101



Jiné FeSeni. O Cislech a, b podle predpokladu platf

a+b<s. (1)
Polozme
a-+b==k, (5)
kde
ks (6)

je kladné Cislo. Je tedy b = & — a a plati postupné
ab=ak —a)=ak —a>=(— 1k +ak—a®)+ 1 k> =
=1 (KR —ak+a) =} — (3k—a);

je tedy
ab =1k — (} k—a)? (7
ProtozZe vidy je (3¢ — a)? = 0, plyne z pfedchozi rovnosti
ab < 1k2. ®)
Ze vztahu (6) plyne k% < s neboli
iF=1s )
spojenim vztahi (8), (9) dostaneme
ab < 152, (10)

Pozndmka. Vztah (7) ukazuje, Ze obsah obdélnika o roz-
mérech a, b je nejvetsi, kdyz je a = 3k = b. Ze vSech obdél-
nikd, jejichZ rozméry spliluji pozadavek (1), ma tedy nejvétsi
obsah (viz (6), (7)) pravé ctverec o strané } s.

6. Ak pripocitame k sicinu $tyroch bezprostredne za sebou
nasledujucich prirodzenych cisel Cislo 1, dostaneme Cislo,
ktoré je druhou mocninou prirodzeného Cisla. Dokazte to.

RieSenie. Nech a je najmensie z uvaZovanych Styroch bez-
prostredne za sebou nasledujucich prirodzenych Cisel. Mame
dokdzat, Zze N + 1, kde N =a (a + 1)(a + 2)a + 3), je
druhou mocninou prirodzeného Cisla.
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Postupne plati

2 2 2 2
[l 3 =GNl 3) - ()1
= [a® 4 3ad] . [a® + 3a + 2] =[a® + 3a)® + 2 [a® + 3a].
Z tohto vysledku vyplyva
N+1=[a>+3a?+2.[a*+ 3a] + 1 = (a® + 3a + 1)%
Cislo N + 1 je skutoéne druhou mocninou &isla a® + 32 + 1,

ktoré je zrejme prirodzené pre kazdé prirodzené Cislo a.

Iné rieSenie. Oznaéme a << b << ¢ << d hladané &isla. PoloZzme
M = abed + 1. Mame dokazat, Ze M je druhd mocnina pri-
rodzeného (isla. Zrejme je ¢ = 3. Potom

a=c—2,b=c—1,d=c+ 1
Plati
M=@Cc—2)c—1.c.c+1+1
a postupne dalej
M=(%—2)(*—1)+1,
M=c—23—c242c+ 1.
Z toho
M=(®—c— 12
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PretoZe ¢ je prirodzené &islo, je 2 — ¢ — 1 iste celé &slo.
Dokazeme, Ze je kladné. Plati ¢ = 3 a teda ¢ — 1 = 2. Preto
Et—c—1l=c¢(c—1)—1=23.2—1=35,

takZe ¢ — ¢ — 1 je celé kladné &islo, t. j. prirodzené &islo.
Tym sme vetu dokézali.

7. Jsou dana celd Cisla a, b £ 0.
Urcete viechny dvojice celych &isel m, n, pro néZ plati

a _a+m
IRRED M

Re¥ent. Podle poZadavku tlohy m4 platit vztah (1) neboli
vztah

a at+m

b b+n =0,

t. j. vztah
ab + an — ab — bm

b+ n) =

a tedy vztahy
an — bm =0, @)

b+n+#0.
Rozeznavejme dva pripady.
Pripad [1]. Necht je n = 0. Potom ze (2) plyne, Zze m = 0

(nebot je b 5~ 0). Tedy m = n = 0, coZ je jedna dvojice &isel m,
n fesici dlohu.

Pripad [2]. Necht je n 7= 0. Potom ze vztahu (2) plyne

Z_2. 3)
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Oznatme @ > 0 nejvétsiho spoletného délitele &isel a, b;
pak je
a=a.p, b="b".q,

kde a’, &', jsou nesoudélnd ¢isla. Podle (3) potom plati

’

kde zlomek % je v zdkladnim tvaru; proto o Cislech m, n

musi platit
m = pa', n = gb',

kde p # 0 je celé &islo.

Obricené utvorme celd Cisla
a b
E‘ s g =20-. ?: @
kde @ > 0 je nejvétsi spoleény délitel Cisel a, b a kde o # 0
a p# — @ je libovolné celé Cislo. Potom plati b + ny =

=b.g%$¢0am®

mo=eo

g
P s ey

b+n, b ?
o b(1+—9—) (e + )
@
proto je
at+m a
b+mn, b

Cisla (4) s pfislusnymi podminkami jsou proto viechna &isla,
kterd vyhovuji uloze.
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8. V roviné€ nad danou tseckou 4B jako prumérem sestrojte
kruznici & = (S, r). Nad kazdou z tse¢ek SA4, SB jako pru-
mérem sestrojte kruznice k, = (S, 1 7), ks = (Sy, 1 7).

Sestrojte vSechny kruzmce, které se dotykaji vSech tfi
kruZnic &, &, k,. (Vypoctéte nejprve poloméry hledanych kruz-
nic a pak provedte konstrukei.)

Resent (obr. 33). KruZnice k, &y, k, vZdy existuji. KruZnice
ky, &y se dotykaji zevnitf kruZnice & po fadé v bodech A, B
a )cdna druhé se dotykaji vné v bod¢ S; lezi tedy kazda z kruz-
nic &, k, uvnitf kruZnice % (aZ na bod 4 a B). Proto hledana
kruinice ko = (O, p) se musi dotykat kruZnic k;, k, vné a
kruznice & zevnitf (méla-li by se &, dotykat & vné, pak by pro
dotyk s kruznicemi k,, k, pfichazely v uvahu jen body 4, B
a pak by kruznice k, nutn¢ splyvala s kruZnici £). Bod O proto
lezi uvnitf kruZnice k£ a vné kruZnic %,, k,. To znamend, Ze
body S;, S, O tvoii vrcholy trojihelnika S;S,0, o némz
plati

Slszzr, SIO =1‘+ 0 = S2O,
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je to tedy trojuhelnik rovnoramenny o zékladné S,S, a pfimka
OS je zfejmé jeho osou soumérnosti. Proto je trojuhelnik
0S8, S pravoihly s pravym thlem pfi vrcholu S. O jeho stra-
néch podle Pythagorovy véty plati

, 2 ’ 2
3 DA ORI

kde x = SO. Cely utvar je zfejmé soumérny podle pfimky SO
(kruznice k,, k, prechdzeji jedna v druhou, kazdd z kruZnic
k, k, pfechdzi sama v sebe). Proto dotykovy bod T kruznic
k, ky musi padnout na pfimku SO. Plati tedy ST = SO + OT
neboli

x+p=r (2)
Po upravé rovnic (2), (1), které nutné musi platit o nezndmych
0, x, dostaneme

x=r—p,

x2=rp + 0%
Po vyloudeni nezndimé x z druhé rovnice dostaneme
(r—eP =ro+¢

neboli
”—3ro=0,
t.j.
r(r — 3p) = 0.
ProtoZe je r £ 0, je nutné
r—3=0
a tedy
) e=43r. 3
Pak je
=2r. 4)

Cisla (3), (4) zfejmé& spliiuji vztah (2) i vztah (1), nebot do-
sadime-li ze (3), (4) do obou stran vztahu (1), dostaneme jednak

2 2 2 2
(%) jednak (%) + (g_ r) = 3—'2 © + 16) :(%) .
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Odtud plyne konstrukce. V bodé S sestrojime kolmici p
k ptimce ASB a ozna¢ime T jeden z jejich prusedika s kruznicik.
Rozdélime usecku ST na tfi shodné usecky; pti tom dostaneme
bod O takovy, ze OS = 2 r. KruZnice opsani z bodu O polo-
mérem OT je hledand kruZnice, jak plyne ze zkousky prove-
dené na zdvér rozboru.

ProtoZe pfimka p protne kruZznici k2 vedle bodu T v dal$im
bodu T'z£ T, dostaneme jesté druhou kruZnici k) = (O', o).
Obé kruZnice k,, k; (icely obrazec) jsou soumérné sdruZené
podle pfimky AB. Tim jsou vSechna feSeni dlohy nalezena;
existuji tedy vzdy dvé reSeni.

Jiné feSeni. Rozbor (obr. 34). Stejné jako v pfedchozim
feSeni usoudime, Ze hledand kruZnice k, = (O, ¢) mus{ lezZet
uvnitf dané kruznice % (aZ na bod T') a vné€ kazdé z obou da-
nych kruZnic &, k, (aZ na dotykové body). Plati tedy nutné

0§, =08, =3r+o ¢))
(podminka pro vnéji dotyk dvojice kruznic %, k, a dvojice
ko, k,). Proto bod O lezi na ose p usecky S;S,. Hledana kruz-
nice k, ma pfimku p za osu soumérnosti stejné jako kruznice %.
Proto dotykovy bod T kruZnic k, %, je jednim ze spole¢nych
bodti pfimky p a kruZnice k (druhy spole¢ny bod ozname
T'3£T). Je tedy
OT = o, )
pii ¢emZ bod O lezi uvnitf kruznice k a vné kazdé z kruznic
kys ko
. Uvazujme nyni kruznici m = (O, } r + p), kterd vzhledem
k (1) nutné prochizi obéma body S,, S,, pfi ¢emZ s polopfim-
kou OT (a tedy s polopfimkou S7T) md spole¢ny bod M,
o némz plati OM = OT + TM neboli
OM = 1r+90, TM=}r. (3)
Bod M tedy dovedeme sestrojit; pfi tom je O zfejmé stfedem
kruZnice m opsané rovnoramennému trojuhelniku MS;S,.
Téchto vysledkt uzijeme ke konstrukei.

108



Konstrukce (obr. 34). Sestrojime bodem S pfimku
p 1 S, a jeji praseliky s kruZnici k oznalime T2~ T'. Kon-
strukci provedeme pro bod T (konstrukci pro bod 7" dosta-
neme z konstrukce pro bod T pomoci soumérnosti podle osy
S,8,). Na prodlouZeni useCky ST za bod T sestrojime bod M
tak, aby platilo

Pak sestrojime stfed O kruZnice opsané rovnoramennému troj-
uhelniku MS;S, se zdkladnou S,S,. Potom kruZnice k=
= (0, OT) vyhovuje uloze.

Dikaz. V rovnoramenném trojuhelniku MS;S, je MS; >
> MS, MS = 3r atedy MS,>3r, t.j. MS; > S,S,; proto
v tomto trojihelnikv o thlech k témto strana’uﬂ1 protéjsich plati
XL S, > < M. Avsak Ghly < §; = < S, jsou ostré (uhly pfi
zdkladné rovnoramenného trojihelnika); proto je <t M také
ostry. Je tedy MS,S, ostrothly trojuhelnik a proto stred O
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kruZnice m jemu opsané podle znim# véty padne dovnitf
trojuhelnika, t. j. v naSem piipadé dovaitf usetky SM. Proto
je pramdr 2.OM kruzaice m v&t$i neZz usetka SM = 3r
neboli OM > 21. Protoze OS = SM — OM, je OS < 2r;
z toho plyne, Ze bod O, padne dovnitf kruznice & = (S, r),
t. j. dovnitf tseCky ST. ProtoZe je pfimka ST te¢nou kruZnic
ki, ky v bodE S, lezi bod O vné kazdé z kruznic &, k, a tsecky
0S; = OS, jsou veétdi nez ir.

Sestrojend kruznice k, se ziejmé v bodé T dotyka kruznice k&
a mé polomér o = OM — }r, takze plati

OM = Ir + o. 4)

Protoze podle konstrukce je OM = OS,; = OS, (poloméry
kruznice opsané trojuhelniku MS;S,), plati na pf. OS; =
= }r+ o; je tedy OS, stfednd kruZnic k,, k, rovna souctu
jejich polomérd, takze se tyto kruznice dotykaji vné, coZ
zfejmé plati také o kruznicich k,, k.

Tim je dukaz proveden.

Diskuse. Ve zvolené poloroviné S,S,T lze sestrojit jediny
bod M, porsany v konstrukci; jemu podle provedeného dua-
kazu prislusi jedind kruznice k, vyhovujici tloze. K bodu 7"
pfisludi druhd takovd kruZnice %, soumérné sdruzend ke &,
podle pfimky §,S,. Protoze pfimka §,S, stfedy O, O’ téchto
kruznic oddéluje, jsou obé kruznice rizné a tdloha méd dvé
reSeni. Tim je feSeni ulohy provedeno.

Podle feseni s. Drahomiry Chlidkové,
zékyné 10a JSS v Policce.

9. V roviné bud ddna kruznice k = (S, ). Dale bud din
bod P, ktery nelezi na této kruznici.

Bodem P velte se¢nu p kruZnice %, kterd protind tuto kruz-
nici v riznych bodech 4, B, a to tak, Ze jeden z boda 4, B, P
je stfedem usecky, jejimiz krajnimi body jsou oba body zby-
vajici.
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Provedte diskusi feSitelnosti tlohy vzhledem k ¢islam r, o,
kde v je vzdélenost bodu S, P.

Reent. Rozeznivejme dvé moZnosti.

Pripad [1]. Necht dany bod P lezi uvnitf dané kruZnice
k = (S, r). Tu jsou dvé moznosti: a) je P = S§; b) je P2~ S.

[a] Necht je P = S. Potom kaZd4 seCna kruZnice %, vedend
bodem P, obsahuje jeden primér AB této kruznice a plati
PA = PB. V tomto pfipadé md tdloha nekone¢né mnoho
reseni.

[b] Necht je P =~ S. Sena AB, kterd vyhovuje uloze a kterd
tedy prochdzi bodem P, lezicim uvnitf kruznice, obsahuje
tétivu 4B kruZnice & a jen uvnitf této tétivy lezi body se¢ny AB,
kter: zdroven lezi uvnitf kruznice. Proto je P vnitfnim bodem
tétivy 4B, a protoZze ma platit P4 = PB, je bod P stiedem
této tétivy. Pak ovSem osa tétivy AB prochazi stfedem S kruz-
nice k. Musi tedy platit AB | PS. Odtud plyne konstrukce
(viz obr. 35):

Obr. 35.

Sestrojme piimku PS a v bodé P k ni sestrojme kolmici p.
Protoze je PS <r, je pfimka p se¢nou kruZnice % a vytind na
k ttivu AB. Podle zndmé véty z planimetrie je bod P sku-
teCné stfedem této tétivy AB.
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Z provedeného rozboru a konstrukce vyplyva, Ze v tomto
pfipadé ma tloha vzdy jediné feSeni.

Pfipad [2]. Necht dany bod P lezi vné dané kruzZnice, t. j.
plati (obr. 36)
v=PS>r.

Pfedpoklddejme, Ze pfimka p vedend bodem P protind kruz-
nici £ v bodech A== B, které vyhovuji uloze. ProtoZe bod P
leZi vné kruZnice k (a je rizny od bodu A, B), nemuze leZet
uvnitf tétivy AB; jinak by byl bodem lezicim uvnitf kruZnice.
Lezi tedy P na prodlouzeni usecky AB. Oznaceni bodt 4, B
muZeme (bez (jmy obecnosti feSeni ulohy) zvolit tak, Ze bod P
lezi na prodlouzeni usecky AB za bod 4, neboli Ze bod A leZi
uvnitf GseCky BP. ProtoZe pfimka p vyhovuje poZadavkim
ulohy, musi platit

AB = AP.

Proto plati % = —;— Uvazujme stejnolehlost P o stfedu P,

ve které bodu B prislusi bod A, tedy stejnolehlost o koefi-
cientu }. V této stejnolehlosti P pfislusi kruznici & kruZnice
ky= (0, %) , kde O je stfedem tusecky PS. Na této kruZnici

kg lezi nutné bod A jako bod pfislusny bodu B v této stejno-
lehlosti. Odtud plyne konstrukce.

Konstrukce. Sestrojme stfed O use¢ky PS a opiSme kruz-
nici k, = (O, %) . Ozna¢me pismenem A jeden spole¢ny bod

kruZnic %, k,. Potom pfimka PA (pokud existuje) vyhovuje
pozadavkim tlohy.

Dikaz. Body P, 4 jsou jisté rizné; kdyby splynuly, potom
by bod P lezel na kruznici %, coZ je proti predpokladu. Uva-
Zujme stejnolehlost P’, kterd m4 stied P a koeficient stejno-
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lehlosti roven Cislu 2 (t. j. stejnolehlost obricend ke stejno-
lehlosti P). V ni zfejmé kruZnici k, pfislusi kruznice k a bodu 4
urcity bod B polopfimky PA, takze plati PB = 2. PA neboli
AB = AP. Tim je dikaz proveden.

Diskuse. Uloha m4 feSeni, jestlize o kruZnicich %, &, plati

r r
_ < < _
r 2=SO..—_r+ 22

. 1 , . . .
protoZe je SO = > Ize predchozi podmince dat tvar
r<=ov=3r

Pritom v prfipadé, Ze plati v = r anebo v = 3r (dotyk vnitf-
nich nebo vnéjsich kruznic &, &), je fesSeni jediné.V piipad¢, Ze
plati » <o << 3r jsou dvé reSeni (kdyz se totiz kruZnice %,
k, protinaji — viz obr. 36 a v ném razné ptimky PAB, PA'B’,
které jsou soumérné sdruzené podle primky PS).

Tim je feSeni tlohy provedeno.

Neékolik dalsich feSent pripadu [2] pfedchozi dlohy.
ReSeni 1 (obr. 37). Necht je

v>r (1)

a necht pfimka p = PBA je feSenim ulohy; pfi tom necht je
p == PS. Sestrojme pramér AR kruZnice k a v§imnéme si troj-
uhelnika PAR. Protoze plati SA = SR, AB = BP, je SB=r
stfedni pfickou tohoto trojihelnika; proto je PR = 2r, takZe
bod R lezi na kruZnici 2 a na kruZnici &’ = (P, 2r). Odtud
konstrukce.

Konstrukce (viz obr. 37). Sestrojime kruznici k' = (P, 2r)
a ozna¢ime R jeden ze spole¢nych boda kruZnic k, %'. Dile
sestrojime prase¢ik 4 == R kruZnice k a pfimky SR; potom
je p = AP jedna z hledanych primek.
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Dukaz. Oznalme B stied usecky AP. Potom je SB stfedni
pficka trojihelnika PAR pfislusnd ke stran® PR =2r; je
tedy SB = } PR =r a bod B skutecné lezi na kruZnici k.
Tim je dukaz proveden.

Diskuse. ReSitelnost ulohy z4visi na tom, zda kruZnice &, &’
maji spolecny bod R. Tento bod existuje pravé tehdy, jestlize
o sttedné SP = v a polomérech 2r, r plati nerovnosti 2r — r =
< 9 = 2r 4 r neboli

r<ov<3r

Vztah » =< v je vzhledem k (1) splnén, pfi ¢emZ je vnitini
dotyk obou kruZnic vyloucen vztahem (1).

Jestlize plati v <C 3r, maji kruZnice dva razné spoleéné body
R, R’ a k nim pfislueji i dva rizné body 4, 4’ a tim dvé pfimky
p = PA, p' = PA', které jsou soumérné sdruzené podle
pfimky PS; tloha ma dvé fedeni.

JestliZe pladi v = 3r, je bod R = B bliz§im z obou prisecika
piimky PS s kruznici £ vzhledem k bodu P; bod A4 je vzdale-
néj$im z obou pruseciki (je AP = 4r). Tu ma uloha jediné
feseni.
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Jestlize plati v > 3r, je vzdalenost nejbliz§iho bodu kruZnice
kod bodu P vétsi neZ 2r; protoZe tétiva kruZnice k£ ma velikost
rovau nejvyse 2r, nelze najit pfimku p, ktera by vyhovovala
uloze. V tomto pfipadé nemd uloha reSeni.

Tim je pfipad [2] rozfesen.

Podle feSeni s. Miroslava Zaby,
7aka 10b JSS ve Vysokém Myté,

Resent 2 (obr. 38). Necht je
v >71; 1)

necht pfimka p = PBA je feSenim tulohy. Uvazujme stfedovou
soumérnost se sttedem B; tim pfejde dand kruznice k v kruz-
nici &' = (8, r), kterd se v bodé B dotykd vné kruznice k.
V této soumérnosti prejde bod 4 v bod P. Ulohu tedy mizeme
prevést na ulohu sestrojit kruZnici 2 o poloméru r, kterd se

dotykd vné kruZnice %k a kterd prochdzi bodem P. Mnozinou
stfeddl vSech kruZnic o poloméru r, které se kruznice % doty-
kaji vné, je kruznice s = (S, 2r). Na zikladé toho provedeme
konstrukci.
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Konstrukce (obr. 38). OpiSme kruZnici s = (S, 2r); dile
sestrojme kruznici m = (P,r) a ozna¢me S’ jeden ze spolec-
nych bodu kruznic m, s. Potom kruZnice k&’ = (S’, r) prochdzi
bodem P a dotyka se kruznice k£ vné; pfislusny dotykovy bod B
kruZnic &, &’ leZi na Gsecce SS’ a na kruznici k. Potom je pfimka
p = PB feSenim ftlohy.

Dukaz. Spravnost konstrukce bodu B je zfejma. Protoze
je B == P, pfislusi v soumérnosti o stfedu B kruznici k' kruz-
nice k a bodu P bod 4 == B, ktery skutecné lezi na pfimce p,
takZe poradek bodi na této primce je P, B, A a plati BP = BA.
Tim je dukaz proveden.

Diskuse. Resitelnost tilohy zdvisi na tom, zda lze sestrojit
bod B neboli sestrojit bod S’; to zdvisi na tom, zda kruZnice
m, s maji spole¢ny bod. Stfednd téchto kruznic ma podle (1)
velikost » = SP, poloméry jsou 2r, r. KruZnice m, s maji
spole¢ny bod, jestlize plati 2r — r =< v = 2r + r neboli r =
< 9= 3r. Vztah » =< v je vzhledem k (1) splnén, pfi ¢emZ
nemuzZe nastat vnitfni dotyk.

Jestlize plati v << 3r, maji kruznice m, s dva ruzné spolecné
body S’, S” a protoze stiedy B, B’ isecek SS’, SS” jsou ruzné,
ma uloha dvé feSeni p = PB, p' = PB’, coZ jsou zfejmé dvé
riznobézky soumérné podle primky PS.

Jestlize plati v = 3r, je zfejmé& pfimka PS feSenim ulohy.

Jestlize plati » > 3r, nem4 uloha feleni (viz Refeni 1).

Tim je feSeni pfipadu (2) provedeno.

Podle feSeni s. Jana Zitka,
4ka 10b JSS v Chrudimi.

Reseni 3 (obr. 39). Necht plati

v>r (H
a necht pfimka p = PBA je fe$enim tlohy, takze plati
AP =2 .BP. @)
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Mocnost bodu P ke kruznici & je &islo AP . BP,které je rovno
&slu PT? kde T je dotykovy bod te¢ny vedené z bodu P ke
kruznici %, t. j. plati

PT?= AP . BP.
Dosadme sem ze vztahu (2); dostaneme po upravé

BP|/2 = PT.

Obr. 39.

Je tedy velikost useCky BP rovna velikosti strany Ctverce
sestrojeného nad usetkou PT jako uhlopfickou. Na zakladé
toho provedeme konstrukci.

Konstrukce. Z bodu P sestrojime te¢nu PT ke kruZnici k
(viz obr. 39); nad useckou PT jako preponou sestrojime pravo-
uhly rovnoramenny trojuhelnik PTM. Dile opiSeme kruZnici
k' = (P, PM) a oznatime pismenem B jeden ze spoletnych
bodl kruZnic k, &’. Potom pfimka p = PB je hledané feSeni.
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Dtkaz. Podle konstrukce je
1 .
BP = 73 PT. (3)

Pro mocnost bodu P ke kruZnici plati
BP. AP = PT?, 4

pii Ccemz A, B jsou spolecné body pfimky PB s kruZnici .
Po dosazeni za PT ze (3) do (4) a po upravé dostaneme AP =
= 2. BP; vzhledem k tomu, Ze bod P leZi vné kruZnice &,
plyne odtud, Ze pofadek bodu na pfimce p je P, B, A. Tim je
dikaz proveden.

Diskuse se provede stejné jako v predchozich felenich, jen
je pfi tom tfeba uzit vztahu PT? = 2% — %

Podle feSeni s. Drahomiry Chlidkové,
zikyn& 10a JSS v Policce.

10. Mezi misty A, B jezdi dva autobusy, které maji jedinou
zastévku v mist¢ C; pomér vzdalenosti mist 4, C a mist B, C
(v tomto poradi) je roven danému cislu p.

Oba autobusy vyjedou soucasné z mist 4, B proti sobé a
do konecnych stanic dorazi rovnéz soucasné po dobé 7' minut;
pfi tom oba stoji po dobu ¢z minut v misté C.

Pfi kterych hodnotach Cisla p (v zdvislosti na dobach 7, 1)
se oba autobusy setkaji:

a) mezi misty 4, C,

b) mezi misty B, C,

c) pravé v misté C (to neznamend, Ze autobusy musi pfijet
do mista C soucasné€).

(Pfedpoklada se, Ze rychlost obou autobust za jizdy je kon-
stantni.)
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Refent. Oznatme d = 0 vzdilenost mist A, B. Pak vzdile-
dp

nost mist 4, C je T amist C, B je Podle textu

d
p+1°
ulohy je T > > 0. Rychlost autobusu za jizdy je
Autobus jedouci z A d6jede do C za dobu

dp d  p(T—0)

d
T—1¢'

s Sl il T 0
a po zastdvce v C dalsi cesta do B mu trvd dobu
d d T—1:

y : @

T4+l T—:t  p+1°

ProtoZe druhy autobus ma stejnou rychlost, trvd mu cesta
z B do C dobu y, cesta z C do 4 dobu x.

a) Jestlize doba jizdy prvniho autobusu mezi misty 4, C
trva déle neZ jizda druhého autobusu mezi B, C zvétSend o dobu
zastivky v C, setkaji se autobusy mezi 4, C. Je-li tedy

x>y+t, 3)

setkaji se autobusy mezi 4, C.

b) Je-li doba jizdy druhého autobusu mezi misty B, C delsi
neZ doba jizdy prvniho autobusu mezi 4, C zvétSend o dobu
zastavky v C, setkaji se autobusy mezi B, C. Je-li tedy

y>x+t ©)

nastane setkdni mezi B, C.

c) Je-li doba jizdy prvniho autobusu mezi A, C nejvyse
rovna dobé jizdy druhého autobusu mezi B, C zvétsené o dobu
zastavky v C, nepotkaji se autobusy mezi 4, C.

Jestlize pfitom je$té doba jizdy druhého autobusu mezi
B, C je nejvyse rovna dobé jizdy prvniho autobusu mezi 4, C
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zvét§ené o dobu cekdni v C, nepotkaji se autobusy ani mezi
B, C. Plati-li tedy soucasné

YSy+on y=x+1 ©)
potom se autobusy setkaji v C.

Shrnuti. 1. Jestlize je T — ¢t < ¢ &li T — 2t < 0, nastane
zfejmé setkini v mist€ C. Kdyby totiz platilo x >y + 1,
byloby té¢Z x +y —t>2y &li T—2t >2y &li 0= T —
— 2t > 2y. Odtud by plynulo 0 > 2y, tedy y < 0, ale doba y
nemtZe byt zdpornd. Podobné zamitneme prfedpoklad y >
>x 4t ’

2. Zkoumejme déle pripad, kdy je

T—2t>0.
a) Ze vztahu (3) uzitim vztahi (1), (2) dostdvime vztah
p(T—1) T—1:t
> t,
P+l il
coZ je mozno psat ekvivalentnim tvarem

P>

T—2t'
Plati-li tento vztah, pak se autobusy setkaji mezi 4, C.
b) Ze vztahu (4) uzitim vzorcu (1), (2) dostdvime vztah
T—1t _ p(T—1)

pF1 - p¥1 TF

¢ili ekvivalentné
T—%_
T

<

Plati-li tento vztah, pak se autobusy setkaji mezi B, C.
c) Jestlize plati vztahy (5) neboli vzhledem ke vztahim (1),
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(2) vztahy
T—2t <» T ;
T - T—2
pak se autobusy setkaji v C.
Tim je feSeni ulohy provedeno.

A

B % T, B-=-qeremcesacctinanannannaas s
“\ ’ : % / 1
\ / ! N g 5
\ / | \, i
\ // : \\ // !
\
\ P4 : kY / i
Cr - H N\ ’ |
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Y L // : \\ //
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/ : ! 5
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/ ! / \ H
/>\\ ; Y / \\‘ ;
/ 1
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— L
: tot Fis =5 F A ST dke
Obr. 40a. Obr. 40b.

oV

Pozndmka. Jizdni fdd obou autobusd si miZeme znazornit
graficky. Na osu x nanasime dobu, kterd uplynula od oka-
mziku, kdy autobusy vyjely, a na osu y vzdalenost jednotlivych
autobust tfeba od mista 4 (je tedy pocitek soufadnic totoZny
s bodem A). Jizdni fad prvniho autobusu (vyjizdéjiciho z mista 4)
je pak dén ,,stoupajici® lomenou ¢arou, druhy autobus se fidi
sklesajici lomenou ¢arou. Praseciku obou grafi odpovidd
bod Y, v némZ se oba autobusy setkaji. Na obr. 40a je zndzor-
néna situace (jedna z mozZnych), kdy se oba autobusy setkaji
mezi misty 4, C; na obr. 40b je jeden z pfipadd, kdy setkdni
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nastalo mezi misty B, C. Na obr. 40c je ukédzka stfetnuti
pravé v misté C; tento obrdzek zndzorfiuje situaci, kdy do
mista C pfijel nejprve autobus vyjizdéjici z mista B a pak te-
prve autobus vyjizdéjici z mista A4, pfi ¢emZ v témZe poradi
autobusy odjizdély.

8l

Obr. 40c.

11. M3-li desetinny zlomek a = 0,999 . . . bezprositedné za
desetinnou &irkou pravé n devitek, potom md jeho druhd
mocnina a? bezprostfedné za desetinnou ¢arkou bud # nebo
n — 1 devitek. Dokazte.

Resent. Platt

— 1__
10" — 1 <a 107+ 1
100 = o1
neboli
1 1
1— Wé a<l— W .

122



Odtud umocnénim dostaneme

) 1 2 1
1— 107 + 102 sSa<l— 1071 &+ 102+ 1) 5
odtud dile
10" — 2 2 ,  10%@+D 2 1ont1 4 )
T T N 102 1) :

Na levo je v Citateli ¢islo majici n — 1 devitek, za nimiZ nésle-
duje osmicka; na pravo v C(itateli zlomku je Cislo, majici #
devitek, za nimiz nasleduje osmicka, potom pfijde # nul a za
nimi jednicka, takZe a* mé vskutku na pocéitku bud » — 1
nebo n devitek, coz jsme méli dokdzat.

12. Je déna krychle ABCDEFGH o hrané délky a. Hrany
krychle, které nemaji s télesovou uhloprickou BH Ziédny spo-
leCny bod, tvoii lomenou Ciru. VSemi body této lomené Cary
vedeme kolmice k piimce BH.

Dokazte, Ze paty téchto kolmic vyplni jistou tsecku. Urcete
jeji délku a vzdilenost jejich krajnich bodiu od vrchola B, H.

Resent (obr. 41a). Lomend &ra, o niZ se mluvi v textu tlohy,
je ¢ara AEFGCDA. Budeme se zatim zabyvat jednou jeji
stranou, na pf. useCkou AEL.

Oznaéme X libovolny bod tsetky AE a X, patu kolmice
XX, vedené bodem X k primce BH; tato kolmice lezi v roviné
XBH a dile v roviné & | BH vedené bodem X. Rovina &
protne rovinu BFHD v pfimce x | BH. Na piimce x leZi
pata X; kolmice XX, vedené bodem X k roviné BFHD.

Oznatme po fadé A, E,paty kolmic vedenych body 4, E
k pfimce BH. Déle ozna¢me po radé A4,, E, paty kolmic vedenych
body A, E k roviné BFHD. Protoze ABCD, EFGH jsou ¢tverce,
jsou body 4, E; stiedy téchto Ctvercd. Protoze useCka AE
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naleZi prostorové vrstvé o hrani¢nich rovinich 44,4, || EEE,,
ndlezeji vSechny body X, usecce A4,E,; a vSechny body X na-
lezeji usecce A E,.

V obr. 41b je sestrojen obdélnik B'F'H'D’, ktery je skutec-
nou velikosti obdélnika BFHD z obr. 4la; tu plati B'F' =
= BF, B'D’ = BD. Nékteré daldi uvahy je dobré sledovat
v obr. 41b.

Obr. 41a. Obr. 41b.

Nyni vypolteme velikost useCky BA,; pfi tom je zfejmé
HE, = BA,, jak se snadno dokiZe. Oznaime a = DH velikost
hrany dané krychle. Pak plati
BD =al2, B4, = } a2, BH =|/BD* + DH: =a |3, (1)

A\ BHD ~ A BA, A4, (uu),
proto plati

BA, B4,
BD =~ BH
neboli
BA, = BD .BA4, . BlH i
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Po dosazeni ze vztaht (1) dostaneme

1 - 1
BAozﬂVE.7aV2.a 3
neboli
a
BAO = V'§ .
ObdrZime tedy vysledek
a
BAo=HEo=T/‘§‘, (2

coZz jsme méli vypocitat.
Pak je
AOEO - BH - BAO - HEO
neboli podle (1), (2)
20 a(3—-2) a

AEy = a V 3 V_j l/g TR
t. j.
a
AOEO = ﬁ 3
coz jsme méli vypoditat.
Proto plati

a krajni body A,, E, hledané usecky déli usecku BH na tfi
shodné usecky. Odtud plyne, Ze tyz vysledek dostaneme pro
kaZdou stranu uvaZované lomené ¢ary AEFGCDA.

Ze pak obricené kaZdy bod usetky A,E, je patou jedné kol-
mice vedené z jistého bodu hrany AE k pfimce BH, to doké-
Zeme: Necht bod X, (viz téZ obr. 41b) lezi na tseice A,E,.
Uréime bod X na pfimce 4,E, takovy, aby platilo X, X; |
L AiE,; tento bod leii v pdsu rovnobézek A4,A4; | A E,,
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E\E, | A\E,, v némZ lezi celd uselka A,E, (pds je spoletnd
¢ast polorovin AyA4,E,, EE,A4, a Gsecka A,E, v kazdé z nich
lezi). Je tedy X, bodem usecky 4,E,. Dale sestrojme na pfimce
AE bod X tak, aby bylo XX, || A4,; bod X; padne na tsecku
A,E,, jak plyne z obdélnika A4,E,E. Plati XX, | BDHF,
nebot je A4, | BDHF; proto je téz XX, | BH. Dile je
X;X, | BH (podle konstrukce) a proto je rovina XX, X, | BH
a bod X, je skute¢né patou pfimky XX, | BH. (Vyjimku pfi
predchozi uvaze Cini stfed S usecky BH, ktery je vSak zfejmé
patou kolmice vedené stiedem O tuse¢ky AE.) Tim je dikaz
proveden a uloha rozfeSena.

5. Ulohy II. kola kategorie B.

1. Rieste rovnicu
R2+2x—1—6=0. (1

RieSenie. 1. Hladajme také rieSenie, Ze x = 1. Potom
x—1=0,teda |x — 1| =x — 1 a rovnica (1) znie
2 4+2x—1)—6=0
Lize )
2224+ 2x—8=0.
Jej korene su r = 2, s = — 4. Druhy korell nevyhovuje rov-
nici (1).
II. Hladajme teraz také rieSenie, Ze x << 1. Potomx — 1 < 0,
tize |[x — 1| = — x + 1 a rovnica (1) znie
- x22—2(x—1)—6=0,
Cize
x2—2x—4=0.
Jej korene sa ' =1+ VS—, s =1-— Vﬁ': Prvé Cislo rov-
nici (1) nevyhovuje.
Zhrautie. Rovnica (1) m4 dva korene: 2, 1 — |/5.
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2. Jsou ddny dvé kolmé roviny g, o o prise¢nici s. V roviné p
je ddna kruZnice & = (S, ), kde bod S leZi na piimce s. V ro-
vin¢ ¢ je ddna pfimka p. ktera je k pfimce s kosa.

Necht se kruznice k otdli kolem pfimky p. Vysetite ttvar,
ktery vypini body otdcejici se kruzZnice k.

Provedte diskusi vzhledem k vzdjemné poloze dané pfimky p
a dané kruznice k. (Vysvétleni. Pfi otic¢eni bodu X kolem
piimky p, ktera jim neprochdzi, vytvofi bod X kruznici, jejiz
rovina stoji kolmo na pfimce p a jejiz stfed lezi na pfimce p.)

Releni (obr. 42). Dokizeme: Za danych podminek je hle-
danou mnoZinou v8ech bodd, kterd vznikne rotaci kruZnice &
kolem pifimky p, kulovy pas nebo vrchlik, ktery je spolecnou
¢asti jisté plochy kulové x a jisté vrstvy (u, ») uréené dvéma
riznymi rovinami u || ». Pri tom v kazdé z rovin u, » leZi
celd kruZnice, jejiz body ndleZi hledané mnoZiné, nebo vyji-
meéné v jedné z obou rovin u, v leZi jediny bod hledané mno-
Ziny.

Ozna¢me ¢ kolmici vedenou bodem S k roviné g; protoZe
e o | o, lezi pfimka g v roviné o, déle je ¢ | s. ProtoZe p, s
ssou kosé primky, jsou i pfimky p, g kosé, jak snadno dokizZeme.

Oznatme M=~ N spoletné body pfimky s a kruZnice &,
takze usecka MN je prumérem kruznice k. Ozname déle
12 v roviny vedené po fadé body M, N kolmo k pfimce p;
protoZe p leZi v roviné o, je 4 | o, v | o. Pfitom jsou roviny
1, v rizné od roviny p, kterd je k primce p kosa (jinak by bylo
s | p, coZ je proti pfedpokladu textu ulohy). Oznacme m || n
po fadé prisecnice rovin u, v s rovinou g, pfi éemZ je m== n;
pritom bod M lezi na pfimce m a bod N na pfimce n. ProtoZe
je rovina ¢ kolma ke kazdé z rovin g, u, », je rovinou soumér-
nosti kazdé¢ z nich a tf n je rovinou soumérnosti kazdé z pfimek
m, n (které jisté v ¢ nelezi); proto je m | g, n | o a proto
platitézm | s, n | s. Proto jsou m, n teCny kruZnice k v kraj-
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nich bodech jejiho priméru MN. Pfi tom vSechny body
kruZnice k lezi v péasu rovnobézek m, n a tim ve vrstvé (u,
v), urené obéma rovinami p | p, v J_ p. Libovolny bod X
kruznice k lezi ve vrstvé (,u, v) a opiSe pfi rotaci kruZnici x
(pokud X nelezi na p), jejiz rovina & | p je rovnobéZna s ro-
vinami y, v; protoZe bod X lezi ve vrstvé (u, v),lezi v ni i kruz-
nice x. Jestlize je X bodem pfimky p (pak ie to prusecxk pri-
mek psa tedy 1eden z bodi M, N), pak zfejmé lezi v jedné
z rovin y, v a tim i ve vrstvé (u, v).

Nyni dokdZeme, Ze kruZnice x lezi na jisté kulové plose
% = (0, R), kde O je spole¢ny bod kosych primek p, g. Roze-
znavejme dvé moZnosti.

Obr. 42.

Pfipad [1]. Necht pfimka p prochizi bodem S, t.j. O = S.
Potom je & hlavni kruZnici kulové plochy » = (S, r). ProtoZe
rovina g neobsahuje pfimku p (tu by bylo p = s), nelezi zddny
z bodd M, N na pfimce p; oznalime-li M’, N’ pruseciky
* rovin u, v s pfimkou p, pak je zfejmé vzdalenost bodu S od
kazdého z bodt M’, N’ mensi nez r (t. j. M’y N’ leZi uvnitf x).
Odtud plyne, Ze vrstva (u, ¥) ma s plochou x spole¢ny kulovy
pés.
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Pripad [2]. Necht pfimka p neprochdzi bodem S, takZe je
Oz S. Oznatme OS =v a OX =R, kde X je libovolny
bod kruZnice k, takie SX =r. Trojuhelnik OXS mé pfi
vrcholu S pravy uhel (je ¢ | p) a podle Pythagorovy véty
je OX = |/SX® + OS® neboli R = |2 4 o2 = konst. Je-li
X' nova poloha bodu X pfi rotaci kolem pfimky p, potom
je OX’' = OX = R avsechny body vzniklé pfi rotaci kruznice
k kolem p lezi na kulové plose x = (O, R).ProtoZe tyto body X’
ziroven lezi ve vrstvé (u, v), lezi bud na kulovém pésu (kdyz
Z4dny z bodi M, N nepadne na p), nebo na kulovém vrchliku
(kdyz pravé jeden z bodu M, N padne na pfimku p).

Obracené, necht Y’ je bod pravé popsaného kulového pasu
nebo vrchliku z pripada [1], [2]; pak tento bod vznikl rotaci
nékterého bodu kruznice k.

Duikaz. Jestlize Y’ lezi na pfimce p, je to zfejmé jeden
z bodd M, N. Necht Y’ nelezi na p; ozna¢me % | p rovinu
vedenou bodem Y’. Protoze bod Y’ lezi ve vrstvé (u, v), lezi
i rovina 7 v této vrstvé a protne rovinu p v piimce u || m,
kterd nutné lezi v pasu rovnobézek m, n; proto ma primka u
s kruznici & spolecny alespon jeden bod Y. ProtoZe rovina 7
protne plochu » v kruZnici y, musi bodY, ktery leZi na % i u,
leZet i na kruzZnici y. Bod Y’ je tedy zfejmé jednim z boda
kruZnice y, ktera vznikla rotaci bodu Y kolem p. Tim je dikaz
podédn a feSeni ulohy provedeno.

3. Zostrojte trojuholnik ABC, ak st dané velkosti AC = b,
AB = ¢ jeho strdan a kladné &islo ¢ = <t ABC — <. BCA.
Urobte diskusiu rieSitelnosti.

Riesenie (obr. 43). Z textu ulohy vyplyva, Ze v trojuholniku
ABC je >y ateda aj b > c.

Ak ABC je hladany trojuholnik, zostrojme v polrovine
BCA uhol ¢ CBP =y; potom je <{PBA=f—y=c¢.
Na polpriamku BP nanesieme tsecku b, ¢im dostaneme usedku
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BD = b a plati A CDB =~ BCA (sus). Oba tieto trojuholniky
su zrejme sumerne zdruzené podla osi p usecky BC, takze
ABCD je rovnoramenny lichobeZnik a p je tieZ osou usecky AD.
Avsak trojuholnik ABD je urceny stranami AB =c¢, BD = b
a uhlom nimi zovretym ¢. Z toho vyplyva kon$trukcia:

]
/
AR---+,
1
!
4P
|
1
|
|

*
]
!
R

'Y
i

b
Obr. 43.

Zostrojme trojuholnik ABD tak, aby AB =¢, BD = b,
< ABD = ¢ (veta o urenosti sus). Dalej zostrojime os p
tisetky AD. PretoZe j€ b > ¢, lezi bod B vnutri polroviny pA
a bod C sumerne zdruZeny s B podla osi padne dovnutra
polroviny pD. Tym sme trojuholnik ABC zostrojili.

Plati skutoéne AB = ¢ (podla konstrukcie), AC = b, lebo
je AC = BD = b (podla konStrukcie). PretoZe je b > ¢, je
f >y a obraz BD tusetky CA lezi v uhle <t ABC, pritom
je <L DBC =y (t. j. rovnd sa uhlu <¢ BCA) a rozdiel uhlov
<X ABC, X DBC, t. j. B — y sa rovna danemu uhlu &. Tym
sme urobili d6kaz spravnosti konstrukcie.

Diskusia. Ak zvolime umiestenie danej useCky ¢ = AB
a polrovinu s hranicou 4B, do ktorej chceme umiestit troj-
uholnik ABD, potom moZno trojuholnik ABD zostrojit s je-
dinym vysledkom (uhol & musi byt duty). Uz sme zistili, Ze
bod B lezi za predpokladu, Ze je b > c, vnutri polroviny pA4
a preto existuje bod C. M4 teda uloha za predpokladu, Ze je
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b>c a ¢ duty uhol, pri zvolenom umiesteni jediné rie$enie.
Ak jedna z uvedenych podmienok neplati, nema uloha rieSenie.

4. Budte p, g celd Cisla. Potom zlomek

%4 — p¢°
35 (1)
je rovnéz celé Cislo. Dokazte.
Resenf. Oznatme
a = pg(p* — ¢*)
neboli
a=pp + 9(p — PP* + ¢ @)

Musime dokdzat, Ze ¢&islo (2) je délitelné kazdym z prvodiniteld 2,
3, 5 disla 30. Dikaz provedeme pro kazdé z téchto &isel od-
délené:

a) DokdZeme, Ze Cislo a je délitelné dvéma.

Dukaz. To je zfejmé, je-li alesponi jedno z Cisel p, g sudé.
Jestlize p, g jsou obé lichd disla, potom je p + ¢ sudé a tim
i ¢islo a pocle (2). Tim je dukaz proveden.

b) DokéZeme, Ze Cislo a je délitelné tfemi.

Dukaz. To je zfejmé, je-li alespoii jedno z &isel p, ¢ délitelné
tfemi.

Necht déle Zddné z &isel p, ¢ neni délitelné tfemi. Pak jsou
dvé mozZnosti:

[1] Obé &isla p, g davaji pfi déleni tfemi sobé rovné nenulové
zbytky (jedmo z ¢isel 1, 2). Pak je jisté Cislo p — g délitelné
tfemi, nebot prislusny zbytek po déleni tfemi bude roven nule.

[2] Kazdé z cisel p, ¢ ma jiny nenulovy zbytek, jeden zbytek
je 1, druhy zbytek 2. Potom Cislo p + ¢ ma po déleni tfemi
s»»Zbyteke 1 + 2 neboli je délitelné tremi.

Tim je dikaz proveden.
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c) Dokéazeme, Ze Cislo a je délitelné péti.

Dukaz. Je-li jedno z disel p, g délitelné péti, je zfejmé a
délitelné péti.

Necht déle Zddné Cislo p, ¢ neni délitelné péti; pak jsou
mozné nenulové zbytky 1, 2, 3, 4 po déleni péti. Jsou tyto
moznosti:

[1] Obé cisla p, ¢ maji stejné nenulové zbytky.

Pak ¢islo p — g ma zbytek 0 a je tedy délitelné péti a s nim
i Cislo a.

[2] Jedno z cisel p, ¢ ma zbytek 1 a druhé 4 anebo jedno ma
zbytek 2 a druhé 3, pak je p + ¢ délitelné péti.

[3] Jsou-li zbytky Cisel p, ¢ po fadé 1, 2 nebo 1, 3 nebo 2, 4
nebo 3, 4, pak je*)

124 22 =5, 12+ 32 =10, 22 + 42 = 20, 3% + 42 = 25,
takze Cislo p? 4 ¢2 je délitelné péti.

Tim jsou vSechny kombinace zbytka Cisel p, g po déleni péti
vylerpany a diikaz Casti ¢) a tim i feSeni ulohy je provedeno.

6. Ulohy I. kola kategorie C.

1. Reste soustavu rovnic
x+y=s )
ax + 2y =20 2
o neznamgych x, y, pfi ¢em? a, s jsou dand redlnd Cisla.
Provedte diskusi feSitelnosti soustavy vzhledem k cislim
a, s.

Resent. Z rovnice (1) plyne
y=s—2x 3)
Dosadme ze vztahu (3) do rovnice (2); dostaneme
ax +2(s —x) =0

*) Plati totiZ: JestliZe &slo @ ma pfi déleni péti zbytek r, pak
&isla a?, r* maji pfi déleni péti zbytky sobé rovné.
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neboli '
) x(2 —a) = 2s. 4)

To je linedrni rovnice pro nezndmou x. Rozeznivejme dvé
moznosti.

Pripad [1]. Necht je 2 — a # 0 neboli a 5= 2. Potom z rov-
nice (4) dostaneme

e 2s
2—a’
Dosadme tento vysledek do rovnice (3); potom dostaneme
PO 2s
2—a
neboli
. as
A g
Drvojice disel
x=2_2ja,y=_2‘fa ®)

je feSenim soustavy rovnic (1), (2), jak se ihned pfesvédcime.
Dosadme z (5) do levé strany rovnice (1); postupné dostdvdme

2s as  s(2—a)

b= 2—a 2—a. 2—a

ProtoZe je 2 — a0, pak po zkriceni posledniho zlomku
méame L= s, takZe plati L = P. Dvojice (x, y), dana vztahy (5),
je proto feSenim rovnice (1).

Nyni dosadme z (5) do levé strany rovnice (2); postupné
plat
2s as  2as — 2as

‘2—a —2'2—a T 2—a =
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To souhlasi s pravou stranou P’ = 0 rovnice (2). Proto plati
L' = P’ a dvojice (x, y),dané vztahy (5), je feSenim rovnice (2).
Jsou tedy cisla (x, ¥), dand vztahy (5), feSenim dané soustavy.

Pfipad [2]. Necht je 2 — a = 0 neboli a = 2. Pak rovnice
(2) zni 2(x + y) = 0. Uvazujme tyto dvé moZnosti:

[a] Necht je s = 0. Pak dand soustava zni

x+y=s 2(x+y) =0, kde s #0.
Tyto dvé rovnice jsou sporné a soustava nem4 feSeni.

[b] Necht je s =0. Pak dand soustava znf x4 y =0,
2(x + y) = 0, kde druha rovnice vznikne znisobenim obou
stran prvni rovnice &islem 2. Soustavu lze tedy nahradit
rovoici x +y =0, t. j.

y=—nx
Cislo x volime libovolné, pro &islo y plati y = — x. Dvojice
(x,y = — x) je vidy feSenim dané soustavy, kterd tedy ma

nekonetné mnoho reSeni.

Zivér. Dand soustava md jediné feSeni pro a 7= 2. Pro
a = 2, s #* 0 nem4 soustava feSeni. Pro a = 2, s = 0 m4 sou-
stava nekone¢né mnoho feSeni.

2. Kolika rtiznymi zpusoby je mozZno v na$i méné rozménit
pétadvacetihaléf ?

ReSeni. Oznatime-li x polet desetihaléfti, y pétihaléty, z t¥i-
haléfu a » haléfi, mame urdit, kolik feSeni (v celych nezdpor-
nych ¢&islech) méd rovnice

10x + 5y + 3z + u = 25. (1)
Pfitom d&isla x, y, 2, u jsou celd nezdporni ¢isla a zfejmé musi
byt
052,095,028, 0=u=x 25
V kolika feSenich je x = 2? V tolika, kolik je feSeni rovnice
5y 4+ 3z +u=5.
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Tato feSeni jsou napsina v tabulce:

y |z | |
1100
0| 1|2
0] 0]s

I |
Miéme tedy celkem tfi pfipady.
V kolika feSenich je x = 1? V tolika, kolik je feSeni rovnice
59+ 32+ u=15.
Prisluind feSeni jsou v tabulce:

| =

R

COO0O0OOmHm=NDNDW |

O=NWPERNO~=NDWO=O
e —
MDLOAVWOONR =IO

L

Je jich tedy celkem tfinict.
V kolika fedenich je x = 0? V tolika, kolik feSeni ma rovnice

5y + 3z + u = 25.

135



Reseni jsou zase v tabulce:

y |z u y |z | u y |z | u
500 21 2] 9 0] 8 | 1
4 | 1| 2 2 1 |12 0| 7| 4
40| 5 210 |15 0| 6| 7
33 |1 1| 6| 2 0| 5|10
3| 2| 4 1|55 0| 4 |13
301 | 7 1| 4| 8 0| 3 |16
310 |10 1|3 |1 0| 2 |19
2510 1| 2 |14 0| 1 |22
2| 4| 3 1|1 |17 0| 0|25
2136 110 |2
Je jich 29.

Celkovy pocet tedy je 3 + 13 + 29 = 45.

3. Je dan rovnoramenny trojihelnik ABC o zikladné AB.
Na prodlouZeni strany AC za bod A sestrojte bod E a na pro-
dlouZeni strany BC za bod B sestrojte bod F tak, aby platilo

AE = EF = BF.

Provedte diskusi feSitelnosti wlohy a dokazte, Ze uloha ma
feSeni, jestlize plati <¢ CAB > 60°.

Resent (obr. 44). Rozbor. Oznaéme AP, BQ polopiimky
po fad€ opacéné k polopfimkim AC, BC. Necht E, F jsou body
pozadované ulohou, takZe plati AE = EF = FB a tedy téz
EF || AB. Pak je FEB rovnoramenny trojuhelnik, jehoZ
uhly < E, <¢ B pfi zikladné EB isou shodné. Vedme bodem C
pfimku p || EF a oznatme D jeji pruseéxk s pfimkou EB.
O trojuhelniku CBD plati

<X CBD = < FBE (vrcholové uhly),
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< CDB = < FEB (stfidavé ihly mezi rovnobéZkami EF,p).
ProtoZe vSak je <¢ FBE = < FEB, plati téz

< CBD = < CDB.

Proto o stranich protéjsich k témto uhlim v trojuhelniku CBD

nutné plati
CD = CB.

Toto uZijeme ke konstrukci.

Konstrukce. Bodem C sestrojime pfimku p || AB. V polo-
roviné opacné k poloroviné BCA na pfimce p sestrojime bod D
tak, aby CD = CB. Dile ozna¢ime E spole¢ny bod pfimky BD
a polopfimky AP. Konelné oznatme F spole¢ny bod polo-
pfimky BQ a pfimky ¢ || CD vedené bodem E. Body E, F
jsou body pozadované tulohou.

Obr. 44.

Diukaz. Podle konstrukce jsou uhly pfi vrcholech B, D
v trojuhelniku CBD shodné. Dile plati

< EBF = < CBD (vrcholové uhly),

< BEF = < BDC (stfidavé uhly mezi rovnobézkami p, ¢).
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Velikosti hli na pravé strané obou téchto rovnosti jsou si
viak rovny a proto plati

X EBF = < BEF.

Proti témto thlim leZi tedy v trojuhelniku BEF shodné strany
BF = EF.

Dile je BF = AE, jak plyne na pfiklad ze soumérnosti
podle osy usecky AB. Je tedy AE = EF = BF, coz jsme méli
dokazat.

Diskuse. Oznaéme BM polopfimku opa¢nou k poloptimce
BD. Retitelnost tlohy zivisi na tom, zda poloptimky AP,
BM maji spole¢ny bod. Aby tomu tak bylo, musi podle Euklei-
dova postuldtu platit

X PAB + < ABM < 180°. (1)

Oznaéme < CAB = <X ABC = «; potom je téZ <t BCD = «
(dhly stfidavé mezi rovnobézkami AB, p). V trojuhelniku CBD
jsou uhly <t B, < D shodné; o velikosti ¢ kaZdého z nich plati
e = } (180° — < BCD)
neboli
e=190°— }a. (1

O thlech vedlej§ich <x ABM, <t DBA plati <X ABM =
= 180° — < DBA; dale plati <t DBA = < CBD + < CBA
(dhly styéné), neboli <t DBA = ¢ + a. Je tedy

< ABM = 180° — (¢ + &)
neboli vzhledem ke vztahu (1) je
<X ABM =90° — } «. 2)
Dile je
<X PAB = 180° — a. 3)

Po dosazeni do (1) ze vztahi (2), (3) dostaneme podminku pro
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velikost thlu o, kterd nutné plati, kdyZ m4 tuloha feSeni, t. j.
90° < 3o
o > 60°. @

Jestlize obricené o dutém thlu « plati vztah (4), pak plati
vztah (1), jak se snadno uZitim vztaht (2), (3) zjisti.

Jestlize tedy plati 90° > o > 60° mé tloha jediné feSeni.
Neplati-li tato podminka, nema tloha feSeni.

Tim je feSeni ulohy provedeno.

Podle feleni s. Kvéty Adamcové,
Zdkyné 9b tfidy v Chrudimi.

Jiné FeSent (obr. 45). Oznalme AP, BQ polopfimky po fadé
opacné k polopfimkim AC, BC. Predpoklidejme, Ze jsme se-
strojili body E, F, které vyhovuji poZzadavkim dlohy, t. j. plati

AE = EF = FB, EF | AB.

UvaZujme stejnolehlost o stfedu C, ve které bodu E
pfislusi bod 4 a tim bodu F bod B; oznatme X bod,
ktery v této stejnolehlosti pfislusi bodu A. ProtoZze bod A
lezi uvniti useCky CE, lezi bod X uvnitf useCky CA a plati
BX || FA; protoze je AE = EF, je t¢z AX = AB. Odtud
plyne konstrukee.

Konstrukce. Na polopfimce AC sestrojime bod X tak,
aby platilo AX = 4B; bodem A4 vedeme pfimku p || XB a
oznacime F spolecny bod pfimky p s polopfimkou BQ opacnou
k polopfimce BC. Konecné sestrojime prusecik E pfimky CA
s pfimkou ¢ || AB vedenou bodem F. Pak E, F jsou body po-
Zadované ulohou.

Dukaz. Podle konstrukce je AB = AX. Podle konstrukce
jsou trojuhelniky ABX, EFA stejnolehlé podle bodu C. Ke
shodnym useckdm AX, AB pfisluSeji v této stejnolehlosti
shodné usecky EA, EF. ProtoZe podle konstrukce je EA = FB,
je EF = EA = FB.
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Diskuse. Oznatme <X CAB = < ABC=a a R bod
pfimky p, ktery lezi v poloroviné ABQ. Trojuhelnik ABX je
rovnoramenny a hel < ABX = } <C EAB (<L EAB je vnéj-
$im uhlem v trojuhelniku ABX a je roven dvojndsobku uhlu
pfi jeho zdkladné BX), t. j. <t ABX = }(180° — «)
neboli

XL ABX =90° — }o. (1)

Obr. 45.

Uhly <t ABX, <X BAR jsou stfidavé tihly mezi rovnob&Zkami
BX || p a proto vzhledem k (1) je

<X BAR =90° — } o @)

Podle Eukleidova postuldtu ma polopfimka BQ s polopfimkou
AR spole¢ny bod F, jestlize plati

X BAR + < ABQ < 180°. 3)

Po dosazeni ze (2) a ze vztahu <X ABQ = 180° — « ze (3)
dostaneme
90° —lo 4 180° — « << 1807,
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coZ je nutnd podminka pro uhel «. Odtud plyne
90° < 5«
neboli
o > 60°. 4)
JestliZe obricené plati tento vztah, plati i vztah (3) a spolecny
bod F uvnitf kazdé z polopfimek BQ, AR existuje. Neplati-li
vztah (4) o dutim uhlu «, potom nemd uloha feSeni.
Poznamka. UzZiti stejnolehlosti je v podaném feSeni ne-
podstatné.
Podle feseni s. Jifiho Mosera,
z4ka 9. tfidy JSS v Lanskrouné.

Jiné feSeni. Rozbor. Oznalme o= < CAB= <. ABC
(obr. 46). Piedpoklddejme, Ze jsme sestrojili body E, F podle
textu ulohy, o nichz plati 2¢ AE = EF = BF. Potom je troj-
thelnik EAF rovnoramenny o zdkladné AF. Proto o thlech
pri této zakladné plati

<X EAF = < EFA. (€))
ProtoZe je AB || EF, je
<X EFA = < FAB (thly stridavé). @)
Ze vztahia (1), (2) plyne
X EAF = < FAB.

Odtud plyne, Ze polopfimka AF je osou tthlu <t EAB vedlej-
$iho k thlu <t CAB. Podle tohoto vysledku provedeme kon-
strukci:

Oznaéme AP polopfimku opacnou k polopiimce AC a dile
ozna¢me BQ polopfimku opacnou k polopfimce BC. Sestrojme
osu AR uhlu < PAB a oznaéme F spole¢ny bod polopfimek
AR, BQ. Potom je F hledanym bodem. Bodem F vedme
piimku m || AB a oznalme E jeji priselik s polopfimkou AP.
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Nyni provedeme dukaz sprivnosti provedené konstrukce.
Maime dokazat, Ze plati AE = EF = BF.

Dikaz. Podle konstrukce je <t EAF = < FAB (nebot
polopfimka AR je osou thlu < E4AB) a dile je < FAB =

c

Obr. 46.

= < AFE (thly stfidavé). Odtud plyne, Ze <t EAF = <. AFE,
takZe trojuhelnik EAF je rovnoramenny se zikladnou AF.
Proto je
AE = EF. 3)
Nyni dokdZeme, ze je téZ AE = BF. Oznatme p | AB
osu soumérnosti trojuhelnika ABC. V této soumérnosti jsou
polopfimky CA, CB neboli polopfimky CE, CF soumérné
sdruzené. Protoze je AB || EF, AB | p, je téz EF | p. Proto
na pfimce EF lezi soumérné sdruZené body polopfimek CE,
CF, t. j. body E, F jsou téZ soumérné sdruzené podle pfimky p.
Proto jsou i obé useCky AE, BF soumérné sdruzené podle
pfimky p, nebot 4, B a E, F jsou dvojice soumérné sdruzenych
bodd. Ale soumérné sdruzené usecky jsou shodné a proto je

AE = BF. 4)
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Ze vztahi (3), (4) plyne, Ze AE = EF = BF, coz jsme méli
dokazat.

Diskuse. Reitelnost alohy z4visi na tom, zda poloprlmky
AR, BQ maji spoletny bod F, ktery musi leZet uvniti kaZzdé
z nich. O tom rozhodneme podle Eukleidova posrulatu Polo-
pfimky budou mit spolecny bod F, jestlize bude platit

< BAR + <X ABQ < 180°. 5)
Podle konstrukce je < BAR =} .<X PAB = }(180° —a) =
=90° — ! a. Dile je <t ABQ = 180° — < ABC = 180° — .
Dosadme do (5) za <xBAR=90°— l«xaza < ABQ =
= 180° — «a. Dostaneme

90° — 1 o + 180° — & << 180°

neboli
90° < 3o,
t.j.
60° < o.

Jestlize plati & > 60°, potom je <x BAR < 90° — } .60°
neboli <X BAR < 60° a dile je <t ABQ << 180° — 60° neboli
< ABQ < 120°. Proto je <X BAR + <t ABQ < 120° + 60°,
t. j. mensi nez 180° a podle Eukleidova postulatu maji polo-
pfimky AR, BQ spoleny bod F. Uloha m4 proto jediné feSeni,
jestlize je a > 60°, t. j. jsou-li ostré uhly pfi zdkladné AB da-
ného trojuhelniku ABC vétsi nez 60°. Jinak nema4 tloha fedeni.

4. Urcte prirodzené trojciferné Cislo, ktorého zdpis v de-
kadickej sustave ma tieto vlastnosti: Sucet druhych mocnin
jeho cifier je 118. Sucet jeho cifier sa rovnd &islu, ktoré dosta-
neme z daného Cisla, ked v fiom vynechdme cifru stojacu na
mieste stoviek.

RieSenie. Hladané trojciferné &islo (xyz) moZno zapisat v tvare
100x + 10y + =,
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kde x # 0, y, z su niektoré z &isel
0,1,2,...,9. (1)
Ak vynechidme v tomto Cisle cifru na mieste stoviek, dosta-
neme Cislo (y2), t. j. Cislo

10y + 2.
Podla poziadavky ulohy md platit
22+ y* 4 22 =118, (2)
x+y+z=10p+=z ©)
Rovnicu (3) upravime na tvar
x =9, @

z ktorého vyplyva, Ze x # 0 je nevyhnutelne delitelné ¢islom 9.
Z &isel (1) vyhovuje tejto poZiadavke jedine Cislo x = 9.
K nemu potom podla (4) prislucha y = 1. Teraz dosadme do
rovnice (2) za x =9, y = 1; dostaneme

92412 + 22 =118

alebo
=36
a pretoze je z = 0, je nevyhnutne
2 =06.

Riesenim ulohy mozZe byt teda jedine ¢&islo 916. To skutolne
vyhovuje poziadavkdm tlohy (t. j. vztahom (2), (3)), ako sa
Tahko presved¢ime. Hladané ¢islo je preto 916.

5. Mime tri tenké a priehladné meradld. Oznalme ich
kritko meradlda OA4, 0,4,, 0,4, pricom body O, O;, O,
su zaliatky merani (obrazy nuly). Pravitko OA je rozdelené
na milimetrové dielky. Pravitko O,4; mé dielky rovnajuce sa

27
m111metra a pravitko 0,4, ma dielky rovnajuce sa — g M
hmetra.
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PoloZme meradld na seba tak, Ze sa pokryju, pri om sa kryji
aj vSetky tri body O, O,, O,. Ktora prva Ciarka (rozdielna od
bodu O) na pravitku OA4 ma4 ta vlastnost, Ze sa kryje aj s ¢iarkou
pravitka O,4,, aj s ¢iarkou pravitka O,d4,?

Riesenie. Meradld OA4, 0,4, sa kryju vidy po 16 dielcoch
meradla 0,4, t. j. po 15 milimetroch (lebo —1% .16 = 15).

Meradld 04, 0,4, sa kryji vzdy po 28 dielcoch meradla
0,4,, t. j. po 27 milimetroch (lebo %Z— .28 =27).

Aby sa kryli meradld 0,4,, O,4,, musime vziat x tseCiek
po 15 milimetroch; ich stcet musi byt ten isty, ako sulet y
useciek po 27 milimetroch (Cisla x, y su prirodzené a ¢o naj-
mensie), t. j. musi platit

15x = 27y,
alebo
5x = 9y.

Cisla 5, 9 s nesudelitelné. Z predo$lého vztahu teda vy-
plyva, Ze Cislo 5 je névyhnutne delitefom Cisla y a ¢islo 9 de-
litefom cisla x. NajmenSie také prirodzené cisla su x =9,
y=>5.

Skuto¢ne 15x = 27y = 135. Dielky vSetkych troch meradiel
sa teda m6zu po prvy raz kryt po 135 milimetroch v bode X
(t. j. OX = 135 mm).

Na meradle 0,4, tomu odpovedd

135. —i—g- =9, 16 = 144 dielkov.

Na meradle 0,4, tomu odpoveda
135. —;g = 5.28 = 140 dielkov.
Diclky na seba priloZenych meradiel sa po prvy raz kryji
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v bode, ktory je 135. dielkom prvého, 144. dielkom druhého
a 140. dielkom treticho meradla.

6. Je dan ostrothly trojuhelnik ABC. Zvolme pfimky BC,
CA, AB po fadé za osy soumérnosti a sestrojme podle kazdé
z nich trojuhelnik soumérné sdruzeny s danym trojihelnikem
ABC. Takto sestrojené trojuhelniky oznacme po fadé A'BC,
AB'C, ABC'.

Sestrojte kruZnice opsané témto tfem trojuhelnikim a do-
kaZte, Ze prochizeji tymZ bodem; vySetfte geometricky vy-
znam tohoto bodu vzhledem k trojuhelniku ABC.

Re$eni (viz obr. 47, 48). Uhly trojuhelnika ABC oznaime
po fadé «, f, y. Dale po fadé oznatme V, V,, V,, V; pri-
seCiky vysek trojuhelnikid ABC, A'BC, AB'C, ABC’ a

k= (51), by =(Sp1)s by =(Sp, 1), k3= (S5, 7)
kruZnice opsané témto trojuhelnikiim. Protoze ABC je ostro-
uhly trojihelnik, lezi body S, V uvniti tohoto trojuhelnika;
z konstrukce trojuhelnikd A'BC, AB'C, ABC’ vyplyva ob-
dobnd vlastnost boda S;, S, S; a Vi, V, Vi vzhledem
k pfislu$nému z téchto trojahelniki.
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Ozna¢me K, L, M paty vysek trojuhelnika ABC po fadé
vedenych body A4, B, C; ty lezi po fadé uvnitf stran BC, CA4,
AB.

Vypoctéme na pf. thel <¢ AVB:

Vypocet. Z trojuhelnika ABK, kde <x K = 90°, plyne, Ze

<X BAK =90° — §. (1)
Stejné z trojuhelnika BAL, kde <¢ L = 90°, plyne, Ze
< ABL = 90° — a. (2)

Uhel < AVB vypoéteme z trojithelnika ABV pomoci vy-
sledka (1), (2). Zfejmé je
X AVB = a + f. (3)
Podobné plati
LCVA =y + o

Nyni dokdZeme, Ze kruznice k4 prochdzi bodem V.

Dukaz. Body C, C’ jsou podle konstrukce oddéleny pfimkou
AB. Bod V vsak lezi uvnitf trojihelnika ABC a tedy i uvnitf
poloroviny ABC. Proto i body V, C’ jsou oddéleny pfimkou AB.

Ozna¢me X libovolny bod (obr. 48) v tom oblouku AB
kruZnice &g, ktery lezi v poloroviné ABC; tento oblouk oznacme
AXB. Potom plati

< AC'B + ¢ AXB = 180°
(viz véta v odst. 1 na str. 21 ulebnice Geometrie pro 9. ro¢nik).
Protoze je <X AC'B=vy, je <x AXB =180° — y neboli
X AXB = o + f.

Nyni dokiazeme, Zze bod V lezi se zvolenym bodem X na
zminéném oblouku AXB kruznice k;. K tomu pouZijeme véty
(9) na str. 30 ucebnice Geometrie pro 9. ro¢nik; vétu jen pro
na§ ukol vhodné vyslovime: ,,Bud déna polorovina ABC.
Mnozinu vsech boda poloroviny ABC, z nichz je tiseCka AB
vidét pod danym dutym uhlem o = o + f, tvofi vSechny
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body oblouku 4B (s vyjimkou bodd A, B) uréité kruZnice,
kterd prochazi body A4, B.«
ProtoZe uhel <t AXB = o + f, patfi bod X oblouku AB,

o némz tato véta mluvi; proto oblouk AXB je v naSem pfipadé
obloukem z nasi véty (body A4, B, X, které neleZi v jedné piimce,
prochdzi jedind kruZnice a tou je podle volby bodu X kruZnice
k3). Ale bod V lezi v poloroviné ABC a podle (3) o ném plati
vztah < AVB = « + f. Proto podle vyslovené véty lezi bod V

na oblouku AX'\B, t. j. na kruZnici k;. Tim je dokdzdno, Ze
kruZnice k3 prochdzi bodem V. Stejné se dokédze, Ze i kruZnice
ky, ko prochazeji bodem V. Tim je uloha rozfeSena.
7. Jsou déana redlnd cisla a, b, ¢, o nichZ plati vztah
a+b+c=0. (1)
Dokazte, Ze potom plati vztah (pokud ovSem jednotlivé
zlomky maji smysl)

27 (@ + 8 + &) B
@—b24+@®—cP+(c—a®
_ a b c b+ ¢ c+a  a-+b
—(b+c+c+a+a+b)'( PR S )

(Cemu se rovna hodnota kazdé strany ?)

Reseni. Oznatme P pravou a L levou stranu vztahu, jehoz
platnost mame dokazat. Pfi tom (isla a, b, ¢ musi byt ruznd
od nuly, jinak by vyraz P nemél smysl. Ze vztahu (1) plyne na
pt. b+ ¢ = — a; protoZe je a #% 0, proto je téZ b+ c#0
atd., takZze vyraz P ma vidy smysl. Ze vztahu (1) vyplyva,
Ze neplati a = b = ¢; pak by totiZ bylo 3a = 0 neboli a = 0.
Vyraz L mé vidy smysl, nebot plati alespoii jedna z téchto
nerovnosti (@ — b2 >0, (b—c)?>0, (c— a)*> 0, takZe
je jmenovatel vyrazu L kladné Cislo.

Nyni plati
27(a* + b + ¢?)

ok 2(a®+ b® 4 ¢®) — 2(ab + bc + ca)

()
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Ze vztahu (1) plyne
(@+b+cP=0

a*+ b + 4+ 2(ab + bc + ca) =0

neboli

a tedy
— 2(ab + bc + ca) =a® + b + .
Dosadme tento vysledek do vyrazu (2); dostaneme
27 (a® 4 b* + ¢%)
3@+ b0+ )
kde jmenovatel je vskutku &islo kladné; proto plati
L=09. 3)

Déle podle (1) plati b+ ¢c=—a, c+a=—b,a+ b=
= — ¢; dosadme tyto hodnoty do vyrazu P. Obdrzime

a b ¢ —a —b —c
P=(~a+—-b+-—c)(a + b + c)
neboli

L=

. P=(—3).(=3)
t. j.
P=09.
Vzhledem ke vztahu (3) plati L = P a proto je dany vztah (za
predpokladu, Ze plati vztah (1)) spravny, coZ jsme méli dokdzat.

8. Je ddna kruZnice k= (S, r) a dva body A, B, z nichz
A lezi uvnitf kruZznice k2 a B leZi vné. Vime, Ze kazd4 kruz-
nice m, ktera prochéazi body A, B, protind kruZnici k ve dvou
riznych bodech X, Y.

Sestrojte viechny kruZnice m, pro které alespoil jeden ze
¢tyf dutych uhlu pfimek 4B, XY je roven 45°.

Provedte diskusi feSitelnosti ulohy.
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Reseni. Definice. Dvé& riznob&zky a, b déli rovinu na &tyfi
duté uhly, z nichz alesponn jeden neni tupy; jeho velikost
ozna¢me o a nazveme ji odchylkou pfimek a, b. Plati tedy
0 < w=<90°

Rozbor (obr. 49). Dana uloha vyzaduje, abychom sestrojili
dva razné body X, Y kruZnice % takové, aby pfimky XY, AB
mély odchylku 45° a body 4, B, X, Y leZely na kruZnici.*)

Ozna¢me po fadé p, g osy useCek AB, XY a O jejich prusecik;
pfitom je pfimka ¢ stfednou dvojice kruznic k, m = (O, OA)
a proto prochdzi bodem §. Snadno se dokaze, Ze je-li odchylka
ptimek AB, XY rovna 45°, Ze potom i odchylkapfimek p | AB,
q | XY je rovnéz 45°. Mdme tedy za ulohu sestrojit bodem S
pfimku g, kterd ma od pfimky p odchylku 45°. Na zikladé
tohoto vysledku provedeme konstrukci.

Konstrukce. Sestrojme osu p usecky AB a zvolme na ni
dva razné body V, P. Zvolme jednu z polorovin vytatych
pfimkou p a nanesme do ni k polopfimce VP thel <t PVQ =
= 45°. Potom pfimky p, VQ maji odchylku 45°. Bodem S
sestrojme piimku ¢ || VQ; o ni se snadno dokdze, Ze ma od
pfimky p odchylku rovnéz 45°. Protoze p, VQ jsou ruzno-
bézky, jsou i p, g riznob&zky; jejich prusecik oznatme O.
Dile sestrojme kruZnici m = (O, OA). Jestlize je O£ A4,
O=£ S, potom kruZnice m existuje a protind kruZnici & ve
dvou raznych bodech X, Y. Pfimka XY je feSenim ulohy.

Dukaz. Podle konstrukce je odchylka pfimek p, ¢ rovna
45°; protoze je p | AB, ¢ | XY, dokaze se odtud snadno,
Ze odchylka primek 4B, XY je téz 45°. «

Diskuse. Podle konstrukce bod O vzdy existuje, nebot
p, g jsou ruznobézky. Osa p useCky AB nikdy neprochazi
bodem §; pak by totiz bod S mél od bodi A4, B rovné vzdale-
nosti, coZ neni mozné, nebot bod A podle predpokladu lezi
uvnitf kruZnice & a bod B lezi vné. Proto je vidy O S.

RovnéZ j= O£ A4, nebot bod O leZi na ose p tsetky AB a ta

*) V obr. 49 oznadte g pfimku OS.
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nikdy neprochdzi krajnim bodem A usetky AB. Proto existuje
kruznice m = (0, OA4) nesoustiednd s kruZnici k. Protoze
kruZnice m prochdzi body 4, B, z nichZ jeden lezi uvnitf a dru-
hy vné kruZznice k, proto se kruZnice k, m protinaji ve dvou
riznych bodech X, Y. Proto k sestrojené pfimce VP prislusi
jedna pfimka XY | VQ, kterd vyhovuje tloze.

Uhel < PVQ jsme sestrojili ve zvolené poloroviné vytaté
pfimkou p. AvSak v opacné poloroviné k poloroviné VPQ
1ze sestrojit jesté uhel <x PV Q' = 45° a k ptimce VQ' | VQ
pfislu$i rovnéz pfimka X'Y’, kterd vyhovuje uloze. ProtoZe
je XY | VO, X'Y' | VQ', VQ | VQ'ijje ¥z XY | X'Y’

\B.~
0 R

SV S

Y __--

Obr. 49.

a piimky XY, X'Y’ jsou tedy rtzné. ProtoZe vedle pfimek
VQ, VQ' nelze bodem V sestrojit dalii pfimku, kterd by méla
s pfimkou p odchylku 45° jsou pravé dvé feleni XY, X'Y’
dané ulohy.
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Tim je feSeni dané tlohy provedeno.

9. Kolika nulami kon¢i soucin bezprostfedné po sobé nésle-
dujicich pfirozenych ¢isel od 1 do 365 (véetné)?

ReSenf. Oznaéme N pfirozené &islo dané soudinem bez-
prostredné nasledujicich &isel od 1 do 365. Abychom spoéitali
pocet nul, jimiz v dekadickém zdpisu konéi ¢islo N, musime
spocitat, kolik dvojic 2.5 lze vybrat z rozkladu &isla N
v prvocinitele. Uvidime, Ze staci zjistit, kolik pétek se vy-
skytuje ve zminéném rozkladu ¢&isla N v prvolinitele.

Predev$im kazdé pfirozené cislo tvaru 5m < 365, kde m
je pfirozené Cislo, poskytne pro rozklad ¢isla N jednu pétku.

To je celkem 2 neboli 73 pétek.

5
Dile po jedné dal§i pétce dostaneme z Cisel tvaru 52.n <
=< 365, kde n je pfirozené ¢islo. Pak je %i =14+ —;g s tj.

14 takovych Cisel a tim i dalSich 14 pétek.
Konelné po jedné pétce dostaneme z &isel tvaru 53 . p < 365,

o e £ xe . 365 115 .
kde p je pfirozené Cislo. Tu je 35 = 2+ 125 2 sou tedy
dvé takova &isla a tim i dvé dalsi pétky.

Cisla tvaru 5%.1< 365, kde %k > 3, [ jsou pfirozeni d&isla,
se mezi pfirozenymi Cisly od 1 do 365 jiz nevyskytnou. Mdme
tedy v rozkladu ¢&isla N v prvocinitele 73 4 14 4 2 pétek,
t. j. 89 pétek. Mezi pfirozenymi Cisly od 1 do 365 je polovina
&sel sudych, coz je vice nez 89; kazdé z téchto sudych disel
pro rozklad ¢&isla N v prvocinitele poskytne alespori jednu
dvojku, takZe v tomto rozkladu bude dvojek vice nez 89. Proto
se da z tohoto rozkladu vybrat 89 dvojic 2.5 a Cislo N proto
kon¢i 89 nulami, coZ jsme méli vypocitat.

10. Je dén zlomek % v zdkladnim tvaru.
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Potom zlomek
a(b—a)
b H)

ktery je rozdilem daného zlomku a jeho druhé mocniny, je opét
zlomkem v zdkladnim tvaru; dokazte.

Resent. Zlomek % je podle pfedpokladu v zédkladnim tvaru,

t. j. &isla a, b jsou nesoudélnd neboli maji za spoletné délitele
jen Cisla 1, —1. Mdme dokazat, Ze zlomek
a(b—a)
- 1)
je rovnéz v zdkladnim tvaru.
Zlomek (1) lze psit ve tvaru

a b—a
5 | @)
DokéZeme, Ze #idny z obou zlomkd v souinu (2) se nedd
kratit (také se neda kratit ani ,kfizem®); tim dokiZeme, Ze
ani zlomek (1) se nedé kratit.
Toto tvrzeni je zfejmé pro zlomek %
dokézat, Ze se nedd krdtit zlomek
b—a
b © (3)
Predpoklddejme, Ze by existovalo celé &islo p (rtizné od &isel
0, 1, —1), kterym se da zlomek (3) kratit. Pak by p bylo déli-
telem Cisel b — a, b; pak by se dala tato Cisla rozloZit takto:
b—a=m.p, 4)
b=n.p, (5)
kde m, n % 0 jsou isla celd,

. Musime tedy jesté
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Dosadme ze vztahu (5) do vztahu (4). Po tupravé dostaneme
a=(n— mp, (6)

kde n — m je Cislo celé.

Vztahy (5), (6) vsak vyjadrfuji fakt, Ze Cisla a, b maji spolec-
ného Cinitele p a Ze tedy musi byt soudélna. To vSak odporuje
pfedpokladu, Ze jsou nesoudélnd. Proto se zlomek (3) kratit
nedd, tedy ani zlomek (1) se nedd kratit. Tim je proveden
dikaz pomocného tvrzeni a celd tloha rozfesena.

11. Je dén pravy uhel ¢ XOY. Déle budte dana kladni
isla @ > b. Sestrojme body A4, B na polopfimce OX tak, aby
platilo O4 = a, OB =b.

Sestrojte uvnitf poloprimky OY bod M tak, aby platilo

<X OMB = <x. BMA.

Provedte diskusi reSitelnosti ulohy vzhledem k danym Cis-
lim a, b.

Reseni (obr. 50). Rozbor. Necht je bod M uvnitf polo-
pfimky OY feSenim tlohy. Na polopifimce MO sestrojme bod
A’ tak, aby MA' = MA; protoze je MO << MA (odvésna a
pfepona pravouhlého trojuhelnika AMO), padne bod A’ do-
vnitf polopfimky OY’ opatné k polopfimce OY. Trojuhelnik
MAA' je rovnoramenny se zakladnou AA’; protoze je AO |
1 OY, < OMB = <x BMA, je bod B prusecikem vysek AO,
MB tohoto trojuhelnika, a protoze je MB jeho osou, plati
BA" = BA. Na zakladé toho provedeme konstrukei.

Konstrukce. OpiSme kruZnici k2= (B,BA =a —b) a
ozname A’ spole¢ny bod kruznice 2 a polopfimky OY’
opacné k polopfimce OY. Dile sestrojme osu p Usetky A4’ a
ozna¢me M spolecny bod primky p a polopfimky OY. Potom
je M bod pozadovany tulohou.

Diukaz. V trojuhelniku MAA'’ podle konstrukce jsou pfimky
AO, p vysky a tedy B pruse¢ik vysek; protoZe je tento troj-
uhelnik rovnoramenny se zékladnou AA4’, je p jeho osou a proto
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plati <&« BMA' = <- BMA, jak poZaduje tloha. Tim je dukaz
proveden. '
Diskuse. ReSitelnost tlohy zdvisi na tom, zda existuje
trojihelnik MAA' jehoZz vrchol A" padne dovniti polopfimky
OY' neboli zda kruznice & a vnitfek polopfimky OY’ majf
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Obr* 50.

spolecny bod A". To znamend, Ze pfimka OY’ musi byt se¢nou
kruZnice £ = (B, a — b); pfi tom je a — b > 0, nebot podle
textu ulohy je a > b. Pfimka OY’ je seCnou kruZnice k pravé
tehdy, jestlize plati a — b > b neboli a > 2b; pfitom druhy
prusecik se neuplatni, nebot lezi uvnitt polopfimky OY.

Uloha ma tedy jedno feSeni tehdy, plati-li @ > 25, jinak
nema reSeni.

Tim je feSeni ulohy provedeno.

Podle feSeni s. Kvéty Adamcové,
zédkyné 9b tfidy JSS v Chrudimi,
a s. Stanislava Uhra,

%ika 9. tf. JSS v Lanskrouné.
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Jiné FeSent (obr. 51). PouZijeme pomocné véty: ,,Jest-
lize je polopfimka MB osou uhlu <¢ OMA trojihelnika MAO,
potom plati

OB oM

BA  AM O
a obrécené*. (Srovnej cvi¢. 5¢ v uéebnici Geometrie pro 9. ro¢-
nik, str. 69.)

V nadem piipadé je OB = b, BA = q — b. JestliZze m4 loha

feeni, potom podle pomocné véty plati
b  OM
a—b AM’
t. j. trojuhelnik OMA je stejnolehly s pomocnym trojihelnikem
OM'A',kde OM’' = b, A’'M’ = a — b, X A'OM’ = 90°. Podle
toho provedeme konstrukei.

Konstrukce (obr. 51). Na polopfimce OY sestrojime bod
M’ tak, aby OM’' = b. Dile sestrojime kruZnici &= (M’,
a — b) a oznalime A’ jeji spole¢ny bod s polopfimkou OX.
Ve stejnolehlosti o stfedu O pfifadime bodu A’ bod 4 a obraz
bodu M’ oznalime M. Potom je M bod, ktery vyhovuje poza-
davkim lohy.

Mho

\ ~o
M N
S\ ~_ |k
s e
\ ~
~

0o N\~

Y B A A X
—F ]
Obr. 51.

Dikaz. DokdZeme nejprve, Ze pro bod B plati vztah (1).

Podle konstrukce je (C))AA;' = % , Dfi &emZ je OM’ = b,
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=—b—neboli9—1—u—=
a—b

—— ) oM
A'M =a—b; odtud plyneW I

= —gﬁ . Je tedy splnén vztah (1) a podle obriceni pomocné

véty je MB osou thlu <t OMA v trojihelniku MAO. Tim je
dikaz proveden.

Diskuse. Relitelnost tlohy zfejmé zivisi na tom, zda lze
sestrojit bod A’ neboli zda lze pfi umisténi pfedepsaném v kon-
strukci sestrojit trojihelnik A’M’O o odvésné OM’ = b a pre-
poné¢ M'A’ =a —b. To lze provést s jedinym vysledkem
pravé tehdy, jestliZe plati ¢ — b > b neboli a > 2b; jinak
nem4d uloha fedeni.

Tim je feSeni provedeno.

Podle fefeni s. Jifiho Kaspera,
74ka 9b tidy JSS v Ceské Trebové.

Iné riesenie.*) Pomocnd veta V (obr.52): Nech je dany
ostry uhol ¢ OAM a bod B, ktory lezi vnutri ramena AO.
Potom pita P kolmice vedenej z bodu B k priamke AM padne
dovnutra polpriamky AM (pozri ulebnicu Geometria pre
7. post. roc., str. 267, priklad 17).

Rozbor. Predpokladajme, Ze sme na$li hladany bod M
vnutri polpriamky OY. Potom podla poziadaviek ulohy plati
o ilom <X OMB = <t BMA. Pritom bod B leZi medzi bodmi
O, A4, lebo podla predpokladu ulohy je a > b a teda O4 > OB.

Vedme bodom B kolmicu p k priamke AM a oznatme P
jej pitu. DokiZeme, Ze bod P padne dovnutra usetky AM.
To dokdZeme, ak dokdZeme, Ze uhly <x OAM, <x BMA su
ostré, lebo potom bod P podla pomocnej vety V' padne do-
vnutra kazdej z polpriamok AM, MA alebo dovnitra tsecky
AM. Uhol <t OAM je ostry uhol v pravouhlom trojuholniku
AMO, lebo < O = 90°. Uhol <¢ BMA je ¢astou uhla <¢ OMA,

*) V obr. 52 dopliite pismeno M pobliZ bodu Y.
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ktory je ostrym uhlom trojuholnika AMO; preto je tiez
ostry. Tym je tvrdenie dokazané.

Trojuholniky BMO, BMP maju spolo¢nu preponu BM, zho-
duju sa v pravych uhloch pri vrcholoch O, P a dalej sa zhoduja
podla poziadaviek tulohy v uhloch pri vrchole M; zhoduju sa
teda vo vSetkych troch uhloch a su zhodné podla vety (usu),
t. j. plati

A BMO ~ A\ BMP (usu).

Preto je

MO = MP, )]

BO = BP. 2
Zostrojme kruznicu k = (B, BO); td vzhladom na vztah (2)
prechadza bodmi O, P a pretoze je OM | OB, PM | PB,
sut OM, PM doty¢nicami kruZnice k. Pritom dotyCnica MP
prechadza bodom 4. Z toho vyplyva konstrukcia.
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Obr. 52.

Kon3trukcia (obr. 52). Opidme kruZnicu k = (B, BO) a
uréme dotykovy bod P doty¢nice vedenej z bodu A k tejto
kruznici, a to ten, ktory padne dovnutra polroviny OXY.

Konstrukciu urobime takto: Nad useckou 4B ako prieme-
rom opiseme Thaletovu kruznicu /= (L, } AB) a oznaCme
P ten z prieseCnikov kruznic &, /, ktory lezi vnutri polroviny
OXY. Potom je spoloény bod polpriamok AP, OY hladanym
bodom M.
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Dokaz. Bod M lezi vnutri polpriamky OY. Musime doka-
zat, ze plati <t OMB = <¢ BMA.

Uvazujme o sumernosti s osou BM. V nej prejde priamka
OM,ktora je dotyCnicou kruznice & vedenou bodom M, v druhu
doty¢nicu vedenud z toho istého bodu M ku kruznici k. Touto
druhou dotycnicou je podla konStrukcie priamka MP alebo
priamka AP. Sumernost je vSak zhodnost a pretoZe si v nej
prisluchaju uhly <t OMB, <. PMB, sa tieto uhly zhodné.
Tym sme dokaz ukondili.

Diskusia. Kruznica & vzdy existuje. Doty¢nica AP vedend
z bodu A ku kruznici % existuje len vtedy, ak plati O4 = 2. OB
(ak A nelezi voutri kruZnice k). Avsak v pripade, Ze je 04 =
= 2.0B, t.j. ked A lezi na kruZnici k, je doty¢nica v bode 4
kolmd k priamke OX a teda rovnobezna s priamkou OY, takze
priesenik M neexistuje.

Avsak ak plati O4 > 2.0B, mozno priamku AP zostrojit,
pricom je <¢ BAP uhlom v trojuholniku BAP, kde < P =
= 90°; preto je <x BAP << 90°. Podla Euklidovho postulitu
maju polpriamky OY, AP spoloény bod M vnutri polroviny
OAY, lebo o prilahlych uhloch plati

X YOA4 = 90°, <t BAP < 90°,
takze sucet uhlov je mensi nez 180°.
Ziver. Uloha mé jediné rieSenie, ak plati OA4 > 2.0B,
t. j. ak plati a > 2b. Ak plati a = 2b, nemad tloha riesenie.

12. Dany je rovnobeznik ABCD so stredom S. Oznalme
K, L, M, N (v tomto poradi) stredy strin AB, BC, CD, DA.
Dalej oznaéme X, Y, Z, U (v tomto poradi) priese¢niky dvojic
priamok (AL, DK), (BM, AL), (CN, BM), (DK, CN).

Dokazte:

a) Stvoruholnik XYZU je rovnobeinik so stredom S.

a) Plati

XY=Z2AL, YZ=% MB.
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c) Obsah rovnobeznika XYZU sa rovnd pitine obsahu
rovnobeznika ABCD.

Riesenie (obr. 53). a) UvaZujme o simernosti podla stredu S.
V nej si odpovedaju tieto dvojice bodov: (4, C), (B, D),
(K, M), (N, L). Pre posledné dve dvojice to vyplyva z vlast-
nosti strednych prie¢ok KM, LN rovnobeZnika ABCD (pozri
ucebnicu Geometria pre 8. post. roC., str. 171).

O uhloprieckach $tvoruholnika ALCN plati

AS =CS, NS=LS

a pretoze priamky AC, NL su réznobezky, je ALCN rovno-
beZnik, takze je

AL | NC ¢))
a tieto priamky si odpovedaju v sumernosti podla stredu §

Obr. 53.

Rovnako sa dokéZe, Zze¢ BMDK je rovnobeznik, takZe je
BM | KD )

a tieto priamky si odpovedaju v simernosti podla stredu S.
V tejto sumernosti teda priamkam AL, DK odpovedaju
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(v tomto poradi) priamky CN, BM; preto bodu X = AL . KD
odpoveda sumerne zdruzeny bod Z = CN . BM. Preto usecka
X7 ma bod S za stred. Rovnako sa dokaze, Ze uisecka YU m4
bod § za stred. V $tvorouholniku XYZU sa teda uhlopriecky
navzajom rozpoltuji a je to rovnobeznik so stredom S. Tym
je tloha a) rozrieSena.

b) Dokdzeme platnost vztahu

XY =% AL; 3)

vztah YZ = Z BM sa dokédZe podobne.

V trojuholniku ABY je K stredom strany AB; podla vztahu
(2) je KX strednou prieckou trojuholnika a preto plati

XY =A4X. 4)
Zo sumernosti podla stredu S vyplyva

AX = ZC. (5)
Zo vztahov (4), (5) vyplyva

XY =ZC. (6)

V trojuholniku BCZ je L stredom strany BC a podla (1) je
LY (lezi v priamke AL) strednou prieckou prisluSnou k strane
ZC, takze plati YL = } ZC; vzhladom na vztah (6) je teda
YL =] XY. ©)
O usecke AL plati
AL = AX + XY + YL.

Dosadme sem za AX, YL zo vztahov (4), (7); dostaneme

AL =5 XY
alebo

XY =%AL, 8)
¢o je vztah (3), ktorého platnost sme mali dokazat.

c) Rovnobeznik ALCN ma stranu AN a prislu$na vysku v
zhodnt s vySkou rovnobeznika ABCD, ktora prislicha k strane
AD. Pretoze je AN = } AD, je jeho obsah AN . v alebo
3AD.v,t.j. rovna sa polovici obsahu rovnobeznika ABCD.

Rovnobeznik XYZU ma stranu XY a prislusnd vyska = je
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zhodna s vyskou rovnobeznika ALCN, ktora prisliicha k strane
AL. Preto podla (8) je obsah rovnobeznika XYZU

XY .w alebo 2 AL . w,

t. j. rovnd sa £ obsahu rovnobeznika ALCN; aviak podla
predoslého obsah rovnobeznika ALCN sa rovnd polovici
obsahu rovnobeZnika ABCD. Obsah rovnobeznika XYZU sa
teda rovnd % .} alebo } obsahu rovnobeznika ABCD, &o
sme mali dokdzat.

Tym sme ulohu rozriesili.

7. Ulohy II. kola kategérie C.
1. Rieste rovnicu
Ve +2x—7=5—2x

Riefenie. Ak existuje rieSenie, je
R24+2x—T7=05—2x)3

Cize
x2 4 2x — 7 =25 — 20x + 4x?,
3x% — 22x + 32 = 0. (1)
Rovnica (1) ma korene r ————139, s = 2. Prvy z nich nevyho-
vuje danej rovnici, lebo 5 — 2r = — 1,7 < 0. Koredl s vyho-

vuje, lebo5 —2s=1a sz +2s—17=1.

2. V roviné je ddna kruZnice k = (S, r) a kladna (isla e, .
Dile bud din bod P, o némz plati SP = 2.

Sestrojte rovnoramenny lichobéZznik ABCD o zdkladné AB,
jehoz vrcholy lezi na kruZnici k£ a jehoZ uhlopficky se protinaji
v bodé¢ P, pfi ¢emz je AC = BD =e.

Provedte diskusi feSitelnosti vzhledem k danym Cislim
e, v, 1.
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Resent. Pfedpok'ddejme, Ze je hledany lichobé&inik ABCD
sestrojen (obr. 54), a Ze bod P je prisecik uhlopficek AC, BD
tohoto lichobéZnika. Je tedy bod P nutné uvnitf kruZnice &.

Uhloptitka AC = e lichobéznika ABCD mi stied Uy protoZe
je AC =e tétivou kruZnice &, lezi bod U na kruZnici m opsané
kolem bodu S, kteraZto kruZnice je mnoZinou stfedd viech tétiv
dané velikosti e v kruZnici k. TotéZ plati o druhé whlopficce
BD = ¢ a jejim stfedu V. Obé pfimky PA, PB jsou tedy tec-
nami kruznice m. Odtud konstrukce.

Obr. 54.

V kruZnici & sestrojime libovolnou tétivu XY = ¢ a ozna-
¢ime E patu kolmice vedené bodem S k pfimce XY. Potom
je m = (S, SE). Nyni z bodu P2~ S daného uvniti kruZnice &
sestrojime teCny ke kruZnici m. Nad usetkou PS jako pru-
mérem sestrojime Thaletovu kruZnici » a oznalime U2V
spoletné body kruZnic m, n. Spoletné body polopfimek PU,
PV s kruZnici k oznalime A, B a déile oznatime Cz£ A4,
D=£ B spoletné body pfimek PU, PV s kruZnici k. Pak je
ABCD hledany lichobéznik se zdkladnami AB || CD.

Dukaz. Obé pfimky PU, PV jsou navzijem soumérné
sdruZzené podle primky PS, ktera je osou soumérnosti kruznice
k i kruznice n. Je tedy pfimka PS osou uselky AB i usetky CD
a proto je AB | PS, CD | PS neboli AB| CD. Pfitom
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neni AD || BC, jinak by ¢tyruhelnik ABCD byl obdélnik,
takZze by bod P splyval s bodem S; aviak podle textu dlohy
je P=£ S, nebot je PS = v > 0. Sestrojeny lichobéznik ABCD
ma tedy osu soumérnosti, takZe je rovnoramenny. Tim je
dikaz spravnosti konstrukce proveden.

Diskuse. ReSitelnost ulohy pfedeviim zivisi na tom, zda
Ize sestrojit tétivu XY = e. Proto musi byt e < 2r. Pfipad
e = 2r vyloucime, nebot pak by bylo P = S neboli v = 0, coz
je proti pfedpokladu, Ze je v > 0. JestliZe je e << 2r, lze sestrojit
kruZnici m; aviak dvé rizné teCny z bodu P lze k této kruZnici
vést jediné v pripadé, Ze je PS = v > SE. Pfi tom vSak musi
bod P leZet uvnitf kruZnice k, t. j. musi platit PS =2 <r.

Zavér. Jestlize je e << 2r a bod P lezi vné kruznice m, ale
uvnitf kruznice & (t. j. plati-li SE < PS = v < r), mi uloha
jediné feSeni (pokud nepfihlizime k moZné ziméné v oznaceni
vrchold). Jinak nemd uloha feSeni.

3. V rovine je dany pravy uhol <t MAN a vnutri jeho osi
AU je dany bod S, ktorého vzdialenost od priamky AN je
dané kladné dislo d.

Zostrojte dve zhodné navzijom sa dotykajuce kruZnice k,
k', priCom kruznica  mé stred S a kruZnica &’ sa dotyka
oboch ramien AM, AN. (Poznédmka. L’ahko usudite, Ze stred
S’ kruznice %’ lezi vnutri Gsecky A4S.)

Riesenie. OznaCme x velkost polomerov hladanych zhodnych
kruznic %, &’; ich stredy S, S’ lezia vnutri polpriamky AU.
Bod S” nemo6zZe leZat na predlZeni UseCky4S za bod S, ako ihned
dokdZeme (obr. 55).

Dokaz. Velkost strednej SS’ = 2x. Vz._dxalenosf bodu §’
od priamky AM je x a teda AS’ =x]/2 (lebo trojuholnik
AS'P je pravouhly rovnoramenny, pri¢om je P pita kolmice
vedenej bodom S’ k priamke AM). Ale 2x > x|/2 alebo
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S8’ > AS’. Ak by bod S’ nelezal vnutri tsecky AS, musel
by vzhladom na posledni nerovnost padnut na polpriamku
opatni k polpriamke AU, ¢o odporuje podmienke ulohy.
Tym sme dokaz urobili.

,/
N ./'-
x
S
VO
b
S
s ral
A Q P M
Obr. 55. Obr. 56.

Bod S’ teda leZi nevyhnutne vnutri useCky AS (obr. 56).
Oznatme P, Q pity kolmic vedenych bodmi S’, S (v tomto
poradi) k pr_iflmke AM, Briéom je S'P =x, SQ = d, takze
je AS' = x]/2, AS = d|/ 2 a dalej je SS’ = 2x; aviak SS’ =
=AS — AS’. Z toho dostaneme

2x = dl/f— xVé’.
Stade dostaneme postupne

2+ 12) = d|/2,
_dl2

T2+
dl/"2<2—1/2> _2d)z -1 _ B
e —=d(2-1,
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t. j.
x=dJ2-1).
Teda je x = d]/?.-— d. Z toho vyplyva kon$trukcia:
Pretote je AS = d|/2, AQ = SQ = d, prenesieme tselku
AQ na polpriamku AU do polohy AT = d. Potom je ST =
= AS — AT = d]/f— d = x. Z toho lahko zostrojime obe

hladané kruznice &, &". Dokaz aj diskusia vyplyva bezprostredne
z predo$lého. Uloha mé vzdy préve jedno rieSenie.

/

%)

/{ \
1
|
1
]
|
______ !
g
//" S‘”’ '\\:\ \ ___/J|,
AN '
s';f'l o
S Nl
\ A W
\ s (A
\ Vit [ [
» [ YR
T NGA ©h
A R P a, Q M

Poznimka. Ulohu moZno rie$it pomocou rovnolahlosti so
stredom A, ktord priradzuje zvolenému vnutornému bodu S;
polpriamky AU bod S’ (obr. 57). Zostrojime kruZnicu k; so
tredom S, ktord sa dotyka priamky AM. Dalej zostrojime
kruZnicu k,, ktord je zhodnd s kruZnicou & a ktord sa jej do-
tyka, priCom body 4, S, S, leZia v prive napisanom po-
riadku na polpriamke AU. Dvojicou bodov Sy, S je zmienend
rovnolahlost so stredom A uplne urCend. V nej prislicha
kruZnici %, hladand kruZnica k.
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4. Je din vyraz
V=x(y— 2 + 5z — 2 + 2%x — y)*.
Vyraz V rozloite v soucin jednoduchych Einiteld.

Resent. Plati postupné
V = x3(y® — 3y%z + 3y2% — 2%) +
+ »3(2% — 3x2? + 3x%z-— %) +
+ 23(x® — 3x% + 3xy* — %) =
= x%% — x32% + 3%2% — %23 + x93 — 3323 4
+ 3xyz [x%2 + xy% + y22 — (x%y + y%2 + x2%)] =
= 3xyz[x(xz — 2* — xy + y2) —
—¥(xz — 22 — xy + yz)] =%)
= 3xyz(x — y)(xz — 2 — xy + y2) =
= 3xyz(x — y)[¥(z — x) — 2(z — x)] =
=3xyz (x — )y — 2)(z — %),
takze
V = 3xyz(x — y)(y — 2)(z — x).
Tim je feSeni ulohy provedeno.

*) Jinda moZnost upravy.

x%2 4+ xy? + y2% — x%y — y%2 — x22 =
— 28— 3%) — Wy — 3) — Xx —3) =
=(x—y)ex + 2y —xy — 2% =
=(x =)z —3) — 2(z — )] =
= (x — )z — y)x — 2).

8. Ulohy 1. kola kategorie D.

1. Na obriazku 58 vidite ¢tverec o strané a a stfedu S. Dile
je tu narysovana kruZnice o stfedu S a poloméru rovném polo-
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viné strany Ctverce; z kaZdého vrcholu &tverce jsou opsény
CtvrtkruZnice o poloméru rovném rovnéZz poloviné strany
¢tverce. Kruznice a CtvrtkruZnice omezuji utvar, ktery je
v obrazku vycarkovan.

Kolik procent obsahu ¢tverce zaujiméd vyc¢drkovany obrazec?
Zavisi toto Cislo na velikosti strany daného ¢tverce?
(Polozte T = 27 .

ReSeni. Strana daného &tverce md velikost @, na pf. centi-
metrd. Obsahy, které budeme poditat, budou pak udény v cm?
KruZnice v naSem obrdzku 58 i kazdd ze Ctyf CtvrtkruZnic
maji poloméry » = } a neboli

a=2r.

P
4 - D

8 M c

Obr. 58.

Stiedni pficky velkého ¢tverce na naSem obrizku 58 roz-
déluji bilou plochu (t. j. nevycarkovanou) kolem bodu S na
Ctyfi Casti. Kazdou z téchto casti dostaneme, kdyz od Ctverce
(malého) o strané r oddélime ¢tvrtkruh o poloméru r; stied
tohoto ¢&tvrtkruhu je v jednom z vrcholi velkého Ctverce.
RovnéZz bilé plosky pfi vrcholech velkého Ctverce vzniknou
tak, Ze od &tverce o strané r oddélime ¢tvrtkruh o poloméru r
(stfed je ve stfedu velkého Ctverce). Dostdvame tak celkem
osm bilych ploch, z nichZ kazdd m4 tyZ obsah x. Tento obsah x
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je roven rozdilu obsahu 72 malého &tverce a ¢tvrtkruhu o obsahu

172, tedy
x=r}—mnr.
Viech osm bilych ploSek md dohromady obsah
8x =8 (r* — }nr?)
neboli
8x = 8r% — 2mrk

Plochu, kterd je na obr. 58 vylarkovina, dostaneme, kdyZ
od velkého ¢tverce oddélime onéch osm bilych plosek. Ozna¢me
y obsah vyéirkované plochy. Obsah velkého Ctverce je a® =
= (2r)? neboli @* = 4% Obsah y = a*> — 8x neboli

y =4 — (8 — 2nr?),
t j.
y =2nr® — 4%

Oznacme p polet procent, kdyZ y je procentova &st a kdyZ
4r* (obsah velkého ¢tverce) je zéklad. Tu plati

_
p= 7 100
neboli
27r? — 412
P = T . 100 .
Odtud tpravami postupné dostdviame
2nr? 42
, p= (Tuz— - '472) 100
neboli po zkriceni
p=(—2——1).100. ¢))
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ProtoZze n = 372, je -g— = 1 =1,571428 a tedy —125— —

— 1 =0,571428.
Je tedy
p==0,5714 . 100
neboli
p =57,14.

Obsah &irkované Cisti na obr. 58 je pfiblizné 579, obsahu
Ctverce o strané a. ProtoZe Cislo p, které jsme ve vztahu (1)
vypocitali, nezdvisi na velikosti poloméru r a tim ani na veli-
kosti a strany velkého &tverce, dospéjeme k témuZ vysledku
pfi kazdém daném kladném ¢isle a.

Poznimka. Snadno usoudime, Ze bilé plosky, o nichZ jsme
mluvili (viz obr. 58), jsou shodné s bilymi plokami na obr. 59.
Proto obsah 8x téchto bilych ploSek podle obr. 59 dostaneme,

/

=N

NN =~
S
|0 ~

Obr. 59.

kdyZz od obsahu 2a% dvou velkych ¢&tverci odetteme obsah
27r? dvou kruhi, z nichZ kazdy méd polomér r. Plati tedy
8x =2.(2r)? — 2mr?
neboli
8x = 8r% — 2mr?,

¢imz bychom podstatné zkratili pfedchozi vypocet.
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Jiné feSeni (obr. 58). Strana Ctverce a = 2r, pfi CemZ r je
polomér vepsané kruZnice. Proto obsah ¢tverce

P = (2r)? = 42,
coz predstavuje 100 9% ; z toho 1 9, je
42 r

100 25 °

Obsah kruhu do ¢tverce vepsaného je P, = mr?, coZ predsta-
vuje x %, obsahu ¢tverce. Vypolteme nyni v procentech jakou
C4sti obsahu Ctverce je obsah kruhu P;. Zjistime to délenim:

”
TC?‘Z.E—=25‘R.

Potom plati, Ze
. 22 4
257r:_—25.—7— —787.

Obsah kruhu se rovni 78% 9, obsahu &tverce. Ctyfi plosky
pti vrcholech c¢tverce se rovnaji nevycdrkovanému obrazci
uvnitf kruhu, to znamend, Ze jejich obsah je roven P — Py,
coz v procentech Cini:

100 — 78% =213 .
Obsah nevylirkovaného obrazce uvnitf kruhu se rovnd
21—;— % obsahu (tverce.

Obsah vycarkovaného obrazce se rovnd rozdilu obsahu kruhu
a obrazce uvnitf kruhu. V procentech to znamend:

784 — 213 = 57} .

Vycarkovany obrazec zaujimd asi 5749, obsahu Ctverce.
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Z vyrazu
nr?.25

2 257

je vidét, Ze polet procent je nezavisly na délce strany (tverce,
nebot se rovnd 257 (r* se totiz zkrati).

Podle feSeni J. Stuchlikové,
Z4kyné 8. tf. 2. OSS v Turnové.

2. V izbe je dvoje hodin. Jedny sa predbiehaju o jednu mi-
nitu za tri hodiny a druhé sa opozduji o jednu mindtu za
$est hodin. Oboje hodin sme nariadili v sobotu presne na po-
ludnie.

Kedy sa po prvy raz budud tieto hodiny rozchddzat prave
0 20 minut 45 sekund? (Udajte, o kolkej hodine a ktory deii
to nastane a kolko budu ukazovat prvé aj druhé hodiny.)

Riesenie. Prvé hodiny sa za 1 den zrychlia o 8 mintt (lebo

1. —% = 8); druhé hodiny sa opozduji za 1 deni o 4 minuty

(lebo 1. —261 = 4). Po 24 hodinich sa oboje hodiny, pévodne

rovnako nariadené, rozchiadzaju o 12 minut; preto sa za kazdua
hodinu rozdiel Casovych udajov na obojich hodinich zvisi

OE———mim'x
24 =2 ek

Casovy rozdiel 20 minut 45 sektind alebo 20 %mim’xtynastanc

za tolko hodin, kolko je
3 1

20727.
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Plati

Hodiny sa teda budi rozchddzat o 20 minut 45 sekind o 41%

hodiny. Ale 41—;- hodiny je 1 deni a 17—:12— hodiny. Preto zmiene-

ny rozdiel ¢asovych udajov nastane 17% hodiny po 12. hodine

v nedelu, t.j. v pondelok o 5. hodine, 30 minute. Hodiny sa teda
rozchddzaji o 20 minat 45 sekind v pondelok o 5. hodine,
30 mindte rano.

Skuska. Prvé hodiny sa predchiddzaju o 8 minuat za den,

t. j. predchddzaja sa o = minaty za hodinu. Za 41—%— hodiny sa

3
teda predidu o tolko mint, kolko je
1 1 83 5
—3‘.417 = —6— = 13—6-,

teda o 13 minut 50 sekind. Prvé hodiny budu teda ukazovat
5 hod. 43 min. 50 sek.

Druhé hodiny sa spozduju o 4 minuty za def, t. j. o %mi—

nuty za hodinu. Za 41% hodiny sa teda spozdia o tolko minuit,

kolko je

1 1 83 11

[ EREVIRARTE
teda o 6 minut 55 sekind. Druhé hodiny budi teda ukazovat
5 hod. 23 min. 5 sek.

173



Jiné FeSeni. Prvni hodiny se pfedchazeji za 3 hodiny o 1 min.,
t. j. za 6 hodin o 2 min.

Druhé hodiny za 6 hod. se zpozduji o 1 minutu.

Oboje hodiny se za 6 hodin budou rozchdzet o 3 minuty.

0 20 —2— min. se budou rozchédzet za tolikrdt 6 hodin, kolikrit

: e R .
je 20 — vétsi nez 3; plati

4
3 83 1 83 83
Ny B=FT-3 212" 6_41
, . . 83 5 .
Prvni bodiny si za tuto dobu nadejdou 1 .2=13 5’ t.j.

13 min. 50 vt. Druhé hodiny se za tuto dobu zpozdi 0 — 3 A=

6:;,t)6mm 55 vt.

Hodiny se budou rozchézet o 20—‘—2~ min. v pondéli v 5 hod.

30 min. Prvni hodiny budou ukazovat 5 hod. 43 min. 50 vt.
Druhé hodiny budou ukazovat 5 hod. 23 min. 5 vt.

Podle feSeni s. J. Stuchlikové,
zdkyné 8. tf. 2. OSS v Turnové.

3. Je déan kvadr o rozmérech a, b, ¢ (viz obr. 60). Od kvidru
oddélime télesa rovinnymi fezy tak, Ze zbude téleso, které
je na obrazku vyznaCeno silnymi Carami. Jeho vrcholy lezi
ve stfedech hran pfedni a zadni stény daného kvédru.

a) Narysujte obrazek, z néhoZ je vidét, Ze se odfiznuté asti
daji slozit v jiny kvédr.

b) Vypoctéte objem télesa, které zbylo po odfiznuti.
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ReSent. a) Viz obr. 61. [Poznidmka. Oznalme stfedy hran
stény ABCD daného kvidru stejné jako na obr. 60. Stiedni
pricky MP, NQ tohoto obdélnika a déle use¢ky MN, NP,
PQ, OM déli obdélnik ABCD na osm shodnych pravouthlych
trojuhelnikl; ty jsou na obr. 60 olislovany 1, 2, 3, 4, 1’, 2/,
3’, 4'. Trojuhelniky se totiz shoduji v odvésnach,tedy podle
véty sus. Proto muZeme trojuhelnik 3 pfemistit do polohy 1’,
trojuhelnik 4 do polohy 2'. S trojuhelniky 3, 4, pfemistime
zdroven i odfiznuté Casti kvadru, které k nim pfisluseji.]

b) Podle vysledku ulohy a) dostaneme z odfezanych Casti
kvadr, jehoz predni sténou je obdélnik ABNQ (obr. 61); roz-
méry tohoto kvadru jsou a, 4 b, ¢ a jeho objem V' je

neboli

Obr. 60. Obr. 61.

ProtoZe objem daného kvidru je abc, rovni se objem odfeza-
nych ¢asti poloviné objemu daného kvadru. Z toho plyne, Ze
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zbytek télesa md objem rovny poloviné objemu daného kvidru

.1 S v
neboli > abc. Tim je tloha rozfesena.

4., Kazdé prirodzené &islo a jeho piata mocnina maji na
mieste jednotiek tu istd cifru. Dokdzte to. (Uvedomte si, Ze
napr. suciny 87.56 a 7.6 maju na mieste jednotiek tie isté
cifry.)

Riesenie. Kazdé prirodzené Cislo sa kon¢i niektorou z cifier
0,1,2,...,9. Dalej vieme, Ze sucin dvoch prirodzenych &isel
m, n sa kondi tou istou cifrou, ktorou sa kon¢i sucin jednotiek
Cisel m, n; napr. sucin 87 . 56 sa kondi cifrou 2, teda tou istou
cifrou ako sucin 7. 6.

Majme prirodzené Cislo p, ktoré sa konéi cifrou c. Piatu
mocninu Cisla p dostaneme, ked budeme postupne &islo p né-
sobit tym istym Cislom podla tohto vzoru:

pp=p5p.p=ppP.p=p"p'.p =10

Suciny na lavej strane tychto rovnosti sa konéia po rade tou
istou cifrou ako sudiny

c.co et e, B.e crle

takze Cislo p® sa kondi tou istou cifrou ako ¢5. To znamend, Ze
¢islo p® sa kondi tou istou cifrou, ako piata mocnina jednotiek
Cisla p. Aby sme tvrdenie danej ulohy dokdzali, staci dokazat,
Ze Cisla 0%, 1%,...,9% sa konCia po rade ciframi 0, 1,..., 9.
Ak urobime vypocet uvedenych piatych mocnin, dostaneme:
05 =0; 15 =1; 25 = 32; 35 =243; 45 = 1024; 5° = 3 125;
6° =7776; 7° = 16 807; 85> = 32 768; 95 = 59 049.
Tym sme dokaz urobili.

Poznimka. Predosly vypocet piatych mocnin sme si mohli
uletrit; ukaZeme si to na vypolte pre Cislo 7:
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72 = 7.7 sakondi cifrou 9; 7 = 7. 7. 7 sa kondi ako stcin
9.7, teda cifrou 3; 74 = 73. 7 sa kondi ako sucin 3.7, teda
cifrou 1; 75 = 74.7 sa kondi ako suc¢in 1.7, teda cifrou 7,
¢o sme mali dokdzat.

5. V bodé A na okraji gramofonové desky sedi brouk.
Ozna¢me S stfed desky a AB jeji pramér. Brouk za¢ne lézt
z bodu A4 po useéce AB do bodu B; v okamziku, kdy se d4
brouk do pohybu, pocne se deska otacet. Kdyz se deska jednou
otoli, dorazi brouk pravé do bodu B.

Narysujte cestu brouka po desce, jak se jevi pozorovateli
pfi pohledu shora. Pfi tom pfedpokladdme, Ze pohyb brouka
1 otdCeni desky se déje rovnomérné. Primér AB volte 18cm.
Pro narysovéani cesty brouka sestrojte presné body, v nichz je
brouk v jednotlivych dvanactinich jedné otocky desky.

Bu12

N

br./62.

Reent je pro vyznateny smysl otieni provedeno v obr. 62.
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6. O cisle x plati

Aniz pocitate Cislo x, vypoltéte hodnoty vyrazi:

1 1
a)xz-}—?; b)x3+7.
(Vypoc':téte nejprve druhou a tfeti mocninu dvojclenu x + % )

Resent. Plati postupné

1\? 1
[+ 2] =2+ Z+a, 0

neboli
1\? 1 1
I SR R C P
a) Ze vztahu (1) plyne
S| 1\?
Pt =it —2.
x x
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3

Dosadme sem x + —ch— = ~—16- ; dostaneme postupné

1 13\ 169 169 —72 97
2 —_— —_—— - = —— — = - == -
"+2( 6)2 36 2 36 36 °
t j. ‘

1 97
P+ E =%

coz jsme méli vypocitat.
b) Ze vztahu (2) plyne
1 1\ 1
x3+?—(x+—x—) —3(x+-;—).
Dosadme sem

dostaneme postupné

3 3
xa+;31-=(_l3l) _3,(_£)=_£+i~1_3=

6 6 63 6
—13343.62.13 13.(— 132 4 3. 6?)
_ 13.(—169+108) _ 13.(—61) 793
216 o 216 216
Je tedy
1 793
- T

coZ jsme méli vypotitat.
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7. Do dané kruznice k = (S, r = 4 cm) vepiste rovnostranny
trojihelnik ABC. Trojihelnik ABC se i s kruZnici % a polo-
pfimkou AB otali rovnomérné kolem bodu S. Na poloptimce
AB se zaroveni pohybuje rovaoomérné bod X tak, Ze jeho po-
¢ateCni poloha je bod A4, pfi ¢emZ za dobu jedné otocky (t. j.
otofeni o 360°) trojuhelnika urazi dréhu o velikosti 2. AB.

a) Narysujte polohu bodu X v jednotlivych dvandctinich
prvoi otocky.

b) Nakreslete co nejpfesnéji ¢aru, kterou bod X pfi svém
pohybu béhem prvni otolky opise.

Reseni je znizornéno na obr. 63. Pfipad opatného smyslu
otdCeni neuvadime.

8. a) Urlete nejvétsi celistvy ndsobek Cisla 0,7168, ktery
je mensi nez Cislo 1000.
b) Urlete nejmensi celistvy ndsobek cisla 0,7168, ktery
je vétsi nez Cislo 1000.
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Refenf. Kdy? d&lenim uréime podil 1000 :0,7168 neboli

1000
0,7168

s pfesnosti na jednotky, dostaneme pfirozené Cislo x; potom
soucin 0,7168 . x je mensi nez 1000. Pfi tomto déleni dostaneme
zbytek z, ktery je mensi nez délitel 0,7168. Naproti tomu soucin
0,7168 . (x + 1) jiz bude vétsi nez Cislo 1000. Provedme nyni
potiebné vypocty.

Plati
1000 10000000 . W
0,718 7168
dostdvime
10 000 000: 7168 [1395
28320
681 60
36 480
640

ProtoZe jsme ve vztahu (1) zlomek rozifili ¢islem 10 000,

. . _ 1
je zbytek z pfi déleni 1000 : 0,7168 roven 640 . 10000 °
Je tedy
1000
07168 > 1395 ;

zbytek déleni 2 = 0,0640 je mensi nez délitel 0,7168.

Jestlize jsme spravné pocitali, pak musi platit zkouSka
déleni
0,7168 . 1395 + 0,0640 = 1000.
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Provedme nyni vykony naznalené v pfedchozim zépisu:

0,7168 . 1395 999,9360
7168 0,0640
21504 1000,0000

64512
35840
999,9360

Je tedy vypocet Cisla x = 1395 proveden spravné.
Utvorme nyni soucin
0,7168 . 1396;
ten je jiz vétsi nez Cislo 1000, nebot plati:

0,7168 . 1395 = 0,7168 . (1395 + 1) = 0,7168 . 1395 +
40,7168 = 999,9360 + 0,7168 = 1000,6528.

Dostali jsme skutecné Cislo vétsi nez 1000.

a) Je tedy 0,7168. 1395 = 999,9360 nejvétsim celistvym
nasobkem ¢isla 0,7168, ktery je mensi nez 1000.

b) ProtoZe je 0,7168.1396 prvnim celistvyym nédsobkem
Cisla 0,7168, ktery je vétsi nez ndsobek 0,7168.1395 (pri
¢emz je Cislo 0,7168 . 1396 = 1000,6528 vétsi nez 1000), proto
je 0,7168 . 1395 = 1000,6528 nejmensim celistvym nasobkem
¢isla 0,7168, ktery je vétsi nez 1000.

Odpovéd. Cislo 0,7168 . 1395 = 999,9360 je nejvétiim ce-
listvyym nasobkem ¢isla 0,7168, ktery je mensi nez 1000;
0,7168 . 1396 = 1000,6528 je nejmensim celistvym nasobkem
¢isla 0,7168, ktery je vetsi nez 1000.

9. Dany je vypukly patuholnik ABCDE.

a) Dokézte, Ze ziadne tri jeho uhlopriecky nemdZu prechddzat
tym istym bodom.

b) Narysujte tento patuholnik a jeho uhlopriecky. Potom ho
vystrihnite a rozstrihajte pozdlZ jeho uhloprietok.

Napiste, kolko Casti vzniklo a aké su to utvary.
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RieSente. a) Kazda uhloprietka pétuholnika je usecka, ktord
m4i za svoje krajné body vzdy dva vrcholy pédtuholnika. Keby
tri uhlopriecky pituholnika prechddzali tym istym bodom X,
nebol by to predovietkym vrchol pdtuholnika; tym idu len
dve jeho uhlopriecky. AvSak bod X nemdze lezat ani vnutri
uhloprie¢ok pituholnika. Takym bodom X by totiz prechddzali
tri priamky (na ktorych lezia naSe uhlopriecky), z ktorych kazdé
dve by boli navzdjom rdzne. Na kazdej z nich by lezali dva
vrcholy mnohouholnika, ¢im by sme dostali celkom 6 bodov.
To v8ak nie je mozné, lebo pituholnik ma len 5 vrcholov.

Preto Ziadne tri uhlopriecky patuholnika neprechadzaju tym
istym bodom.

b) Rozstrihanim pétuholnika vzniklo 10 trojuholnikov a
jeden patuholaik.

10. Je dan vyraz
630
2n—1"°

kde n je pfirozené Cislo. Dosazujeme-li za n pfirozena Cisla
1, 2, 3, 4 atd., dostaneme fadu zlomka.

Vypoctéte vSechny z téchto zlomku, které jsou rovny pri-
rozenym Cislim, a udejte, pro ktera ¢isla # tyto zlomky obdrzime
z daného vyrazu.

Reseni. Jestlize dany zlomek
630
2n—1"

kde 7 je pfirozené ¢islo, ma byt pfirozené islo, potom se musi
dat zkratit ¢islem 27 — 1; to znamend, Ze Cislo 630 musi byt
délitelné Cislem 27 — 1.

P1i tom je zndmo, Ze Cislo 2n — 1, kde n je pfirozené Cislo,
je Cislem lichym. Médme tedy vlastné najit ta pfirozend lich4
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Cisla, kterd jsou déliteli Cisla 630. Abychom tyto délitele nasli,
rozlozime Cislo 630 v prvocinitele.

Pak plati postupné

630 =63.10=(9.7).(2.5)=(3.3.7).(2.5) =
=2.3.3.5.1,

t. j.
630 =2.3.3.5.7.

Je zndmo, Ze kdyZ postupné vybereme z prvociniteld 2, 3,
5, 7 jednoho nebo néckolik a zndsobime je, dostaneme vSechny
délitele Cisla 630 (s vyjimkou délitele 1). Chceme-li vSak dostat
vSechny liché délitele cisla 630, musime z prvociniteli tohoto
Cisla vynechat Cislo 2. Budeme tedy jen vybirat z téchto prvo-
Ciniteld:

3,3,5,7.

Vybirejme nyni postupné a) jednoho z nich, b) po dvou,
c) po tfech, d) po Ctyfech; tak dostaneme vSechna hledana
Cisla 2n — 1 (v zavorce uvedeme hned, pro které prirozené Cislo
n se Cislo 2n — 1 rovnd hledanému déliteli):

a)3 (pron = 2); 5 (pron = 3); 7 (pron = 4); to jsou 3 Cisla.

b)3.3=9(pron=>5);3.5=15(pron =28); 3.7=21
(pro n =11); 5.7 =35 (pro n = 18); to jsou Ctyfi Cisla.

c)3.3.5=45 (pron=23);3.3.7 =063 (pro n = 32);
3.5.7 =105 (pro n = 53); to jsou 3 Cisla.

d) 3.3.5.7=315 (pro n=158); to je jedno Cislo.
K témto déliteliim musime pfibrat délitele 1 (pro 7» = 1), takZe
mame celkem 3 + 4 + 3 4+ 1 + 1 = 12 lichych d¢litela Cisla
630. Vice jich jisté neni.
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Jsou to skutené délitelé, jak je patrno z dal§iho:

a) —6§g=210; 620 = 126; i;g = 90;
R oy B0 0
c)%:M; %:10; %=6;
d>.~§?—g=2;
e)—613—(-)—=630.

11. Dané su tri body A4, B, S, ktoré nelezia v tej istej priamke.

Zostrojte taky $tvorec MNPQ so stredom S, Ze priamka MN
prechiddza bodom A4 a priamka PQ bodom B.

Dokazte, Ze tiloha ma vzdy prave jedno rieSenie.

Riesenie (obr. 64). Rozbor. Predpokladajme, Ze dand uloha
m4 riefenie, t. j. Ze sa ndm podarilo zostrojit stvorec MNPQ,
ktory vyhovuje poZiadavkdm ulohy. Tento §tvorec md podla
tychto poziadaviek bod S za stred stmernosti. V simernosti
podla stredu S si prislichaju protilahlé vrcholy a protilahlé
strany Stvorca MNPQ. Preto su priamky MN, PQ sumerne
zdruzené podla stredu S. V tejto simernosti si prisluchaja aj
body X, X’ strednej priecky XX’, kde X je stred usecky MN
a X'’ stred tseCky PQ; pritom je XX’ | MN. Bod A4’ su-
merne zdruZeny s bodom A priamky MN poila stredu S musi
preto lezat na priamke PQ. Bod B’ simerne zdruZeny s bodom B
priamky PQ musi preto leZat na priamke MN. Priamky MN,
AB’ teda splyvaju; rovnako splyvaju priamky PQ, BA'. Na
zdklade tohto vysledku urobime konstrukciu.
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Konstrukcia. Zostrojme body A’ B’ sumerne zdruZeng
(v tomto poradi) s bodmi A4, B podla stredu S; tu plati SA’ =
= SA, SB’ = SB.V priamkach AB’, BA leZia (v tomto poradi)
strany MN, PQ hladaného Stvorca MNPQ. Zostrojme dalej
bodom S kolmicu x k priamke AB’, takze je x | AB’ (plati

/-
rd
/
B*/
\ -~
N7/

Obr. 64.

aj x | BA'). Oznatme X, X' prieseCniky priamky x s priam-
kami AB’, BA'. Usetka XX’ je strednou prie¢kou hladaného
§tvorca a plati SX = SX'. Na obe opacné polpriamky, na
ktoré rozdeluje bod X priamku AB’, nanesme useCku zhodnu
s SX; dostaneme body Mz~ N. V bodoch M, N zostrojme
po rade kolmice m, n k priamke AB’; oznatme P, Q (v tomto
poradi) priese¢niky priamky BA’ s priamkami n, m. Potom je
MNPQ hladany Stvorec.

Dokaz spravnosti urobenej konStrukcie. PretoZe priamky
m, x, n su kolmé k priamke AB’, st navzijom rovnobeZné
(pozri Geometriu pre 7. rod., str. 276 dolu). Preto plati MQ ||
|| NP; zo sumernosti priamok AB’, BA' podla stredu S vy-
plyva, Ze je aj MN || PQ. Preto je MNPQ rovnobeznik (pozri
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Geometriu pre 8 rol., str. 165, veta 4). Tento rovnobeZnik md
podla konStrukcie pri vrchole M pravy uhol, preto je to ob-
dl#nik (pozri Geometriu pre 8. rot., veta na str. 174). Ale
podla konstrukcie je MN =2.S8X = XX'; pretoZe je aj
MXX'Q rovnobeZnik (méd protifahlé strany rovnobeZné),
plati XX’ = MQ. Teda je MN = MQ; preto je obdiZnik
MNPQ $tvorcom (mé dve susedné strany zhodné).

Diskusia rieSitelnosti. Priamky AB’, BA’ su rovno- °
bezné a rézne. RovnobeZznost vyplyva zo sumernosti podla
bodu S, ich rdznost vyplyva z toho, Ze body A, B, S nelezZia
v tej istej priamke. Vzdialenost priamok AB’, BA' je jedind
a udava velkost strany hladaného §tvorca. Z toho vyplyva, Ze
tloha ma vzdy prave jedno rieSenie.

12. Urcete nejvétsi pfirozené Cislo, které mad tyto tfi vlastnosti:

(1) je dvojciferné,

(2) cislo napsané tymiz ciframi, ale v obriceném poradku,
je také dvojciferné,

(3) soucet obou predchozich ¢isel, t. j. hledaného Cisla a isla

vv v

s tymiz ciframi, ale v obriceném pofidku, je rovnéz Cislo
dvojciferné.

Resent. Necht x # 0, y # 0 znai cifry, pomoci nichZ lze
hledané Cislo zapsat v desitkové soustavé: x je cifra na misté
desitek, y je cifra na misté jednotek. Hledané Cislo je pak

10x 4 y.

Cislo, které z n&ho dostaneme zdménou cifer, je
10y + x.

Soucet obou téchto ¢isel je

(10x + y) + (10y + x)
neboli 11x + 11y a tedy

1(x + ).
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Toto &slo méd byt podle pozadavku tilohy mensi nez 100, ale
pfitom co mozZnd nejvétsi. ProtoZe se rovnd soucinu disla
11 a disla x + y, je délitelné jedenicti. Proto &islo 11(x + y)
musi byt rovno jednomu z ¢isel

99, 88, 77, ... 11.
DokédZeme, Ze je to Cislo 99: Ze vztahu
H(x +y) =99

x+y=09.

Tato rovnice md jediné feSeni, které vyhovuje poZadavkim
ulohy, a to

plyne

x=8, y=1

Plati totiz 81 + 18 = 99.
Pro pfirozend Cisla x mensi neZ 8 bychom zfejmé dostali
mensi dvojciferna ¢isla nez 81. Hledané Cislo je 81.

9. Ulohy II. kola kategorie D.

1. Kolik ndsobkti ¢isla 786 je mezi Cisly 1000 000 a 10 000 000 ?
Dile vypoctéte nejmensi a nejvétsi z téchto ndsobki.

Reseni. Nésobek &isla 786, nejblize vétsf neZ je 1000 000,
urCime takto: Zjistime ¢dsteny podil a zbytek pfi déleni
1 000 000 : 786. Soucin tohoto castetného podilu a Cisla 786
je nejvétsi z ndsobku ¢isla 786, kterd jsou mensi nez 1 000 000.
K tomuto nisobku pficteme 786; tak dostaneme ndsobek
Cisla 786, ktery je nejmensim z téch ndsobku ¢isla 786, kterd jsou
vétsi nez 1 000 000.

Podobnym zplisobem uréime i nejvetsi z ndsobkd Cisla 786,
které jsou mensi nez 10 000 000.

Polet ndsobku Cisla 786 vétSich nez 1000000 a mensich
nez 10000 000, uréime jako rozdil poltu ndsobkd mensSich
nez 10 000 000 a poctu nasobkl mensich nez 1000 000.
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Vypolty:
10000 000 : 786 |12 722 1000000 : 786 |1272

2140 2140
5680 5680
1780 1780
2080 208
508
12 722 1272 999 792 12 722
X 786 X 786 786 —1272
76 332 7 632 1000 578 11 450
101776 101 76
. 89054 89Q 4
9999 492 999 792

Nejmensi z ndsobku Cisla 786, které jsou vétsi nez 1 000 000,
je 1000 578; nejvétsi z téchto nasobku, které jsou mensi nez
10 000 000, je 9999 492. Polet nisobku Cisla 786, které jsou
vétsi nez 1 000 000, ale mensi nez 10 000 000, je 11 450. Tim
je uloha rozfe$ena.

Podle feseni s. Jindry Hofmanové,
zikyné 8. tf. OSS v Méstci Kralové,
okres Podébrady.

2. Sestrojte rovnoramenny lichobéznik ABCD, jsou-li diny
tyto prvky lichobéznika: stfedni pficka MN = 6 cm, vyska
9 =5 cm a rameno AD = 6 cm.

Oduvodnéte, pro¢ pii téchto Ciselnych udajich ma uloha
feSeni.

Reseni (obr. 65). Rozbor. Mysleme si, Ze jsme jiZ sestrojili
hledany rovnoramenny lichobéznik o zakladné AB > CD.
Ozna¢me jako v obrizku p = AB, ¢ = CD a m, n kolmice
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sestrojené po fadé v bodech M, N k pfimce MN; pti tom jsou
M, N stfedy usecek AD, BC, dale P, Q pruseciky pfimky m
s pfimkami p, ¢ a kone¢né P’, Q' prise¢iky pfimky n s pfim-
kami p, ¢. Ztejmé je PP'Q’Q obdélnik a tiseC¢ka PQ = v. Dile
bod D lezi nejen na primce ¢, ale téZ na kruznici k = (M,
34D = 3 cm). Jesté si vSimnéme toho, Ze osa o isecky MN je
osou soumérnosti rovnoramenného lichobéZnika ABCD a tim
i osou kazdé z jeho zdkladen AB, CD.

Nyni provedeme konstrukci.

Konstrukce. Zvolme polohu usetky MN = 6 cm. Dile
zvolme jednu polorovinu vytatou pfimkou MN a oznalme
ji 0. Budeme na pf. poZadovat, aby bod D padl do zvolené polo-
roviny p. V této poloroviné sestrojime pfimku ¢ || MN ve
vzdalenosti 2,5 cm; v poloroviné opaéné k g sestrojime rovnéZ
ve vzdalenosti 2,5 cm pfimku p | MN.

Dile opiSeme kruznici k = (M, 3 cm); oznacme D jeden
ze spolednych bodd pfimky ¢ a kruznice k£ (z obou moZnosti
jsme jako D oznalili bod v poloroviné mN). Hledany bod 4
je prusecikem pfimek p, MD.

Ozna¢me E spoleény bod osy o useCky MN a pfimky MD.
Potom pifimka NE protind po fadé pfimky p, ¢ v hledanych -
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vrcholech B, C lichobéZnika. Tim je lichobéZnik sestrojen;
zfejmé spliiuje pozadavky ulohy, a proto nebudeme provadét
dikaz spravnosti konstrukce.

Diskuse. Protoze vzdalenost stfedu M kruzZnice k2 od
pfimky ¢ je mensi neZ polomér kruZnice & (plati totiz 2,5 << 3),
je g -secnou kruZnice k2 a dostivame dva praseciky D, D’.
Jeden vede k lichobéZniku ABCD, druhy k lichobéZniku
A'B'C’'D’. Protoze pfimky p,q jsou soumérné sdruzené podle
osy MN soumérnosti a protoze podle této osy je soumérnd
i kruZnice &, jsou zfejmé oba lichobéZniky soumérné sdruzené
podle primky MN a proto tedy shodné.

Jedté musime rozhodnout, zda bod D na naSem obrizku
leZ{ uvnitf poloroviny oM a zda bod C lezi uvniti poloroviny
oN. Oba body M, Q maji od pfimky o vzdalenost 3 cm. V pravo-
uhlém trojihelniku MDQ je pfepona MD =3 cm vétsi nez
odvésna QD. Je tedy OD << 3 cm; proto bod D lezi uvnitf
poloroviny oM. Ze soumérnosti podle pfimky o vyplyvd, Ze
bod C lezi uvniti poloroviny oN. Uloha mi tedy dvé feSeni.

Tim je feSeni Glohy provedeno.

§
SN | P

Jom |
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Obr. 66.
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3. Zvolte priamku p a dva body X, Y ako v pripojenom
nacrtku (pozri obr. 66).

Zostrojte rovnoramenny trojuholnik ABC so zdkladnou AB,
ktory ma4 tieto vlastnosti:

Priamka p je osou sumernosti trojuholnika.
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Rameno AC =9 cm.

Polpriamka CA prechddza danym bodom X a polpriamka
CB prechadza danym bodom Y.

Odbvodaite, preco md tloha pri danych c1se1nych udajoch
prave jedno rieSenie.

Riefenie (obr. 67). Rozbor. PretoZe p je osou hladaného
rovnoramenného trojuholnika ABC so zékladniou 4B, su body
A, B stimerne zdruZené podla priamky p a bod C nevyhnutne
lezi na priamke p. Zostrojime k bodu X bod X’ simerne zdru-
Zeny podla priamky p; bod X’ padne na polpriamku CB. Teda
BC je ta istd priamka ako priamka YX'. Na zaklade toho uro-
bime konStrukciu.

Konstrukcia. Zostrojme k bodu X bod X’ simerne zdru-
Zeny podla priamky p; tu plati (pozri obr. 67) XX, X' | p,
X'X, = XX, Priamka YX’ pretne priamku p v hladanom

7

v
x’/

‘Obr. 67.

bode C. Na polpriamkach CX, CY (v tomto poradi) zostro-
jime GseCky CA = CB =9 cm. Potom je zrejme CAB hla-
dany trojuholnik; dokaz vyplyva z rozboru.
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Diskusia, Podla zadania bodov X, Y st obe vzdialenosti
bodov X, Y a tym aj bodov X', Y od priamky p rozdielne;
preto st rozdielne aj body X', Y. PretoZe dalej body X, ¥,
si podla textu ulohy tieZ rozdielne, nie je priamka X'Y na
priamku p kolm4, ani s fiou rovnobeznd. Preto priamky X'Y, p
su kosé a maju spolo¢ny bod C, ¢o je vrchol hladaného rovno-
ramenného trojuholnika CAB. Uloha m4 teda jediné riefenie.

4. Dvanast ndjomnikov mé spolo¢ne zaplatit 91,96 K&s za
odobrant vodu. Styria z nich (vzhladom na mensiu rozlohu
svojich bytov) platia o 25 9, mensi poplatok, neZ ostatni.

Vypoditajte, kolko ¢ini plny poplatok nidjomnika a kolko
tinf zniZeny poplatok.

75
100 °
Ak zvolime plny poplatok za jeden diel, zaplati 8 ndjomnikov
celkom 8 dielov a 4 ndjomnici zaplatia celkom (3 . 4) dielov,
t. j. 3 diely. Preto musime diastku 91,96 K¢&s rozdelit na
8 4 3, t. j. 11 navzajom rovnakych dielov; plati

91,96 : 11 |8,36
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Plny poplatok teda ¢ini 8,36 Kd&s. ZniZeny poplatok je
(8,36 . 2) Ké&s; plati

8,36 .2 =2,09.3 =6,27.
ZniZeny poplatok teda ¢ini 6,27 Kds.

Skuska. Sucet 8 plnych poplatkov a 4 zniZenych poplatkov

musi Cinit 91,96 K¢s. Plati:

8,36 .8 = 66,88, 6,27.4 = 25,08
a sucet 66,88 + 25,08 = 91,96, teda skuto¢ne sa rovni poZa-
dovanej Ciastke.

Odpoved. Plny poplatok je 8,36 K&, zniZeny poplatok je
6,27 Kds.

RieSenie. ZniZeny poplatok &ini t. j. 2 plného poplatku.
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