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III. RESENI ULOH ZE SOUTEZE

1. Ulohy I. kola kategorie A.
1. Budte dany zlomky

haJA
b’ d’
kde a,b +# 0, ¢, d +# 0 jsou dand Cisla.
Urcete Cislo x tak, aby platilo
at+x c¢c+x (1)
b+x d+x’
Reseni. Pfedpoklidejme, Ze loha m4 feleni a Ze &islo x je
timto feSenim. O Cisle x musi platit
b4+x#0, d+x#0, )

jinak by zlomky v (1) nemély smysl. Ze vztahu (1) pak dosta-
neme ckvivalentni vztah

@+x)@+x)=0+x(C+x). ©)
neboli
x(b+c—a—d)=ad— bc. NG
Jestlize tedy ma uloha feSeni, potom musi Cislo x spliovat
linedrni rovnici (4). Rozeznavejme déle dva prfipady.
Pripad [1]. Necht je

b+c—a—d+0. 5)
Potom ze (4) plyne, Ze o ¢isle x musi platit:
ad — bc
S ——— ©
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Snadno zjistime, Ze vzhledem ke vztahu (6) plati

_(b—a)b—d)
b+x—b+c—a—d’

d—ob—d) Q)
et = T a

odtud plyne, Ze maji-li platit vztahy (2), musi soucasné platit
vztahy

G—a)b—d)#0, (d—c)(b—d)#0
neboli

a#xb+d#c. (8)

Obracené, kdyz plati vztahy (5), (8), pak jiz plati vztahy (2) a
¢islo x dané vztahem (6) vyhovuje po fadé vztahim (4), (3)
a (1), takZe Cislo x je jedinym fe$enim Glohy. Plati-li (5) a ne-
plati-li (8), nemd uloha feSeni, nebot zfejmé podle (7) neplati
alesponi jeden ze vztahd (2).

Pfipad [2]. Necht je

b+c—a—d=0. 9

a) Necht je dale
ad — bc # 0 (10)
neboli % #* 7; . Pak uloha nemda feSeni, nebot neexistuje

Cislo x, které spliiuje rovnici (4).
b) Necht je dale

ad —bc =0 (11)
neboli
a ¢
b d’

Pak rovnice (4) méd nekone¢né mnoho fe$eni, a tedy rovnice (1)
ma za TeSeni kazdé Cislo x, pro néz plati (2).
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2. Rovnici
y=2¢+27* 1)
je dana funkce redlné proménné x.
a) Vysetfte mnozinu vSech Cisel, kterych tato funkce nabyva.

b) Vypoltem rozhodnéte, ve kterych intervalech je dand
funkce rostouci a ve kterych je klesajici; déle vySetfte, pro
kterd x nabyvd dand funkce nejmensi hodnoty.

Redeni. a) Cislem budeme dile rozumét &slo redlné. Je
g 5 . s ] 1
znama véta: Budiz a kladné Cislo; potom plati @  — = 2,
a

prfi Cemz rovnost nastane pravé jen pro a = 1.
Je znamo, Ze &isla 2*, 2—* jsou kladnd pro kazdé x; polozme
; 1 - P
* = g, potom je 27* = = Podle pravé vyslovené véty je
zfejmé y = 2; pfi tom rovnost nastane pro 2* = 1 neboli pro
x = 0. Pro vSechna x je tedy y = 2.
Obracené dokaZeme, ze ke kazdému ¢islu y, = 2 lze urcit
dislo ¢ tak, Ze plati
o =20 4271 @
Dukaz. Predpokladejme, Ze k danému cCislu y, =2 lze
urdit ¢islo ¢ takové, Ze plati vztah (2). Potom je spravnd i rov-
nice, kterou dostaneme, kdyZ rovnici (2) zndsobime Cislem
29 £ 0. Po tupravé dostaneme

22— y,-204+1=0,

Pro struénost polozme 2¢ = 2, takZe pfedchozi rovnice na-
bude tvaru

22—y,2+1=0. 3)

Pro &islo ¢ tady musi platit rovnice (3), ve které je z = 29.
Nyni dokdzeme, Ze obracené k danému cislu

Yo =2 4
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lze urdit &islo ¢ takové, aby platil vztah (2). Diskriminant
rovnice (3) je
D=y}—4.

Vzhledem k pfedpokladu (4) je vzdy D = 0; rovnost nastane
pro y, = 2. Jsou tedy kofeny 2, 2, redlné. O nich plati

2 2 =1,2 + 2 =1y, kde y, = 2.
Proto jsou 2z;, 2, kladnd ¢isla. Rozeznavejme dvé moZnosti:

Pripad [1]. Jestlize je D = 0, je 2, = 2, = 1 a tedy 27 = 1,
t. j. ¢ = 0, coZ nastdva pro y, = 2.

~ Pripad [2]. Jestlize je D > 0, je 2; # 2,. Pak je 291 = 2z,
292 = 2,. Odtud plyne
~ log 2 ~ log 2
T Tlog2’ BT Tog2 - ®)
Obracené se snadno presvédcime, Ze Cisla ¢y, ¢, dand vztahy
(5) skute¢né uloze vyhovuji. Plati totiz
1
2 + 270 — 2 ;!» — =%
2
a stejné i . 1
) 242 -+ 274 — 2y + — = Y-
22
Zavér ulohy a). Mnozinou vsech ¢isel, kterych funkce (1)
nabyvd, jsou vSechna Cisla y = 2.

4

b) Z predchoziho odstavce a) bezprostfedné plyne, Ze nej-
mensi hodnoty funkce (1) nabyva pro x = 0.

V dal$im uvaZujeme dva pripady podle toho, je-li x = 0
nebo x = 0.

Ptipad [1]. DokaZeme, Ze pro x =0 je funkce (1) rostouci.
Diukaz. Volme ¢isla
Xy > % = 05 (6)
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ptistu$né hodnoty funkce (1) oznatme y,, ¥;. Mdme dokdzat,
ze plati y, > ;.
Tu plati postupné

Jem =P 2T (2 42T =

1 1
:2":#2’01_(27“_2_"_.):

QXa . Q%1 ! 2;\1+x, —1
— QXs __ D% _W: (2M — 29‘1) . W’
t. j.
2% txs ]
Yo =20 =2 M

Nyni vime, Ze funkce 2* je funkci rostouci; pfitom pro
x > 0je 2* > 1.Protoje 2*» — 2% > 0. Cislo x; -+ x, jekladné;
1
2x1+x,

Ze soulin téchto Cisel na pravé strané vztahu (7) je rovnéz
Cislo kladné, t. j. v, — vy, > 0, neboli y, > ¥, coz jsme méli
dokazat. )

Piipad [2]. Kone¢né dokiZeme, Ze pro x = 0 je funkce
(1) Klesajici.

Dukaz. Rovnice (1) se nezméni, kdyZz misto x v ni polo-
Zime — x; odtud plyne, Ze graf funkce je soumérny podle
osy y. Proto, je-li funkce pro x = 0 rostouci, pak je pro x = 0
funkci klesajici, coZz jsme méli dokazat.

3. Jehlan m4 hlavni vrchol I a &tvercovou podstavu MNPQ;
déle je dana velikost p hrany podstavy a odchylka f pfimky VP
od roviny MNPQ. Pritom kazdé dvé z rovin MNPQ, VMN,
VMQ jsou k sobé kolmé.

Do daného jehlanu je vepsdn rovnobé&Znostén ABCDA'B'C'D’
o podstavé ABCD, pfi ¢emiz je AA'| BB'| CC'| DD'.
Vrcholy A= M, B, C, D lezi v roviné MNPQ; vrcholy

proto jsou 2%txs — 1, kladng &isla. Odtud plyne,
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A’y B, C’' lezi po tadé uvnitf hran VM, VN, VP. Dile je
ddna odchylka o pfimky AC’ od roviny MNPQ.

a) Narysujte obraz obou téles v rovnobéZném promitdni a
provedte diskusi fesitelnosti Glohy vzhledem k danym &islim
P o f.

b) Vypoltéte objem O’ rovnobéZnosténu ABCDA'B'C'D’
pomoci danych prvka p, «, f.

Reseni (obr. 1, 2). a) Podle pfedpokladu tlohy plati o ro-
vindch
VMN | MNPQ, VMQ | MNPQ;
proto o prusecnici VM rovin VMN, VMQ plati
VM | MNPQ. ¢))

Proto také plati VMP | MNPQ. Je tedy <t VMP = 90°,
p = < MPV. ProtoZe v trojuhelniku VMP je < VMP =
= 90°, je nutné thel <t MPV ostry, t. j.

0 < B <90°. )

Jestlize obrdcené dand odchylka f prfimky VP od roviny
MNPQ spliluje vztah (2), potom lze sestrojit jehlan, jehoz
podstavou je ¢tverec MNPQ o strané p a jehoz hlavnim vrcho-
lem jebod V, pfi ¢emz plati <x MPV = f a <C VMP = 90°.

Predpoklddejme, Ze hledany rovnobéZnostén existuje. Pro-
toze je A= M, lezi bod C’ uvnitf usecky VP v roviné
VMP | MNPQ, pti ¢emz je <¢ PMC’' = o; je tedy bod C’
bodem lezicim uvnitf pfepony VP pravothlého trojihelnika
VMP (v némz je <--M = 90°), a proto musi platit

0 < a < 90° 3)

Obracené, plati-li tento vztah, 1ze rovnobéznostén sestrojit:
V roviné VMP sestrojime uvnitf tsecky VP bod C’ tak, aby
<X PMC’ = o; bodem C’ sestrojime rovinu rovnobéZnou s ro-
vinou MNPQ a oznadime po fadé A’, B’, C’, D' jeji pruseciky
s hranami VM, VN, VP, VQ. Zfejmé je
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A'B'| MN,C'D' | PQ, B'C' | NP,D'A’ | OM, & BA'D' =
— 90°,

takze A'B'C'D’ je obdélnik. Ale z podobnosti trojihelnikd
v poboénych sténich jehlanu V(MNPQ) plyne

A'B " B'C _ CD D4 B @
MN NP  PQ oM ’
kde 0 < k < 1. Ale MNPQ je (tverec, o jehoZ stranach plati
MN = NP = PQ = OM = p;
proto podle (4) je také
A'B'=B'C'=C'D' =D'A4A" = kp.

V

F\\\ l“\/

IO I\

AN AN

LANNG | \\

VNN | N

LN N | \

| \D \ ~ C' | \\

| \ B \\ } \

1 /I N A/ N | \

1/ 1\ \ N | N
A4 e 4 e | c'

@) p ' AN
. V) s \ Py ! v \
e Py } ., Ay
o e d e X
Y —/C e | ,// N
lay N/ ol »
A=/;1/ \; ENE _[ R VAN
= B / A=M C P
Obr. 1. Obr. 2.

Je tedy A'B'C’'D’ ¢tverec; paty kolmic vedenych jeho vr-
choly k roviné MNPQ oznatme A = M, B, C, D. Bod B
ztejmé€ padne dovnitf hrany MN, bod D dovniti hrany MQ
a bod C dovnitf tsecky MP; protoze je AA" | MNPQ a
protoze ABCD je zfejmé ¢tverec shodny se ¢tvercem A'B'C'D’,
je hledany rovnobéZnostén kvadr se &tvercovou podstavou.
Za predpokladu (3) tento kvadr jisté existuje. Tim je tloha
a) reSena.
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b) Pro objem O’ kvadru z ulohy a) plati
O = A4B*- CC'. (5)
Musime urd¢it velikosti Gseéek AB, CC’ pomoci danych cisel
b @, B, o nichZ plati vztahy (2), (3).
Pfedeviim plati
A PCC' ~ N\ PMV,

nebot se oba trojihelniky shoduji v thlech. Proto plati vztah

cc’ CcP
VM~ MP’ ©)
Oznaéme
CC' =x, VM =v, MP =u. @)

Protoze VM je odvésna v pravouhlém tro;uhelmku VPM
(kde <x M = 90°), je

v =u-1gp. 8)

Z trojuhelnika MCC’ (kde < C = 90°) plyne
MC = x - cotg «. 9)
Diéle ziejmé plati CP = MP — MC neboli podle (7) a (9)
CP =u— x-cotg o. (10)

Po dosazeni ze vztahu (7), (10) do (6) obdrzime

X u—x-cotga

v u )
Odtud snadno vypocitame, Ze

uv
e 11

* u-+4v-cotgoa’ (1)
kde jmenovatel je jisté kladné ¢&islo. Dosadime-li sem z vyrazu
(8), obdrzime pro x vyraz

u-tgf

s 1+ cotga-tgf’
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Ale u = MP je thlopricka ¢tverce MNPQ o strané p; proto je
u=>p)2
__rl2wep 12)
14 cotga-tgf

ProtoZe uselka AB je stranou ({tverce ABCD, jehoz thlo-
pricka je MC, plati

a pro x tedy plati

ap— M€
/2
neboli podle (9)
AB = &V‘ggf. (13)

Po dosazeni z prvaiho vztahu (7) a ze vztahu (13) do (5) dosté-
vame
O’ = x%- cotg? a.
Dosadime-li sem za x ze vztahu (12), obdrzime konecné
o — P |2 cotg? o 1g3 B )
(1 + cotg o - tg )

Poznamka. Pfedchozi vysledek lze snadno prevést na tvar

p3~V25inoc-cos2a.sin3/3_
sin® (o + ) i

k tomuto vysledku dospéjeme pfimo, kdyZ k feSeni trojihel-
nika MPC’ uZijeme sinové véty.

=

4. Kosy kruhovy kuZel ma podstavu s polomerom r; vyska
kuzela m4 velkost v, pricom jej pita na rovine podstavy md
od stredu podstavy vzdialenost d. Urcte konstruktivne tie rezy
daného kuZela vrcholovymi rovinami, ktoré st pravouhlymi
trojuholnikmi a ktoré obsahuju stred podstavy kuZela.

Preskimajte podmienky rieSitelnosti.
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RieSenie. Oznaéme S stred podstavy daného kosého kuzela,
V jeho vrchol a P pidtu kolmice vedenej bodom I na rovinu g
podstavy kuZela; jeho kruhova hrana je kruznica k = (S, 7).
PretoZe kuZel je kosy, je nevyhnutne S # P a teda d > 0.

Predpokladajme, ze loha ma rieSenie a oznacme VAB jeden
hladany trojuholnik, kde AB je priemer kruZnice k.

Rozoznivajme dve moZnosti:

. [1]. Pravy uhol v trojuholniku VAB je pri vrchole 4 (pripad,
Ze pravy uhol je pri vrchole B, moZno previest na tento pripad
vymenou oznacenia bodov A4, B).

[2]. Pravy uhol v trojuholniku VAB je pri vrchole V.

Pripad [1]. Nech je <t BAV = 90°. Potom je AS | VA,
AS | VP (lebo AS lezi v rovine p podstavy a je VP | p).
Priamka A4S je teda kolma k priamkam VA, VP. Tu st mozZné
dva pripady:

a) Nech priamky VA4, VP
splyvaju, t.j. plati A4 = P, takZe
bod P padne na kruZnicu k.
Potom je rovina VSP | g ro-
vinou simernosti daného kuzela
a pretne ho v trojuholniku V4B
(kde A = P) s pravym uhlom
pri vrchole A, pricom AB je
priemer kruZnice &.

b) Nech priamky VA4, VP su
roznobezky, t. j. plati 4 = P
(obr. 3). Potom priamka A4S je
kolméd k rovine VAP, takze je
AS | AP.Pretoze plati A # S,
A # P, P+ S, existuje troj-
uholnik SPA s pravym uhlom
pri vrchole A. Stade vyplyva konStrukcia bodu A4:

Zostrojme kruznicu %’ nad priemerom SP a oznalme A4 jej
spolo¢ny bod s kruZnicou k.
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PretoZze musi byt 4 # P, musi bod A4 lezat mimo priamky
SP, t. j. kruZnice k, &’ sa musia pretat v dvoch rdznych bodoch.
Podmienka rieSitelnosti lohy teda je, aby pre polomery a stred-
na kruznic &, &’ platilo

r—3d <id<r-+3id
alebo
lr — 3d| < 3d.
Této podmienka je ekvivalentnd s nerovnostami
r—3d<3}d, }d—r<id
Druhé z tychto nerovnosti je vidy splnend; z prvej vyplyva
r<d,
t. j. bod P musi leZat zvonku kruZnice k.

Ak obrétene je r < d, Iahko sa zisti, Ze kruZnice k, £’ maju
dva rdzne priese¢niky a uloha méd dve reSenia.

Zaver pripadu [1]. Uloha ma jedno riedenie, ked bod P
padne na kruZnicu % a m4 dve rie$enia, ked bod P padne zvonku
kruznice k. Inak nema rieSenie (t. j. ked bod P # § padne
dovnutra kruZnice k).

Pripad [2]. Nech je <t AVB =90°; pritom je AB priemer
kruZnice k. OznaCme x gulova plochu so stredom S a polo-
merom 7. Z Thaletovej vety vyplyva, Ze bod ¥V musi lezat na
ploche » mimo kruZnice % (mimo roviny g); okrem toho bod V'
nepadne na plochu x a na kolmicu p vedent bodom S k rovine o
(dany kuZel podla predpokladu nie je rotalny).

Ak obrétene zvolime na ploche » bod W taky, Ze nelezi ani
na kruznici &, ani na priamke p, potom ho mozno povazovat
za vrchol kosého kuZela s podstavnou hranou k. Potom
kazd4 rovina o, ktord prechddza bodmi S, W, pretne kruZnicu
k v bodoch 4 # B priemeru ABj; tato rovina w = ABW

pretne plochu x v kruznici / = (S, r), pri¢om podla Thaletovej
vety je <L AWB = 90°.
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Ziver pripadu [2]. Uloha mé nekonetne mnoho rieSeni,
ked bod V lezi na gulovej ploche x, ktord md stred S a polo-
mer r; podla predpokladu ulohy nelezi V ani v rovine o ani
na kolmici p | ¢ vedenej bodom S.

Ked bod V nelezi na tejto ploche x, nemd Gloha v pripade [2]
rieSenie.

5. Urcte/ vSetky trojice x, y, & prirodzenych Cisel, ktoré
splnuju rovnicu

1 1 1
T ox Ty RS

RieSenie. Ak trojica prirodzenych cisel x = x5, ¥ = ¥,
2 = g, je jedno rieSenie rovnice (1), je zrejme aj trojica Cisel
Axgy Aygs A2y, kde 1> 1 je prirodzené (islo, rieSenim tejto
rovnice. Preto budeme skiimat len také rieSenia rovnice (1),
kde disla v trojici x, y, 2 st nesudelitelné prirodzené Cisla.

Predpokladajme, Ze takd trojica existuje. PretoZe zlomky %,

, 1 1 1 1
-1— st kladné &isla, plati — < —, — < — alebox > 2,y > 2.
y X 2y 2

Existuju teda prirodzené Cisla p, ¢ také, Ze plati

r=z+py=2+4¢, ()
pri¢om vzhladom na vztah (1) plati
1 1 1
+ -

; z24+p z2+g¢q e
Stade po lahkej uprave dostaneme
2= pqg. ®)
Zo vztahu (3) dokdZeme, Ze p, ¢ musia byt nestdelitelné &isla.

Predpokladajme opak, totiz, Ze Cisla p, ¢ maji spolocného
delitela d > 1; potom je podla (3) &islo d? delitelom Cisla 22
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Z toho vyplyva, Ze ¢islo d je delitelom Cisla 2. Potom zo vzta-
hov (2) vyplyva, ze Cislo d je delitelom aj Cisel x, y alebo, Ze
cisla x, v, 2 ma)u spolo¢ného delitefa d > 1; avsak to je pron
predpokladu, Ze ¢isla x, v, z st nesudehtelne Cisla p, ¢ musia
byt teda nesudelitelné.

Podla (3) musi byt pgq druhou mocninou prirodzeného cisla.
PretoZe viak p, ¢ st nestidelitelné Cisla, musi byt kazdé z nich
druhou mocninou prirodzeného Cisla, t. j. plati p = m?, ¢ = n?,
kde m, n st nestdelitelné ¢isla. Podla (3) musi potom o ¢isle 2
platit 2 = m-n a podla (2) o ¢islach x, y musi platit x =
=m(@m -+n), y=n(m+ n).

Obritene, trojica &isel x = xp, ¥ = ¥, & = 2, kde

Xo = m(m + n), ¥y = n(m + n), 2y = mn 4)
a kde m, n st nestdeliteIné prirodzené cisla, skutoéne vyho-
vuje rovnici (1), ako sa lahko presved¢ime dosadenim.

Tym sme presktimali vSetky trojice Cisel x, v, 2, ktoré su
nestdeliteIné a ktoré vyhovujt rovnici (1). Dalsie rie$enia dosta-
neme, ked poloZime x = Axg, ¥ = Ayg, 2 = A2y, kde 1 > 1 je
Tubovolné prirodzené &islo a Cisla x, ¥, 2, SU dané vztahmi (4).
Tym sme uréili vSetky rieSenia rovnice (1).

Jiné feSeni. Vztah (1) je pro kaZdou trojici pfirozenych
Cisel, jeZ mu vyhovuji, ekvivalentni se vztahem

xy = xz + y2
neboli se vztahem
xy —xz —yz=0.

Tento vztah lze upravit na tvar
xy — x8 — Y2 + 2% = 2?
(x—2) (y—2) =2~ ©)

X—2=Uy—2=0. (6)

neboli

Polozme
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Podle (5) o dislech u, v plati

u-v =22 ©)
JestliZe tedy x, y, 2 je trojice Cisel, ktera vyhovuje vztahu (1),
Ize podle (6) urdit pfirozend Cisla u, v tak, Ze plati vztah (7).

Urceme obracené ¢isla x, y, 2 takto: Zvolme libovolné pfi-
rozené Cislo 2. Vypoltéme Cislo 22 a rozlozme je v soudin dvou
pfirozenych ¢isel u, v. Podle vztahu (7) vypoltéme &isla x, v,
t. j. Cisla

x=z+u y=2z-+o ©)]
Snadno zjistime, Ze tato Cisla x; y, 2 vyhovuji vztahu (1).

Je zfejmé, Ze vSechna feSeni vztahu (1) dostaneme, kdyz ke
kazdému pfirozenému Cislu z ur¢ime vSechny dvojice pfiro-
zenych Cisel u, v, kterd vyhovuji vztahu (7), a pak uréime pfi-
slusnd ¢isla x, y podle (8). Tim je tloha feSena.

Resil s. B. Sekerka,
11. tf. jedenactiletky, Pardubice.

6. Uréte poclet trojuholnikov, ktoré maju tieto dve vlast-
nosti:

(1) Velkosti stran trojuholnikov s prirodzené Cisla.

(2) Velkost ktorejkolvek strany tychto trojuholnikov nie je
vicsia neZ dané prirodzené Cislo 7.

Rie§enie. I. Nech uvazovany trojuholnik mé najvacsiu stra-
nu x = p, kde p =n je zvolené prirodzené &islo. UvaZujme
najprv tieto pripady.

Nech druhi strana je y = p, potom tretia strana z sa rovnd
niektorému z Cisel

P — 1:1’—'23-.--: 15
to je celkom p trojuholnikov.

Nech druhd strana je y = p — 1, potom tretia strana 2 = y
sa rovnd niektorému z Cisel

p—1,p—2...,2
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(tretia strana nemdZe totiz byt 1, lebo najvicSia strana x = p
trojuholnika je mensia nezZ stcet p — 1 -+ 2 ostatnych dvoch;
tento fakt nebudeme uZ pri dalSich moZnostiach pripominat);
to je celkom p — 2 trojuholnikov.

Nech druhd strana je y = p — 2; potom tretia strana sa
rovnd niektorému z Cisel

P“ZaP—3,---; 35
to je celkom p — 4 trojuholnikov.

Urobme teda tiito vSeobecna uvahu:

Nech druhd strana je y =p — k, kde prirodzené Cislo
k < p; potom tretia strana z sa rovnd niektorému z Cisel

P*k,j)—k—l,...,k—{—l:p__(p_k__l);
to je celkom p — 2k trojuholnikov.

Oznatme s, pocet vietkych trojuholnikov, ktorych jedna
strana je p a kazdad zo zvySujlcich strdn nie je vécSia neZ p.

a) Nech p je pérne Cislo (prirodzené); potom je

=P +G-D+@ -9+ +2=40+2.2 =

_ (2} . 2
2] "2

b) Nech p je nepérne (prirodzené) &islo; potom je
P+ 1)2

S=p+@—2)+@—-49H+ +1:( 5

II. Oznacme S, pocet trojuholnikov, ktoré vyhovuji textu
ulohy; podla zaveru odstavca I je

S,=s5+s+...+s,
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a) Pre parne n dostaneme¥*)
SR D42 @A) .t

(MR R
2[rem e ] [ g]-

po lahkej Gprave dostaneme
Sn:i-n(n—|~2)(2n+5). ¢))

b) Pre neparne nje S, = S,_; + s, . ]
1

1
(n - 1)2:
Sa= 53— D+ 1)2n + 3) + 5 (2 + 1)
stade po lahkej Gprave dostaneme
Sy = —-(n + D@ + 3)(2n + 1). )
Vzorcami (1), (2) sme ulohu rozriesili.
7. V danej rovine p nech je dany pravidelny mnohouholnik
A 4,45 . .. A, so stredom S; dané je S4; = r a prirodzené

Cislo » > 2. Vnutri jedného z oboch opacnych polpriestorov
vytatych rovinou o zvolme bod U tak, aby platilo SU | .

2
*) Sulet 12 + 22 + ... + (%) je utvoreny podla ziveru odst.

2
Ib) a stdet (12 + 1) + (22 4 2) ... + [(g) + -;f] podla odst. Ia).
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Vnitri polpriamky SU zvolme bod V' a uvazujme o pravidel-
nom ihlane s hlavnym vrcholom V a s podstavou 4,4,4;...4,,.

Bodom A, poloZme rovinu w | VA, a oznatme X jej prie-
setnik s priamkou VA,.

a) Velkost jedneho z oboch uhlov <¢ 4; X A5, 2R — <L A; XA,
udédva odchylku rovin VA;4,, V.A,As poboénych stien daného
ihlana. Dokézte to.

b) Co vyplni bod X, ked bod V prebieha vniitro polpriamky
SU?

c) Pre ktort polohu bodu ¥ mé bod X od roviny g najvicsiu
vzdialenost a akd je v tomto pripade vzdialenost prislusného
bodu V od roviny p?

RieSenie. a) PretozZe je (obr. 4)
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VA, | o,
plati o rovinich w, VA,S

o | VA,S. e))
Dalej je
; oL VAzsa
pretoze SV | o.

Pretoze neplati ¢ | VA,,roviny p, w nie st rovnobeZné;
pretoze maju spolocny bod A,, pretnui sa v priamke p | VA,S.
Ale body A;, A; st stimerne
U zdruzené podla priamky A,S
(zndma vlastnost pravidelného
mnohouholnika); preto je zrej-
me p = A;A;. Prechddza teda
rovina o tiez bodom Aj.

Oznacme Ospolocny bod tise-
tiek A, Ay, A,S. Plati 04, —
= 0A; a bod O padne do-
vnutra Gsecky A,S. Preto pita
X (obr. 5) kolmice zostrojenej
bedom O k priamke A4,V lezi
vnutri usecky A,V (trojuholnik
A, VS maé pri vrchele S pravy
uhol, takze pri vrcholoch A,,
V st ostré uhly). PretoZe rozno-
bezky OA4,, OX stoja kolmo
k priamke A,V, lezi bod X
v rovine .

Pretoze plati (1), plati aj

VA Ay, | o, VAyd5 | w;
pretoZze trojuholnik XA,A4, existuje, existuje aj <. 4, XA,
ktory lezi v rovine w. Preto ak je <r 4,XA4; = 90°, je velkost
uhla 4,XA; odchylkou rovin VA;A, VA,As; aviak ak je
X A, XAz > 90° podla definicie odchylky rovin je odchylka

3
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spominanych rovin 180° — < 4,XA4;. Tym sme tvrdenie
alohy a) dokdzali.

b) Z konStrukcie bodu X v predoslej tlohe a) vyplyva, Ze
bod X lezi vnutri polroviny SA,U, a to tak, Ze <. A,X0 =
=90°; pritom body 4,, O stdva urcité body,nezavislé od polohy
bodu V vnutri polpriamky SU. Avsak také body X lezia podla
Thaletovej vety na kruZnici opisanej nad useckou OA4, ako
priemerom. Nazveme % polkruznicu s priemerom OA,, ktora
lezi v polrovine SA4,U; potom z vlastnosti bodu X vyplyva,
ze bod X je bodom tejto polkruznice k, pricom je X # O,
X # A,.

Obritene, kazdy bod X, ktory lezi vnitri tejto polkruznice
k, uruje prave jeden ihlan, ako vyplyva z tejto konstrukcie:
Polpriamky A,X,, SU lezia v polrovine SA4,U (pretoze X,
lezi vnutri k, st A4,X,, A,0 rozne polpriamky). Pritom je
< 04,X, < 90° (je to uhol trojuholnika 4,0X), kde <L X =
=90°), < 4A,SU = 90°. Preto podla Eukleidovho postuldtu
maji polpriamky 4,X,, SU spolo¢ny bod V, ktory lezi vnutri
polroviny SA4,U a tym aj vnutri polpriamky SU. Zvolme bod
V, za hlavny vrchol ihlanul,, ktorého podstavou je dany
mnohouholnik. Potom sa lahko =zisti, Ze rovina w | VO
a prechadza;uq bodom A, pretina priamku VA, prave
v bode X,

Zaver. Ked bod V prebieha vnutro polpriamky SU, vyplni
bod X vnutro polkruZnice k, ktorti sme vysSie zostrojili.

¢) Oznaéme P pitu kolmice vedenej bodom X z tloh a), b)
k rovine p. Bod P zrejme padne dovnutra tise¢ky OA,. Velkost
usecky XP je vzdialenost bodu X od roviny g. Pretoze bod P
je stredom istej tetivy XX’ | OA, kruZnice, opisanej nad
useCkou OA, ako priemerom, a pretoZze rovina A,SV | o,
je XP = }{XX' maximilne vtedy, ked je tetiva XX’ prie-
merom. OznaCme M stred tsecky Od, a X, bod polkruZznice %,
pre ktory je X;M | OA,. Takto zostrojeny bod X; mé sku-
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toéne zo vSetkych bodov polkruznice £ maximélnu vzdialenost
od roviny p. '

Ozna¢me V), prieseénik polpriamok 4,X;, SU (obr. 6).
Pretoze je A,M = MX, a < A,MX, = 90°, preto je uhol
L MA, X, = 45°. Z toho vyplyva, Ze v trojuholniku V;A4,S
(kde <C & = 90°) je tiez < V14,8 = <L 4,V S = 45°.

Zaver. Bod X z tulohy b)

u méd od roviny ¢ maximalnu
’ vzdialenost vtedy, ked hlav-
v, ny vrchol -V, ihlana zvoli-

me na polpriamke SU tak,
aby platilo SV; = S4,.

8. Nech cisla
a=b=c (1)
uddvaji  velkosti strdn dané-
ho trojuholnika ABC. Urcte
,; také Cislo x, aby Cisla
e a+xb+x ¢c+x

Obr. 6. , uddvali velkosti strdn pravo-
uhlého trojuholnika 4,B,C;.

Stanovte podmienky rieitelnosti tlohy.

RieSenie. I. PririeSeni Glohy pouZijeme tieto pomocné
vety: ‘

Oznacme a, b, ¢ velkosti stran trojuholnika ABC; dalej
oznacme .

2=0+c2—a? < CAB = a.

Veta V1. Ak je 2 = 0, potom v trojuholniku ABC je o =
= 90°,

Veta V2. Ak je z > 0, potom v trojuholniku 4ABC je
o < 90°,

46



Veta V3. Ak je 2 <0, potom v trojuholniku ABC je
o > 90°.

Tieto vety moZno obratit (porovnaj ulohu 8 v I. kole kate-
gorie B).

II. O velkostiach strdn a, b, ¢ daného trojuholnika ABC
plati predovsetkym trojuholnikovd nerovnost

b—c<a<b-+te

Vzhladom na to, Ze je ¢ > 0, vyplyva vztah b — ¢ < a z pred-
pokladu (1). Vztah a < b 4 ¢, ktory moZno pisat aj v tvare

b+c—a>0, 2

je jednou z nutnych podmienok rieitelnosti tlohy; jeho plat-
nost vyplyva z existencie daného trojuholnika ABC.
Predpokladajme, Ze tloha m4 rieSenie, t. j. Ze existuje realne
&islo x, ktoré vyhovuje ulohe.
Ked plati vztah (1), potom vzdy plati aj vztah

at+x=bt+x=c+x 3)

pre kazdé redlne Cislo x. PretoZe najvdcSou stranou pravo-
uhlého trojuholnika je prepona, ak m4 mat uloha rieSenie, musi
sa jej velkost rovnat ¢islu a + x. AvSak potom musi vo vztahu
(3) platit @ + x > b + x, lebo prepona pravouhlého trojuhol-
nika je jeho najvdcSou stranou. Musi teda byt a > b. Preto
vztah (1) musi mat tvar

a>bz=c 4)
takZe o velkostiach stran trojuholnika A4,B,;C; plati
a+x>b+x=c+H x. 5)

PretoZe velkosti stran trojuholnika 4;B,C, su kladné (isla,
musi platit ¢ + x > 0; o ¢isle x musi preto platit

x> —c 6)
Pre trojuholnik 4,B,C, plati Pythagorova veta, t. j.
(@ + %P = (b + %)? + (c + *)? - (™)
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alebo
24+ 20b +c— a)x + (B2 + 2 — a?) = 0. (7)
PretozZe rieSenie x podla predpokladu, ktory sme urobili, exis-
tuje, diskriminant D’ rovnice (7) je nezdporné &islo. Lahko
vypocitame, Ze
D=1D"=({b+c—a)P— b+ —a?
alebo
D' =2(a—b)(a— o), 8)
¢o je vzhladom na nutnt podmienku (4) vzdy kladné Cislo.
Preto m4 rovnica (7) dva redlne rézne korene, ktoré oznaci-
me tak, aby platilo
' Xy > X
kde
x1=a~b—c+mx2=a—b—c—l/5 ©)
Vzhladom na nutna podmienku (2) je vzdy x, < 0.
Teraz dokazeme: Za predpokladu, Ze platia vztahy (2),
(4), ¢islo x = x, nie je rieSenim wlohy. Naproti tomu ¢islo
x = x; je za uvedenych predpokladov vidy rieSenim ulohy.

I1I. Cislo x = x, nie je rieSenim dlohy.
Dokaz. O disle x, zo vztahu (9) plati
c+x=a—b— VB
Dokézeme, Ze je ¢ + x5, < 0, t. j Ze pre x = X, nie je splneny
nutny vztah (6).

Porovnajme ¢isla (a — )%, D Vzhladom na vztahy (4) a (8)
plati

(@a—b?%—2(a—ba—c) =(a—b)la—b— 2a—c)] =
=@—bRc—a—b=—@—blla—c)+G—0]<0
(obe zatvorky su podla (4) kladné). Z toho vyplyva spravnost

vztahu
D > (a — b)>.
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PretoZe podla (8) a vzhladom na (4) je D > 0, a — b > 0,
vyplyva z predoslého vztahu

Vl—)—>a—b

alebo ¢ + x, <0, ¢o sme mali dokazat.

IV. Cislo x = x, zo vztahu (9) je za predpokladu platnosti
vztahov (2), (4) rieSenim ulohy.

Dokaz. Predovsetkym je
c—i—xlza—b—}—]/b_'

pretoze podla (4)a (8) jea — b > 0, V—> 0,jeajc+ x, > 0,
takZe pre x = x; plati vztah (6).

Za predpokladu, Ze plati (2), (4), st pre x = x; tsla (5) vel-
kostami stran pravouhlého trojuholnika 4,B,C,; to dokdZeme
takto: Z platnosti vztahu (7) vyplyva platnost vztahu (7°);
stade podla obratenia Pythagorovej vety (pozri vetu V1) vy-
plyva, Ze trojuholnik 4,B,C, ma pri vrchole A, pravy uhol.

Zaver. Uloha m4 jediné rieenie, ak je a # b. Ak a = b,
nema uloha rieSenie.

9. Prvni tfi ¢leny geometrické posloupnosti (redlnych Cisel)
maji soulet s; soucet druhych mocnin téchto tfi Clend je
s2 — 2hs, kde hs £ 0.

Urcete prvni ¢len a kvocient této posloupnosti pomoci da-
nych redlnych cisel 4, s.

Provedte diskusi feSitelnosti tlohy (v oboru redlnych cisel)
vzhledem k danym dislim 7, s.

Res$eni. Z textu tlohy vyplyva, Ze je & # 0, s # 0.
Hleddme realna Cisla x, y (x prvni ¢len, y kvocient) tak, aby
platilo
x4+ xy A4 xy?=s, M
x2 + x%y? + a2yt = s — 2hs.
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Predpokladejme, Ze soustava (1) ma feSeni. Pak pro toto
feSeni plati

(x 4+ %y + x9%)% — (2% 4 2%y 4 x2y%) = 24Py + 2x%y2 4

+ 2x%3 =2xy(x + xy + x%) = 2sxy;
odtud vzhledem k (1) plyne
s — (s — 2hs) = 2sxy
¢ili
2hs = 2sxy
xy = h; @)

protoze je h # 0, je téZ x %~ 0, y # 0.
Prvni rovnici soustavy (1) mizZeme psat také

xy + (x)y + ()*= 93
odtud pomoci (2) dostdvame

b+ hy + hy? = sy

h? + y(h —s) + h=0. 3)

Tato rovnice je kvadratickou rovnici pro neznamou y (nebot
je h # 0) a md realné feSeni tehdy a jen tehdy, kdyz jeji diskri-
minant je nezdporny. Diskriminant je A = (h — s)> — 4h2 =
= (s — 3h)(s + h).

Rozezndvejme nyni dva pripady:

Prfipad [1]. Pripad 4 =0 nastidvd pro s = 3k a dale
pro s = —h. Je-li s = 3h, rovnice (3) zni

hy? —2hy +h=0

cili

¢ili

dili

y—=2y+1=
a ma dvojndsobny kofen y=1. Z rovnice (2) vyplyva
x=h a zkouSkou se presvéd¢ime, Ze Cisla x =h, y=1
jsou reSenim soustavy (1), kterd pro s = 3% ma ovSem tvar
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x + xy + %y = 3h,
X% a2y oa%yt = 2
Je-li s = —h, rovnice (3) zni hy* 4 2hy +h=0

¢ili ’
»¥+2y+1=0

a md dvojnasobny kofen y = — 1. Z rovnice (2) plyne x = — %

a zkouskou se presvédéime, Ze tyto hodnoty vyhovuji soustavé

(1), ktera pro s = — % ma ovSem tvar

x+xy+x2=s,
x2 + x2y2 + x2y4 - 382.
Pripad [2]. Pfipad A > 0 nastava, je-li bud soucasné
s—3h>0,s -+ k> 0nebo soulasné s — 32 < 0,s + A~ <O0.
Pak rovnice (3) ma dva redlné ruzné kofeny (oba ruzné od
nuly, nebot absolutni Clen je % # 0), totiz

_—(k—9+)4 b d 2]
2h > N 2h '
Soustava (1) m4a tedy bud feSeni -

1

h
Y = x:_y_l’

anebo m4é reSeni

y=Yy x_h
» yz’

jak se snadno presvédcime zkouskou.
2

10. Dokazte, Ze mnohoclen
S —a®—at+a2+a—1 (1)
je délitelem mmohoclenu
adn — gentl __ g2n __ 2n—1 + qntl + a* 4 ar—1 — 1, (2)

kde » je pfirozené (islo.
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Reseni. I. Pomocné véta (P). Je znama tato véta: Dvoj-
Clen ‘
xr—1,
kde r je dané pfirozené (islo, je délitelny dvojélenem
x—1.
II. Pro n = 1 je dany mnohoclen (2) roven nule a véta plati.

III. Necht je nadédle » > 1. Mnohodlen (1) oznalme strué-
né D a mnohodlen (2) oznaéme M. Provedme postupné tuto
upravu:

M= (a3n - aQn) _ (a2n+1 _ a”+1) — (a2n-—1 — an—-l) +

+@—1)=
= g2n (an _ l) — an-l—l(an . 1) — an—l(an . 1) -+
+@— 1=

=(a"— 1)@ — a1l — g 14 1) =
= (" — 1) [a"t1(@ 1 —1)— (a1 —1)] =
= (a" — 1)(@"1 — 1)(a"+! — 1),
t. j.
M= (a"1— I)(a* — 1)(a"*1 — 1). (3)
ProtoZze mnoho¢len D dostaneme z mnohoc¢lenu M pro
n = 2, plati
D = (a — 1)(@* — 1)(a® — 1). N ED)
Exponenty
n—1,nn-+1 “)
ve vyrazu (3 jsou tfi bezprostfedné po sobé nasledujici pfiro-
zend Cisla (podle udinéného prfedpokladu je » — 1 > 0).

Proto je jedno z nich délitelné tfemi; ddle jedno nebo
dvé€ z nich jsou &isla sudd. Rozezndvejme tfi piipady. ,
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Pfipad [1]. Necht je # — 1, nebo # + 1 délitelné tfemi;
oznatme to Cislo 7.

Cisla #—1, n4 1 jsou bud ob& sudd, nebo je sudé
dislo n a pak jsou obé ¢&isla # — 1, n+ 1 lichd. V obou
téchto pfipadech existuje mezi &isly (4) &islo s %1, které
je sudé. Treti, zbyvajici Cislo mezi &isly (4) ozname ¢,

Pak dvojélen a! — 1 ve vyrazu (3) m4 tvar a®* — 1' neboli

(@) —1, ©)

kde k je pfirozené Cislo. Ale dvojclen (5) je podle véty (P)
délitelnym dvoj¢lenem

a®— 1. (6)
Dalsi ¢initel vyrazu (3) md tvar a® — 1 neboli
(a®F —1, Q)

kde p je pfirozené Cislo. Podle véty (P) je dvojélen (7) déli-
telny dvojélenem
a?— 1. 8)

Konelné dal§i (tfeti) Cinitel vyrazu (3) mé tvar o' —1 a
podle véty (P) je délitelny dvojélenem

a— 1. )

Jeden ze tfi Ciniteld (3) je tedy délitelny dvojélenem (6),
dal§i (od predchoziho razny) je délitelny dvojélenem (8) a
posledni Cinitel vyrazu (3) (rizny od predchozich) je déli-
telny dvojclenem (9); ale soucin dvojélent (6), (8), (9) je
pravé mnohoclen D (viz (3’)). Tim je pro tento pfipad véta
dokazana.

Pripad[2]. Necht je &islo # ve (4) délitelné tfemi; oznad-
me je /. Necht jsou dale ¢&isla n— 1, n 4 1 sudd; prvni
oznaCme s, druhé ¢.

Potom stejné jako v piipadé [1] snadno dokaZeme platnost
véty vyslovené v textu tlohy.
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Pripad [3]. Necht je Cislo n ve [4] délitelné tfemi a
sudé, takze plati » = 6k, kde % je pfirozené Cislo.
Pak jsou obé ¢isla n — 1, n + 1 lichd, takZe kazdy z Ciniteld
a*1— 1, a»*1 — 1 ve vyrazu (3) je délitelny ¢islem
a—1. (10)
O dvojclenu
a’ — 1 “(11)
ve vyrazu (3) plati ’
a%k — 1 = (a%* — 1;

podle véty (P) plyne, Ze je délitelny vyrazem a® — 1. Ale déle je
a—1=@—-1D@+1) =@ — Da+ 1)a®—a-+1),
takze vyraz (11) je délitelny vyrazem
@ — D(a +1). (12)

Jsou tedy jednotlivi Cinitelé vyrazu (3) po fadé délitelni
vyrazy
a—1,@—1a+1),a—1.
Avsak soucin téchto vyrazi je pravé mnohoclen D (viz (3')).
Proto plati véta vyslovend v textu ulohy i pro tento pfipad [3].
Protoze zadny jiny pfipad, nez jsou diskutované pfipady [1]
az [3], nemuzZe nastat, je véta dokdzdna.

11. Bud dédn obdélnik ABCD svymi rozméry AB = a,
BC = b, kde a = b; dale bud déno &islo m > 0. Zvolte bod X
uvnitf tseCky CD a bod Y uvnitf usecky BC a sestrojte ob-
délnik XCYZ.

a) Vysetfete mnozinu v$ech takto sestrojenych bodu Z, pro
néz plati
X XAD = < YAB. €))
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b) Sestrojte tise¢ku XY takovou, aby platilo
X XAD = < YAB, XY =m. 2

Provedte diskusi feitelnosti Glohy vzhledem k danym &is-
1Gm a, b, m.

Redeni (obr. 7). Ulohaa). I. Bud XCYZ libovolny obdél-
nik, sestrojeny podle textu tulohy; pfitom plati vztah (1).

Obr. 7.

Oznacme Y, prusecik pfimek AD, YZ; je tedy
AYy= BY, ZY,= DX, 3)
Trojthelniky XAD, YAB se shoduji v thlech (1) a v pra-

vych thlech (pfi vrcholech D, B), proto jsou podobné; plati
tedy

A XAD ~ A YAB.
Odtud plyne )
BY  AB
DX 4D’



vzhledem ke vztahim (3) a oznaeni AB = a, AD = b odtud
dostaneme

AY, a

ZY, b’
Odtud plyne, Ze pravouhlé trojahelniky AZY,, ABC (s pra-
vymi thly pri vrcholech Y, B) jsou pedobné, t. j. plati

A AZYy~ A ACB;

proto je
< ZAY,= < CAB

pro vSechny obdélniky XCYZ, které vyhovuji podminkdm
ulohy. Padne tedy kazdy bod Z dovniti GseCky AE, kde E je
bod polopfimky DC takovy, Ze plati

<X DAE = <. CAB.
Protoze zfejmé plati

A AED ~ A ACB (shodnost ve dvou uhlech),

je
DE  BC
AD ~ AB
neboli
b? v '
DE = = 4)

Padne tedy bod E pro a = b do bodu C; pro a > b padne
bod E dovnitf tsecky DC. Proto kazdy vnitini bod tsecky AE
padne dovnitf obdélnika ABCD.

II. Nyni vysledek odstavce I obratime. Uvnitf asecky AE,
sestrojené v odst. I, zvolme libovolny bod a oznatme jej Z.
Dile oznalme X, Y paty kolmic vedenych po fadé bodem Z
k pfimkam DC, BC; body X, Y padnou zfejm¢ po fadé dovnitf
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use¢ek DC, BC. Prusetik pfimek ZY, AD oznatme Y;
ziejmé je AY,= BY. Z podobnosti trojuhelnikd AZY,
AED dostaneme
' ZY, AY,,
DE =~ AD’
protoze viak je ZY, = DX, dostaneme odtud vzhledem k tomu,
ze je AD = b a vzhledem ke vztahu (4), Ze

2
AYy B reboti DX _ AT,
b a b a

Protoze vsak je AY, = BY, b = AD, a = AB, plyne z pred-
chozi rovnosti vztah

DX =

DX  BY

AD  AB’
proto jsou oba pravotihlé trojihelniky AXD, AYB (s pravymi
uhly pfi vrcholech D, B) podobné, t. j.,

A AXD ~ N AYB.
Proto je
< XAD = < YAB.

Tim je dokdzédno: MnoZina vSech bodu Z, které vyhovuji
uloze, jsou vSechny vnitfni body usecky AE, sestrojené<na
konci odstavce I.

Uloha b). I. Abychom sestrojili tsetku XY, kterd vyhovuje
podminkam (2) tlohy, sta¢i podle vysledku tlohy a) sestrojit
obdélnik XCYZ takovy, Ze v ném je tuhlopricka CZ = m;
to proto, Ze v obdélniku XCYZ o thloprickach plati XY = CZ.

Podle toho sestrojime nejdiive bod Z takovy, aby lezel
uvniti Gsecky AE a aby o ném platilo CZ = m. Konstrukci
bodu Z provedeme vzhledem k vysledku ulohy a) takto:
Na tse¢ce DC uré¢ime bod E tak, aby <t DAE = <. CAB.
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Dile sestrojime kruznici k2 = (C, m) a urtime spole¢ny bod Z
kruznice £ a usecky AE. Kdyz bod Z padne dovnitf tsecky AE,
sestrojime obdélnik XCYZ podle textu ulohy; usecka XY je
pak feSenim tulohy. Tato konstrukce je vzhledem k pfedcho-
zim Gvahdm spravna.

II. Na zéklad€ predchozich ivah provedeme diskusi fesitel-
nosti dané ulohy. ReSitelnost zfejmé zdvisi na tom, zda uvnitf
usecky AE lze najit bod Z tak, aby o ném platilo

CZ =m,
kde m > 0 je dané Cislo. Rozezndvejme dva pripady.

Pripad [1]. Necht je a = b neboli E = C. Potom zfejmé

o hledaném bodu Z musi platit 0 < (24 < CA neboli

0<m<al? (5)
(nebot velikost Ghloptitky AC &verce ABCD je al/i). Pro
kazdé m, které spliuje tento vztah, ma loha v tomto prfipadé
ziejmé jediné reSeni.

Pfipad [2]. Necht je a > b, takze bod E lezi uvniti tsecky
DC. Protoze je CE = DC — DE, pak vzhledem ke vztahu (4)
2
dostaneme CE = a — % neboli
a2 _ b2

a

CE =

(6)
Uloha bude mit zfejmé& TeSeni, jestlize bude platit
CE < CZ < C4; - O

tuto podminku Ize psat vzhledem ke vztahu (6) a vzhledem
k tomu, 7e CA = l/a2 + 4% (Pythagorova véta uZitd na troj-
thelnik ABC, kde <¢ B = 90°), takto: .

aZ_ bZ

<m<Va2+b2. ®)
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Plati-li tento vztah, potom bod E lezi zfejmé uvnitf usecky
CD a pata P kolmice vedené bodem C k pfimce AE padne na
prodlouzeni usecky AE za bod E. To snadno dokdZeme: Pak
je totiz uhel <r AED zfejmé ostry a s nim je ostry i thel
<L QEC k nému vrcholovy; podle znamé poucky padne pata
P kolmice CP | AE dovnitf polopfimky EQ, opacéné k polo-
pfimce EA. Jestlize nyni bod H probiha polopfimku EA tak,
Ze jeho vzdalenost od bodu E vzrustd, pak vzristd neustdle
i vzdalenost bodt C, H, jak plyne ze zndmé poucky. Pak vzhle-
dem k platnosti vztahu (8) uvnitf useCky EA existuje pravé
jeden bod Z takovy, Ze o ném plati vztah CZ = m. Uloha m4
tedy za pfedpokladu platnosti vztahu (8) jediné feSeni.

Zavér. Je ziejmé, Ze vztah (5) ze vztahu (8) dostaneme, polo-
7ime-li @ = b. Lze tedy fici: Uloha mi jediné feseni, kdyZ
o Cislech @ = b, m > 0 plati vztahy

a — b2

<m < |a® + b

jinak nema feSeni.

12. Budte dany tfi pfimky p, g, x, z nichz kazdé dvé jsou
mimobé&Zné, Déle bud dina rovina ¢ | x, pfi ¢emZ piimka x
neleZi v roviné p.

Na pfimce x urcete vSechny body X, z nichZ se pfimky p, ¢
promitaji na rovinu g jako rovnobézky.*)

Provedte diskusi feSitelnosti Glohy vzhledem k riznym vza-
jemnym poloham danych primek a roviny g.

Redeni (viz obr. 8). I. Oznaéme o, | ¢ rovinu, kterd obsa-
huje pfimku x; protoZe je x | o, existuje takovd rovina g,
pravé jedna, a protoZe primka x nelezi v roviné o, je o; # o.

*) Je-li X st¥ed promiténi a ¢ primétna, kterd bodem X neprochazi,
pak primétem piimky m, kterd neprochédzi bodem X, je priseCnice
rovin g a (X, m).
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Predpokladejme, Ze dand uloha ma feSeni a Ze tedy existuje
na pfimce x bod X, ktery vyhovuje tloze. Protoze kazdé dvé
z ptimek x, p, g jsou mimobézné, nelezi bod X na Zzadné z pri-
mek p, ¢; proto jsou jednozna¢né urleny roviny (Xp), (Xgq).

Tyto roviny jsou navzdjem razné; kdyby totiz splynuly, ne-
byly by pfimky p, ¢ mimobézné. Ale roviny (Xp), (X¢) maji
spole¢ny bod X; proto jsou nutné riznobéZné a protinaji se
v urcité primce y. Podle pfedpokladu, Ze existuje bod X, ktery
je feSenim tlohy, protinaji roviny (Xp), (X¢) rovinu o po fadé
v pfimkach p,, gy, které jsou podle pozadavku tlohy navzijem
rovnobéZné, t. . plati p, || g,. PFitom je p, # ¢, jinak by roviny
(Xp), (Xq) splyvaly (bod X lezi totiz mimo primky py, 4o)s
coz neni mozné vzhledem k tomu, Ze p, g jsou mimobézky.
ProtoZe p,, g, jsou pfimky, leZici po fadé v riiznobéZnych rovi-
nich (Xp), (Xgq), musi byt rovnobézné s jejich prasecnici y,
t. j. plati po || v, o || ¥. Je tedy téZ y | o; protoZe je o | o5
jetéZy || o,. Ale pfimka y prochédzi bodem X roviny g,; z toho
plyne, Ze pfimka y lezi v roviné o,.

Primka y ma tedy tyto vlastnosti:

a) Lezi v roviné gy,

b) ma4 spole¢ny bod X s piimkou x,

c) lezi ve spole¢né roviné s piimkou p,

d) lezi ve spolené roviné s pfimkou g.

Pritom je vSak y# x (jinak by na pf. mimob¢zky x, p lezely
ve spoletné roviné, coz neni mozné). Dile je y # p, ¥ # ¢
(jinak by na pf. mimobézky x, p leZely v jedné roviné). Jsou
tedy pfimky x, y riznobézné. Pro vzijemnou polohu pfimek
¥, P q jsou vzhledem k vlastnostem c), d) myslitelné tyto
moznosti:

Pfipad [1] (obr. 8); Dvojice y, p 1 dvojice y, g jsou rizno-

bézky; to znamend, Ze pfimka y protina pfimky p, ¢ po rad¢
v bodech P # Q (a je tedy v prickou obou mimobézek p, ¢).
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Pfipad [2]. Jedna z dvojic y, p a y, g jsou riiznobéZzky a druhd
dvojice jsou rizné rovnobézky. Plati tedy na pf.: pfimky y, p
maji spoledny bod P a déle je y | ¢, ale tak, Ze y # q.

Pfipad [3]. Dvojice y, p i
dvojice y, g jsou rovnobézky.
Tento pfipad nemuZe nastat,
a proto jej hned vyloucime; ze
vztahti p |, v | ¢ plyne totiz

? || ¢ coZ je proti pfedpokladu
te_xtu ulohy, nebot p, g jsou
mimobézky.

II. Podle pfedchoziho rozbo-
ru provedeme nyni konstruk-
ci bodu X. Rozezndvejme
vzhledem k predchozim nut-
nym podminkim tyto pfipa- [ !
dy: . ’

Pripad [1]. Necht pfimky p, \ I
g protinaji rovinu g, z odstavce I Obr. 8.

v bodech P, Q, tyto body jsou

nutné navzijem rtzné, jinak

by P> q nebyly mimobézky. Potom podle odst. I, pfipad [1],
muze byt hledanym bodem X jediné spoleCny bod prfimek
x,y = PQ. Jisté je x # y, jinak by pfimky x, p (a také x, q)
nebyly mimobézky. Nyni jsou pravé dvé mozZnosti:

a) Necht pfimky x, y = PQ jsou ruznobézky a maji tedy
jediny spole¢ny bod X. Tento bod X je jisté rizny od bodil
P, Q (jinak by x, p anebo x, ¢ nebyly mimobézky). Proto exis-
tuji roviny (Xp), (Xq), které jsou jednoznalné urceny; jejich
pruseénice je y = PQ, nebot rovina (Xp) obsahuje body
P, X # P a rovina (Xq) obsahuje body Q, X # Q, pfi ¢emZ
tyto. tfi rizné body P, Q, X podle konstrukce bodu X lezi
v jedné primce y.

-
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" Protoze prusetnice y = PQ obou rovin (Xp), (Xgq) lez
v roviné p,, protnou roviny (Xp), (Xg) rovinu g po fadé
v piimkach py, gy, 0 nich plati p, | 3, ¢ | ¥ neboli pq | go.
Pritom jsou pfimky p,, ¢, pozadované pruméty pfimek p, ¢
z bodu X pfimky x na rovinu p, takZe spliiuji pozadavky dané
ulohy.
'V tomto pripadé [1] a) ma tedy tiloha jediné feSeni.
b) Necht primky x, y = PQ jsou ruzné rovnobézky. Potom
nemaji spole¢ného bodu. ProtoZe neexistuje bod X, ktery by
lezel soucasné na obou pfimkéch x, y, nema tloha feSeni.
Pozndmka. V tomto pfipadé je pfimka x zfejme rovnobézna
s prusecnici rovin (Q, p), o 1 s prisecnici rovin (P, ), o.
Piipad [2] (obr. 9). Necht
pfimka p protind rovinu g,
v bodé P a necht je ¢ | oy,
pri ¢emz primka g v roviné g,
nelezi (jinak by totiz nebyly
pfimky x, ¢ mimobézky). (Dru-
hy pripad, kdy primka g rovinu
0, protind a pfimka p je s rovi-
nou p; rovnobéznd, prevedeme
na pfedchozi pfipad vyménou
oznaleni pfimek p, g.) '
Bodem P vedme pfimku y| ¢;
tato primka y = ¢ vzhledem
k tomu, Ze je g | oy, leZi v ro-
viné p,. Pfimky x, y jsou nutné
riznobéZné; je-li totiz ¢ | v,
Obr. 0. y | x, potom je g | x, coZ je
proti pfedpokladu, Ze primky
X, ¢ jsou mimobézné.
Oznalme X spole¢ny bod riznobézek x, y. Potom obé riizné
roviny (Xp), (Xq) neboli roviny (y, p), (v, g) maji prasecnici
y | o5 proto protnou po fadé rovinu ¢ v riznych piimkich
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0| 3> 4o | ¥3 odtud plyne, Ze je p, | gy, takZe piimky py, g,
splnuji pozadavky tlohy. V pfipadé [2] md tedy tloha jediné
redeni.

Jiné moZnosti neni.

II1. Zavér. Uloha m4 fefeni jediné v téchto piipadech (viz
odst. II, pfipad [1] a), pfipad [2]): a) Pfimky p, ¢ protinaji
rovinu p; (sestrojenou v I. odstavci) ve dvou riznych bodech
P, Q, pfi ¢emz jsou primky x, PQ riznobézné.

b) Jedna z pfimek p, ¢ rovinu g, (z-I. odstavce) protina,
kdezto druha z primek p, ¢ je s rovinou g, rovnobézna.

Jinak tloha nem4 reSeni; tak na pf. nemd feSeni v pfipadé,
kdyz mimobézky x, p, g jsou rovnobézné s rovinou p.

13. Urlete vSechna pfirozend Cisla k takovd, aby Cislo &®
(zapsané v dekadické soustave) mélo na poslednich dvou mis-
tech stejné cifry razné od nuly.

Re3eni. Kazdé pfirozené &islo % lze napsat ve tvaru
k= 10a + b, (M
kde a, b jsou nezdporna cela Cisla, kterd nejsou soucasné rovna
nule; Cislo b je pfitom mensi nez 10. Hledané ¢islo £ nemize
byt jednociferné, nebot ¢isla 12, 22, . .., 9%, zapiSeme-li je de-
kadickym zapisem, nemaji stejné cifry; proto musi byt a = 0.
RovnéZ pripad b = 0 snadno vylouc¢ime.
Vzhledem k (1) pak plati
k? = 100a* + 10 - 2ab + b2, 2)

kde a, b jsou pfirozena disla.

Clen 10042 ve vztahu (2) neni pro nasi tlohu tieba uvaZovat,
nebot je vétsi nebo roven Cislu 100.

Cislo 4% nem4 na misté jednotek zadné z &isel 2, 3, 7, 8,
nebot Cisla 12, 22, 3%, ..., 9% nemaji na misté jednotek v deka-
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dickém zéapisu zadné z téchto Cisel. Musime tedy zkoumat, zda
Cislo 4% muZe mit na misté jednotek Cisla 1, 4, 5, 6, 9. Dale si
viimnéme jedté tohoto faktu: Cislo 2ab (viz vztah (2)), zvét-
Sené o desitky Cisla b2, md na misté jednotek &islo, které uddva
desitky Cisla &2

Pripad [1]. Necht > md na misté jednotek ¢islo 1; pak je
nutné bud & =1 nebo b =9.

Ale 2ab + 0 nebo 2ab + 8 (Cislo 9% md 8 desitek) jsou sudé
Cisla; Cislo k% ma tedy v tomto pripadé na misté jednotek Cislo
liché a na misté desitek C&islo sudé. Proto pripady & = 1,
b = 9 nevedou k feSeni tlohy.

Prxpad [2]. Necht ¢&islo 42 ma na misté jednotek mslo 4;
pak je nutné bud b = 2 nebo b = 8.

a) Pro b = 2 je 2ab = 4a. ReSeni dostaneme pro pfirozené
Cisla a, ktera maji na misté jednotek Cislo 1 nebo 6; ostatni
Cisla a nevyhovuji uloze.

b) Pro b = 8 dostaneme 2ab + 6 = 16a + 6 (Cislo 6 je
pocet desitek Cisla b2 = 64); jednotkami tohoto ¢&isla ma byt
&slo 4. ReSeni dostaneme pro ptirozend Cisla a, kterd maji na
misté jednotek Cislo 3 nebo 8.

Pripad [3]. Necht 42 m4 na misté jednotek ¢islo 5; pak je
nutné b =5, b2 = 25. Cislo 2ab + 2 (Cislo 2 jsou desitky
isla b2 = 25) je sudé, kdezto na misté jednotek je Cislo 5.
Tento pfipad nevede k reSeni.

Pripad [4]. Necht 4> md na misté jednotek &islo 6; pak je
nutné¢ b = 4 nebo b = 6.

a) Pro b = 4 je b% = 16; Cislo 2ab + 1 je liché, kdeZto na
mist¢ jednotek je ¢islo 6. Tento pfipad nevede k feseni.

b) Pro b = 6 je b* = 36; Cislo 2ab + 3 je liché. Stejné jako
v pfedchozim prfipadé nedostaneme reSeni.

Pripad [5]. Necht 2 md na misté jednotek ¢islo 9; pak je
nutné b = 3 nebo b = 7.
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a) Pro b = 3 je 52 = 9. Cislo 2ab je sudé, kdeZto na misté
jednotek je Cislo 9. Tento pfipad nevede k feseni.

b) Pro b = 7 je b2 = 49. Cislo 2ab + 4 je sudé a stejné jako
v pfedchozim pfipadé nedostaneme feSeni.

Z4vér. Reeni dostdvdme v piipadech:

Ptipad [2] a), kdy & = 2 a pfirozené Cislo a kondi Cislici 1
nebo 6; to znamend, Zze posledni dvojcisli Cisla & je bud 12
nebo 62, takZze k& = 100m -+ 12 nebo k2 = 100m + 62, kde m
je libovolné celé nezdporné &islo. Refenim jsou &leny t&chto
aritmetickych posloupnosti s diferenci 100:

12; 1125 212; 31250, .7
62; 162; 262; 362;... .

Prfipad.[2] b), kdy b = 8 a pfirozené Cislo a kon¢i Cislic
3 nebo 8. Tu je k= 100m + 38 nebo & = 100m - 88,
kde m je libovolné celé nezdporné &islo. ReSenim jsou &leny
aritmetickych posloupnosti s diferenci 100:

38; 138; 238; 338;... ,
88; 188; 288; 388;... .

Zkou$ku provedeme takto: Snadno nahlédneme, Ze pro Cisla
k plati
k=50p + 12,

kde p je celé nezdporné ¢islo. Proto je k% = 50p(50p -+ 24) +
~+ 144. Prvni ¢len na pravé strané je pro p = 0 roven nule,
pro p > 0 je to Cislo délitelné stem; proto Cislo 4% md posledni
dvojlisli 44, tedy na obou poslednich mistech tdz Cisla, jak
pozadovala tloha.

14. Najdéte vSechna komplexni ¢isla 2, ktera vyhovuji rov-
nici
2+ ai

z="—, )
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kde a je dané redlné ¢islo, 2 je Cislo komplexni sdruzené s s~
lem 2 a ¢isloijeimagindrni jednotka. Reseni vyloZte geometricky.
Reseni. Z rovnice (1) odvodime rovnici
22—z —ai=0. 7 (2)
Je-li a # 0, nemd rovnice (2) kofen 0, t. j. rovnice (1) a (2)
maji taz feSeni (jsou ekvivalentni). PoloZime-li z = x -+ yi,
Z = x — yi, miZeme napsat (2) ve tvaru
x4+ —x—yi—ai=0.
Tato rovnice je ekvivalentni se soustavou rovnic
x4y —x=0,
y+a=0, 3
pfi ¢emZ ovSem pro soustavu (3) pfichdzeji v Gvahu jen redlnd
feSeni. Obvyklym postupem dostaneme ze soustavy (3) sou-
stavu s ni ekvivalentni
¥—x4+at=0,
y=—a 4)
Soustava (4) je reSitelnd tehdy a jen tehdy, je-li diskriminant
prvni rovnice (4) ¢islo nezdporné, t. j. je-li
1—4a*>=0,
t.j. je-li|a| = - Pro a = 1 nebo a = — 4 m4 jediné feSeni;
pro a, pro néz plati — 3 < a < }, ma dvé€ ruznd feSeni.
V pripadé a = 0, ktery jsme predem vyloucili, md rovnice
(1) jediné feSeni z = 1. Upravime totiZ rovnici (2) na tvar
2(z—1)=0.
Pfipad z = 0 musime vyloucit, nebot pak je téZ z = 0 a zlomek.
na pravé strané daného vztahu (1) nema smysl. Zbyva druhy

kofen z = 1 a tim téZ 2 = 1, ktery pro a = 0 zfejmé spliluje
vztah (1).
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Geometricky vyznam. Rovnice
¥+ —x=0

je rovnici kruZnice % se stfedem [}, 0] a polomérem }; y =
= — g je rovnice primky rovnobézné s osou redlnych Cisel.
Jde o spole¢né body obou car. Je-li |a] > 3, je piimka ne-
setnou; je-li @ =} nebo a = — 4, je tecnou; je-li |a] < 4,
je pfimka y = — a seCnou kruZnice k. V pfipadé a =0 je
v§ak jeden z prisec¢iki obraz &isla 0, které nevyhovuje rovnici
(1), proto zbyvé jediny kofen 2z = 1.

15. Redte soustavu rovnic
X +y =« sin?x 4 sin%y = 1 — cos «a, (1)
kde « je dané (islo.
Re$eni. Plati vzorec
sinx = $(1 — cos 2x).
Pomoci tohoto vzorce upravime druhou rovnici (1); dostaneme
postupné ‘
$(1 — cos 2x + 1 — cos 2y) = 1 — cos «

neboli _
cos 2x -+ cos 2y = 2cos o.

Nyni k Gpravé levé strany této rovnice pouZijeme vzorce

cos @ 4 cos y = 2 cos $(p + ) - cos & (p — ¥);
dostaneme

2 cos(x + y) * cos(x — y) = 2+ cose
a po dosazeni za x + y z prvni rovnice (1)
) 2 cosa - cos(x — y) = 2cosx
neboli po ﬁpravé ‘ :
cosee[cos(x — y) — 1] = 0. (2)
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Rozeznavejme dva pripady:

Pripad [1]. Necht plati « = }x + km, kde % je celé Cislo;
potom je cos « = 0 a rovnice (2) je splnéna pro kazdou dvojici
Cisel, o nichZ plati x + y = «. Obracené, dvojice &isel x, y,
kde x je libovolné ¢islo a y = o« — x (pfi CemzZ je o« = 47 -+ ku,
kde % je celé &islo), vyhovuje skute¢né soustavé (1), jak se snadno
zjisti dosazenim.

Pripad [2]. Necht plati « = }x + kn, kde k& je celé Cislo.
Potom je cos o # 0 a z rovnice (2) plyne
cos(x —y)=1
neboli
x —y = 2mmn,
kde m je libovolné celé ¢islo.
Pripojme k této rovnici prvni rovnici (1) a dostaneme sou-
stavu
x+y=a
x — 3y = 2mm.
Odtud pro neznamé x, y plyne
x = }a + mn, y = $a — mn, 3)

kde m je libovolné celé Cislo a o % 3o + km, kde & je celé Cislo.

Obracené, dvojice (3) Cisel x, y, pri cemz plati pravé uvedené
podminky pro ¢isla 7 a «, je feSenim soustavy (1); o tom se
snadno presvéd¢ime dosazenim do (1).

16. Bud dédna kulova plocha o stfedu S a o poloméru r = 1;
na této ploSe budte diny ¢&tyfi body A4, B, C, D, které jsou
vrcholy ctyrsténu ABCD.

Jestlize bod S lezi uvnitf ¢tyrsténu ABCD, potom plati:
Ze tfi hran AB, AC, AD alesponi jedna ma velikost véts$i nez

VZ—. Dokazte.
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Pozndmka. Pfi dikazu pouzijte téchto vét:

V1. Lezi-li v§echny Ctyfi vrcholy Ctyrsténu v néjakém polo-
prostoru, potom lezi vSechny vnitini body daneho Ctyrsténu
uvnitf tohoto poloprostoru.

V2. Budi? d4na kulovd plocha o stiedu S a o poloméru
r = 1. Oznaéme A jeji bod a ¢ | SA rovinu, kterd prochdzi
bodem S. Potom kazdy bod X této plochy kulové, pro ktery

plati AX = VZ lezi v poloprostoru pA4.

Reseni. Dikaz tvrzeni dané tulohy provedeme nepiimo.
Predpokladejme, Ze kazd4d z hran AB, AC, AD ma velikost,
ktera neni vétsi nez ]/2 ; dokaZeme, Ze tento predpoklad vede
ke sporu.

Oznalme p rovinu, kterd prochdzi bodem § a stoji kolmo
k pfimce SA. Podle véty V2 lezi body B, C, D v poloprostoru
pA. Vsechny vrcholy ctyrsténu ABCD lezi tedy v poloprostoru
0dA; proto podle véty V1 lezi viechny vnitfni body ctyrsténu
ABCD uvnitf poloprostoru pA4. Bod S lezi v hrani¢ni roviné p
poloprostoru pA4 a tudiz neni vnitfnim bodem poloprostoru
0A; protoze vSak vSechny vnitfni body C¢tyrsténu ABCD lezi
uvnitf poloprostoru pA, nelezi bod S uvnitf ¢tyrsténu ABCD,
jak pozaduje predpoklad ulohy. Tim jsme dospéli ke sporu.

Neplati tedy, Ze kazda z hran AB, AC, AD ma velikost,
kterd neni mensi ne? |2, t. j. alespoti jedna z téchto hran ma

velikost vétsi nez V2. To jsme méli dokazat.

2. Ulohy II kola kategorie A.

1. Nech m je dané redlne Cislo. Rieste rovnicu

1+ 5t
x:m X (l)

m -+ x m? + x

s neznamou x.
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Riefenie. Predpokladajme, Ze¢ rovnica (1) mé rieSenie.
Potom to isté rieSenie md aj rovnica

(I +2)(m? + x) = (m + x)(m® + x)
¢iZze rovnica
m? + x(m? + 1) = m* + x(m + m?),
t. j. rovnica
x(m® +m—m?— 1) =m> — mb,
teda rovnica
x(m2 + D(m — 1) = m¥(1 — m2). )

Rozozndvajme dva pripady:

Pripad [1]. Nech je m 7 1. Potomjem — 1 % 0,m* 4 1 #
# 0 a rovnica (2) md jediné rieSenie

. m*(1 — m?)
AT+ Dm = 1) )
t. j.
m? (1 + m)
S

Ak je m = 0, je aj x; = 0 a {islo x = x; nie je rieSenim rov-
nice (1), lebo je m + x; = 0, m® + x; = 0 a zlomky v rovnici
(1) nemaja zmysel.

Ak je m # 0 (a pravda, podla predpokladu aj m # 1), je

m*(1 +m) m(l —m)

m-+t+x; =m— g 11w # 0,
m¥(1 +m) m(m—1)

2 — 2 _ .

m+x1—.—m. i o 1 m2.¢0’

preto zlomky v rovnici (1) maji zmysel. Skuskou sa lahko pre-
sved¢ime, Ze x; je rieSenim rovnice (1).
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Pripad [2]. Nech je m = 1. Potom rovnica (1) znie
1+ x 1+ x

1+x 1+x

a jej rieSenim je zrejme kazdé Cislo x 7= — 1.

2. Ak obrazy komplexnych &isel 0, 2, 2, tvoria v rovine
vrcholy rovnostranného trojuholnika so stranou dizky 1, plati
vztah

it %+ 2 =1 @

Dokézte to. (Pozndmka. Cislo z je komplexné zdruZené &islo
s Cislom 2.)

Rie§enie. Podla textu tloh st 2;, 2, komplexné jednotky.
Obraz ¢isla 2, vznikne z obrazu ¢isla 2; otofenim okolo za-
¢iatku O stradnic o uhol 60° v kladnom alebo zdpornom
zmysle. Je teda

2y = & 2y, alebo 2, = €2y, 2

kde & = cos 60° + isin 60° = §(1 4 i]/g) a ¢ je komplexné
zdruZené Cislo k Cislu e.

Pouzitim prvého vztahu (2) dostaneme
2152 + 5122 =— 2‘1-62'1 + 21621 = 3151(5 + 8) = 1,

lebo je ¢ = cos 60° — i - sin 60°, a preto je € + & = 2cos 60° =
=.1.
Pouzitim druhého vztahu (2) dostaneme

212y + 218y = 2163, + %182, = 2124(¢ + &) = 1.
Tym sme v oboch pripadoch dokézali platnost vztahu (1).

Poznidmka. PouZili sme vztah (ab) = a-b, kde a, b s
dané komplexné &isla; dalej je (a) = a.
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Jiné feSeni. Oznatme O, Z,, Z, obrazy Cisel 0, 2, 2,.
Podle predpokladu plati OZ, = OZ, = Z,Z, = 1. Misto téchto
vztahii miZeme psit |2| = 1, |2y| = 1, [3; — 25| = 1 neboli
Vzl z=1 |z z=1 V(zl — &) (&, —2y) = 1.

Z téchto tfi vztahd snadno plyne

22 =1, €))
2y 2y =1, 2
(21 — 2) " (7 — 2) = L. ©)

Vztah (3) postupné upravime takto
212 + 2% — 517 — %1% = li
213y + 2125 = — 1 + 212, + 252,

Dosadime-li do pravé strany posledniho vztahu ze vztahd
(1), (2), obdrzime vztah

212 + 2125 = 1, 4
jehoZz platnost jsme méli dokdzat.

Obrécend véta neplati. To plyne z tohoto pfikladu: zvolme
2 =1, 2, =14, takZe je z; = 1, 2, = 4. Dosadime-li tato
Cisla do vztahu (4), vidime, Ze je splnén, ale obrazy pfislu$nych
Cisel 0, 2y, 2, leZi v pfimce, a tudiZ nejsou vrcholy rovnostran-
ného trojahelnika.

Redil s. Z. Eremia$, 11. tf.
2. jedendctiletky v Praze 11, Stépanskd 22.

3. Bud déna krychle ABCDA'B'C’'D’ (kde ABCD je sténa
a déle je AA’' | BB’ | CC' | DD') o hrané dané velikosti ;
dale je dano cislo m > h.

Sestrojte obdélnik MNPQ, jehoz vrcholy M, N, P, Q lezi
po fadé na polopfimkach AB, AD, A'D’', A'B’ a jehoz thlo-
pficky maji velikost m. Oznacte UV stfedni pficku tohoto
obdélnika, kterd je rovnobéZna s primkou MQ.’

Jaky utvar vyplni body stfednich pfi¢ek UV vSech takto
sestrojenych obdélniki? Udejte podminku resitelnosti,

72



Reseni. I. Pomocna véta V. Bud dan pravy thel <~ BAD.
Mnozinou vsech stfedi U tsetek MN dané velikosti v > 0,
kde M je bod polopfimky AB a N bod polopfimky AD, je
Ctvrtkruznice &, kterd je spole¢nou ¢asti tthlu <t BAD a kruz-
nice o stfedu A4 a o poloméru 4v.

Dikaz (obr. 10). K mnoziné vSech

bodii U zejmé patfi bod Uj polo- | _

ptimky AB, kde AU, = v, a déle e

bod U, polopfimky AD, kde AU, = S

= }v(nebot use¢ky AM' =0, AN' = | , LY

— v, lezici po fad& v polopfimkich n [ ~"-—=A

AB, AD, také vyhovuji tloze); body N \

U,, U, jsou krajnimi body ¢étvrtkruz- i i

nice k. A U, MM B
Necht je nyni M # A bod polo- Obr. 10.

primky 4B takovy, Ze AM < v. Potom
kruznice o stfedu M a poloméru v
protne polopfimku AD v jediném bodé N # A (nebot vzdalenost
sttedu M této kruznice od pfimky AD je mensi nez jeji polo-
mér v). Potom existuje obdélnik AMKN (lezici v thlu <t BAD),
jehoZz stfed U patfi vySetfované mnoziné; bod U skuteiné
lezi na zminéné Ctvrtkruznici k, nebot je AK = MN = v
a tedy AU = }o.

Obracené, kazdy bod U ¢tvrtkruznice k je stfedem jedné
usecky MN, ktera vyhovuje tloze. O bodech U;, U, je to
ziejmé. Bud dale U libovolny bod CEtvrtkruznice &, rizny od
bodi U, U, (obr. 10). Na prodlouZeni tGsecky 4U uréeme bod
K tak, aby bylo UK = AU = }v. Bodem K vedme rovnobézky
m| AD, n| AB; oznatme M = (AB-m), N = (4D -n).
Potom rovnobéznik AMKN je obdélnik, nebot <t BAD = 90°.

Bod U je podle konstrukce stfedem tohoto obdélnika,a proto
je MU = NU = }v.

Tim jsme sestrojili tseCku MN, jejimz stfedem je dany bod
U a obracena véta je dokdzana,
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II. Re$eni dané alohy. (Viz obr. 11.) Necht MNPQ je
jeden obdélnik, ktery vyhovuje podminkém tlohy, a UV | MQ
jeho stfedni pficka (bod U je stfedem usecky MN). Rovina
MNPQ protind raznobézné ro-

MNPQ kolmd k rovindm
ABCD, A'B'C'D'. '

Z pravouhlého trojahelnika /\,/,'{\\ U
MPN (kde <t N=190°, MP = e Pt

viny ABB'A’', ADD'A’ v pfim- A -
kich MQ | NP. Podle znimé i
véty ze stereometrie nutné plati 74 \L v
i U !\ ! T\\ Q ]
MQ | 44" NP TNT 7P
. . . | 7
arovina MNPQ je rovnobéznd I I\-\} s
s pfimkou 44’; proto je rovina I 1 x5
Va
I

=m, NP = h) podle Pytha- g nopg
gorovy véty dostaneme % § Obr. 11.
MN = |/ MP* — NP?
neboli
MN = |[m* =R
Oznalme.
sz — K =u. (1)

Cislo v vzhledem k pfedpokladu m > % existuje a je kladné
a konstantni; vSechny obdélniky MNPQ maji zfejmé stejné
rozméry.

Podle pomocné véty V mnozinou stfeda U tiseCek MN = v
je ¢tvrtkruznice &, lezici v pravém uhlu <& BAD, jejiz stied je
bod 4 a polomér }v.

Odtud plyne, Ze stfedni pricka UV leZi na utvaru Q, ktery
je ¢tvrtinou plasté rotacniho véalce ; podstavami valce jsou kruhy,
lezici po fadé v rovindch ABCD, A'B'C'D’, o stfedech A, A’
a polomérech velikosti 4v.
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Obrécené, kazda tsecka, jejiz body patfi utvaru Q, je zfejmé
stfedni pfickou jednoho obdélnika MNPQ; to plyne z obrdcené
pomocné véty V.

ProtoZe je m > h, ma uloha vZdycky feSeni.

4. Bud dén rovnoramenny trojuhelnik ABC o zikladné AB
Uvnitf strany AC bud dén bod X a na prodlouZeni strany BC
za bod B bud dan bod Y. Oznalte P spoleCny bod usecek
AB a XY. Dokazte:

a) Jestlize plati PX = PY, potom plati AX = BY.

b) Jestlize plati AX = BY, potom plati PX = PY.

Reeni (obr. 12a). Oznatme p | AB piimku jdouci bodem
C; pfimka p je osou soumérnosti trojihelnika ABC.

a) Bod P lezi zfejmé uvnitt useéek AB, XY. Ozname X’
bod soumérné sdruZzeny s bodem X podle osy p. Bod X' lezi
uvnitt strany BC a plati

=AX. ¢))
Protoze je XX' | p, AB J_p, je XX' || AB. Bod P je podle
predpokladu stfedem strany XY trojuhelnika YXX' a usecka
PB je tedy stfedni pfickou tohoto trojuhelnika. Proto plati

BY = BX'
a odtud a ze vztahu (1) mdme
BY = AX,

coz jsme méli dokdzat.

'b) Sestrojme jako v tloze a) bod X’ soumémné sdruZeny
s bodem X podle primky p; je tedy

BX' = AX. )
Podle predpokladu je
' AX = BY. 3
Spojenim vztaht (2), (3) mime
BX' = BY,
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takze bod B je stfedem strany Y.X' trojahelnika YXX’. Pro-
toZe je XX’ | p, AB | p,je XX' | PB a tiseka PB je stfedni
prickou trojihelnika YXX', t. j. bod P je stfedem strany XY,
coz jsme méli dokazat.

Obr. 12a, Obr. 12b.

Jiné feSeni (obr. 12b). a) Zvolme bod P za stied soumér-
nosti a oznaéme PYZ trojihelnik soumérné sdruzeny s troj-
thelnikem PXA. Tu je

AX =YZ, (1)
¥ XAP = & YZP. @)

Dile je <t XAP = <¢ CBA (thly pfi zakladné AB v rovno-
ramenném trojuhelniku  ABC) a < CBA = <. YBZ (thly
vrcholové), takze je

X XAP = . YBZ. 3)
Ze (2), (3) plyne
< YZP = 5 YBZ. 4)
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Snadno usoudime, Ze je skute¢né B # Z, takZe existuje troj-
thelnik YBZ; podle (4) vSak je rovnoramenny, t. j. plati
YZ = BY. Z tohoto vztahu a ze vztahu (1) plyne

AX = BY,
coz jsme méli dokdzat.

b) Sestrojme na pfimce AB bod Z # B tak, aby platilo
YZ = BY neboli

YZ = AX; )

to lze zfejmé provést jedinym zpusobem. Pfitom bod Z musi
leZet na prodlouZeni usecky AB za bod B, jak se snadno do-
kaze.
Trojahelnik YBZ je tedy rovnoramenny, a proto plati
< YZB = < YBZ. 6)

Ale <t CAB = <x CBA = <. YBZ (prvni dvojice jsou
uhly v rovnoramenném trojuhelniku ABC, druhd dvojice jsou
uhly vrcholové). Odtud a ze vztahu (6) plyne, Ze

X YZB = <. CAB. 7
Protoze plati (5), (7) a dale je <t APX = < ZPY, je
A APX ~ A ZPY (suu).
Odtud plyne, Ze plati

PX = PY,
coZ jsme méli dokazat.

Resil s. Frant. Neuman,
11. tf. jedendctiletky v Brné,
Elgartova 3.

Jiné feSeni (obr. 12b). b) Oznacme X', Y’ paty kolmic
vedenych po fadé body X, Y k pfimce AB. Snadno se zjisti,
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ze bod X’ lezi uvnitt Gselky AP a bod Y’ na prodlouZeni
useCky AB za bod B. Nejprve dokdzeme, Ze plati

A XAX' ~ AYBY’ (suu). 0

Dikaz. Podle pfedpokladu je AX = BY.Déleje <AX'X=
= <L BY'Y = 90°. Konetné je <t XAX' = <¢ YBY’, nebot
je -t CAX' = <. CBA (uhly pfi zidkladné rovnoramenného
trojuhelnika ABC) a thly <t CBA, <¢ YBY’ jsou vrcholové.
Tim je dtkaz proveden.

Ze vztahu (1) plyne

XX' =YY (2)
Déle dokazeme, Ze plati
A XPX' ~ AYPY' (suu). 3)

Dkaz. Pfedev§im plati (2). Déleje <t XX'P = <t YY'P =
= 90° a konetné je <¢ XPX' = < YPY' (Ghly vrcholové).
Tim je dikaz proveden.

Ze vztahu (3) plyne

PX = PY,
coZ jsme méli dokazat. .

a) UZijeme oznaleni jako v tloze b). Nejprve dokaZeme, Ze

plati
_ A XPX' ~ AYPY’ (suu). 4)

Dikaz. Podle pfedpokladu je PX = PY. Diéleje <t XX'P=
= <X YY'P=90°. Konetné je <x XPX' = < YPY’ (thly
vrcholové). Tim je dikaz proveden.

Ze vztahu (4) plyne

XX =YY (5)
Dile dokazeme, Ze plati ;
A XX'A ~ AYY'B (suu). (6)-
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Dikaz, Plati (5). Dile je <t XX'A = < YY’'B = 90°. Ko-
necné je <t XAX' = <. YBY’, coz se dokaze stejné jako v tlo-
ze b). Tim je dikaz proveden.

Ze vztahu (6) plyne

AX = BY,
coz jsme méli dokazat.

Resil s. Tomé$ Zemiik,
ro¢. 3.b pramyslové Skoly chemické v Brné.

3. Ulohy IIL kola kategorie A.

1. Bud dén lichobéznik ABCD, o jehoz zdkladnach plati:
AB > CD. Oznacme E prisecik pfimek AC, BD a F priseik
pfimek AD, BC. Dile ozna¢me GH pfimku jdouci bodem E
a rovnobéznou se zdkladnami, pfi ¢emZ G lezi na pfimce 4D
a H na pfimce BC. Oznaéme po fadé K, L stfedy zdkladen
AB, CD.

Dokazte, Ze

a) pfimka EF prochézi body K, L;

b) existuje prise¢ik M primek AC, KH a prusecik N pii-
mek BD, KG;

c) body F, M, N lezi v jedné pfimce.

Regeni (viz obr. 13). a) ProtoZe podle predpokladu tlohy je
AB > CD, AB| CD,

jsou usecky AB, CD stejnolehlé podle dvou raznych stfedi
stejnolehlosti. Témito stfedy jsou body F, E. Oznaéme

CD

4B~k

pfitom tedy je 0 < & < 1. Stejnolehlost o stfedu F ma kon-
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stantu stejnolehlosti %; tuto stejnolehlost oznadime (E, k).
Stejnolehlost o stfedu E ma konstantu — &; tuto stejnolehlost
oznatime (E, — k).

Pritom bod F lezi na prodlouzeni tsecky AD za bod D, nebot

. . . FD . FD
ze stejnolehlosti (F, k) plyne, Ze FA = k neboli TA <1,
t. j. FD < FA.

Ozna¢me po fadé¢ K’, L' pruseciky pfimky FE s pfimkami
AB, CD. Bod E zfejmé lezi uvnitf trojuhelnika ABF, a proto
bod K’ padne dovnitf usecky AB; ze stejnolehlosti (F, k)
bodt K’, L' plyne, Ze i bod L’ lezi uvnitt tsecky CD.

Ve stejnolehlosti (E, — k) useéce AK' pfislusi tsecka CL’,
a proto plati

CL' =k - AK'. (1)
Ve stejnolehlosti (F, k) prislusi tse¢ce AK’ usecka DL’ a plati

DL = k- AK'. 2
Porovnanim vztaht (1), (2) dostaneme

C'L'=DL’,
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a proto L’ je stfedem useCky CD. Odtud plyne, Ze téZ K’ je
sttedem Use¢ky AB. Proto je L' = L a K’ = K. Odtud plyne,
Ze body K, L (po radé stfedy tsecek AB, CD) lezi na pfimce
EF, coz jsme méli v tloze a) dokazat.

b) Pfimky AC, KH jsou dvé ruzné primky, nebot je 4 # K.
Nemohou vSak byt navzdjem rovnobézné. Pfipustme, Ze
plati AC | KH; dokiZeme, Zze to neni mozné. ProtoZe je
AK || EH, plyne z piedpokladu AC | KH, z¢ AKHE je
rovnobéZznik, a proto plati AK = EH. Protoze vsak je AK =
= BK, plati t¢z BK = EH; zaroven plati BK || EH, a proto
je KBHE rovnob&inik, t. j. plati KE | BH, coZ odporuje
tomu, Ze primky KE, BH neboli pfimky EF, BC maji spole¢ny
bod F. Proto jsou primky AC, KH ruznobézné a existuje tedy
jejich prasecik M, coz jsme méli dokazat.

Stejné se dokaZe, ze pfimky BD, KQ maji spole¢ny jediny
bod, ktery oznacime N.

Tim jsme dokazali tvrzeni tlohy b).

c) ProtoZe je KB | EH, jsou tyto neshodné usecky stejno-
lehi¢ podle stfedu F; ozna¢me (F, k) tuto stejnolehlost, kde

KB

je konstanta stejnolehlosti.
ProtoZe je AK | EH, jsou tyto neshodné tusecky stejno-
lehlé podle stfedu M; oznacme (M, ") tuto stejnolehlost, kde

, AK
o= FH > 0. (5)
Ze vztahil (4), (5) plyne

KB =h-EH, AK =}’ - EH. (6)

Protoze vsak je KB = AK (bod K je stiedem usecky AB),
plyne ze vztahu (6), ze
h=H.
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Ze stejnolehlosti (F, k) plyne vztah

FK
Ee @
a ze stejnolehlosti (M, A" = k) plyne vztah
MA
ME h. (8)
Vztahy (7), (8) upravime na tvar
FK MA
ﬁ—lgh——l, '—M—E-—lzh—l
neboli
FK — FE MA — ME .
—FE " Fb =k b

coz lze psat takto:

EK EA
“E—I:———h——l, th—l.
Odtud plyne, ze
EK _ E4
EF  EM’

Tento vysledek fikd, Ze ve stejnolehlosti o stfedu E, ve které
bodu K prifadime bod F, prislusi bodu 4 bod M. Proto v této
stejnolehlosti pfislusi useéce KA tiseCka FM. Ale stejnolehlé
useCky jsou rovnobézné; proto je

KA | FM
neboli

FM || 4B,
coz jsme méli dokazat.
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Stejné se dokdZe, Ze je
FN | AB.
Odtud snadno plyne tvrzeni ulohy c).

Resil s. Bedfich Hejda,
zak 11. tf. jedenactiletky v Praze XII.

2. Budte ddny dvé soustfedné¢ kulové plochy K, s polo-
mérem a a K, s polomérem b; pfitom je a < b.

Oznalme ABCDA'B C’D’ kolmy hranol se ¢tvercovou pod-
stavou ABCD (pfi ¢emz je AA' | BB' | CC'| DD’), jehoz
vrcholy 4, B, C, D lezi na plose K,, a pfitom rovina A'B’'C’'D’
se dotyka plochy K;. Necht dale plati, Ze

AB a

A4 b

Vypoctéte rozméry tohoto hranolu. Kolik takovych hranolt
(az na shodnost) existuje?

Re$eni (viz obr. 14).
Prfedpokladejme, Ze tako-
vy hranol existuje, a 0z-
na¢me AB = h, AA'=v
a S stfed ploch K;, K,.
Protoze je AS = BS =
= CS§ = DS, je prusecik
O thlopticek AC, BD
ctverce ABCD patou kol-
mice vedené bodem S na
rovinu ABCD, nebot je
SO | AC, SO | BD,
pri ¢emz je AC # BD.
Proto pfimka SOleziv ro-
vinach AA'C'C, BB'D'D
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a obsahuje 1 stfed O’ ¢tverce A'B'C'D’ (prisedik thloptidek
A'C’, B'D"). Protoze jsou roviny ABCD, A'B'C'D’ rovno-
béiné, je SO | A'B'C’'D’. Bod O’, ktery je prusetikem
pfimky SO s rovinou A'B'C’D’, je proto dotykovym bodem
roviny A'B'C’'D’ s plochou K,.
Nyni plati .
SO'=a, AS=b, 00'=0v, OA=14r)2, (1)
08?4 042 = AS? 2
(podle Pythagorovy véty).
Pro polohu bodu O’ na pfimce SO jsou dvé moznosti; bud
je bod O’ bodem tseCky OS, nebo lezi na jejim prodlouzeni
za bod S. Plati tedy jeden ze vztaht

08 =00+ 0'S nebo O0S=00" —0'S,

coZ lze zapsat strucné

0S8 =9 4 a.
Dosadrfie odtud a ze vztahd (1) do (2); dostaneme
(v 4 a)? + $h? = b? : 3)
neboli
a® + 2av + 02 = b% — A2, 39
coz je jeden vztah mezi nezndmymi %, v.
Protoze je 20 — % neboli - = 2, plats
rooze1eAA,—b v—b’p
av = bh; )

protoZe a, b jsou riznd kladna cisla, jsou i Cisla 4, v nutné
riznd od nuly. Znasobme rovnici (3") ¢islem a?; dostaneme

at -+ 2d% -+ a?v® = a?b® — LaPh%.
Dosadme sem ze vztahu (4) za av a obdrzime
a® - 2a2bh - b2h® = a2b® — a*h?
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neboli

R + $a%) + 2a%bh + a*(a® — b?) = 0. (5)

To je pfi znaménku plus i minus vzdy kvadratickd rovnice
pro nezndmou /. Jeji koeficient pfi A% je kladny, kdeZto
absolutni Clen je zdporny; to znamend, Ze rovnice md dva
redlné kofeny k = hy, b = h, riznych znamének. ProtoZe veli-
kost tisecky je Cislo kladné, mtZe na$i Gloze vyhovovat v obou
pfipadech jen kladny kofen.

Rozeznavejme nyni oba rtzné pripady: Bud je koeficient
pfi & rovnic (5) ¢islo kladné, nebo je zdporny. Z rovnic (5)
po snadné Gpravé vypo¢teme kladné korfeny.

Pripad [1]. Je

_—ab+ |it + 120 — )
b + ia® ’

h=a
nebot druhy kofen je zfejmé zdporny.
Odtud a ze vztahu (4) obdrZime v = v,:

— ab -+ |[b* + 33— @)
b + }a* '

v, =0b"

Pripad [2]. Je
ab + |6t 10— a?)
@ b2 4 La? ?

coZ je ziejmé Cislo kladné; stejné jako v predchozim pripadé
dostaneme

hy =

ab + bt + 326 — a®)
b + fa? '
To znamend, Ze existuji nejvyse dvé t¥dy pozadovanych
hranolt (hranoly téZe tfidy jsou shodné).

Vy="b"
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Protoze vsak lze sestrojit ¢tverec ABCD o stfedu O a o strané
h = hy, po piip. h = hy s vrcholy na ploSe K, (ze vztahu (3)
totiz plyne, ze je h = b 1/2), a protoze ze vztahu (3) plyne, Ze
v = vy, po Prip. v = v,, je vzdélenost jednoho z pruseciki
O’ kolmice SO (vedené bodem S k roviné ABCD) s kulovou
plochou K; od roviny ABCD. To znamend, Ze doplnénim
na hranol dostdvame skute¢né ke kazdému z Cisel 7 = hy,
h = hy jeden takovy hranol. ProtoZe Cisly %, v je hranol az
na shodnost jednoznacné urCen a protoze je 4, # Ay, nejsou
tyto hranoly shodné; tim je dokdzina existence pravé dvou
tfid takovych hranold.
Podle reSeni s. Jaromira Jakese,
11. tf. 4. jedendctiletky v Brné-Krélové Poli.

3. V roviné komplexnich ¢isel je vepsan jednotkové kruznici
se sttedem v bodé [0; 0] pravidelny sedmndctithelnik s jednim
vrcholem v bodé [1; 0].

Urdete polet jeho vrchold, které lezi uvnitf kruZnice se

stfedem v bodé “/ % : V%] a s polomérem r = 1.

Reseni. Vrcholy daného sedmnictitihelnika jsou obrazy ko-
fenu rovnice

2A7=1,
neboli jsou to Cisla
k-360° . . k-360°
2 = COS — -+ isin T (1)
kde k=0, 1, 2, ..., 16. Pro stru¢nost poloZme
k - 360°
Xp =7 s ©)

kde k=0, 1,2,...,16; pak je
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2, = COS X, + 1sin x;.
Oznaéme [2,] bod, ktery je obrazem Cisla 2,5 dile oznacme
ey |/3 « y
m kruznici o stfedu ”/%, ?] apolomérur=1.Podle poza-

davku ulohy hleddme body [2,], které maji od stfedu kruznice
m vzdalenost mensi neZ 1. Pro tyto body plati

A1)
oS X, — .I/—g +1i (sin X — %)l <1 3

Protoze plati |a; + iay| = Va% + a2 neboli |a; + iay|? =
=a? + a2, kde a;, a, jsou redlnd Cisla, miZeme vztah (3)
nahradit vztahem

3 \2 = \2
(cosxk—l/%) + (sinxk —l/%) <1

Po upravé pravé strany dostaneme

<1

neboli

. 3 N
cos?x, + sin%x, — 2 V; (cos x;, + sin x) + 2 —g— <1

neboli \

3 .
2]/—(003 X +sinx,) > 2- i,
2 2
a tedy
: 1/3
COS Xp, +- sin x > >
neboli

sin (90° — x;,) + sin x; > l/%
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Odtud podle zndmého vzorce dostaneme

25in 45° . cos (45° — x3,) >V—g—,
a protoZe sin 45° = %1/5, mame dile
cos (45° — x) > ﬂ/g
neboli B
~ sin(45° +x) > %V3.

Protoze %V3 = sin 60° = sin 120° = sin 420° = sin 480°,
lezi Cislo 45° + x;, bud v intervalu (60°, 120°) nebo v in-
tervalu (420°, 480°); druhy interval zfejmé neprichdzi
v tvahu, protoze plati £ < 17. Proto musi platit

60° < 45° 4 x, < 120°

neboli

19" S =00 5 2
Odtud vzhledem ke vztahu (2) dostaneme
85
24’
neboli £ = 1, £ = 2, £ = 3. Snadno se presvédcime, Ze vrcholy
[21)s [2), [25] daného sedmnéctitthelnika skutecné vyhovuji
uloze; tim je tloha reSena.

17
—< kL
24 &

Resil s. Ehrfried Losert,
11. b tfida jedenactiletky v Opave.

Jiné feseni (viz obr. 15). Oznacme P obraz bodu nula,
dile C= [1,0], C' = [0,1] a S =[|/3, J/3]. Ztejmé je
<X CPS = 45°. €))

Uvazujme kruZnice k, = [P, r; = 1], ky = [S, 7, = 1]. Jejich
stfednd podle Pythagorovy véty je

PS = /3. ©)
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ProtoZe je r; = r, =1, plati pro kruZnice &;, k, vztah
[ry — 15 <PS <1y +1y
a obé kruZnice maji tedy dva rizné spole¢né body A4, B. Dile
je zfejmé, Ze viechny body kruZnice k, lezi uvnitf pravého
uhlu < CPC'.

Obr. 15.

Jestlize existuji vrcholy daného sedmndctitthelnika, které
spliuji pozadavky tlohy, pak lezi nutné uvnitt thlu < APB
a obracené vSechny vrcholy sedmndctitthelnika, které uvnitf
tohoto thlu lezi, zfejmé vyhovuji uloze.

Vsimnéme si &tyrahelnika APBS; jeho strany maji vesmés
velikost 1. Proto je to kosoétverec; je tedy PS | AB. Oznacme
O stfed tohoto kosoltverce; pak je PO = §.PS a podle (2)
je tedy

PO = }]3.
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V pravouhlém trojuhelniku” PBO, kde < O = 90°, je pfe-

pona PB =1, odvésna PO = %V3_ a proto podle zndmé
poucky je

< BPO = 30°. ' 3)
Pri oznaceni uvedeném v obr. 15 je

< CPB = <t CPO — <. BPO,
<X CPA = < CPO + < OP4

neboli vzhledem ke vztahiim (1), (3) je

<X CPB = 15°, <. CPA = 75°. (4)
O argumentech «, vrchold daného sedmnactitthelnika plati
" k - 360°
1T

kde celé Cislo & probiha ¢isla 0, 1, 2, ..., 16. Hleddme ta
oy, pro néz podle (4) plati

15° < o < 75°.

Této podmince vyhovuji Cisla &2 = 1, 2, 3. Prislusné vrcholy
sedmndctitthelnika zfejmé vyhovuji pozadavkiim tulohy. Tedy:
TTi z vrchold daného sedmnactithelnika maji od bodu S vzdé-
lenost mensi nez ¢islo 1.

Resil s. Ale§ Pultr,
10.d tfida 6. jedendctiletky v Praze 6.

4. Budte a, b, ¢ dana realna Cisla, vesmés navzdjem rizna.
Potom rovnice

1 1 1

x—a+x——b+x—c:0- (1)

ma vZdy redlné feSeni. DokaZte. :
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Re$eni. Pfedpoklddejme, Ze jsme nadli fefeni x dané rov-
nice. Potom je nutné Cislo x rdzné od kteréhokoliv z Cisel a, b,¢
neboli plati

Z=(x —a)x — b)(x — ) # 0; 2
jinak by totiZ alespon jeden ze zlomkd na levé strané rovnice (1)
nemél smysl. Za predpokladu, zZe plati (2), zndsobme obé
strany rovnice (1) ¢islem Z; dostaneme rovnici
—bx—0c)+x—c)x—a)+@Ex—a)(x—5) =0, (3)
kterd je pro ta x, pro néZ plati vztah (2), ekvivalentnis rov-
nici (1). Tuto rovnici snadno upravime na tvar

3x2 — 2(a + b + c)x + ab + bc 4 ca = 0. 4)

Tedy kazdé redlné feSeni x rovnice (4) je feSenim rovnice (1),
plati-li 0 ném zdroveni vztah (2). ProtoZe rovnici (4) umime
snadno fesit, musime dokdzat, Ze o jejim feSeni x plati vztah(2);
stai dokézat, Ze rovnice (3) nemd feSeni x — a nebo x =b
nebo x = c. DokaZme na pf., Ze rovnice (3) nemd feSeni
x = a. Dosadme x = a do levé strany rovnice (3). Dostaneme

(@ —b)(a— o). ©)
Podle pfedpokladu jsou a, b, ¢ rliznd Cisla, a proto je Cislo (5)
rizné od nuly, t. j. x = a neni kofenem rovnice (3) a tedy ani
rovnice (4).
Nyni dokdZeme, Ze rovnice (4) md dva redlné razné kofeny
x,=¥a+b+c+ D), x=3%a+b+c— D) (6
kde D = a? + b2 + ¢ — ab — bc — ca.
Dikaz. Tu plati

D = } [(a® — 2ab + b?) + (b — 2bc + ¢?) +
+ (% — 2ca + a%)]
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neboli :
D=1%[(a— b+ (b— P+ (c—afl
Protoze a, b, ¢ jsou navzdjem riznd Cisla, je vidy
(@a—0b62>0,0b—c2>0,(c—a?>0;
proto je D > 0 a oba kofeny (6) jsou redlné razné, coZ jsme
méli dokazat.

ProtoZe z predchoziho jiz vime, Ze pro x = x, nebo x = x,
plati vztah (2), jsou rovnice (4), (1) ekvivalentni; proto Cisla
X = X3, X = X, jsou téZ kofeny rovnice (1). M4 tedy rovnice (1)
dvé redlnd riznd feSeni.

Podle reSeni s. Bretislava Novdka, zdka 10.b tf.
jedendctiletky v Chrudimi,
a s. Ehrfrieda Loserta, Zdka 11.b tf.
jedendctiletky v Opavé..

4. Ulohy I. kola kategorie B.

1. Reste soustavu rovnic

1. '
x+1+m(y—2):1’

" m
x+1+y—1:2%

kde x, ¥ jsou nezndmé a m je dané redlné Cislo.

Provedte diskusi feSitelnosti dané soustavy vzhledem k rtiz-
nym hodnotam Cisla .

Re$eni. Necht dand soustava (1) mé feSeni (x,y). Pak je
nutné

x#—1, (2
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nemél smysl. Potom lze soustavu (1)

. 1
jinak by zlomek pry

uvést na tvar

1
x+l+m(y_2)_l’
N ©)
x+1—|—y—2:2m—1.
Polozme
m:u, y—2:v. : (4)
Po dosazeni ze (4) do (3) dostaneme soustavu
u-+mo =1,
_ ©)
mu + v =2m— 1.

To je soustava linedrnich rovnic pro nezndmé u, v; tato Cisla
jsou pii existujici dvojici (x, y) urCena vztahy (4). Zndsobme
druhou rovnici (5) ¢islem — m a pfi¢téme ji k prvni rovnici
(5); dostaneme
u(l —m?) =1+4m— 2m?
neboli
u(l —m) (1 +m)=1—m) (1 + 2m). (6)

Kdy? existuje feSeni (x  — 1, y) soustavy (1), potom &islo #,
urcené podle (4), vyhovuje rovnici (6). Ptejme se, zda obracené
Cislo u, které vyhovuje vztahu (6), vede pres soustavu (5)
a vztahy (4) k feseni (x,y) soustavy (1). Rozeznidvejme dva

pripady.
Pripad [1]. Necht je (1 — m) (1 +m) == 0, t. j. necht-plati
m#~1, m#= — 1. (7
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Potom z (6) dostaneme

1+ 2m
Rl g ®
Z vysledku (8) a z druhé rovnice (5) dostaneme
1
V= — i“+—’n . (9)

Soustava (5) md zfejmé jediné feSeni (u, v) dané vztahy (8),
(9). Nyni podle vztahti (4) mame k této dvojici (u, v) vypoclitat
(%, ). AvSak z prvniho vztahu (4) lze vypocitat x 4 1 jen
tehdy, kdyz je u # 0; to vzhledem k (8) znamend, Ze musi
byt 1 4 2m # 0 neboli

m#£E —%. (10)
Je-li m = — 4, nema soustava (1) feSeni.

Jestlize pro m plati vztahy (7), (10), potom ze (4) a (8), (9)
vypodéteme
- m 14 2m
T ixom YT 14w’

tato dvojice skute¢né vyhovuje soustavé (1).

Pripad [2]. Necht je (1 — m)(1 + m) = 0. Potom musime
uvazovat dvé mozZnosti:

a) Nechtje 1 +~m =0, t. j.
m=—1.

V tomto pripadé je soustava (1) zfejm¢ spornd, nebot md
platit soucasné

1 1
—— = — _— :1_
o y 1, y
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b) Nechtje 1 —m =0, t.j. m= 1.
Potom se dand soustava (1) redukuje na jedinou rovnici
1
x4+ 1

z niz lze zfejmé ke kazdému x # — 1 vypocitat prislusné y,

+y:3>

Zavér. Soustava (1) md pro m rdzné od Cisel 1, — 1, — §
jediné feSeni. Pro m rovné nékterému z Cisel — 1, — § nemad
feSeni. Pro m = 1 m4 nekoneéné mnoho fe$eni; tu ke kazdému
x # — 1 pfisludi jedno feSeni (x, y).

2. Necht a, b, ¢ jsou vesmeés ruznd kladna Cisla.
a) Jestlize plati _
(@ —b)a—rc) >0, (M
potom je &slo a bud nejv&tiim nebo nejmen$imz isel a, b, c.
Dokazte. Lze tuto vétu obratit?
b) Jestlize plati
(@—b)b—c)>0, )
potom je Cislo a bud nejvétSsim nebo nejmensim z Cisel a, b, c.
Dokazte. Lze tuto vétu obratit ?

c) Jestlize ¢islo a je nejvétsim nebo nejmensim z Cisel a, b, ¢
potom plati ’

b-(c+a)>a-(c—a). (3)

Dokazte. Lze tuto vétu obritit?

Redeni. a) Necht plati vztah (1). Potom plati
buda—56>0,a—c>0aneboa—b6<0,a—c <0,
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neboli je
bud a > b, a > ¢ anebo a < b,a < c.

Je tedy dislo a bud nejvétsim nebo nejmens$im z isel a, b, c.

Obrécené, necht je na pf.

a>b,a>c.

Pak je a — b > 0, a — ¢ > 0, takze plati (1).

Stejné se dokaze: Je-li @ < b, a < ¢, potom plati (1).

Vétu tedy miZeme obratit.

b) Necht plati (2). Potom je
buda—56>0,b—c>0aneboa —b<0,b— ¢ <0,
neboli je l
buda > b, b > caneboa < b, b < c. 4)
Ze vztaht (4) plyne, Ze plati ,
buda > b,a > canebo a <b,a <c. (5)
Je tedy &islo a bud nejvét§im nebo nejmensim z Cisel a, b, c.
Vétu nelze obratit. Klademe-li na pf. a =5, b =3, c =4,
tu Cislo a je sice nejvétsim z Cisel a, b, ¢, avsak (@ — b) (b — ¢) =
=—2
¢) Podle predpokladu je
buda > b,a > caneboa < b,a < ¢
neboli je
buda —b>0,a—c>0aneboa—b <0,a—c<0.(6)
Vztah (3) je ekvivalentni se vztahem
(a—b)(a—c)+2ab>0. @)
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Kdyz plati vztahy (6), potom plati vztah (7) (nebot je 2ab > 0)
a tim i vztah (3). ]

Vétu nelze obrdtit. Na pf. pro kladnd &isla a = 5,
b=17, ¢ =2 plati vztah (3),t.j. 77 > 5 (— 3), ale ¢islo a
neni ani nejvétsim, ani nejmensim z Cisel a, b, c.

3. Bud déna kruznice m = (S, r); oznalme AA’, BB’ dva
jeji navzdjem kolmé priméry. Uvnitf mens$iho oblouku AB
zvolme bod X a oznatme K pruse¢ik pfimek BX, AA'. Déle
ozna¢me & kolmici vedenou bodem K k prfimce A4’ a ¢ tenu
kruznice m v bodé X.

Urcete mnozinu pruseikd Y primek %, 7z, kdyZ bod X pro-
biha vnitfek mensiho oblouku AB kruZnice m.

Redeni. I. Trojuhelnik BB’X ma podle Thaletovy véty
pfi vrcholu X pravy thel (obr. 16). Proto o jeho ostrych tthlech
<~ XBB' = a, <. XB'B = f plati vztah ,

o+ f = 90° . (1)

Podle predpokladu lezi bod X uvnitf mensiho oblouku AB;
je tedy thel <t BSX ostry. Proto existuje rovnoramenny troj-
thelnik SBX se zakladnou BX, pfi ¢emz plati

X SXB = a. @)

Z tohoto trojuhelniku plyne 2o = 180° — <x BSX, t. j.
20 > 90° a tedy

90° > o > 45°. 3)
Ze vztahi (1), (3) dostaneme
< 45°% 2p < 90°. 4)

ProtoZe vzhledem k (3) je <¢ XBS + <C BSA = o + 90° <
< 180°, maji podle Eukleidova postulatu polopfimky BX,
SA spole¢ny bod K. V trojahelniku BKS je <t S = 90°,
<L B = o a podle (1) je

% BKS = p. ©)
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Pifitom vzhledem ke (3), (4) je <xt KBS > <t BKS, a proto
o pfislusnych stranach k témto thléim protéj$im plati SK > SB
neboli SK >r. Lezi tedy bod K na prodlouzeni tsetky SA
za bod A a tedy uvnitf poloroviny BSA a vné dané kruZnice .
Proto je kolmice % sestrojend v bodé K k pfimce SA4 neseénou
kruznice m a lezi celd uvnitf poloroviny BSA. Oznaéme L % K
bod pfimky k, ktery leZi uvnitf poloroviny SAB’ (opainé
k poloroviné¢ SAB).

Obr. 16.

Oznatme T # X bod pfimky iz, ktery lezi v poloroviné
SXA. Tu podle vlastnosti te¢ny z v bodé X kruZnice m je
L TXS =90° a ahly <¢ TXS, < SXB jsou stytné, takie
Ghel

XL TXB=90°+ « (6)

je tupy. Polopiimka X7 leZi tedy v thlu <t SXK a m4 proto

s useCkou SK spolecny bod M; protoze viak M = X je bodem
te¢ny ¢, lezi vné kruZnice m a tedy uvnitf useCky AK.
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Ze vztahu (6) plyne, ze <¢ KXM = 90° — « (Ghly <t KXM,
<t TXB jsou vedlejsi) neboli

X KXM = B. 0

MiuZeme predpoklddat, ze X, M, T je pofadek bodli na
pfimce z. Pak je vak thel <¢ TMK vnéjsim uhlem trojahel-
nika MKX a plati o ném < TMK = <. BKS + ¢ KXM
(podle véty o vnéj§im thlu <¢ TMK trojihelnika MKX);
vzhledem ke vztahtim (5), (7) tedy plati <« TMK = 2f. Odtud
a z druhého vztahu (4) plyne, Ze plati

& TMK < 90°. ®)

Protoze je <t LKA = 90°, je vzhledem k (8) <t LKA -+
+ <¢ TMK < 180°; proto podle Eukleidova postuldtu maji
polopfimky KL, MT neboli pfimky £, z spole¢ny bod Y, ktery
lezi uvnitf poloroviny SAB’'. Trojuhelnik MYK je zfejmé
pravouhly (< K = 90°).

Nyni dokdZeme platnost vztahu

A KXS =~ A XKY (usu). ©)

Diikaz. Oba trojuhelniky maji spole¢nou stranu KX. Déle
podle (5), (7) se shoduji v tthlech <t XKS, <¢ KXY. Protoze
X, M, T je poradek bodl na pfimce 7, jsou uhly <t XKS = f,
<X SKY = 90° sty¢né a plati <t XKY = 90° + f. Ale i uhly
<L KXY = f, <= YXS = 90° jsou sty¢né a plati ¢ KXS =
=90° 4 f. Je tedy <t KXS = < XKY. Tim je vztah (9)
dokazan.

Ze vztahu (9) plyne KY = XS§ neboli

KY =r.
Lezi tedy bod Y na te¢né b’ kruZnice m sestrojené v dotykovém
bodé B'.
Ozna¢me a teénu kruZnice m v bodé A4; dale oznacme Y,
pruse¢ik pfimek a, b'. Polopfimku opa¢nou k poloprimce

7* 99



Y B’ oznatme Y,Q. Protoze primka k& lezi vné kruznice m, .
lezi zfejmé bod Y uvnitf poloprimky Y Q.

II. Obracené, zvolime-li uvnitf polopfimky Y,0 bod Y,
pfislusi k nému na pfimce S4 jediny bod K; takovy, Ze je
Y K, | SA4,pficemz cela pfimka Y, K, lezi vné kruznice m.
Potom uvnitf usecky K, Blezi jediny bod X == B, ktery je bodem
mensiho oblouku 4B kruznice m (pfimka K;B nemuZe zfejmé
byt te¢nou kruznice 7 v jejim bodé B, a proto je jeji secnou).
Sestrojime-li k bodu X; bod Y postupem provedenym v od-
stavci I, zjistime, Ze bod Y je prusetikem pfimek Y,K;, b,
t j. 26 Y=Y,
~ Zavér. Mnozina v8ech prisecikl pnmek %, t, kdyz bod X

probiha vnitfek mensiho oblouku AB, je vnitfek poloprimky
Y,0Q, sestrojené na konci odstavce I.

4. Kvadr md rozméry a, b, ¢. Zobrazte v rovnobéZném pro-
mitani lomenou ¢dru na povrchu kvadru, ktera je nejkratsi
spojnici dvou protéjsich vrchold tohoto kvadru.

Konstrukci provedte na zakladé pfedchoziho vypoctu.

Reseni. Oznatme ABCD, A'B'C'D’ dvé protéjsi stény
kvadru, pfi ¢emZ je AA’' | BB' || CC’' | DD’; déle oznatme
AB =a, AD = b, AA' = .

Predné je )asne, Ze lomend cdra, spojujici dva protéjsi
vrcholy kvadru a lezici ve vice nez dvou sténdch, je vzdy
delsi neZ lomend Cara lezici ve dvou sténich.

Na pf. na obr. 17 pro 4; C plati
AX+ XY+ YZ+ZC> AX + XC,
nebot podle trojihelnikové nerovnosti je

- YZ+ZC> YC,
XY+ YZ+4+ZC> XY + YC > XC.

Ma-li lomena ¢ara, spojujici vrcholy A’, C lezet na pi. ve
sténdch A'B'C'D" a CDD’'C’ (viz obr. 18), musi pfejit po oto-
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Ceni stény CDD’C’ kolem hrany C’'D' do roviny A'B'C’
v tseCku. Velikost této usecky 1e délka prepony pravouhleho
tr01uheln1ka, jehoz odvésny maji délky a, b - c. Velikost této
usecky je tedy

Va2+(b+c)2— Va2+b2+cz+2bc

Daldi dvé lomené Ciry maji velikosti

l/a2 + b2 + ¢ -+ 2ca, Va2 + b2 4 ¢% 4 2ab.

0] [C]

D’ —A—
| - 7N
I - ;
//{'/ / \
A - ~\
Sal L/ 81y c A
| \7:\ \
17N \
)’}/ \\\ \ :
] N D C
! Ip ) X
B -—— C
1/ ',,,»—"" b
e ()
/ 4 j
A 3
A a B - B
Obr. 17. Obr. 18.

Nejkratsi z lomen}'rch ar je ta, pro niz je soulin 2bc,. resp.
2ca, 2ab, nejmensi. Uspofaddme-li rozmery a, b, ¢ podle veli-
kosti

a=b=c,

je nejkratsi lomend Cdra ta, kterd leZi ve dvou sténich se spo-
le¢nou hranou délky c¢. Takové lomené &ary jsou dvé, je-li
b <., Ctyfi, je-li a < b=c, a Sest, je-li a = b = ¢. Jejich
konstrukce se provede stejné jako v pravé uvedeném pii-
kladé (tuto konstrukci jiz neuvadime).
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5. Nech je dané redlne ¢islo m. Uréte vietky reédlne Cisla

x # — m, pre ktoré plati vztah
4x

X+ m

Urobte diskusiu vzhladom na rdzne Cisla m.

=2 (1)

RieSenie. Predpokladajme, Ze sme nasli &islo x, ktoré
spliiuje vztah (1). Potom musi byt x + m # 0 Cize

x 7= — m; (2)

inak by zlomok na lavej strane vztahu (1) nemal zmysel. Rozo-
zndvajme dva pripady.

Pripad [1]. Nechje x +m > 0, t. j. x > — m. (3)
Z platnosti vztahu (1) dostdvame potom postupne tieto ne-
rovnosti:

4x = 2(x +m), 4)
X =m.
O d&sle x vzhladom na tento vzfah a vzhladom na vztah (3)
musi platit
xX=m x> —m. @)
Obritene, kazdé ¢islo x, o ktorom platia vztahy (5), spliiuje
aj vztahy (4), (2). PretoZe je potom x -+ m > 0, dostaneme
delenim vztahu (4) tymto ¢islom, Ze plati aj vztah (1).

Pripad [2]. Nech je x +m < 0, t. j.

x< —m. (6)
Z platnosti vztahu (1) postupne dostaneme:
4x = 2(x +m), 7
x=m.
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O Cdisle x vzhladom na tento vztah a vztah (6) musi platit
x=m, x < —m. (8)

Obratene, kazdé ¢islo x, o ktorom platia vztahy (8), spliuje
aj vztah (7), a pretoZze je x 4+ m < 0, dostaneme delenim
vztahu (7) tymto Cislom, Ze plati aj vztah (1).

Zhrnieme teraz oba vysledky (5), (8).

Zaver. [1] Ak je m =0, vyhovuje kazdé Cislo x %0
vztahu (1).

[2] Ak je m > 0, kazdé &islo x = m spliiuje vztahy (5) a kazdé
islo x < — m spliiuje vztahy (8), t. j. ak je m > 0, kazdé
dislo x, o ktorom plati jeden zo vztahov

x< —m, x =m,
vyhovuje vztahu (1).

[3] Ak je m < 0, kazdé &islo x > — m spliuje vztahy (5)
a kazdé Cislo x = m spliiuje vztahy (8), t. j. ak je m <0,
kazdé &islo x, ktoré spliiuje jeden zo vztahov

x> —m, x=m,
vyhovuje vztahu (1).
Poznamka. Tieto tri vysledky [1], [2], [3] su znazornené

" po rade na obrazkoch 19, 20a, 20b; pritom obraz Cisla x vzdy
padne do tu¢ne vytiahnutej Casti Ciselnej osi.

0
m=0
Obr. 19.
0 2
i ___?_____ m SURSIES R s (AT SV
m>0 m<Q

Obr. 20a. Obr. 20b.

6. Nech je dané realne Cislo a. Urobte rozbor funkcie
y=ux%+ |ax? — 1|
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vzhladom na rdzne hodnoty Cisla a; na zdklade rozboru na-
Crtnite graf funkcie.

Riefenie. I. Ak je a=0,jeax?—1<0, a preto
lax? — 1| = — ax* 4 1; je teda

y=00—ax*+ 1.

Funkcia zrejme nadobuda na]mensm hodnotu y,_;, pre
x = 0, totiz

Ymin = L.
II. Ak je a > 0, rozdelime defini¢ny obor funkcie ¢islami
X = X, X = X, kde
X = — 1 Xy = L
1 é > 42 Vc_l .
Pripad [1]. Pre x = x, je ax® =1 a teda |ax* — 1| =
= ax? — 1; preto je
y={04+ax*—1. (1

S rastiicim x funkcia rastie; najmensiu hodnotu y,;, nadobuda
Zrejme pre x = X,, totiz

Pripad [2]. Pre x; <x <x, plati 0 <ax? <1 a teda
|ax? — 1] = — ax® + 1; preto je

y=0—ax*+1. 2
a) Ak je a = 1, je funkcia v tomto obore konStantnd, totiz

y=1.
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b) Ak je 0 < a < 1, st oba ¢leny na pravej strane vztahu (2)
nezaporné Cisla a najmensiu hodnotu y,;, funkcie dostaneme
zrejme pre x = 0; tu je

Ymin = 1.
¢) Ak je a > 1, prvy Clen na pravej strane vztahu (2) nie

je kladny a najvdcsiu hodnotu y,.. funkcie dostaneme pre
x=0; tu je

Ymaix = 1

14
e

e e i

T ES bhd

Obr. 2la.

Pripad [3]. Ak je x = x;, je — x = x,. PretoZe graf funkcie
je sumerny podla osi y (t. j. nadobuda pre x td istd hodnotu
ako pre — x), je graf funkcie v tejto Casti defini¢ného oboru
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sumerny podla osi ¥ ku grafu funkcie v obore x = x, (pozri
pripad [1]). Avsak podla odst. II, pripad [1], je funkcia v in-
tervale x = x, stpajlica; preto je v intervale x = x; klesa-
juca. Najmen$iu hodnotu nadobuda pre x = — x, CiZe pre
X = x;; tu je

Ymin =

FEREN I

Pozri obr. 21a) az d), v ktorych sa @ po rade rovnd 4, — 1,
0, 1.

7. Nech je dand kruZnica k= (S,r) a jej urCity priemer
AB. Nech je dalej C bod kruZnice k, rézny od bodov A4, B.
Na polpriamke BC uréte bod D tak, aby platilo

BD =2-BC.

a) Usetky AC, SD maju spoloény bod X, ktory lezi vnitri
kazdej z nich; dokazte to.

b) Co vyplni bod X, ked bod C prebieha bodmi kruZnice &
(s vynimkou bodov 4, B)?

RieSenie. a) PretoZe
bod C nelezi na priamke
AB, existuje trojuholnik
ABC, v ktorom je podla
Thaletovej vety <t BCA=
= 90°(obr. 22). Preto ani
body A4, B, D nelezia v tej-
Ze priamke a existuje rov-
noramenny trojuholnik
ABD. Usetky AC, DS
st dve z jeho taznic. Taz-
nice trojuholnika, ako
vieme, sa pretinaja v ta- Obr. 22.

Zisku, ktoré lezi vnutri
kazdej z nich. Preto sa tsecky AC DS pretnt v bode X,
ktory lezi vnutri kazdej z nich. Pritom plati
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AX = 3AC. (1)

b) Ked bod C prebieha cela kruznicu %, vyplni bod X podla

znamej vety o rovnolahlych kruZzniciach kruZnicu /, ktord je

obrazom kruznice & v rovnolahlosti so stredom A a koeficien-

tom rovnolahlosti 2. Bod X z nasej ulohy vyplni teda zmienent

kruZnicu / s vynimkou bodu A4 a bodu B’, ktory lezi vnutri
usecky AB a o ktorom plati

AB' = 34B.

8. Oznatme a = BC, b = CA, ¢ = AB velkosti stran troj-
uholnika ABC; dalej ozna¢me

x=0+c2—a, SLCAB=uo.

a) Ak je o« < 90°% je x > 0. Ak je = 90°, je x = 0. Ak je
o > 90° je x < 0. Dokazte to (pri dokaze pouzite vetu 12 na
str. 263 ucebnice Matematika pre siedmy postupny ro¢nik).

b) Dokdzte, Ze vetu uvedent v tlohe a) mozno obratit.

Rie$enie. a) Ak v trojuholniku ABC uhol o = 90°; plati
o nom Pythagorova veta a? = b2  ¢% alebo b* + ¢* — a? = 0,
t.j.x=0.

Skimajme dalej trojuholnik ABC pre pripad, Ze o 5= 90°.
Zostrojme pomocny trojuholnik A,B,C; tak, Ze plati

X CdyBy = oy = 90°, A,C, = b, ABy=c. (1)

Tento trojuholnik je tymito podmienkami jednozna¢ne uréeny.
(Podla vety sus st vSetky trojuholniky zostrojené z tychto
prvkov zhodné.) Oznaéme este B,C; = a,; podla Pythago-
rovej vety plati

B2+4ct—ai=0. (2)

Rozoznavajme teraz dva pripady.

Pripad [1]. Nech je « < 90°. Potom sa trojuholniky ABC,
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A,B;C; zhodujt vdvoch strandch (pozri (1)), ale o uhloch nimi
zovretych plati

o <oy,

Podla zndmej vety z planimetrie (pozri vetu 12 na str. 263
ucebnice Matematika pre 7. postupny roc¢nik) plati potom
o prislu$nych strandch a, a,

a<a. 3)
Cisla a, a, st kladné a zo vztahu (3) vyplyva platnost vztahu
a* <a?.

Preto je b + ¢ — a* > b% + ¢ — a? a vzhladom na vztah (2)
plati 42 4 ¢* — a®> > 0. Tym sme dokdzali, ze plati x > 0.

Pripad [2]. Nech je o > 90°. Rovnako ako v pripade [1]
dokdzeme: pretoZe plati o > «;, plati podla citovanej vety
potom aj a > a,, Cize a* > a}. Stade a zo vztahu (2) dosta-
neme postupne

Pt+cd—a2<bP+c2—a} PP+ —a2<0,t ] x'<0,

¢o sme mali dokdzat.
Tym sme tlohu a) rozriesili.

b) V tlohe a) sme dokazali tieto vety o trojuholniku ABC:

I. Ak je & < 90°% je x > 0.

II. Ak je o = 90°, je x = 0.

III. Ak je o > 90°, je x < 0.

Kazdu z tychto viet moZno obratit.

Do6kaz. Urobime napr. nepriamy dokaz obratenej vety I
(dalsie vety mozno dokazat podobne): ,,Ak je v troluholmku
ABC ¢&islo x > 0, je o < 90°.¢

O uhle o musi platit prave jeden z troch vztahov:

I o > 90°. 2. o =90° 3. o < 90°
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Ked plati o > 90°, podla vety III je x <0, o je spot
s predpokladom x > 0.

Ked plati & = 90°, podla vety II je x = 0, Co je spor s pred-
pokladom x > 0.

Zostava teda pripad « < 90°, ¢o sme mali dokazat.

Tym je tloha b) rozrieSena.

9. a) Budte a, b, ¢ kladna racionalni &isla, o nichZ plati vztah

a+ VI-) = Vc . (1)

Dokazte, Ze potom ¢isla b, ¢ jsou rovna druhym mocnindm racio-
ndlnich disel.

b) Budte a, b, ¢, d kladnd raciondlni C&isla, pfi ¢em? Cislo b

neni druhou mocninou raciondlniho ¢isla. Jestlize o téchto

Cislech plati vztah }
a -+ Vb =c 4+ V(_i‘, 2
potom plati @ = ¢, b = d. Dokazte.

Redeni. a) Umocnéme obé strany vztahu (1) na druhou;
dostaneme rovnost
a2—|—b+2a~Vl—;:c.
Odtud vzhledem k tomu, Ze je a # 0, vypoctéme Vl—f 5 je

c—a*—b
]/Z_: " 2a ’

Cislo na pravé strané tohoto vztahu je raciondlni a jeho druha
mocnina je zfejmé rovna b, Tedy podle vztahu (1) je také
]/c Cislo racionalni. Tim je tvrzeni ulohy dokazano.

b) Jestlize je a = ¢, je Vb - W po umocnéni obou stran
posledni rovnosti na druhou dostaneme b = d, coZ je v sou-
hlasu s tvrzenim tlohy.

Necht je déle a # ¢ (dokazeme, Ze to neni mozné); pro

uréitost muzeme predpoklddat, Ze je na pf. a > ¢, t. j.
a—c>0.
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Potom vztah (2) lze uvést na tvar

@—o+ Jbo=1Vd,
ktery spliiuje pfedpoklady ulohy a), takze podle vysledku této
ulohy je b druhou mocninou racionalniho ¢isla. To je vSak
spor s predpokladem ulohy. Proto prfipad a # ¢ nemizZe nastat.
Tim je tvrzeni ulohy dokdzéno.

10. Cislo 5% je nepredstavitelné veliké; prozradime vim,
Ze jeho zapis v dekadické soustavé md skoro 400 cifer. Presto
se déd zjistit jednoduchou tvahou skupina cifer, které stoji
v tomto zdpise na péti poslednich mistech. Provedte tuto
uvahu a zjistéte uvedenou skupinu cifer.

‘Re$eni. Sestavme si tabulku skupiny cifer, které stoji na
péti poslednich mistech mocnin &isla 5 pro pfirozend n od
n = 1 pocCinajic; dostaneme opétnym nasobenim Cislem 5 tato
Cisla:

n‘skupina

1|/ 00 005

2/ 00025 | A
3100125
4100 625

5 03 125 )
6 | 1.5 625
7178 125

81 90 625
9153 125 B
10| 65 625

11| 28125

12| 40 6 2,5

13/ 03 125

111



Kdyz budeme pokracovat v nasobeni Cislem 5 dale, objevi
se nam totiz periodi¢nost; budou se ziejmé opakovat skupiny
oznacené v tabulce pismenem B. Pro # = 555 dostaneme tedy
tu skupinu tabulky B, kterd odpovidd tomu z exponenti
5 az 12, k némuz dospéjeme, kdyz od ¢isla 555 budeme po-
stupné odcitat cislo 8.

Kdyz vynechdme c¢ést tabulky oznacenou A, budou mit
jednotlivé skupiny misto Cisla 7 pofadova Cisla » — 4 a tedy
skupina ¢isla 5%%° bude mit poradové Cislo 555 — 4; délime-li
toto Cislo osmi, pak dostaneme zbytek 7, t. j. kdyz budeme
postupovat v nasi tabulce od skupiny ¢isla 51 vidy po osmi,
dospéjeme po urCitém poctu kroki (ten uddvd celistvd Cést

... 555 —4
_ Cisla —

) ke skupiné disla 5%°. Protoze Cisla 511, 5595

maji podle nasi uvahy tytéZ skupiny, ma ¢islo 5% na poslednich
péti mistech svého zdpisu v dekadické soustavé skupinu
28 125, coz jsme méli vySetfit.

vvev

11. a) Ve Gyrsténu A,4,4,4, oznalme T, tézi§té jeho
stény, kterd je protéjsi k vrcholu A, (kde n je nékteré z Cisel
1, 2, 3, 4).

Dokazte: Usetky A, Ty, AyT5, A3Ts, A,T, prochézeji spo-
leénym bodem T (zvanym tézisté Ctyrsténu A, A, A3A,). Pritom
plati

A,T,=4TT, 1)
(kde n = 1, 2, 3, 4). '

b) Bud déna rovina ABC a v ni bod P; déle bud dan bod O,

leZici mimo rovinu ABC. Uvazujme Ctyrstén ABCD, jehoz

vvev

Co vyplni bod T, kdyZ bod D probiha vnitfek poloprimky
PQ? '

Reseni. a) I. Nejprve dokdZeme, Ze na pf. aseCky A,T,
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A,T, maji spoleény bod T (ktery leZi uvnitt kazdé z nich), pfi
¢emz plati
AT=3-TT,, AT =3-TT,. 2
Dikaz (obr. 23). Oznatme S stfed usecky A,A;. Bod T;
lezi uvnitt tsecky 4,S a bod T, uvnitf usecky A;S. Protoze
T, je tézisté trojthelnika A,A4;4, a T, tézisté trojuhelnika
A, 4,4, plati
S4,=3'T,S, SA4,=3'T,S. 3)
Usetky A,T,, A,T, lezi a7 na 4,
krajni body uvnitf trojihelnika
A,4,S. Takové usecky maji
vzdy spole¢ny bod, ktery lezi
uvnitf kazdé z nich; oznaéme
jej T.
Ziejmé plati
A ST, T, ~ A S4,4,,
nebot se oba trojuhelniky sho-
duji v ahlu pfi vrcholu S a déle
plati vztahy (3). Proto je
X ST\ T, = < SA4,4, a tudiz
je T,T, | A4, a déle plati
A,4, =3 -T,T,. “)
Trojahelniky TT,T,, TA,A, se shoduji v thlech pii vrcholu T
(thly vrcholové) a déle je <x TT,T, = < TA,A, (ahly stfi-
davé, pfi ¢emz je T,T, | AuA4,); proto plati
A TT Ty~ N\ TA,A,.
ProtoZe plati vztah (4), plyne z této podobnosti

TA, T4,
T, 1T, - ®)

Tim jsou vztahy (2) dokdzany.
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I1. Vime, Ze uvnitf useCky 4, T; lezi jediny bod T, o némz
plati prvni vztah (2), a proto kdyZ budeme vySetfovat spole¢ny
bod uselek A,T;, A,T, nebo spolecny bod tusecek A,;T;,
A, T, dospéjeme pravé k bodu T, ktery jsme sestrojili v od-
stavci I. Tim je dokézdno, Ze Gsecky ATy, ApTyy A3Ts, AyT,
maji spoleény bod T, ktery lezi uvnitf kazdé z nich. Ze vztahd
(5) a obdobnych dal§ich dostaneme snadno vztahy (1). Tim
jsme provedli feSeni ulohy a).

b) I. Oznatme T’ (srovnej
s obr. 24) tézisté trojuhelnika
ABC a uvnitf polopfimky PQ
zvolme bod D. UvaZujme
Ctyrstén ABCD a oznatme T
jeho tézi§té. Podle ulohy a)
plati, Ze bod T lezi uvnitf Gsec-
ky DT’, pfi Cemz je

TT =% -DT'. 6)

Body P, T' maji v rovin¢ ABC

zcela urditou polohu, bod D

probihd vnitfek polopfimky

PQ. V roviné, kterd obsahuje

Obr. 24. pfimku PQ a bod T (a takové

rovina existuje alespoil jedna),

uvazujme stejnolehlost S o stfedu 7’ a o koeficientu stejno-

lehlosti 1. V této stejnolehlosti vzhledem ke vztahu (6) bod T
pfislusi bodu D.

Bodu P v této stejnolehlosti S prislusi bod O a polopfimce
PQ polopfimka OX, pfi ¢emz bod X lezi uvnitf poloprostoru
ABCQ a déle je OX | PQ.

Bod T proto lezi uvnitf polopfimky OX pro kazdou polohu
bodu D, ktery lezi uvniti polopfimky PQ.

Poznidmka. Jestlize je P = T', potom splyvaji polopfimky
OX, PQ a body O, T, pfi temz plati vztah (6). Jestlize vSak
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je P # T’, potom jsou polopfimky OX, PQ rtzné a rovnéZ
je O # T'; plati vztah (6) a déle je OT' = % - PT".

II. Obracené, kdyz zvolime uvnitf polopfimky OX libo-
volny bod T,, pfislusi mu ve stejnolehlosti S’ o stfedu T’
a o koeficientu 4 stejnolehlosti v roviné polozené primkou PQ
a bodem 7" (takova rovina existuje alespon jcdna) bod D,
ktery zfejmé padne dovnitf polopiimky PQ; odtud plyne, Ze

Z4vér. Body T vyplni vnitfek polopfimky OX, kterd v roviné
obsahujici body P, Q, T" pfislusi polopfimce PQ ve stejnoleh-
losti S, jejimz stfedem je bod T a jejiz koeficient je roven
Cislu .

12. Oznaéme T stfed zdkladny PQ daného rovnoramenného
trojuhelnika OPQ. V poloroviné PQO bud déna kruZnice
k= (S, 1), ktera se dotykad pfimky PQ v bodé T.

Sestrojte uvnitt tseCky OP bod A a uvnitf Gsecky OQ bod
‘B, které maji tyto vlastnosti:

(1) Je AB || PQ.

(2) Pfimka AB protne kruZnici £ ve dvou raznych bodech
M, N.

(3) Plati MN = 3 -AB.

Provedte diskusi resSitel-
nosti tlohy vzhledem k da-
nym dislim a, v, r, kde
a=14%-PQ,v= OT.

Regeni. I. Rozbor.
Predpokladejme, Ze jsme se-
strojili pfimku AB | PQ,
ktera je feSenim ulohy (obr.
25). Oznaceni prusecika M,
N primky AB s kruznici k&
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volme tak, aby body pfimky AB byly v pofddku M, A, B,
N. Podle pozadavkt textu ulohy nutné plati

MN=3-4B. )

Proto vzhledem k soumérnosti kruznice & a trojihelnika OPQ
podle primky OT plati

MA = AB = BN. @)

Oznacme po fadé K, L pruse¢iky pfimek OM, ON s pfim-
kou PQ. Potom jsou body K, P, Q, L po fadé¢ stejnolehlé
s body M, A, B, N podle stfedu O stejnolehlosti. Odtud
vzhledem k platnosti vztahu (2) plyne

KP=PQ = QL. 3)

II. Nyni cely pfedchozi postup obratime a provedeme tuto
konstrukci (obr. 25): Na pfimce PQ, v niz lezi zakladna PQ
daného rovnoramenného trojuhelnika OPQ, sestrojme body
K # Q, L # P tak, Ze plati vztahy (3). Oznalme M spoleény
bod kruznice k£ a usecky OK, a to takovy, Ze lezi uvnitf této
tseCky. Bodem M vedme piimku p | PQ. Oznatme N # M
dalsi spolecny bod pfimky p a kruznice % a déle oznatme 4, B
po fadé body spole¢né pfimce p a pfimkim OP, OQ. Za pred-
pokladu, Ze bod M lezi uvnitf Gse¢ky OK, uvazujme stejno-
lehlost o stfedu O, ve které bodu K prfislusi bod M. V této
stejnolehlosti pfimce PQ pfislusi pfimka p | PQ, bodim P,
0O, L po rad¢ body 4, B, N, které vzhledem k poloze bodu M
uvnitf GseCky OK lezi zfejmé po fadé uvnitf asetek OP,
OT, 0Q, OL.

Ze stejnolehlosti boda K, P, Q, L s body M, A, B, N
a z platnosti vztaht (3) plyne platnost vztahu

MA = AB = BN,
takZe pfimka p je skute¢né feSenim tlohy; tim je poddn téz

dikaz spravnosti reSeni ulohy.
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III. Resitelnost tlohy zavisi na tom, zda existuje uvnitf
useCky OK bod M, ktery je zdroveni bodem kruZnice k. Na
tomto zdkladé provedeme diskusi fesitelnosti. Predev$im je

ST=r, PT =a,
OT =v, KT = 3a. 4)

ProtoZe bod K lezi na te¢né PTQ kruZnice &, lezi vné této
kruZnice.
Rozeznavejme tfi pfipady:

Pripad [1]. Necht je v < 2r. Tu bod O lezi uvniti kruZnice
k a podle zndamé zdkladni véty ma uGsecka OK s kruznici %
pravé jeden spoleny bod M. V tomto pripadé md tloha pravé
jedno reSeni.

Pfipad [2]. Necht je v = 2r. Tu leZi bod O na kruZnici k.
Ale pfimka OK neni kolméd k pfimce OT (jinak by platilo
OK || PQ, coZ odporuje tomu, Ze bod K leZi na pfimce PQ);
proto neni pfimka OK tefnou kruZnice k a je tedy nutné jeji
senou. Pfitom druhy prise¢ik M pfimky OK a kruZnice %
lezi zreime uvnitf useéky OK. V tomto pfipadé md tloha opét
pravé jedno feseni.

Pripad [3]. Necht je » > 2r. V tomto prfipadé vsechny
spole¢né body kruZnice k2 a pfimky OK, pokud existuji,
lezi nutné uvnitf aseCky OK; to plyne z toho, Ze vSechny
body kruZnice & lezi v pfimém pésu obou rovnobéznych tecen
PQ, ¢ této kruznice % a Cast pfimky OK, kterd v tomto pésu
lezi, patfi cela tse¢ce OK.

Oznalme U spoleény bod osy thlu <t OKT a usecky OT;
dédle oznalme X patu kolmice vedené bodem 7 k pfimce
OK (obr. 26). Podle Eukleidovy véty o odvésné z pravouhlého
trojihelnika OKT plyne

KT? OT?

0X = 2= @)

KX =51 OK

117



a podle Eukleidovy véty o vysSce z téhoz trojuhelnika dosta-
neme TX?*= KX O0X.

Dosadme sem z predchozich vztahtd (4') za KX, OX; po
tpraveé dostaneme
KT-O0T

OK °

Odtud pomoci vztaht (4) snadno
vypocitame, Ze

TX =

TX=—2% __ (5
Obr. 26. 1/9a + 2

nebot podle Pythagorovy véty je OK = ]/9a2 + 22. Oznaéme
M, patu kolmice vedené bodem U k pfimce OK; dile ozna¢me
UT = p. Ziejmé plati
UM,=UT =op. (6)
Ze stejnolehlosti Gseéek TX, UM, podle stfedu O stejno-
lehlosti plyne »
UM, OU
TX  OT
neboli vzhledem k (6), (4)

L _v—e
TX v

po snadné upravé dostaneme
oo+ TX)=0 TX,
t. j.
v TX
¢ FTXx
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Po dosazeni ze vztahu (5) a pravé obdrzime
- 3av
3a + l/9a2 + 22

coz je &islo mens$i nez $v, jak se snadno usoudi.

0 O

A nyni dokaZeme:
Pfipad a). Jestlize plati
Ww>r>p ' 8
neboli jestlize bod S lezi uvnitf GseCky OU a zédroveil je
r < }v, potom ma tloha dvé riznd feSeni.

Piipad b). Jestlize plati r = g neboli jestlize je S = U,
m4 tloha pravé jedno feSeni.

Pripad c). Jestlize plati
r<e )

neboli jestlize bod S lezi uvnitf use¢ky UT,nem4 tloha feSeni.

Dukaz. Pfipad a) Kdyz plati vztahy (8), je pfimka OK
seCnou kruznice k, nebot vzdélenost bodu S od pfimky OK
je zfejmé mensi nezZ p a podle (8) tedy mensi nez r. Podle odst.
a) oba razné spole¢né body pfimky OK a kruznice % lezi
uvnitf tseCky OK a kazdy z nich tedy vede k jednomu feSeni.

Pfipad b) je zfejmy.

Pfipadc). ProtoZe bod S md od pfimky OK zfejmé vzda-
lenost vétsi nez UM, neboli g, je vzhledem ke vztahu (9)
vzdalenost bodu S od pfimky OK vétsi nez polomér r kruZnice
k a pfimka OK je nesefnou kruznice k. Proto nema tloha
feseni.

Tim je provedena diskuse vSech pfipadua [1] aZ [3], a protoZe
neni jiné moznosti, je provedena i diskuse celé Glohy.
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13. Pro kazdé redlné Cislo a plati vztah

31 4+ a® +a*) = (1 + a + a7 ¢))
dokazte.
Urcete vSechna redlnd Cisla a, pro kterd nastane rovnost.

Re$eni. I. Necht tvrzeni vyslovené v tloze neni spravné,
t. j. necht pro nékteré redlné Cislo a plati vztah

31 +a+a)<(1+a+a®?. 2

Dokazeme, Ze tento pfedpoklad vede ke sporu.
Ze vztahu (2) postupné plynou tyto vztahy

3+4+3a2+4+3a* <14 a?+ a* + 2a + 2a% + 2a3,
0< 2a—1)—2da—1),
0 < —2a— 1)@ —1),
0 < —2(a— I)(a— 1)(a® + a+ 1),
0 < —2a— 1)*a®+a+1). 3)

Nejprve dokdZeme, Ze pro kazdé redlné a je vyraz a* + a + 1
kladny.
Dikaz. Postupné plati

dtat+l=a+2a-}+@FP+3=@@+3*+3.

Vyraz (a + %)? je pro kazdé redlné Cislo a zfejmé nezdporny;
proto, kdyZ k nému pfi¢teme kladné ¢islo 2, dostaneme kladné
¢islo. Tim je dokédzdno, Ze vyraz a® + a + 1 je kladny pro
kazdé redlné Cislo a.

Nyni jesté dokdzeme, Ze vyraz — 2(a — 1)? je roven nule
pro a = 1 a pro a # 1 je zaporny.

Dukaz. Vyraz (a — 1) je pro a = 1 zfejmé roven nule
a tim je roven nule i vyraz — 2(a — 1)%. Pro a # 1 je vyraz
(a — 1)? kladny, a proto je vyraz — 2(a — 1)? zdporny. Tim
je tvrzeni dokdzéno.
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Soulin kladného vyrazu @? + a 4+ 1 a nekladného vyrazu
— 2(a — 1)? neni kladny (t. j. je bud roven nule nebo zdporny);
proto nemuZe platit vztah (3) a predpoklad (2) vede tedy ke
sporu. Tim je tvrzeni uvedené v tloze dokdzano.

I1. Z pfedchoziho odstavce plyne, Ze vztah (1) je ekvivalentni

se vztahem
0=—2a—12@+a+1). 4)

Pfipad rovnosti ve vztahu (4) miZe nastat jediné pro (a — 1)? =
= 0 neboli pro a = 1, nebot vyraz a* 4 a + 1 je pro kazdé
realné Cislo a kladny.

Tim je feSeni ulohy provedeno. .

14. Oznatme obvyklym zptisobem a, b, ¢ strany trojihelnika
a a, 5, y jeho thly. Plati-li pro uhly vztah f = 3«, plati pro
strany vztah

c? _b+ta,
b—a2 a -

dokazte.

Refeni. Podle predpokladu je S = 3« (obr. 27); proto
plati 6 > a a tedy b — a > 0. Pfitom jsme oznalili AB = c,
BC = a, CA = b. Rozdélme thel <r ABC ve tfi shodné uhly

<X ABD = <t DBE = < EBC = «,
kde D, E jsou body usecky AC; na ni tedy lezi body v poradku
A, D, E, C. Tu plati:

<. BDE = 2« (vn¢j8i uhel v trojuhelniku ADB, v némz je
XL A= < B);

< CEB = 3« (vnéj§i uhel v trojahelniku BDE v némz je
X B=ua, a<xD=20x).

Podle véty uu o podobnosti trojihelnika plati

A ABC ~ A BEC 1
(je totiz <t BAC = <t EBC, <t ABC = < BEC),
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A BDE ~ A\ ABE Q)
(je totiz <t BDE = < ABE, < DBE — < BAE).

Trojthelnik ABD ma pfi strané AB shodné uhly velikosti «;
proto je rovnoramenny a plati

AD = BD. 3)

Trojuhelnik BDC ma pfi strané BD shodné thly velikosti 205
proto je rovnoramenny a plati

DC=BC=a. @)

Pak je
AD = AC — DC a odtud podle (4) dostaneme AD = b — a;
proto vztah (3) lze psét
AD=BD=b—a. (5)
Ze vztahu (1) plyne

GB _CE AB _BE

CA CB’>CA CB
neboli

CE ¢ BE

a_ ni—
b a’ b  a’
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Odtud plyne

a? ac
CE=-Z-)—, BE——b-. (6)
Ze vztahu (2) plyne
BE  AE
BD  AB’
odtud vzhledem ke vztahtim (6), (5) dostaneme
ac AE
prlma="
neboli
ac?

Podle sestrojeni bodd D, E plati
DE = DC — CE,
AE = AD + DE

neboli i

AE = AD + DC — CE.

Do posledniho vztahu dosadme ze vztaha (7), (5), (4), (6);
obdrzime

ac® a?
g CTete— g
neboli
ac b —a?
bb—a) b

Po tpravé (pfedevsim rozloZime 5% — a® a obé strany rov-
nosti zndsobime Cislem b) dostaneme

2 b+ta

; (b—a2  a °’
coz jsme méli dokdzat,
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15. Bud déna pfimka p = 0A4,4,4s, pii cemz plati 04, =
= A4, = A;,4; = a, kde a je dané kladné Cislo. V jedné
z obou polorovin vytatych pfimkou p sestrojime Ctverce
OA,B,B,, A;A,B,B,, A;A;B;B,. Oznaime <L B,0A; = oy,
< ByOA; = oy, <L B30Ag = as.

Dokazte, ze plati
oty + oty + o = 90°.

Redeni (obr. 28). Zfejmé je
“1 = 450 . (1)

Sestrojme k bodiim By, By, B,, B po fadé body C,, C,, C,, Cs
soumérné sdruzené podle dané pfimky p. Dostaneme tak
&verce 0A4,C,C,, A;4,C,Cy, A;A45C5C,, jejichZ strany maji
rovnéZ velikost a.
Plati
A OBy, =~ A B3CyC; (sus) , )
A OByA, == /\ CyB3B, (sus) . 3)

Oznatme (viz obr. 28) <L OC,d, = f, <L ByCoB; =y,
X C3B3Cy = a5, <L OB3By = g,
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Protoze je <¢ 4,0C, = o, (soumérnost vzhledem k pfimce p),
je

f=90°— o. 4)
Ze vztaht (2), (3) plyne
Y= 0%, ©)
‘ Oy = 0ty . (6)
Dile je
oy = oy (stfidavé Ghly) . ™

Secteme-li vztahy (4), (5), dostaneme f -+ p = 90°, takze
trojuhelnik OB;C, ma < C, = 90°; protoze vsak je OC, =
= B3C,, je trojuhelnik rovnoramenny a tudiz

<X OB,C, = 45°.
Z toho plyne (podle obrazku), Ze
ag + oy = 45°, 8)

nebot < ByBsA; = 90°.
Nyni dosadme do vztahu (8) ze vztaht (6), (7) a dostaneme

oy + og = 45°.

Pri¢teme-li k obéma strandm tohoto vztahu obé strany vztahu
(1), dostaneme

oy + o + og = 90°,
coz jsme méli dokazat.

16. Budte dény dvé rizné roviny x | o. V roviné x je dén
kruh K o stfedu S a o poloméru 2m; v roviné g je dan Ctverec
ABCD o strané velikosti 2a. Bud X libovolny bod kruhu K
a Y libovolny bod ¢tverce ABCD (tedy na pf. i bod vnitrku)s
oznaCme Z stfed useCky XY.

Co vyplni vSechny body Z, kdyZ bod X probihd vsechny
body kruhu K a kdyz bod Y probihd vSechny body (tverce
ABCD?
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Re$eni. Pomocné véty. Pfi feSeni tlohy uZijeme né-
kterych zndmych vét. Daji se snadno odvodit pouZitim stejno-
lehlosti v roviné (ostatné viz vétu 37 na str. 92 ulebnice
Geometrie pro 10. post. rocnik).

V1. Budte ddny dvé rovnobézné rizné roviny f, y. Kdyz
bod B probihd rovinu /5 a bod C rovinu v, potom stied D
useCky BC probihd rovinu d, kterd je rovnobéznd s rovinami
B, y a ma od nich stejné vzdalenosti.

V2. Budte ddany dvé rovnobézné roviny f, y, které nejsou
ani vrcholové, ani rovnobézné s nékterou vrcholovou primkou
daného jehlanového prostoru o vrcholu V. Potom obé roviny
protinaji tento jehlanovy prostor v podobnych mnohothelnicich
B, C

Oznaéme po fadé b > 0, ¢ > 0 vzdalenosti bodu V' od rovin
B> y. Budte B; # B, dva libovolné zvolené body v roviné
f a C;, C, po radé spoleéné body roviny y s pfimkami VB,
VB,. Potom plati

BB, b
== 1
C,C, c )

KdyZz bod B; probihd mnohothelnik B, probihd bod C,

mnohotihelnik € a obrdcené; mnchothelniky B, C jsou po-

dobné (pomér podobnosti je %)

V3. Budte dény dvé rovnobéZné roviny f, y a bod V, ktery
nelezi v Zddné z nich. Déle bud dén v roviné § kruh B o stfe-
du Sp. Potom rovina 7 protne kuzelovy prostor o vrcholu V
a fidicim kruhu B v kruhu C, jehoZ stfed S lezi na primce
VSg; pfitom o polomérech 7y, 7o kruht B, C plati

c
TC . TB - ? 5

kde & > 0, ¢ > 0 jsou po radé vzdalenosti bodu V od rovin
Bs V-
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Budte B, # Sp, C; # S¢ po fadé body rovin f, y, které
lezi v pfimce s bodem V. Potom plati soucasn¢ pravé jedna
z téchto dvojic nerovnosti:

a) SgB; <rg, ScC <rg
b) SBBI — TB, Sccl = Tc,
c) SgB, > rg,  ScCy > re.

Refeni dané ulohy. I. Oznaéme o rovinu rovnobéznou
s rovinami x, g, a to takovou, ze md od obou rovin x, ¢ rovné
vzdalenosti (obr. 29).

Podle véty V1 lezi stfedy Z tselek XY, kde bod X probiha
rovinu » a bod Y rovinu p, v roviné o.

Uvazujme jehlanovy prostor o vrcholu v daném bodé S
a fidicim ¢tverci ABCD. Roviny g, o protnou podle véty
V2 jehlanovy prostor ve ctvercich ABCD, A'B'C'D’. Kdyz
bod Y probiha ¢tverec ABCD, probihd podle V2 prisecik Y’
pfimky SY s rovinou o <{tverec A'B'C’D’. Pritom plati
A'B" = % - AB neboli A'B’ = a; to plyne z toho, Ze pomér
vzdalenosti bodu S od rovin o, g je roven .

Uvazujme nyni kuZelovy prostor o vrcholu Y, kde Y je
urity bod ¢tverce ABCD, a fidicim kruhu K. Rovina o
protne tento prostor podle véty V3 v kruhu K’ o poloméru m,
nebot pomér vzdélenosti bodu Y od rovin o, % je roven 3%;
stfted Y’ kruhu K’ je prase¢ik pfimky YS s rovinou ¢. Kdyz
bod X probihd kruh K, vyplni podle véty V3 prisetik X'
pfimky YX s rovinou o kruh K’. Bod X’ patfi do hledané
mnoziny Z bodd Z, o nichz mluvi text tlohy.

Kdyz bod Y nyni probiha vSechny body ctverce ABCD,
prislusi ke kazdé jeho poloze v roviné ¢ prfislusny bod Y’
a urcity kruh K’ se stfedem Y’ a polomérem .

Prislu$né body X' téchto kruha K’ patfi do hledané mnoZiny
Z bodu Z z textu tlohy. Timto zpusobem zfejmé dostdvime
viechny hledané body Z. Mnozinu Z dostaneme tedy tak, Ze
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Obr. 29.

kolem kazdého bodu Y’ &¢tverce A’B’'C’D’ sestrojime kruh K’
o poloméru m; mnozina bodt X’ téchto kruhd je hledand
mnozina Z. Ta se sklada zfejmé z téchto tvara (viz obr. 30):

[1] Ze ¢tverce A'B'C'D’;

[2] ze ¢yt obdélnika A'B'CyD,, B'C’'D,A,, C'D’'A;Bs,
D'A4’'B,C,, které nemaji se ¢tvercem A'B’'C’D’ Zzadny spolecny
vnitfni bod, pfi ¢emz plati B'C; = C'Dy = D'A; = A'B, =
= m;

[3] ze ¢tyr Ctvrtkruhd o poloméru m, které lezi v dhlech
<X D,A'B,, <t C\B'A4,, <t DyC'B;, < A3D'Cy; stfed kazdého

128



z téchto &vrtkruhti splyvd s vrcholem pfislu$ného pravého
thlu.

II. Nyni dokaZeme, Ze obracené kazdy bod Z, mnoZiny Z
je stfedem urcité tGsecky XY, kde X; je bodem kruhu K
a Y, bodem ¢tverce ABCD; naSim ukolem je sestrojit
ke zvolenému bodu Z; mnoziny Z piislusné body X,, Y,.
Pro dikaz tohoto tvrzeni rozezndvejme tyto moZnosti:

Pripad [1]. Necht bod Z, je bodem ctverce A'B'C'D'.
Oznaéme Y, pruse¢ik pfimky SZ; s rovinou p. Podle véty

D, Cy
|
VZo :
/ ; !
/ ! I
1 l ' 1
B4 / s . ] LA Az
7
C; D {C‘I ______ Dz
: |
| :
| i
Ay 8,

Obr. 30.

V2 je bod Y, bodem ctverce ABCD. Za bod X, volme bod S,
t. j. Xy = S. Podle véty V1 je prusetik Z, pfimky X,Y,
(neboli piimky SY,) s rovinou o stfedem usecky X,Y,. Tim
je pro tento pfipad tvrzeni dokdzano.

Pripad [2]. Necht bod Z; je bodem nékterého z obdélnikd
[2], ale nelezi na zadné ze stran ¢tverce A'B’C'D’. Necht pro
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urditost je Z, na pr. bodem obdélnika A'B'C,D,. Vedme
bodem Z, kolm1c1 k primce A'B’ (viz obr. 30) a oznac¢me Y
jeji patu. Ta padne do usecky A'B’, pfi ¢emz podle vIastnostl
obdélnika a podle pfedpokladu o bodu Zy je
ZyYy=m.

Proto bod Z, je bodem kruhu K{ o poloméru m a o stiedu
Y,. Podle véty V2 protne prfimka SY; rovinu ¢ v bodé Y,
ktery je bodem usecky AB.

Uvazujme kuZelovy prostor o vrcholu Y, a o fidicim kruhu
K; podle véty V3 protne rovina ¢ tento kuZelovy prostor

" v kruhu o stfedu Y a poloméru m, t. j. pravé v uvaZovaném

kruhu K{. Patfi ‘tedy pfimka Y,Z, do tohoto kuZelového
prostoru, a proto protne rovinu x v bodé X, ktery je bodem
kruhu K. Podle véty V1 je vSak prisecik Z, primky XY,
s rovinou ¢ stfedem usecky XY, pfi cemz podle pravé pro-
vedené konstrukce je X, bodem kruhu K a Y, bodem ctverce
ABCD. Tim je pro tento prlpad tvrzeni dokazano

Prfipad [3]. Necht Z, je bodem jednoho ctvrtkruhu [3],
na pf. toho Ctvrtkruhu, ktery lezi v pravém thlu < B,A'Dy;
tento Ctvrtkruh je ¢asti kruhu K o stfedu A4’ = Y a polo-
méru m. Provedme pro bod Y touz tvahu jako v pf ipadé
[2] Dospe]eme opét k bodum Y, = A4 a X, z nichZ prvni
je bodem ¢tverce ABCD a druhy bodem kruhu K. Stred
usecky X,Y, podle véty V1 je zfejmé dany bod Z,. T1m je
pro tento pripad tvrzeni dokazano.

III. Zavér. Protoze kazdy bod mnoziny Z je zahrnut
alespon v jednom z diskutovanych pfipadﬁ, je hofejsi tvrzeni
dokdzano a mnozina Z je skute¢né mnozinou vSech bodu Z,
o nichz mluvi text ulohy.
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5. Ulohy II kola kategorie B.

1. Nech a je dané redlne &islo. Urobte rozbor funkcie
y=ax 4 |x — 1] (1)

vzhladom na rézne hodnoty ¢isla a; na zdklade rozboru na-
Crenite graf tejto funkcie.

Riefenie. Akje x| = L jex?  — 1 =0, x> — 1| =« — 1,
teda
y=(a+ Dx2—1.
Akje |x] <1,je 2 — 1 <0, teda [x® — 1| = — x% + 1, teda
y=(a— 12+ 1.

Diskusia. Rozozndvajme tri pripady:

Pripad [1]. Nech je a = — 1. Potom predpis (1) pre
|¥| = 1 znie y = — 1, pre |x| < 1 znie y = — 2x% + 1. Prie-
beh funkcie zachycuje obr. 31.

Pripad [2]. Nech je a = 1. Potom predpis (1) pre [x| =1
znie y = 2x* — 1, pre |x| <1 znie y = 1. Priebeh zachycuje
obr. 32.

Pripad [3]. Nech je |a| # 1. Potom sa graf skladd z troch
parabolickych obltikov ; na pr. pre a = 0 je zndzorneny na obr.
33.

2. Dokazte:

a) Pro kazdé redlné &islo x plati x2 — x + 1 # 0.

b) Pro kazdé redlné ¢islo x plati vztah
202+l
3 x2—x+1

Redeni. a) Plati
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Roxpl=x— 2w hF @R+ =(— P2+,
Prvni scitanec posledniho souctu je ¢islo nezdporné, druhy

je Cislo kladné; jejich soucet je tedy Cislo kladné pro vSechna
redlnd x. Tim je tvrzeni dokdzano.

y
) y
Y
1 hy 101.1]
i\ - /i
i I
H /|
[19 g x A |
f 0 ; HER\ Lx
! : ' 0 '
1 ]
1 H \
| | \
i | \\
———————————— Vd
- v NS
(0-1] 6 Bt
Obr. 31 Obr. 32.
. id
0.1
X
. ] 0 ]
Obr. 33.

b) Predpoklidejme, Ze nékterd z obou rovnosti neplati; do-
kaZeme, Ze to neni mozné. Je tieba se zabyvat dv&ma nerov-

nostmi.

Pripad [1]. Necht plati
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2 x2—1
§>x2——x+l' O

Znéasobme tuto nerovnost kladnym Cislem 3(x% — x - 1);

dostaneme
2(x* — x4+ 1) > 3(x% + 1)
neboli
0>x2+2x+1,
£ 1,
0> (x4 1)2.

Avsak &islo (x + 1)? je nezdporné, t. j. rovné nule nebo vétsi
neZ nula; proto posledni vztah neni mozZny. Pfedpoklad (1)
tedy vede ke sporu.

Pripad [2]. Necht plati

x2+1 i
_—2,
x2—x41 2 @
Znasobme obé strany této nerovnosti kladnym ¢&islem %% — x 4
-+ 1; dostaneme :
x24+1>2x2—x+1)
neboli
0>x2—2x+1,
t j.
0> (x— 1),
To je spor, nebot &islo (x — 1) je nezdporné, tedy vétsi nez
nula mebo rovné nule. Proto predpoklad (2) vede ke sporu.

Zaveér. ProtoZe neplati Zddny ze vztaha (1), (2), plati vztahy
uvedené v textu ulohy, coZ jsme méli dokizat.

3. Bud ddna rovina ¢ a mimo ni bod C; oznatme P patu
kolmice vedené bodem C k roviné p. V roviné ¢ bud dile ddn
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bod A4 rizny od bodu P. UvaZujte obdélnik ABCD, kde B je
bod roviny g; stfed tohoto obdélnika oznacte S.

a) Vysetfte mnozinu bodt B viech takto sestrojenych obdél-
nikit ABCD.

b) Vysetite mnoZinu vrcholt D vsech takto sestrojenych ob-
délnikd ABCD.

Redeni (obr. 34). a) Pfedné si vS§imnéme, Ze stfedy viech
obdélnikti, které vyhovuji tloze, splyvaji se stfedem § tGsecky
AC ajsou tedy totozné. Ozna¢me O stred tsecky AP a k kruz-
nici v roviné g o stfedu O a poloméru 3}AP. DokaZeme:
Mnozinou bodi B je kruZnice % s vyjimkou bodu 4.

bN ____v______A(

St

w

Obr. 34.

Dikaz. Usedka SO je stiedni piickou trojuhelnika ACP,
kde < P = 90°. Proto je SO | CP, a protoze je CP | p, je
téZ SO | ¢. Bod P zfejmé patii do vySetfované mnoZiny,
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nikoli v§ak bod A4 (nebot v obdélniku ABCD je vzdy B # A).
Uvazujme libovolny obdélnik ABCD, ktery vyhovuje tloze,
a to takovy, Ze B # P (a oviem B # A). Potom plati

*AB | BC (sousedni strany obdélnika),

AB | CP (pfimka CP stoji kolmo k roviné p).
Je tedy :
AB | (PBC).

Proto je pfimka AB kolmd ke vSem pfimkidm roviny PBC
a tedy i k pfimce PB, neboli <& PBA = 90°. Lezi tedy podle
Thaletovy véty vSechny vySetfované body B na kruznici &,
coz jsme méli dok4zat.

Obricené, kazdy bod B # A kruZznice & je vrcholem jednoho
obdélnika ABCD, ktery vyhovuje uloze. O bodu P je to zfejmé.
UvaZujme nyni bod B kruZnice % riizny od boda P, A. Pak je
< PBA = 90°. Primka 4B sto11 kolmo k pfimkim PB, PC
(nebot je PC | p), a proto je

AB | (PBC).

Je tedy pfimka AB kolma4 ke vSem pfimkam roviny PBC a tedy
ik primce BC; proto je <t ABC = 90°. Sestrojime-li v rovin¢
ABC k bodu B bod D soumérné sdruzeny podle stredu S
soumérnosti, je¢ ABCD rovnobéznik s pravym thlem pfi
vrcholu B a je to tedy obdélnik.

Tim je tloha a) rozfeSena.

' b) ProtozZe je CD || AB, lezi body D v roviné o | o, vedené
bodem C. Pfitom je S pevny bod (stfed dané usecky AC).
Bod D z daného bodu B dostaneme, kdyZ na prodlouZeni
usecky BS za bod S sestrojime bod D tak, aby platilo SD =
= SB. Oznaéme P’, O v roviné€ APC body soumérné sdruzené
k bodim P, O vzhledem ke stfedu S soumérnosti.

Ziejmé je P'D = PB, O'P'=0O'C = OP, CD = AB, a
proto je
A CP'D =~ )\ APB (sss),
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takZe <X CDP' = 90°. LeZi tedy bod D v roviné ¢ na kruZnici
1= (0, 0'C), tedy na kruZnici shodné s kruZnici k.

Obracené, kazdy bod D # C pravé urfené kruznice / je
vrcholem jednoho obdélnika ABCD, ktery spliiuje podminky
tlohy. O bodu P’ je to samoziejmé (viz obdélnik APCP).
Necht je tedy D # P’, takZe existuje tthel <t CDP’ = 90°.
V roviné ACD sestrojme obdélnik ABCD; jeho stied je zfejmé
bod S. Rovina ACD protne roviny ¢ | ¢ v pfimkich DC | p,
kde p prochédzi bodem A, a proto je p = AB, takZe bod B
lezi v roviné p. Tim jsme sestrojili obdélnik ABCD pfislus-
ny k bodu D.

Hledanou mnozinou boda D je tedy vySe sestrojend kruznice
I, ovSem s vyjimkou bodu C. Tim je tloha b) rozfeSena.

Pozndmka. Ulohu je také mo¥no feit uZitim plochy kulové
x = (S, SA), kterd protne roviny g, o v kruZnicich k=
= (0, 04), | = (0, 0'C).

4. V téZe poloroviné vytaté danou pfimkou p leZi trojihel-
niky ABC, A'B'C’ tak, Ze body A4, B, A’y B’ lezi v pfimce p.
Oznaéme AB = ¢, A'B’ = ¢’'; dale oznalme v, o' velikosti
vySek v téchto trojihelnicich, které po radé piisluseji ke stra-
nim AB, A'B’ danych trojuhelnika.

Sestrojte pfimku ¢ || p takovou, aby protala usecky AC, BC,
A’'C’, B'C’ uvnitf po fadé v bodech M, N, M’', N’ takovych,
ze plati MN = M'N’. Provedte diskusi feSitelnosti tlohy
vzhledem k danym &islam ¢, ¢’, v, ©" za predpokladu, Ze plati
2>,

+ (Dokazte nejprve: Kazdy trojihelnik ABX, leZici v poloroviné
ABC, o strané AB a prislu$né vySce v, vytne na hledané
pfimce ¢ usecku téZze délky.)

Redeni. Pomocnd véta V. Budte ABC, ABX trojahel-
niky, jejichz vy3ky pfislu§né ke strané AB jsou si rovny;
pfimka ¢ | 4B protne tsetky CA, CB, XA, XB po fadé v bo-
dech M, N, M;, N,. Potom je MN = M, N, (viz obr. 35).
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Diikaz. Oznalme v, vzdélenost rovnobéZek XC, g¢; vzdéle-
nost pfimek XC, AB je podle textu tlohy . Plati

A ABC ~ A MNC (shodnost v tthlech), ey}
A ABX ~ A\ M;N,X (shodnost v thlech). 2

Obr. 35.

ProtoZe v podobnych trojahelnicich je pomér pfislusnych
vySek roven poméru podobnosti (coZ lze snadno dokézat), je
podle. (1) a (2)

MN o, MN, v

AB — v’ AB v’
Odtud plyne MN = M;N,.

Reseni talohy. Podle pomocné véty V (viz obr. 36) mi-
Zeme pii konstrukci pfimky ¢ nahradit trojahelnik A4'B'C’
pomocnym trojihelnikem AB,C,, kde B, lezi na polopfimce
AB a C, lezi na polopfimce AC, pfi ¢emzZ je ABy = A'B' = ¢
a vySka trojihelnika AB,C, pfislusnd ke strané AB, je v’
(leZi tedy body C,, C' na rovnobézce k pfimce AB). Hledand
pfimka g, jestlize existuje, protne usetku B,C, v bodé N,
a bude platit MN, = M'N’ = MN neboli MN, = MN; pro-
toze body N, N, lezi v poloroviné ACB (neboli v poloroviné
ACyB,), je N = N,.
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Odtud plyne konstrukce bodd M, N, M’', N':.

Sestrojme trojuhelnik AB,C,, jak bylo pravé popsédno.
Bod C, padne dovnitf usecky AC, nebot je v > v'. Spoletny
bod tsecek BC, B,C, oznatme N (viz obr. 36); bodem N
vedme pfimku ¢ | AB. Oznalme po fadé M, M’, N’ body
spole¢né primce ¢ a Gseckam AC, A'C’, B'C’. Podle pomocné
véty V je

MN = M'N’

a ¢ je hledana primka.

B, B

Obr. 36.

Uloha je za predpokladu » > o' (t. j. kdyZ bod C, lezi
uvnitf Gsecky AC) feSitelna pravé tehdy, kdyz tsecky B,C,,
BC maji spole¢ny bod N, lezici uvnitf kazdé z nich. To zfejmé
nastane prave tehdy, kdyz bod B, lezi na prodlouZeni tsecky
AB za bod B; to znamend, Ze plati ¢’ > ¢. Za tohoto pfed-
pokladu méd tloha jediné feSeni. Jestlize je ¢’ = ¢, nem4 uloha
feSeni.

6. Ulohy I. kola kategorie C.

1. Do nadrzky stale pritékd rovnomérnym proudem voda.
Jestlize se v urcitém okamziku oteviou tfi stejné odtokové
trubice, vyprazdni se nadrz za 18 hodin. Kdybychom v témze
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okamziku otevfeli jen dvé ze tfi odtokovych trubic, vyprazd-
nila by se nddrz za 30 hodin.

Za kolik hodin by se vyprdzdnila nddrz, kdybychom ve zmi-
néném okamziku otevieli pouze )ednu ze tfi odtokovych
trubic?

Reseni. Ozna¢me 1 mnoZstvi vody (t. j. jednotkové mnoz-
stvi), které do nadrZe pfitee za 1 hodinu; dale necht jednou
ze shodnych odtokovych trubic odtee za 1 hodinu ¢ vody
(uddno ve zvolenych jednotkich pro mnozstvi).

V prvanim pfipadé za 1 hodinu ubude 3¢ — 1 vody a za
18 hodin tedy ubude

=18(3¢ — 1).

Ve druhém prlpade za 1 hodinu ubude 2¢ — 1 vody aza

30 hodin tedy ubude

a, = 30(2g — 1).

Ve tfetim pripadé za 1 hodinu ubude ¢ — 1 vody a za
x hodin tedy ubude

a3 =x(qg — 1);

pfitom necht x udava dobu (v hodindch), za kterou se nadrz
v tomto tfetim pfipadé vyprazdni.

V kazdém z téchto pripadu se nddrz vyprazdni, t. j. odtece
vSechna voda, kterd v daném okamziku byla v nddrzi; plati
tedy a; = a, = a;. Odtud dostaneme vztahy

18(3¢ — 1) = 30(2¢ — 1), o)

302¢ — 1) = x(g — D). 2

Ze vztahu (1) plyne ¢ = 2 a odtud a ze vztahu (2) dostaneme
x=90.

Naédrz se ve tretim pripad¢ vyprdzdni za 90 hodin; snadno
se presvéd¢ime, Ze toto Cislo uloze vyhovuje.
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2. Kdyz o dislech a, b, ¢, d # 0 plati
d=a-+b+c
potom plati téZ
A+ +d2=(a—d?+ (b —d?+ (c— d2
Dokazte.
Lze vétu obratit?
Regeni. I. Sprévnost tvrzeni dokaZeme, kdy? dokdzeme, e
vyraz
V=a++c2+d*—[(a—d)?+ (b —d)? +( — d)
je roven nule pro kazdou ¢tvefici takovych d&isel a, b, ¢, d,
o nichz plati
d=a+b+c €))
a+b+c—d=0. )
Vyraz V upravme postupné takto:

Ve=a?+ b+ 2+ d2— [a®+ b+ + 3d% — 2ad — 2bd —
— 2cd] = 2ad + 2bd + 2cd — 242 = 2d(a + b + ¢ — d).

Je tedy

neboli

V=2a+b+c—4d). 3
Podle vztahu (2) je soudin na pravé strané predchozi rovnosti
roven nule, t. j.
V=0,
coz jsme méli dokézat.

(Pozndmka. Tvrzeni je zfejmé nezdvislé na predpokladu
d=#0.)

II. Obricend véta zni: Jestlize pro kazdou Ctvefici &sel
a, b, ¢, d # 0 plati vztah

@+ +Etd=(—df+G—df+(—df (@
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potom plati vztah 7
d=a-+b4c¢.
Dokazeme spravnost této véty.

Stejnym postupem jako v odstavci I dospéjeme k tomu, Ze
vztah (4) lze uvést na tvar (viz vztah (3))

2d(a+b+c—d)=0,

ktery plati podle predpokladu pro kazdou (tvefici Cisel a, b,
¢, d #0.

ProtoZe je d # 0, musi byt

at+b+c—d=0
neboli
d=a-+b+c,

coZ jsme méli dokdzat.

3. Jestlize pfimka rozdéli trojihelnik ABC ve dva rovnora-
menné trojithelniky, mé trojihelnik ABC bud dva uhly o sou-
¢tu 90°, nebo dva whly v poméru 1 : 2, nebo dva thly v po-
méru 1 : 3. Dokazte.

Re$eni. Oznatme v trojthelniku ABC thly < A4 = «,
X B = f, < C=1y. Pfimka p, kterd déli trojahelnik ABC
ve dva trojihelniky, musi prochizet jednim z jeho vrchold,
na pf. vrcholem C (kdyby totiz neprochézela vrcholem, mu-
sila by protinat dvé strany trojuhelnika ABC, ale pak by
jej rozdélovala na trojuhelnik a ¢tyruhelnik). Oznaéme D bod,
lezici mezi body A4, B, v némZ pfimka p protind pfimku AB.
Potom je bud jeden z obou vedlejsich thla < ADC, <t CDB
tupy, nebo jsou oba tyto hly pravé. Necht na pf. plati, Ze
(srovnej s obr. 37)

< BDC = 90°.

Uvazujme kaZdou z obou mozZnosti zv1ast.
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a) Necht je <t BDC = 90°; pak je téz <¢ ADC = 90°. Pak
mé rovnoramenny trojuhelnik DBC nutné zikladnu BC (je-
diné proti zdkladné rovnoramenného trojihelnika miZe leZet
pravy tihel) a trojahelnik DAC ma4 z téhoz divodu zékladnu AC.
Ale rovnoramenny trojuhelnik pravothly ma pfi zdkladné thly
45°. Je tedy f = oo = 45° a y = 90°, takZe plati

wiy=1:2, o+ =090

coz jsme meli dokazat.
b) Necht je
<L BDC > 90°. (1)
Pak md rovnoramenny trojuhelnik DBC nutné zdkladnu BC
(jediné proti zdkladné rovnoramenného trojihelnika muze lezet
tupy uhel). Je tedy

X DCB =8, @)
< BDC = 180° — 28. (3)

Vzhledem ke vztahu (1) odtud plyne
180° — 2p > 90° t. j. p < 45°.

ProtoZe <t BDC je tupy, je vedlej$i thel <t ADC ostry a troj-
thelnik ACD miZe byt rovnoramenny tfemi zpusoby.

Pripad [1]. Necht troj-
thelnik DAC m3 zaklad-
nu AC. Soucet obou shod-
nych whla pri této zd-
kladné je roven thlu
<¢ BDC, ktery je vn¢jsim
thlem trojuhelnika DAC.
Jetedy « = 3 <t BDC a
podle vztahu (3) je o =
= 90° — f. Proto je

o+ f =90°%
coz jsme méli dokdzat.
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Pfipad [2]. Necht trojthelnik DAC mé zakladnu AD;
oba uhly «, <t ADC pii této zdkladné jsou shodné, a protoZe
uhly <t ADC, <t BDC jsou vedlejsi, je podle (3) <t ADC =
= 2f a tedy téZ o = 2[5. Proto je

a:f=2:1,
coz jsme méli dokazat.

Pripad [3]. Necht trojihelnik DAC ma zdkladnu DC; oba
uhly <t ADC, <. DCA pfti této zakladné jsou shodné, a protoze
podle (3) je <t ADC = 2,3 (ahly < ADC, <= BDC jsou ve-
dlejsi), je téz

< DCA = 2. 4)

Ale y = <. DCB + <. DCA; odtud a ze vztahu (2), (4) dosta-
neme, ze y = f# + 2/ neboli y = 3p. Proto je

Briy=1:3,
coz jsme. méli dokdzat.
Protoze jiné moZnosti nejsou, je tvrzeni ulohy dokdzdno.

4. Nechtjeddnakruznice 2 = (S, r) a bod X, jehoZ vzdalenost
od bodu S je x.

a) Nejvétsi mozny soucet vzdélenosti bodu X od kterych-
koli dvou bodt kruznice k£ (rtznych nebo splyvajicich) je
2 (x 4+ r). Dokazte.

b) Jaky utvar vyplni body, jejichZz soulet vzdélenosti od
kterychkoli dvou bodd kruznice %2 neni vét$i neZ polovi¢ni
délka kruznice k.

Redeni. a) I. Jestlize je x = 0, potom je X = S a kazdy
bod kruznice £ ma od bodu X vzdélenost r; pak je soulet
vzdalenosti bodu X od kterychkoli dvou bodd kruznice %
roven 2r neboli 2 (x + r), coz je v souhlase s tim, co jsme
méli dokdzat (obr. 38a).
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II. Necht je nadalex > 0, t.j. X# S. Budiz K libovolny
bod kruznice % a ozname vy vzdalenost bodid X, K. Roze-
znavejme dvé moznosti.

1. Necht bod K nelezi na primce XS, takZe existuje
trojihelnik XSK, ve kterém je XS = x, SK =r, XK = vg;
tu plati (obr. 38b) XK < X§ + SK (soucet dvou stran troj-
thelnika XSK je men$i neZ strana tfeti) neboli

Vg <X 7. (1)

Obr. 38a. Obr. 38b. Obr. 38c.

2. Necht bod K lezi na primce XS. Rozeznivejme
tyto pripady:

“Pfipad [1]. Necht bod X je bodem useCky KS (je X # S
a0 < x = r; obr. 38c). Potom je bud K = X nebo je K # X,
ale vzdy plati vg + XS = KS neboli vx +x=1r a tedy
vg =r — x. ProtoZze je r —x < x +r, je v tomto ptipadé
platny vztah

Vg < x4, 2)

Piipad [2]. Necht bod X je vnitfnim bodem polopifimky
opaéné k polopiimce SK (takze je X, K, S porddek uvazova-
nych bodl; obr. 38d). Potom plati XK = XS + SK neboli
Vg =x+7r. (3)

Pfipad [3]. Necht bod X je vnitfnim bodem polopfimky
opa¢né k polopfimce KS (takZe je X, K, S poradek uvazova-
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nych bodii a tedy x > r; obr. 38¢). Potom plati XK = XS —
— SK nebolivg =x —r. Tuje x —r < x -+ r atedy

Vg <X 41 4)

Obr. 38d. Obr. 38e.

Zavér odst. II. Ze vztaha (1) az (4) plyne, Ze pro kazdou
polohu bodu X i pro kazdou polohu bodu K plati

Vg =Xx+r. %)
Bud L bod kruznice k; pak o vzdélenosti v; bodu X od
bodu L rovnéz plati
e vp=x+r. ' (6)
Seétenim vztaha (5), (6) dostaneme
WK+WL§2(x+r)a

coz jsme méli dokazat. Pfipad rovnosti skute¢né nastane, jak
vyplyva z diskuse prlpadu [2] pro L=K.

Pozndmka. ProtoZe je bud x = 0 nebo x > 0, je uvahanu
z odstavca I, II tvrzeni dlohy dokézéano.

b) Necht bod X vyhovuje predpokladim tlohy b). Pak je
nejvétsi mozny soucet jeho vzdalenosti od kterychkoli dvou
bodi kruZznice % roven 2(x -+ r). Podle pozadavkii ulohy
tedy plati

2(x+r1)=ar,
kde 7zr je polovi¢ni délka kruZznice k. Odtud dostaneme

x < (3w — 1);
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¢islo
e=rr—1) M
je zfejmé kladné. Odtud plyne, Ze kazdy bod X, ktery vyhovuje
tloze, je bodem kruhu o stfedu S a poloméru p.
Necht obracené je X, libovolny bod tohoto kruhu a x,
vzdalenost bodu X, od bodu S. Potom tedy plati

Xo=r@n—1)
neboli

2xg + 1) =qr. )
Ale &islo 2(x, -+ r) podle tlohy a) je nejvétsi moZny soucet
vzdélenosti bodu X, od kterychkoli dvou bodi kruZnice k
a vztah (8) fik4, Ze tento soudet neni vét$i neZ poloviéni délka
kruZnice k; bod X, tedy patfi do hledané mnoziny bodd.

Tim je dokdzdno, Ze hledanou mnoZinou bodd je kruh

o sttedu S a poloméru g, ktery je ddn vztahem (7).

5. Dokazte, Ze kazdd dvé pfirozend Cisla, kterd jsou v desit-
kové soustavé zapsana symboly
(xy2xy2), (wvuvuv) ,
kde x, v, 2, u, v jsou nékteré z cifer 0, 1, 2, 3, ..., 9, jsou
soudélnd.
Reseni. Oznaéme M prvni a N druhé z obou danych &sel.
Lze psit
M = 10%x + 10%y + 1032 + 10%x + 10y + 2 =
= (10% + 1) (10%x + 10y + 2) =
S =7-11-13(10% + 10y + 2);
déle pak
N = 105 4 10% + 103 + 10%0 4 10u + v =
= (10u + ) (10* + 102 + 1) = (10u + 2) - 10101=
=3 -:7-13-37-(10u + v).
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Cisla 7 a 13 jsou tedy délitelé obou danych &sel; jsou tedy
obé dani disla soudélnd, coZ jsme méli dokézat.

6. Jisté zndte, jaky je tah koném na Sachovnici. Rozfesite
tedy snadno tuto tlohu:

Urcete, kolik taht koném lze provést na ¢tvercové Sachovnici,
kterd méd 7% poli (kde » > .1 je pfirozené {islo).

Reeni. Rozeznivejme pfipady:

a) Pfi » = 2 nelze provést zddny tah koném.

213|132

1222 3141413

210(2 314 141|323

212 |2 2.13 132
Obr. 39. Obr. 40.

b) Pfi n = 3 urdime podet tahd koném snadno podle obr. 39
(na kazdé pole $achovnice vepi§eme pocet tahd koném, které
Ize z tohoto pole celkem provést). Dostaneme celkem 2 - 8 =
= 16 tahu.

c) Pfin = 4 dostaneme pocet taht podle obr. 40, to je celkem
12 - 4 = 48 tahi.

d) Pfi » > 4 oddélime ze Sachovnice pfi jejim obvodu dvé
Tady (viz obrézek 41). Zbude tak ¢tverec M o strané n — 4,
ktery md (n — 4)% poli¢ek (v obr. 41 je vySrafovin). Z kazdého
poli¢ka tohoto ¢tverce M lze provést 8 tahu; lze tedy z policek
¢tverce M provést celkem

8 (n — 4)? tahi. )

Nyni uréime pocet tahd, které lze provést z obou fad, jeZ
jsme oddélili pfi obvodu $achovnice.
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" [1] Méme tu pfedevsim 4 &tverce typu ABCD (viz obr. 41);
z nich lze provést celkem

124 = 48 tahi. @)

[2] Kone¢né mame Ctyfi ob-
délniky typu CDGH (viz obr.
41) o zozmérech n — 4, 2.
el F H Z kazdého politka obdélnika
EDGF 1ze provést 4 tahy,
tedy celkem

\

\ 4 - (n — 4) taha. 3)
Z kazdého poli¢ka obdélnika

N

CEFH lze provést 6 tahu, tedy

p—Et—aiC : ze viech jeho politek
o 6-(n— 4). 4)
2|3 Lze tedy ze vSech poli¢ek
A B - obdélnika CDGH podle (3) a
Obr. 41 (4) provést 4(n—4) + 6(n —4)

neboli 10 - (» — 4) tahd.
Ze vSech ¢tyf obdélnikd typu CDGH lze tedy provést
4 - 10(n — 4) neboli

40 - (n — 4) tahd. (5)

Pocet viech tahti koném na achovnici podle (1), (2) a (5)
je roven

8(n — 4 +48 +40(n — 4) =
=8[n — 42 +5m—4) +6]=8n—4+3)(n—4+2)=
=8-(n—1)(n—2).
V3sech taht koném na $achovnici pfin > 4 je tedy
8 (n—1)(n—2). ©6)
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Pro n = 8 (obvykla Sachovnice) je celkem 336 tahti. Snadno
se presvédcime, Ze vyraz (6) je platny téZ pron = 2, n = 3,
n = 4 (viz pfipady a), b), c)).

-

2.\ svisla rada

%i?w‘s/é rada
I

2 vodorovna rada

_ i z
%’/;1 vodorovnd rada ///
/ .

Obr. 42.

Jiné feSeni. (Viz obr. 42.) BudiZ #n = 3. Rozdélme viechny
mozné tahy koném, o nichZ mluvi tloha, do osmi tfid. Snadno
zjistime, Ze urCity tah je tim zafazen pravé do jedné z téchto
tfid. Jsou to tyto tfidy tahu:

a) tah o dvé pole vpred a jedno pole vpravo;

b) tah o dvé pole vpred a jedno pole vlevo;

c) tah o dvé pole vzad a jedno pole vpravo;

d) tah o dvé pole vzad a jedno pole vlevo;

e) tah o jedno pole vpied a o dvé pole vpravo;
f) tah o jedno pole vpfed a o dvé pole vlevo;
g) tah o jedno pole vzad a o dvé pole vpravo;
h) tah o jedno pole vzad a o dvé pole vlevo.

Vysetnme nym, kolik je moznych rtznych taht tfidy a).
Mysleme si, Ze jsme takovy tah provedli. Potom musil kifi stat
puvodné na poh, které patfi do jedné z prvnich n — 2 vodorov-
nych fad a zdrovenl do jedné z prvnich n — 1 svislych Fad.
Takovych poh je celkem (n — 1) (n — 2) a kazdemu z nich
pfisludi pravé jeden tah tfidy a). :
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Tymz tsudkem dospéjeme k tomu, Ze kazdd z uvedenych
osmi tfid obsahuje pravé (n — 1 )(n — 2) riznych tahd. ProtoZe
Z4dnA AvE ¥ v nanheahojé gnnledny nrvek, je celkem moZno -
allont komemn nd cane Sachovaid 8 — 1) (n — 2) rdznych
tahti, coZ jsme méli vySetfit.

Resil s. Vladimir Sabriula,
tf. 9c jedendctileté stfedni Skoly v Prerové.

7. Bud pfimka 4B anani bod Z. Bodem Z sestrojme pfimku
p 1 AB a zvolme na ni bod C # Z. Oznaéme T téZi§té troj-
uhelnika ABC.

Jaky utvar vyplni bod T, kdyZz bod C # Z probiha pfimku p?
Reseni (viz obr. 43). Oznaéme O stied tGsecky 4B. O téziti

T podle zndmé véty plati '
OT = {0C. 1)

Rozeznidvejme dveé moZnosti.

Pripad [1]. Necht je Z = O. Potom pfimky p, OC splyvaji
a body T zfejmé vyplni kolmici vedenou bodem O k pfimce
AB, a to s vyjimkou bodu O.

Pripad [2]. Necht je Z # O (obr. 43). Mysleme si, Ze mame
reSit zndmou ulohu rozdélit Gse¢ku OC na tfi shodné dily.
Provedme to takto: )

M¢éjme useCku OZ rozdélenu na tfi shodné dily a oznaéme
K ten bod tsecky OZ, pro néjz plati

OK = 10Z.

Jestlize bod K zndme, vedeme jim rovnobéZku r k pfimce
ZC; ta protne useCku OC v bodé T, o kterém plati vskutku
vztah (1). Probihd-li tedy bod C # Z pfimku p, lezi prislusny
bod T == K na pfimce 7.
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Obracené, kazdy bod Q # K pfimky rje téZiSt€m trojuhel-
nika ABP, kde P je prusecik pfimek OQ, p. To proto, Ze té-
ZiStém trojuhelnika ABP je pravé bod Q, jak se snadno dokaZe.
Tim je uloha feSena.

8. Bud din deltoid ABCD s osou soumérnosti AC (deltoid
ABCD je vypukly ¢tyrihelnik,
ktery ma pifimku AC za osu
soumérnosti). Oznacte S prise-
¢ik pfimek AC, BD. Bodem S
vedte kolmice k pfimkim AB,
BC, CD, DA a oznalte po
fadé M, N, P, Q jejich paty.

a) Ve ¢tyrahelniku MNPQ
plati MQ|NP. Dokazte.

B b) Oznaéte < BAD = 2«,

‘ < BCD = 2y. Vyjadfete veli-

kosti thla étyrahelnika MNPQ
Obr. 43. pomoci whli o, y.
c) Rozhodnéte, kdy je Etyrahelnik MNPQ lichobéznik a
kdy rovnobéZnik.

Reseni (obr. 44). a) V soumérnosti 0 ose p = AC je bod 4
k sobé soumérné sdruzen; stejné to platii o bodu C. Obrazem
bodu B v této soumérnosti je bod D a obracené. Obrazem primky
AB je pfimka AD a obracené. Proto obraz bodu M leZi na
pfimce AD. ProtoZe je <t SMA = 90° je i obraz tohoto
thlu dhel pravy. Odtud plyne, Ze obrazem bodu M je
bod Q. Stejné se zjisti, Ze body N, P jsou soumérné sdru-
Zeny podle osy p. Proto je

MQ | p, NP | p, BD | p
a pfimky MQ, NP, BD jsou rovnobéZné.
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b) Trojahelniky SBM, SBN maji pfi vrcholech M, N pravé
uhly. KruZnice nad priumérem BS tedy prochédzi také body
M, N. Proto je

<X MBS = <t MNS (obvo-
dové. ahly), <t MBS =R — «
(z trojuhelnika ABS, kde je
X § = 90°). Je tedy

SMNS=R—a. (1)

Ozna¢me X prusecik primek
NP, p. Tu plati

L SNX + <« NSC = 90°

(nebot trojuhelnik NSX ma
< X = 90°). Dile je

<L NCS + <L NSC = 90°

(nebot trojuhelnik SCN mé
<. N = 90°). Porovnanim obou

poslednich rovnosti dostaneme <C SNX = < NCS, kde

X NCS =y; tedy

Koneéné pIati

SNX =1y. @)

< MNP = < MNS + < SNX.

Odtud podle (1), (2) je
' X MNP =90° — o« + y. (3)

O uhlech <t MNP, <t NMQ plati
< MNP -+ <X NMQ = 180° (ahly pfilehlé).
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Proto je podle (3)

<X NMQ = 180° — (90° — « + )
neboli
L NMQ =90° + o — y. 4)

Zé soumeérnosti ¢tyruhelnika MNPQ podle-osy p a ze vztaht
(3), (4) plyne, zZe
X NPQ =90° — o + y, XL POM =90° 4 ot — y .
c¢) Ctyrahelnik MNPQ bude lichob&’nikem, kdyZ platib
< MNP # < NMQ, ©)

a bude obdélnikem, kdyZ oba prilehlé uhly <t MNP, <t NMQ
si budou rovny (kazdy z nich 90°), t. j. kdyz bude platit :

< MNP = <t NMQ . (6)
Pripad (6) nastane, kdyz podle (3), (4) je

90° —a +y =904+ a —y
neboli
2y = 2a,
y=a. Q)

V tomto pfipadé jsou viechny strany deltoidu ABCD sobé
rovny a je to kosoctverec. Obracené, je-li ABCD kosoltverec,
plati (7) a uhly ¢tyrahelnika MNPQ jsou podle (3), (4), (5),
(6) vesmés pravé, takze MNPQ je obdélnik. Jinak je tento
¢tyruhelnik rovnoramenny lichobéznik se zdkladnami NP, MQ.

9. Necht o redlnych cislech a, b, ¢ vesmés raznych od nuly
plati vztah
{1 1\ /1. = 1\/1 1 :
(z+7)(7+?)(7+;)20' (1)
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Urlete vechna prirozend ¢isla #, pro kterd plati vztah
1 1 1 1\/1 1
?+FHF+FM7+7F”- @
Reseni. ProtoZe je a # 0, b # 0, ¢ # 0, maji zlomky ve
vztazich (1), (2) smysl. Na levé strané vztahu (1) vytknéme

———; dostaneme
a2b2c2 >

1 ) .
2222 (a+b)(b+c)(c+a)=0>

v 1 ’
a protoZe je oy # 0, plati

@4+d@G+c)(c+a)=0.

Odtud plyne, Ze alesponi jeden ze tfi Ciniteldl na levé strané
posledni rovnosti musi byt roven nule; plati tedy alesponi jeden
ze vztahl

a+b=0,b+c=0c+a=0
neboli plati alesponi jeden ze vztahi
M a=—b, [Rlb=—c, Blc=—a. .

Necht na pf. plati vztah [3]. Potom pro liché pfirozené
Cislo n je

1 1 1 1 1 1
Tt ET ety w0
t. j. plat ~
[4 a

Proto skutedné plati vztah (2). ProtoZe vSak alespon jeden ze
tfi vztahd [1] aZ [3] vidycky plati, je pfi lichém pfirozeném
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Cisle n vzdycky jeden ze tfi ¢initeld levé strany vztahu (2) roven
nule a tudiz vztah (2) plati.

Naproti tomu pro sudé pfirozené 7 je
1 1 1 1 1 1
‘—l;+'5;>0, b7+c'—n->0, -C—n+F>0

Proto z platnosti vztahu [3] pfi sudém 7 nikterak neplyne
platnost vztahu (2).

Zavér. Z platnosti vztahu (1) za predpokladu, Ze a, b, c
jsou redlnd cisla vesmés riznd od nuly, plyne platnost vztahu
(2) pravé tehdy, jestlize je z liché pfirozené Cislo.

10. Bud N prirozené ¢islo, které ma tyto vlastnosti:

(1) Je druhou mocninou pfirozeného ¢&isla.

(2) Jeho zépis v desitkové soustavé méd na misté jednotek
cifru 6.

Dokazte, Ze na misté desitek v zdpise tohoto Cisla stoji lichd
cifra.

Regeni. Cislo N ma tvar
(10a + bY, W

kde a je nékteré celé nezdporné Cislo a b je nékteré z Eisel
0, 1,2, ...,9. Podle (1) tedy je

N = 100a? 4 20ab +- b2. .

O ciffe na misté desitek v zapisu &isla N bude rozhodovat
soucet s jednotek Cisla 2ab a desitek Cisla 6% (plati, Ze 52 < 100).

Nyni dokdZeme, Ze na misté jednotek v pravé zminéném
soultu s je licha cifra.

Dikaz. Kdyz ¢islo N ma na misté jednotek cifru 6, potom
musi byt &islo b rovno Cislu 4 nebo Cislu 6; pak je totiz 4® = 16,
62 = 36 a na misté jednotek je tedy $estka; jin4 moZnost neni.

Odtud dale plyne, Ze k &islu 2ab musime pricist bud 1 nebo
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3 (pocet desitek Cisel 16 nebo 36). AvSak Cislo 2ab je sudé;
proto kdyZ k nému pri¢teme Cislo 1 nebo 3, dostaneme ¢islo s,
které je liché. Tim je diikaz tvrzeni ulohy proveden.

11. Bud dan obdélnik ABCD o rozmérech AB = a, BC = b.
Na pfimkach 4B, BC, CD, DA zvolte po fadé body X, U,
Y, V tak, aby platilo XY | UV.

Potom plati

Dokazte.

Regeni. I. UvaZujme nejprve pfipad, kdy plati 4 = X = V.
B Ozna¢me A B’ polopfimku opac-
D .~ nou k polopfimce AB. Uva-
: L/ e zujme dvé moZnosti:
N a) Necht je Y = D. Pak je
N ., U = B a tvrzeni dané tlohy
_B {J\ Aa je samoziejmé.
ZARX=V 18 b) Nechtje Y = D (obr. 45).
A Pak jsou dvé mozZnosti:

I
: Pripad[1]. Bod Ylezi uvnitt
| uhlu <¢t DAB.
= Ptfipad [2]. Bod Y lezi
| uvnitf ahlu <t DAB’ vedlejsiho
\\: k thlu < DAB.
Ul\ Ditikaz tvrzeni Glohy prove-
i "\ deme pro pfipad [1]; ptipad [2]
se dokaZe obdobné. DokaZme,
Obr. 45. 7e plati

A AUB ~ A\ AYD. €5)
. Dikaz. Kazdy z obou trojuhelniki pfedevsim existuje;
bod Y totiZ nelezi na piimce AD, nebot je Y s Dj proto je
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téZ U # B. Dile je X ADY = <L ABU = 90°. Oznacime-li
X YAB = «, je & <90° a plati

X DAY =90° — &, <t BAU =90° — «
proto je <t DAY = < BAU. Oba trojtihelniky (1) se tedy sho-

duji ve dvou dhlech, a proto jsou podobné. Tim je dikaz
proveden.

Ze vztahu (1) nyni plyne

AU _ 4B . AU _a
_ AY ~ TAD B v T3
t. .

uv a

coz jsme méli dokizat.

II. Kdyz obé nebo jedna z pfimek UV | XY neprochdzeji
bodem A, sestrojime bodem A pfimky

. u| UV, x| XY 3)
a oznatime po radé X "= A, Y’ pruseciky pfimky x s pfimkami
AB, CD a déale U’, = A pruaseciky pfimky # s pfimkami

BC, DA. Vzhledem k platnosu vztahd (3) se snadno dokéze,
Ze plati

ur=uv,XY=XY,UV | X'Y'. 4)
Ale na tsecky U'V’, X' Y’ 1ze nyni uzit vysledku (2) z odst. I,
takZe o nich plati vztah

uv' _a
XY b’
Dosadime-li sem z prvnich dvou vztaha (4), dostaneme
urv _a
XYy b’
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coz jsme méli dokdzat.
Tim je tloha feSena.

12. Bud déna kruznice k = (S, r) a uvnitf této kruZnice
bod 4 # S.

Sestrojte rovnobéznik ABCD, jehoz vrcholy B, C, D lezi
na kruZnici k2 a jehoZ strana AB = r.

Re¥eni. Pomocné alohy. Pfi feSeni dané tlohy uZijeme
téchto dvou vysledkd (srovnej s obr. 46):

V1. Dvé kruZnice k= (S, 7), &' = (4, r), kde S # 4, se
protinaji ve dvou bodech B # B’ pravé tehdy, jestlize plati
vztah

AS < 2r.

Pfitom je pfimka A4S osou usecky BB’, takZe uselky AB, AB’
lezi v opaénych polorovindch. Déle pfimka BB’ je osou tisecky
AS.

V2. Bud déna kruZnice k& = (S, r), pfimka AB a kladné ¢&islo
m < 2r. Potom v kruZnici % existuji prdvé dvé rtzné tétivy
CD, C,D,, o nichz plati

CD = C,D, = m, CD||AB, C,D,|AB.

Re$eni tlohy V2. Predpoklddejme, Ze jsme nadli fedeni
ulohy V2. Médme tedy na kruZnici 4 takové body C, D, o nichZ
plati CD = m, CD| AB.

Provedme posunuti kruZnice % tak, Ze bod D prejde v bod C;
velikost posunuti je m a smér posunuti je din polopfimkou
DC. Oznaéme D, = C novou polohu bodu D a k; = (S,, )
novou polohu kruZnice k = (S, r); protoZe bod D, lezi na
kruZnici &, je bod D, = C spoleénym bodem kruZnic %, k,.
Podle toho provedeme konstrukeci.

Posufime kruZnici £ do polohy %, = (S, r) tak, ze o bodu
S, plati

8§y =m, SSy|AB.
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Pfitom ze dvou moZnych poloh bodu S, zvolime jednu (zména
polohy znamend jen vyménu oznaceni bodd C, D). Ozna¢me
D, = C jeden ze spole¢nych bodi kruZnic &, k,. Obricenym
(zpétnym) posunutim prejde bod S, v bod S a bod D, = C
v bod D; protoZe pfitom kruznice %, pfejde v kruZnici &,
lezi bod D # C na kruzZnici & a déle na pfimce ¢|AB, vedené
bodem D, = C. Podle konstrukce ziejmé plati CD = m,
CD|4B.

Uloha m4 dvé rfiznd fefeni, nebot podle véty V1 je stfednd
88, = m obou kruznic %, £, mensi nez 2r, a proto tyto kruZnice
maji spolené dva rizné body D, D, 4; tyto body jsou podle
téze véty soumérné sdruZzené podle pfimky SS,. Z toho plyne,
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Ze 1 obé hledané tetlvy CD, C,D, jsou oddeleny ptimkou S,
a tudiZ jsou navzdjem razné.

Reseni dané tlohy. I. Rozbor. Predpoklade)me, Ze
jsme sestrojili rovnobéznik ABCD, ktery spliiuje pozadavky
tlohy. O ném plati

AB = CD, AB|CD.

Lezi tedy bod B jednak na kruZnici £ a jednak na kruZnici

= (4, r). Usetka CD, kterd je podle pozadavkd tlohy
tétivou kruZnice &, mé velikost r a plati CD|AB. Téchto dvou
nutnych podminek uZijeme ke konstrukci hledaného rovno-
béznika.

II. Sestrojme kruZnici &' = (A4, r). Podle V1 se kruZnice
k', k protnou ve dvou riznych bodech B, B’, nebot o stfedné
plati AS < r (bod A lezi uvnitf kruznice £); oba body B, B’
jsou soumérné sdruzené podle pfimky A4S (viz obr. 46).

Kazdy z bodu B, B’ povede k jedné skupiné feSeni. Kon-
strukci provedeme podle V2 jen pro bod B. (Konstrukce
pro bod B’ se provede zcela obdobné; prislusné vysledky vSak
snadno obdrzime, kdyz k vysledkim, sestrojenym pro bod B,
sestrojime atvary soumérné sdruzené podle pfimky A4S, nebot
v této soumérnosti prechézeji body B, B’ jeden v druhy a kruz-
nice k prechdzi v sebe samu.)

Podle konstrukce v tloze V2 sestrojime tétivy CD, resp.
C,D, kruznice k, pro néz CD = AB, CD| 4B, resp. C,D, =
= AB, ClD1||AB Usetky CD ani C,D, nelezi v pfimce 4B;
kdyby totiz pfimka AB vytala na kruznici & tétivu délky r,
pak by kromé bodu B i bod A lezel na kruznici &, po
pfipadé vné kruznice, nebot AB =r. To viak odporuje
predpokladu, Ze A je vnitfni bod kruZnice k. Existuji tedy
étyrahelniky ABCD, ABC;Dy; to jsou vSak nutné podle V2
rovnobéZniky, nebot podle konstrukce o nich plati

DC||AB, DC = AB a D,C,|AB, D,C, — AB.

Oba rovnobézniky ABCD, ABC;D, podle predchozi kon-
strukce zfejmé vyhovuji poZadavkim ulohy a jsou navziajem
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rizné; to plyne z toho, Ze maji spole¢nou stranu 4B, kdeZto
body C, C; jsou podle konstrukce navzdjem rtizné.
III. Nyni dokdZeme, Ze uloha md ¢tyfi feSeni.
Sestrojime-li k obéma rovnobéznikim

ABCD, ABC,D, (1)

utvary soumérné sdruzené podle osy AS soumérnosti, dosta-
neme dal$i rovnobéZniky

AB'C'D’, AB'CiD;. 2
DokaZeme, Ze vSechny C&tyfi rovnobézniky (1), (2) jsou na-
vzdjem ruzné. O dvojici rovnobéznika (1) a tim i o dvojici
(2) jsme to dokazali. Staci, kdyz dokaZeme, Ze jsou rizné rovno-
bézniky

ABCD, AB'C'D' 3)

a rovnobéZniky
ABCD, AB'CD; 4)

(zbyvajici dvojice dostaneme z téchto dvojic uZitim soumér-
nosti podle pfimky AS). Dikaz provedme pro dvojici (3);
dtikaz pro dvojici (4) se provede zcela obdobné.

Predpoklddejme naopak, Ze rovnobézniky (3) splyvaji; do-
kazeme, Ze to neni moZné. Oba rovnobéZniky maji spolecny
vrchol A4; protoze tsetky AB, AB’ jsou podle V1 piimkou A4S
oddéleny, nemohou strany AB, AB’ splynout. Pfipustme, Ze
splyne strana AB prvniho rovnobéZnika se stranou AD’
druhého. DokidZeme, Ze ani to neni mozné.

Necht splyvaji strany AB, AD’; pak musi splyvat i body
B, D'. Ze vztahu B = D’ vyplyv4, Ze musi vzhledem k sou-
mérnosti podle pfimky AS splyvat téZ body D, B’ neboli
musi platit D = B’. Pak v$ak jiz nutné musi byt C = C".
Protoze podle konstrukce je AB = AB’ =r, plyne z pfed-
choziho, ze AD = r; proto je rovnobéznik ABCD kosoctverec
o stran¢ velikosti 7. ProtoZe body B, C, D leZi na kruZnici &
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a protoZe je BC = CD = r, jsou tyto body tfi ze sousednich
vrcholt pravidelného Sestitihelnika vepsaného kruZnici k.
O tomto pravidelném S$estithelniku je vSak zndmo, Ze Ctyr-
thelnik SBCD je kosoctverec o strané velikosti . ProtoZe body
D, B lze vést po rad¢ jen po jedné rovnobéZce ke stranidm
CB, BD, usoudime snadno, Ze oba rovnobézniky ABCD,
SBCD nutn¢ splyvaji, t. j. Ze plati 4 = S. To vsak je proti
predpokladu textu dané tlohy, Ze je 4 # S. Nemohou proto
rovnobéZniky (3) splynout.

Tim je dokédzéno, Ze dand Gloha ma Ctyfi rtuznd reSeni

3), @.

13. Uréte vetky prirodzené &isla p, pre ktoré je &islo
N=p>—25
nezaporné a delitelné 6smimi.
RieSenie. Nech N = p? — 25 ie &islo delitelné 6smimi;

potom pnslusne prirodzené Cislo p je rozdielne od disel 1, 2,
3, 4. Preto je nevyhnutne p > 4. AvSak plati

N=@—=50@+5. (D
Ak je N deliteIné 6smimi, musi byt jedno z Cisel
P35 PH 5. )

parne. Avsak z toho vyplyva, Ze Cislo » je nevyhnutne neparne
Cislo a z toho dalej, Ze obe Cisla (2) st parne (sucet aj rozdiel
dvoch neparnych Cisel je parne Cislo). Je teda Cislo p nepérne,
viliie neZ 4; &isla (2) st obe pdrne a jedno z nich musi byt
delitelné $tyrmi.

Kazdé nepdrne Cislo p > 4 mozZno pisat v tvare

kde % je celé nezdaporné Cislo a ke kazdému celému nezdpornému
Cislu k vztah (3) priraduje nepérne Cislo p > 4. Tu je

p—5=2k p+5=2k+5). @
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Rozozndvajme dve moznosti:

Pripad [1]. Nech ¢&islo & vo vztahu (3) je nepdrne; potom
&slo &k + 5 v druhom vztahu (4) je parne a ¢islo 2(k + 5)
je sudin dvoch parnych Cisel a teda je delitelné styrrru Pretoze
islo p — 5 je parne, je Cislo N delitelné 6smimi.

Pripad [2]. Nech ¢islo £ vo vztahu (3) je parne; potom Cislo
2k v prvom vztahu (4) je¢ delitelné styrmi a pretoze p + 5
je parne Cislo, je ¢islo N delitelné dsmimi.

Z tychto vysledkov vyplyva: Cislo N dané vztahom (1)
je delitelné 6smimi pre kazdé nepéarne p > 4. Pre parne pri-
rodzené Cisla p je N zrejme nepdrne Cislo a teda nie je delitelné
Osmimi.

14. Rieste ststavu rovnic
'Z I ay = a, (1)
ax+2 =1, V),
a
kde x, ¥ st nezndme a a = 0 je dané redlne &islo.

RieSenie. Znisobme rovnicu (2) ¢islom — a? # 0 a pri-
pocitajme k nej rovnicu (1). Dostaneme rovnicu
sde - ~ ;
= — a’% =a — a®
a
alebo

Ziph e .
=)

X
a

a teda
x(1—a*)=a*(l —a). el 5 {8

1% ' 163



Dalej zndsobme rovnicu (1) &slom — a2 # 0 a pripo&itajme
k nej rovnicu (2); dostaneme postupne

y(%—a3)=l—a3,

.l——-a"'

a

:1—“3
a teda
yl—a)=a(l—a). 4)

I. Rie§enie (x, y) danej stistavy musi spliiovat kazdu z rovnic
(3), (4). Kazda z tychto rovnic md jediné rieSenie, ‘ak je 1 —
—at#0,t.j. ak je

I—-a(1+ad+a)+#0.
Stade Iahko vyplyva, Ze vedla a # 0 musi platit

a#l,a#—1.
Potom dvojica
a® (1 — a) _a(l —a¥)
- 1—at ? B 1 = at
alebo
a* a(l + a + a?)

Tttt T rad+

je rieSenim danej stistavy, ako sa lahko presved¢ime dosadenim
do rovnic (1), (2).

II. Ak je a=1, s zrejme obe dané rovnice totoZné a
rieSenie je
x, y=1+x,

kde x je IubovoIné dislo.
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III. Ak je a = — 1, dand ststava znie

x+y=1,
x+y=-—1

a je zrejme spornd; rieSenie neexistuje.

Pozndmka. Na obrdzku 47 s vyznacené vynimoéné pri-
pady na osi Cisel pre Cislo a. Krizok znaci, Ze rieSenie alebo
sistava neexistuje, krizik, Ze stGistava md nekonetne mnoho
rieSeni. Pre ostatné ¢isla ¢ m4 stistava jediné rieSenie.

-1 0 1
Obr. 47.

15. Nech st dané dva roézne body A, B. Urobme po rade
kruzidlom tieto konstrukcie:
. (1) Zostrojme priese¢niky kruZnic (B, BA), (4, AB) a jeden

z nich oznaéme C. Dalej zostrojme prieseénik D = A kruZnic
(B, BA), (C, CA) a konetne priese¢nik E # C kruznic (B,
BA), (D, DC). -

(2) Zostrojme prieseéniky U, V kruznic (4, AB), (E, EA).

(3) Zostrojme priesenik X A kruznic (U, UA), (V, VA).

Dokazte:

a) Body A4, B, E lezia v priamke.

b) Plati A EAU ~ A UAX.

c) Plati AX = BX.

Poznidmka. V texte ulohy pouzivame oznalenie (S, SQ)
pre kruZnicu so stredom S a s polomerom SQ.

Riefenie (obr. 48). Oznatme r — AB. Body C, D, E iste
existuji (konStrukcia pravidelného $estuholnika). KruZnice
(4, AB = r), (E, EA = 2r) maju strednt AE = 2r; tito spliiuje
trojuholnikovu nerovnost

EA — AB< AE< EA + 4B,
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lebo je EA — AB = r, EA + AB = 3r a nerovnost
r<2r <3r

skuto¢ne plati. Z toho vyplyva, Ze obe kruznice (4, AB),
(E, EA) sa pretinaji v dvoch roznych bodoch U, V, pricom
priamka ABE je osou usecky UV.

Obr. 48.

Body U, A4, V, ktoré lezia na kruznici (E, EA = 2r), st
podla predoslého tri rézne body, a preto kruznice (U, UA),
(V, VA) existuji a maji zhodné polomery UA = VA =r.
Pretoze priamka UV neprechddza bodom A4, je UV < 2r, lebo
body U, V lezia na kruznici (4, AB = r). Je tedy stredna
UV zhodnych kruZnic (U, UA), (V, VA) menSia neZ stcet
2r ich polomerov, a preto sa tieto kruZnice pretni v bode
X # A, ktory lezi na priamke ABE, ako vyplyva zo stimernosti
oboch tychto kruznic podla tejto priamky. Body A4, X st su-
merne zdruZzené podla priamky UV; pretoZe kruznica (E,
EA) prechiadza bodom A, oddeluje priamka UV body 4, B.
Z oboch tychto vysledkov vyplyva, 7e bod X lezi vnutri pol-
priamky AB.
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Teraz o trojuholnikoch EAU, UAX plati

EA = EU = 2r,

UA=UX=r,

t.j. st rovnoramenné; pritom ma)u pri zakladnach AU
AX spoloény uhol <t UAE a teda sa zhoduju vo vsetkych

uhloch.
Preto je

A EAU ~ N UAX .

) PRSP . . EA -~
Pretoze pomer velkosti prislu$nych strdn je —— = 2, plati

o prislusnych stranach

AU =2 - 4X;

pretoze AU = AB, plati teda

AB =2-4X,

UA

takZze bod X je stredom usecky AB, ¢o sme mali dokazat.

16. Trojuholnik ABC ma
obsah 24 cm?. Ozna¢me X stred
strany AB a Y taky bod stra-
ny BC, ze platiBY = 2 - CY;
dalej oznacme Z spolo¢ny bod
usetick CX, AY. Vypocitajte
obsah Stvoruholnika XBYZ.

RieSenie (pozri obr. 49a).
Zostrojime stred T strany BC
a na prediZeni tsetky XT za
bod T uréime bod U'tak, aby pla-
tilo TU = TX. Podlavlastnosti
strednej priecky troluholmka

Obr. 49a.

ABC je XU = CA a AXUC je rovnobeznik. Jeho uhloprlecka
AU obsahuje jednu z taznic trojuholnika XUC. Druhd taZnica
tohto trojuholnika je useCka CT. TaZisko trojuholnika XUC
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je bod Y’ usecky CT, pre ktory plati CY’' = $CT = 4 (3BC) =
= }BC = CY. Je teda Y' = Y a priamky AY, AU splynu.
Bod Z je preto priese¢nikom uhloprie¢ok rovnobeznika AXUC,
t. j. plati

CZ=XZ. ' €))
Okrem toho je bod Y taZiskom trojuholnika XUC; preto je
YZ = }ZU = }AZ, alebo

AZ=3-YZ. )

Ak oznadime teraz p obsah trojuholnika ABC, plati pre obsahy
obrazcov
AXC=}p, AYC=1p,
a dalej
AXZ =3 -AXC=1p.

Preto obsah P $tvoruholnika XBYZ je
P=p—1{p—1p= {5 =10 (cm?).

Obr. 49b.

Inak$ie rieSenie (obr. 49b). Oznatme O(MNP) obsah
trojuholnika MNP. V nasej tilohe platia yztahy (v cm?)

O(4BC) = 24,
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0(4XC) = O(BXC)= 12 (lebo je AX = BX), 1)

O(4BY) = 3-0(ABC) = 16 (lebo je BY = 3-BC), @)
O(ACY) = }-0O(ABC) = 8 (Iebo je CY = }-BC), 3)
O(AXY) = }-O(ABY) = 8 (lebo je AX = BX), @)

O(BXY) = %0(BXC) = 8 (lebo plati (1)a BY = $-BC), (5)
O(CXY) = }O(BXC) = 4 (lebo plati (1) a CY = }-BC). (6)
Oznatme ¢|AY, x|AY rozne rovnobeiky vedené bodmi
C, X. Kedze trojuholniky ACY, AXY majt spoloénd stranu
AY a rovnaké obsahy (vid (3), (4)), musia byt aj ich vysky
prislu$né ku strane AY rovnaké. Preto su vzdialenosti rovno-
beZiek AY,ca AY, x tieZ rovnaké. Podla zndmej vety je preto
bod Z stredom usecky XC, t. j. plati CZ = XZ. Odtial plynie
O(CZY) = O(XZY) = $+0(CXY) = 2 (podla (6)). - (7)
Obsah o §tvoruholnika XBYZ je stuctom obsahov O(XZY),
O(BXY) (pozti (7), (5)); t. j.
0=2-+8.

Odpoved. Obsah $tvoruholnika XBYZ je 10 cm?

Riesil s. Jozef Bardos,
tr. 9a jedendstronej strednej Skoly v Sabinove.

7. Ulohy II. kola kategorie C.

1. Rie$te rovnicu
X x 2x

+

X —m x+m=x+l

)
S neznamou Xx.

Urobte ‘diskusiu rieSitelnosti danej rovnice vzhladom na
dané redlne Cislo m.
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RieSenie. Ak je x rieSenim rovaice (1), musi byt
XFEm xF —m xF£ — 13 (2)
inak by zlomky v rovnici (1) nemali zmysel. Znidsobme obe

strany v (1) vyrazom (x — m) (x + m) (x + 1) % 0. Dosta-
neme po rade rovnice

xx+mx+1D)+x@x—m@x+1) —2x(x—m)(x +m) =

x[x*+mx +x+m+x2—mx +x —m— 2x2 + 2m?] = 0,
x[2x + 2m*) =0,
2x[x +m?] =0.

Musi byt teda bud x = 0, bud x + m? = 0. Pytajme sa,
¢i dislo x, ktoré vyhovuje jednej z tychto podmienok, je riese-
nim rovnice (1); mame dva pripady.

Pripad [1]. Ked je x = 0, vzhladom k vztahom (2) musi
byt m # 0. Ak je m # 0, je x = 0 skutoCne rieSenim rovnice
(1), ako sa lahko presved¢ime dosadenim do rovnice (1).

Pripad [2]. Ked je x + m®> =0, Cize x = — m?, musi
vzhladom na (2) platit:

a) Jednak — m? 4 m alebo m(m + 1) # 0, t. j. o &isle m
musi platit m % 0, m # — 1.

b) Jednak — m?* £ — m, &iZze m(m — 1) £ 0, t. j. o Cisle m
musi platit m = 0, m # 1. _

c) Jednak —m? £ — 1, &ize (m— 1)(m+1)#0, t. j.
musi platit m % 1, m #% — 1.

Cislo x = — m? je rieSenim rovnice (1), ked je zaroven
m+# 0, m % 1, m #+ — 1. Potom je totiz [ava strana rovnice
O

L ot gl

s dmED T —hm=D
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RAPY..
=——m(m+1)(m—~

2m? 2 m? .
:m(m—|—1)(m—l): m+1Dm—1"

prava strana je

1)-(m—1+m+1):

—2m 2m?
—m*+1  (m+Dm—1) "
Vyrazy L, P maju za predpokladu m(m + 1) (m — 1) 5% 0

vyznam a je L = P, takZe x = — m? je rieSenim rovnice.
Zaver. 1. Ak je m = 0, mé rovnica (1) tvar
2x 2x
x  x+1
a nemd zrejme vobec ziadne rieSenie.
2. Ak je m = — 1, ma rovnica (1) tvar
x x 2x
+ =

x4+ 1 x—1 x+1

a ma vzhladom na (2) jediné rieSenie x = 0 (pozri pripad [1]).
3. Ak m = 1, potom rovnica (1) mé tvar
x x 2x

x—1+x+1:x+1

a ma teda tieZ jediné rieSenie x = 0 (pozri pripad [1]).
4. Ak Cislo m spliiuje podmienky m = 0, m = — 1, m # 1,
m4d rovnica (1) dve rozne rieSenia

x=0, x = — m?.

2. Dokazte, ze kazdu celistva Ciastku kortn vicsiu nez 7 Kés
mozno vyplatit pomocou trojkorunovych a pitkorunovych $ta-
toviek.
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Udajte najmens$i pocet trojkorunovych a pitkorunovych
Statoviek, ktorym moZno vyplatit ¢iastku 364 Kds.

Riefenie. Ciastky od 8 K& do 17 K& mo¥no vyplatit
napr. takto:

8=5-1+3-1, )
9=3-3,

10=5-2,

11=5-1+3-2,

12=3-4, (2)
13=5-2+3-1,
14=5-1+3-3,

15=5-3,

16=5-21+3-2,
17=5-1+3-4.

~ Ciastku x K& vidsiu ne? 17 K& rozlozime na stlet x —
= 2z + d, kde Cislo 2z je prave jediné z Cisel (2); pritom polty

jednotiek v Cislach x, z sa navzdjom rovnaji a Cislo 5T je

celistvy podet desiatok &isla x. Ciastku z K& vyplatime potom
podla jedneho zo vztahov (2) a Ciastku d vyplatime v pit-

korundckach (ich pocet je 2 %) Tym je prva Cast ulohy
rozrieSend.

Ciastku 364 K& rozloZime na stdet

364 =14+350=(5-1+4+3:3)4+5:35-2=5-71 +
+3-3. '
Podet pitkorunovych §tatoviek uZ zrejme nemozno zvysit (na
tkor trojkorunovych), takZe najmensi pocet $tatoviek potreb-
nych k vyplate je

71 kusov pitkorunalok a 3 kusy trojkorundcok.
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3. Bud déna tsecka S; S, a uvnitf této tisecky bod P. Oznaéme
8§,P = vy, S,P = v,; necht o Lislech v, v, plati v; = v,. Opis-
me kruzmce ky = (S}, 1), kg = (S, 75) 0 danych polomérech
71, I3 ddle oznacme p | §;S, primku, kterd prochazi bodem P.

Sestrojte ¢tverec ABCD tak, aby bod A lezel na kruZnici %,
bod C na kruZnici k, a aby body B, D leZely na pfimce 2

Jestlize kruznice %, k, nemaji spolecny bod na piimce p
a jestlize plati

e AR

Plicie m |
[, — 1yl =0y — 0, <1y 41y, )]
potom m4d tloha feSeni; dokaZte.
(Uzijte soumérnosti vzhledem k pfimce p.)
Reseni (srovnej s obr. 50). Necht existuje ¢tverec ABCD,
ktery vyhovuje poZadavkim tlohy.

S

Obr. 50.

‘Oznaéme k = (S, r,) kruZnici, kterd je soumérné sdruzend
s kruZnici %, podle pfimky p. ProtoZe je S;S, | p, lezi bod S
uvnitf polopfimky PS,, pfi ¢emz je

PS, < PS;
proto vzdalenost s bodd S, S je
s=19, — y. 2
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Body A4, C jsou soumérné sdruzené podle osy p; bod C lezi
jednak na kruZnici k, (podle poZadavku tlohy), jednak na
kruznici £ (to plyne ze soumérnosti bodi A4, C podle osy p).
Je tedy bod C spole¢nym bodem kruznic %,, k. Na zakladé
toho provedeme konstrukci.

Sestrojime ke kruznmici k, kruznici k = (S, r,) soumérné
sdruzenou podle pfimky p. Jeden ze spolecnych bodt kruznic
ky, k oznatme C. Bod soumérné sdruzeny k bodu C podle
primky p oznacme A4; bod A lezi na kruznici ;. Oznacme O
stfed tsecky AC; ten lezi jisté na pfimce p. Na kazdou z obou
opatnych poloprimek, ve které bod O rozdéluje pfimku p,
nanesme tsecku } -AC; dostaneme body B == D. Ctyrtahelnik
ABCD je hledany ctverec.

Spravnost provedené konstrukce je zfejma. Provedeme
diskusi. PfedevS$im je z konstrukce zfejmé, Ze musi byt
A == C. V uvahu tedy pfichazeji jen ty body spole¢né kruzni-
cim % a Ry, které nelezi na primce p.

KruZnice &, k, maji spolecny bod:

a) kdyz se protinaji nebo

b) kdyz se dotykaji nebo

¢) kdyz splyvaji.

Pfipad a) nastane, kdyz plati o vzdélenosti s = v; — v, stfedu
S, S, vztah
[ry — 7ol <oy —0y <1y 1307

Pripad b) nastane, kdyz plati

bud
V) — Vg =1) + Ty
anebo
|ry— 1| = v — 9.

Pfipad c) nastane, kdyZ je v; = vy, a 1} = 7,

Kdyz plati (1), pak nastdva vzdy jeden z pfipadu a), b), c).

Z4vér. V pripadech a), b) feSeni tlohy existuje, kdyZ spolecné
body kruZnic &y, k, nelezi na primce p. V piipadé c) je nekoneéné

174



mnoho feleni; kazdy bod kruZmice k2, mize byt hledanym
bodem C, pokud vsak nelezi na pfimce p.

4. Bud dén trojahelnik ABC a kruznice k = (S, r) tomuto
trojuhelniku opsand. Osa thlu <C BCA protne kruZnici %
jesté v druhém pruseciku D # C.

Dokazte, Ze trojuhelnik
ABD je rovnoramenny a Ze
pfimka SD je jeho osou sou-
mernosti.

Reseni (obr. 51). Vime,
Ze polovina thlu trojthel-
nika je uhel ostry.. Proto
o obou shodnych thlech
<< ACD, <. DCB plati

< ACD = <t DCB < 90°.

Tyto ahly jsou obvodové
a k nim pfislusné stredové
thly jsou rovny jejich dvoj-
ndsobktm, takze jsou duté;
jsou to tedy thly <2 ASD,
< DSB. Tyto uhly jsou tudiz shodné a styéné (maji spo-
le¢né rameno SD a ramena SA, SB jsou rizné polo-
pfimky, nebot jinak by bylo A =: B). Proto v soumérnosti
o ose SD jsou polopfimky SA, SB soumérné sdruZené, a
protoze je SA = SB = r, jsou i body A4, B soumérné sdruzené
podle osy SD. Je tedy primka SD osou tseCky AB. ProtoZe
vsak bod D je rizny od bodlt 4, B a lezi na kruzZnici %, nemuZe
jiz padnout na pfimku AB; proto existuje trojithelnik DAB,
pii ¢emz pfimka DS je osou useCky AB, t. j. DA = DB. Je
tedy trojuhelnik DAB rovnoramenny a pfimka DS je jeho osou
soumeérnosti, coz jsme méli dokazat.
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8. Ulohy I kola kategorie D.

1. Pit chlapcov pracovalo $est dni na chmelovej brigade.
Za vykonant pracu im mala byt vyplatend odmena umernd
vykonanej praci, ale s tou vyhradou, Ze z tejto odmeny im
zrazia na stravovanie Ciastku 6 K¢s denne za kazdého chlapca.
Pritom priemerny denny vykon prvého chlapca bol 6, druhého
11, tretiecho 12, $tvrtého 15 a piateho 16 vertelov nacesaného
chmelu. Za vykonanu pracu dostali chlapci po zjednanej zrazke
odmenu v rydzej Ciastke celkom 180 Kds. Vypocitajte, ako sa
chlapci spravodlivo rozdelia o tato Ciastku.

RieSenie. Za stravovanie zaplatili chlapci 180 K¢, lebo
6-6-5=180. Celkovda odmena, ktort chlapci dostali, sa
rovna suctu rydzej Ciastky 180 KCs a Ciastky 180 Kcs, ktora
museli zaplatit za stravovanie, t. j. 360 Kds.

Tato Ciastku rozdelime v pomere

6:11:12:15:16,
¢o je 60 dielov. Jeden diel je

360: 60 = 6 (Kcs).
To je Ciastka, ktortt by chlapec dostal za tyzden, keby denne
nacesal jeden vertel.

Pri bezplatnom stravovani by chlapci dostali po rade

6-6,6-11,6-12, 615, 616,
t. j.
36, 66, 72, 90, 96 (K&s).

PretoZe stravovanie za 6 dni (po 6 K¢s denne) kazdého chlapca
stdlo 6 - 6 neboli 36 K¢, musime od kazdej prave vypocitanej
Ciastky odcitat 36 Kds. Preto chlapci dostand po rade tieto
Ciastky :

36 — 36, 66 — 36, 72 — 36, 90 — 36, 96 — 36
alebo .
0, 30, 36, 54, 60 (Kcs).

(Kontrola: Stcet tychto rydzych Ciastok je skutocne 180 Kds.)

176



2. Siedmi spoluZiaci si na zaCiatku prizdnin vzajomne
slabili, Ze kazdy napiSe trom dal$im z nich zprdvu o svojom
prazdninovom pobyte.

Je to moZné zariadit tak, aby kazdy z nich dostal prave tri
listy od tych troch spoluziakov, ktorym sdm napisal ?

RieSenie. Keby to bolo moZné, pisal by ziak A Ziakovi B
a ziak B Ziakovi A, ¢o znamend, Zze by vSetci ziaci napisali
dohromady pérny pocet listov.

V skutoCnosti pisal kazdy ziak tri listy, takze vSetkych 7
ziakov odoslalo 3 - 7 listov; to je vSak nepdrne Cislo. Preto nie
je mozné zariadit rozoslanie listov tak, aby kazdy Ziak dostal
prave tri listy od tych troch spoluZiakov, ktorym sdm pisal.

3. Budte ddny dvé tsecky o velikostech p, g. Narysujte
rovnostranny trojuhelnik ABC o strané velikosti p a oznacte O
stfed kruZnice jemu opsané. Na prodlouzeni use¢ky AB za
bod B urlete bod X tak, aby platilo BX = ¢. Na prodlouzeni
tsecky BC za bod C urlete bod Y tak, aby platilo CY ='q.
Na prodlouZeni tsecky CA za bod A urete bod Z tak, aby
platilo AZ = q.

a) Pak je trojuhelnik XYZ rovnostranny; dokazte.

b) Pak plati OX = OY = OZ a kruzZnice k= (0, 0X)
prochdzi vSemi tfemi vrcholy trojuhelnika X YZ. Dokazte.

Redeni (obr. 52). a) O trojahelniku XYZ mame dokazat,
Ze plati
XY=YZ=2X.

Dikaz. Podle textu tlohy je trojthelnik 4BC rovnostranny,
nebot plati
AB=BC=CA=p.

Podle konstrukce bodi X, Y, Z je
BX=CY=A4Z=q. €))
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Protoze je
AX=AB+ BX =p + ¢,
BY=BC+CY=p+yq,
CZ=CA+AZ=p +q,
plati dile
AX = BY = CZ. 2

Dile plati <t CAB = <. ABC = <. BCA = 60° (trojihel-
nik ABC je rovnostranny); proto plati <t XBY = 180° —
— X ABC = 180° — 60° = 120°. Podobné se dokaze, Zze
< YCZ = 120°, <x ZAX = 120°.

Trojahelniky BYX, CZY se shoduji podle véty sus, nebot
podle (1) je

: BX =CY,
podle (2) je
\ BY = CZ,
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a dile je
X XBY = & YCZ = 120°.

Je tedy skutecné

A BYX ~ A CZY (sus) . (3)
Stejné dokazeme, Ze plati
ACZY =~ N\ AXZ. ©

Ve shodnych tro;uhelmcxch jsou prislu$né strany shodne
Podle vztahu (3) tedy je

XY=YZ
a podle vztahu (4) je
YZ=27X.

Z obou téchto vztahd dostaneme
XY=YZ=2X,

coz jsme méli dokdzat.

b) Je zndma véta: ,,Kazdému trojuhelniku se dd opsat jen
jedna kruznice,*

Ozna¢me O stfed kruznice opsané trojuhelniku ABC. Tu
plati

0OA = 0B =0C. G
Podle textu tlohy mame dokdzat, ze plati
O0X=0Y=0Z.
Diikaz. Usetka OX je strana trojuhelnika OBX, ve kterém je
<X OBX = <COBC + <tCBX = 30° + 120° = 150° .

Usetka OY je strana trojiihelnika OCY, ve kterém je rovné
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<X OCY = 150° (to se dokaze stejné jako v predchozim pfi-
padé).
O trojuhelnicich OBX, OCY plati
A OBX = OCY (sus),

nebot se shoduji v thlech <¢ OBX = < OCY = 150°, ddle
je podle (5)
OB = 0C
a podle (1) je ‘
BX =CY.
V téchto shodnych trojihelnicich si pfisluseji strany OX,
. OY, které jsou proto shodné; je tedy

0X = OY. 6)

Stejné se dokaZe, ze plati
A OCY =~ A OAZ (sus);
odtud plyne, Ze
oY =0Z. @)
Spojenim vztaht (6), (7) dostaneme OX = OY = OZ, coz
jsme méli dokdzat.

4. Narysujte trojuhelnik ABC. Konstrukci urete uvnitf
strany AC bod X a uvnitf strany BC bod Y tak, aby platilo

AX = XY, XY | 4B.
Dokazte spravnost provedené konstrukce.

Regeni (obr.53). I. Rozbor alohy. Piedpoklidejme, Ze
jsme nasli takové body X, Y, Ze plati AX = XY, XY | 4B.
Pak vsak je trojahelnik XAY rovnoramenny a strana AY je
jeho zakladnou. Av$ak thly pfi zdkladné rovnoramenného troj-
thelnika jsou shodné; proto je

X XAY = S AYX. 1)
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Protoze dile je XY | AB, jsou stfidavé thly < AYX,
< YAB shodné (viz uebnice M7, str. 284, véta 4'); plati
tedy

X AYX = X YAB. )

Obr. 53.

Spojenim vztahd (1), (2) dostaneme <X XAY = < YAB.
Odtud plyne, Ze polopfimka AY je osou thlu < XAB
neboli thlu < C4B.

II. Konstrukce. Na ziklad¢ tohoto vysledku provedeme
konstrukci bodd X, Y takto:

1. Sestrojime osu AQ thlu <¢ CAB a oznacime Y jeji pra-
seCik se stranou BC.

2. Bodem Y sestrojime pfimku p || AB; jeji prusedik se
stranou AC oznadime X.

XY je hledana usecka.

III. Dukaz spravnosti konstrukce. Nyni mdme do-
kézat, Ze body X, Y, které jsme pravé sestrojili, skutené
spliiuji tyto dvé podminky:

XY | 4B, AX = XY.
Prvni tvrzeni je jisté spravné, nebot tak jsme sestrojili pfimku
p=XY.
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Druhé tvrzeni je rovnéZ spravné, nebot je

< XAY = < YAB (podle konstrukce je AQ osa uhlu
< CAB) a déle

X YAB = < XYA (stridavé uhly jsou si rovny, nebot je
AB | XY).

Z toho plyne, Ze <L XAY = ¢ XYA, takze trojihelnik
- XAY je rovnoramenny (proti shodnym thlim v trojuhelniku
lezi shodné strany), t. j. plati AX = XY, coZz jsme méli
dokdzat.

Uloha m4 proto vzdycky pravé jedno feSeni.

5. Dany je zlomok
: —x
"o 9>
a2 ’IT’ y2
kde a je dané (islo rézne od nuly; ¢isla x, v volime Iubovolne.
Potom pre kazda dvojicu cisel x, y
a) menovatel daného zlomku je kladné Cislo; dokaZte to;
b) znamienko daného zlomku je opacné k znamienku ¢isla x,
alebo sa Cislo x aj dany zlomok sti¢asne rovnaju nule; dokazte to.

RieSenie. a) Pretoze ¢islo a je rézne od nuly, je Cislo a?
kladné. Cislo y sa bud rovnd nule, bud je od nuly rézne; preto
je ¥* nezdporné Cislo (t. j. nula alebo kladné d&islo). Sudet
a? + y? je sultom kladného a nezdporného C¢isla, teda je to
kladné cislo. Tym sme dokazali, Ze menovatel daného zlomku
je kladné dislo.

b) Pretoze menovatel daného zlomku je podla predoslej
ulohy a) kladné &islo, ma dany zlomok zmysel (existuje).

Ak je x=0, potom —x =0 a zlomok sa rovnd nule.

AKk je x kladné Cislo, je — x zdporné Cislo a teda aj zlomok
je zaporné Cislo (podiel zdporného a kladného ¢isla je zdporné
¢islo).

AKk je x zdporné Cislo, je — x a teda aj zlomok kladné Cislo
(podiel dvoch kladnych ¢isel je kladné cislo).
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Tym sme dokdzali: Ak je x = 0, rovnd sa dany zlomok
nule. Ak je x # 0, ma dany zlomok znamienko opa¢né k zna-
mienku Cisla x.

6. Budte a, b, c tfi jakkoli zvolena Cisla. Potom cislo
x=4(a* + 0%+ ) — [(a + b)* + (b + ¢)* + (¢ + a)*]
je Cislo nezaporné; dokazte.

Dile udejte vSechny trojice Cisel a, b, c, pro které je Cislo x
rovno nule.

Refeni. Provedme vykony naznalené v daném vyrazu;
dostaneme postupné:
x = 4a® 4 4b® + 4% —[a® + 2ab + b% + b - 2bc + ¢ +

+ ¢ -+ 2ca + a%] = 4a® + 4b% + 42 — 2a% — 2b% — 22 —

— 2ab —2bc — 2ca = 2a2 - 2b% + 2¢% — 2ab — 2bc — 2ca =
(@ — 2ab + b) + (B> — 2bc + ¢2) + (2 — 2ca -+ a®) =
(@a—b2+@®—cP+(c—a

Je tedy
x=(a—bF+(®b—cP+(c—aP. ¢Y)

Jsou zndmy tyto véty: Druhd mocnina nuly je nula.
Druhd mocnina ¢isla kladného nebo zaporného je Cislo kladné.
Je-1i soucet nékolika nezdpornych Cisel roven nule, je kazdé
z téchto Cisel rovno nule.

Protoze cislo x je podle vysledku (1) souc¢tem druhych moc-
nin ¢isel @ — b, b — ¢, ¢ — a, je to Cislo nula nebo &islo kladné,
t. j. Cislo nezdporné. To jsme méli dokazat.

Kdyz zvolime a —b=0, b —c=0, ¢ —a=0 neboli
kdyz zvolime a =b, b =c¢, ¢ = a, bude téZ (a — b)* =0,
(b —¢)*=0, (c — a)*=0; pak bude téZ x = 0.

Obricené, kdyz je x = 0, pak o &slech a, b, ¢ plati

a=b=c, )

I

coZ ihned dokdZeme.
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Dtkaz. ProtoZe kazdé z Cisel (a — b)%, (b — ¢)%, (¢ — a)?
je ¢islo nezdporné, miZe byt jejich soucet roven nule jen tehdy,
kdyz kazdé z nich je rovno nule. Ale na pf. ze vztahu (@ — b)? =
=0 plyne (¢ — b) - (@ — b) = 0, t. j. musi platit a — b =0,
takze 1e a=b. Z dal§ich dvou vztahti odvodime podobné,
Ze musi platit b = ¢, ¢ = a neboli musi platit a = b = c.

Vysledek. VSechny trojice &isel a, b, ¢, pro néZje x = 0,
tedy dostaneme, kdyZz utvorime vSechny trojice sobé rovnych
Cisel.

7. Narysujte trojuhelnik ABC s pravym thlem pfi vrcholu C.
Na prodlouzeni strany AC za bod C urcete- bod B, tak,
aby bylo CB; = CB. Na prodlouZeni strany BC za bod C
uréete bod A4, tak, aby bylo C4; = CA. Bodem C sestrojte
primku p kolmou k pfimce A4;B; a oznadte D jeji patu.

a) Plati A ABC =~ A A,B,C. Dokazte.

b) Pfimka p protne pfimku AB v bodé F, ktery lezi uvnitf
useCky AB. Dokazte.

¢) Bod F, ktery jste sestrojili, je stfedem usecky 4 B. Dokazte.

d) Pomoci predchozich vysledkt dokazte znidmou vétu, Ze
stfed kruZnice opsané pravouhlému trojihelniku putli jeho
preponu.

Redeni. UZijeme oznadeni bodd, pfimek a whld, jak je uve-
deno na obr. 54. ProtoZe trojthelnik ABC je pravouhly (je
< C = 90°), plati

o+ f = 90° (1)

a) Mame dokézat, Zze plati A ABC =~ A A,B,C.

Dukaz. Podle provedené konstrukce trojuhelnika 4,B;C
z daného trojuhelnika ABC plati CA = CA,;, CB = CB;,
< BCA = < B;CA; (thly vrcholové). Oba trojihelniky se
tedy shoduji podle véty sus.
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Ze shodnosti téchto trojuhelnikd plyne (viz obr. 54)

a =04, f=pi; )
pfitom je podle (1) kazdy z téchto thlu ostry.

5

A
Obr. 54.

b) Pata D kolmice p vedené bodem C k pfimce A,B; padne
dovnitf usecky A,B;.

Dukaz. ProtoZe o4, ff; jsou podle tlohy a) ostré aihly, padne
bod D dovnitf ramen 4,B;, B;A4; téchto thla (viz téZ ucebnici
M7, str. 267, piiklad 17), t. j. dovniti Gse¢ky A,B,, kterd je
spole¢nou ¢asti téchto polopfimek.

Odtud plyne, Ze uhel «, leZi uvnitf thlu < A4,CB;, a proto
je ostry; protoZe s, = o5 (vrcholové uhly), padne thel oy
dovnitf uhlu <t ACB. Proto md polopfimka CE (opa¢nd
k polopfimce CD) s useCkou AB spolecny bod F, ktery lezi
uvnitf této GseCky (viz uéebnici M7, str. 172, obr. 31).

¢) ProtoZe jsou trojuhelniky 4,CD, B;CD pravouhlé (pravé
thly jsou pfi vrcholu D), plati

“2=900“‘312 P =90°— o
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a tedy vzhledem k (2), (1) je
oy =90°— f =, fy=90°—a=p; je tedy oy = 0,
2= P
Protoze vsak je oy = oy, i, = f5 (Ghly vrcholové), dostaneme
odtud «g = o, fi3 = f.

Odtud plyne:
[1] V trojahelniku FAC je
oy =,
a proto téz
FC=FA. 3
[2] V trojahelniku FBC je
Bs=F>
a proto téz
FB = FC. )

Spojenim vztaht (4), (3) dostaneme FB = FA4, t. j. bod F
je stiedem tselky AB. To jsme méli dokazat.
d) Podle vztaht (3), (4) z Glohy c) dostaneme

FA4 = FB = FC,

t. j. bod F ma od kazdého z vrcholu trojihelnika ABC touz
vzdalenost. Bod F je proto stfedem kruZnice tomuto trojithel-
niku opsané.

Protoze ABC byl libovolné zvoleny tro;uhelmk s pravym
thlem pfi vrcholu C, plati vysledek prav€ odvozeny pro
kazdy pravouhly trojihelnik, t. j. plati: Stfed F kruZnice,
opsané trojuhelniku pravouhlému, je stfedem jeho
pfepony.

8. Rovnoramenny trojuholnik 4BC so zakladnou AB ma
obvod 50 cm. Oznacte D stred strany BC a E stred strany AC.
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Obvod trojuholnika ABE je o 8 cm vacsi neZ obvod trojuholnika
_ACD.
Vypoditajte velkosti strdn trojuholnika ABC a postup vy-
poétu oddvodnite.

Obr. 55.

RieSenie (obr. 55). Oznatme =z = AB (zdkladiia rovno-
ramenného trojuholnika A4BC), r = CA = CB (rameno).
Predovsetkym plati

A ABE =~ A\ BAD (sus),
lebo <t CAB = < CBA (trojubolnik ABC je rovnoramenny),
AE = BD = }r a strana AB je spolo¢na pre oba trojuhol-
niky. Mo6Zeme preto vo svojich tvahach o velkostiach strdn
trojuholnik ABE nahradit trojuholnikom BAD.

Trojuholniky ADB, ADC sa zhoduju v spoloénej strane
AD a dalej v stranach BD, DC (lebo bod D je stredom tsecky
BC). Ked teda od obvodu trojuholnika ABD od¢itame obvod
- trojuholnika ADC, dostaneme

_ AB — AC =8 alebo z—r=28.
Zékladna z je teda o 8 vdsia neZ rameno 7, t. j.
~z=r-+8. ¢))
Ale obvod trojuholnika ABC je
Z 4 2r=250.
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V tomto stéte mbéZeme podla (1) nahradit zdkladfiu 2 suétom
r + 8, ¢im dostaneme
3r +8=250.

Trojnasobok ramena zvicSeny o 8 sa teda rovnd Cislu 50;

trojndsobok ramena je teda 42. Preto plati
3r =142
. a z toho
r=14.
Na zdklade tohto vysledku teraz lahko vypocitame podla (1)
z=14+8=22. '
Teda je AB =22, CA = CB = 14.

Skuska. Zikladna je skutotne o 8 vicSia neZ rameno.
PretoZe sa trojuholniky ADB, ADC zhoduja v strane AD
a v stranich BD = DC, liSia sa ich obvody prave o tolko,
o kolko sa liSia strany AB, AC, t. j. o 8. Obvod trojuholnika
ABC je teda 2-14 4 22 =50, ¢o suhlasi s predpokladom
ulohy.

9. Vzdalenost Prahy a Brna po Zelezni¢ni trati je s = 255 km.
Rychlik projede tuto trat za dobu z = 42 hod. Chceme-li, aby
se doba jizdy rychliku zkritila o p = 10 9%,, o kolik procent
(oznatte ¢) se musi zvySit priamérnd rychlost ¢ rychliku?

Re$eni. KdyZ vlak ujede primérnou rychlosti ¢ km/hod
drdhu s km, potfebuje k tomu doby

re % (hodin) . 1)

Kdyz vlak ve druhém pfipadé pojede primérnou rychlosti
¢’ km/hod, kterd je o ¢ 9, vyssi neZ rychlost ¢, pak je
| - q
d=c (1 + 100) km/hod.
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Oznaéme v tomto druhém pfipadé jizdni dobu z’. O &islech
s, ¢’y ¢’ potom plati vztah

o[ )

Provedme tpravu tohoto vysledku; postupné dostaneme

t'=s:[c-100+q]— 100

neboli

100 |~ c@o0+g’
t. j.
s 100
P00 ¢ . @

Podle textu alohy se zvySenim rychlosti na ¢’ km/hod zmens{
doba jizdy o p %, t. j. plati

S P
t—t( 100).

Tento vyraz snadno upravime, kdyz Cleny v zavorce uvedeme
na téhoz jmenovatele 100; dostaneme
. 100 — p
100

’

Dosadme do tohoto vysledku za z ze vztahu (1) a vyraz,
ktery tak dostaneme, porovnejme s pravou stranou vyrazu (2);
obdrzime rovnost

s 100 —p
c _100

100
100 + ¢

ProtoZe ¢&islo ¢ ve vztahu (1) je rizné od nuly, miZeme posledni

S
4
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ol : o wr c ;
rovnici zndsobit Cislem —, ¢imZ obdrzime
s

100 — p 100
e . ?3)
1000 ,; 100 +g¢
Podle textu tlohy je p = 10, takZe po dosazeni tohoto Cisla
do predchozi rovnice dostaneme po snadné Gpravé
9 100

10 100 ¢ °

Obé strany této rovnice zndsobime Cislem 10 - (100 + g),
¢imz dostaneme

9 - (100 + ¢) = 1000 .

Odtud postupné obdrzime
9g = 1000 — 900,

9¢ = 100,
100
Y
1
=11—=.
g=1 9

Odpovéd. Chceme-li, aby se jizdni doba rychliku zkratila
010 9, musi se primérnd rychlost rychliku zvysit o ll—é %Yo

Jiné fe$eni. Doba jizdy z se ma zkratit o p = 10 9%, tedy
na 90 %, t. j. v poméru 90 : 100 neboli 9 : 10. JestliZe se doba ¢
zmen$i v poméru 9: 10, musi se rychlost ¢ zvétsit v poméru
pfevrdceném 10 : 9. Pavodni rychlost ¢ je 100 %, nova rychlost
. 10 1000 1 o1
je 100 R 111 5 Zvysila se tedy o g =11 5 Yo

Refeni zaslal s. J. Addmek,
predseda OVMO v Praze 12.
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10. Budte a, b, c¢ Cisla, kterd nejsou vSechna soucasné rovna
nule; pfitom o nich plati vztah

ab +bc +ca=0. (1)
Potom vyraz
(a +b+c)?
P @

ma pro vSechna takova Cisla a, b, ¢ touz hodnotu. DokaZte
spravnost tohoto tvrzeni a vypoctéte hodnotu daného vyrazu.

Redeni. Alespoii jedno z &sel a, b, ¢ je rizné od nuly (pfed-
poklad tlohy). Proto je alespon jedno z &isel a?, b%, ¢? kladné,
pfi ¢emzZ néktera z nich mohou byt rovna nule, ale Zddné neni
zaporné; jsou to tedy nezaporna Cisla. Proto je soulet téchto
¢isel kladny. To znamend, Ze Cislo

a2+b2+c2

je rizné od nuly a zlomek (2) ma pro vSechna pfipustnd Cisla
a, b, ¢ vyznam (t. j. existuje). ‘
Upravme nyni Citatele Q zlomku (2); plati postupné

Q=(a+b+cP=a*+b*+'c*+ 2(ab + bc + ca) .

Ale vyraz v posledni zdvorce je podle predpokladu (1) roven
nule, takze Q = a* + b% + 2, coZ je Cislo rovné jmenovateli
daného zlomku (2).

Zlomek (2) ma tedy tvar % neboli je roven C&islu 1; pro

kazdou pfipustnou trojici Cisel a, b, ¢ ma tedy touZ hodnotu.
To jsme méli dokazat.

11. Bud dan rovnobéznik 4ABCD a libovolny bod O. Bo-
dem O sestrojte primku p, kterd mé tuto vlastnost:

Primka p protne rovnobézky AB, DC v bodech X, Y a rovno-
bézky AD, BC v bodech M, N tak, Zze plati XY = MN.
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Dokazte spravnost nalezené konstrukce a rozhodnéte, kolik
m4 uloha reSeni.

Redeni. Pfi fefeni této ulohy uZijeme této zndmé véty
(oznaéme ji V): Budte a, b dvé rizné rovnobézky. Protnéme je
pfimkou # v bodech U,, U,. Potom kazdd pfimka o« protind
primky, a, b v bodech V;, V, a plati U,U, = V,V,.

Dukaz véty. Jsou-li #, v rizné rovnobézky, je ¢tyrthelnik
U,U,V,V; rovnobéinik a véta je proto spravnd. Jsou-li u, v
splyvajici pfimky, potom je U, = V;, U, = V,; pak je véta
samoziejmé platnd.

A== x, X /s ‘

Obr. 56a.

I. Provedme nejprve rozbor ulohy. Predpoklddejme, Ze
existuje primka p, kterd ma vlastnosti pozadované v uloze
(viz obr.56a, b). Ozna¢me po rfadé¢ X, Y, M, N priseciky
pfimky p s pfimkami AB, CD, AD, BC. RozliSujeme dvé
moznosti:
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[1] Poloptimky XY, MN maji tyz smysl (obr. 56a).

[2] Polopfimky XY, MN nemaji tyZz smysl (obr. 56b).

Pfipad [1] (obr. 56a). Vedme bodem A pfimku p,[|p a oznag-
me po fadé N, Y, jeji praseciky s pfimkami BC, CD. Potom
podle véty V postupné plati

AN, = MN = XY = AY,
neboli
AN, = AY; . (1)

Obr. 56b.

Pfitom poloptimky AN;, AY;, které maji spole¢ny politek 4,
splyvaji. Proto ze vztahu (1) plyne, Ze i oba body N;, Y;
splyvaji; protoze N, lezi na pfimce BC, Y lezi na pfimce
CD, splyvaji body N;, Y; s bodem C. Odtud plyne, Ze pfimka
2y splyva s primkou AGC, t. j. plati p; = AC.

Piipad [2] (obr. 56b). Vedme bodem B pfimku p,|p 4
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a oznalme po fadé M,, Y, jeji prisediky s pfimkami AD,
CD. Potom podle véty V postupné plati

BM, = NM = XY = BY,
neboli

BM, = BY,.

Pritom poloptimky BM,, BY, které maji spoledny politek B,
splyvaji; protoze bod M, lezi na pfimce AD a bod Y, na pfimce
CD, splyvaji body M,, Y, s bodem D. Odtud plyne, Ze pfimka
P, splyva s pfimkou BD, t. j. plati p, = BD

///%

Obr. 57a.

1I. Zvy'fsledku rozboru plyne, Ze hledana pfimka p musi byt
rovnobéznd pravé s jednou z pfimek AC, BD. Podle toho
provedeme konstrukci:

Ptipad [1]. Bodem O vedme piimku p[[AC (obr. 57a)
a zavedme oznaleni jako v obrdzku. Podle véty V plati

XY =AC, AC = MN
a tedy téz
XY = MN,
takZe pfimka p je jednou z pfimek, které vyhovuji podminkidm
, tlohy a pozadavkim ulohy.
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Ptipad [2]. Bodem O vedme pfimku p’|BD (obr. 57b)
a zavedme oznaleni jako v obrazku. Podle véty V plati
X'Y'=BD, BD=M'N'
a tedy téz
XI Y! — MINI :
takZe pfimka p’ je jednou z pfimek, které vyhovuji podminkdm
a pozadavkum ulohy.

~

Obr. 57b.

Zavér. Podle rozboru musi byt hledand primka rovnobézné
pravé s jednou z pfimek AC, BD. Aviak danym bodem O
Ize sestrojit pravé jednu pfimku p||AC a pravé jednu pfimku
?’|| BD, coz jsme pravé provedli; proto ma dan4 uloha vzdycky
pravé dvé (rtznd) feSeni (viz obé konstrukce v obr. 57a,b).

12. V trojahelniku ABC; oznalme thly
L CAB=0a, L ABC,=f, XBCA=y.



Uvnitf trojuhelnika ABC; leZi bod C, takovy, Ze plati

1 1,
¥ C,AB = —a, ABC,=—-f;

pfitom je n dané pfirozené Cislo vétsi nez Cislo 1.
C Vyjadfete velikost whlu
% AC,B pomoci velikosti thlu
Y.
Reseni (obr. 58). O thlech
trojuhelnika ABC; plati o +
+ B + y = 180° neboli

o+ pf=180°—y. (1)

Oznatme < AC,B = v,
O dthlech trojuhelnika ABC,
plati

% AC,B = 180° — < BAC, — < ABC,

Obr. 58.

neboli
= 180° — — — ﬁ,
n n
t.j.
o_atp
Vn = 180° — et

Dosadme do tohoto vysledku ze vztahu (1) za « +- f; dosta-
neme

it 180° —y
neboli
— 1800 - 80 L 7
n n
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Po vytknuti ¢isla 180 z prvnich dvou ¢lent pravé stfany po-
sledni rovnosti obdrzime kone¢né

y, = 180° (1—i)+l.
n n

Skuteéné se ndm podafilo vyjadrit velikost tthlu 7, pomoci
velikosti thlu y a isla n.

13. a) Ak m je prirodzené Cislo, plati

1 14m 14m .
-5—<5+m’ 5 +m<1’
dokézte to.
b) Vypoditajte hodnoty vyrazu
14m
5+ m
pre m = 100, 200, 300 a oznalte ich po rade 2, 2, 25.
Urcte rozdiely 2, — 2, 23 — 2, a rozhodnite, ktory z nich
je Vvacsi.
RieSenie. a) Spravnost prvej nerovnosti dokdZeme, ked
dokadZeme, Ze rozdiel
14+m = i
5
je kladné Cislo pre kazdé prirodzené Cislo m, ktoré do tohto
vyrazu dosadime.
Do6kaz. Postupne plati

50 +m—(G5+m 4m
T T Gtrm5 5-Gim

T 5im
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Viimnime si teraz posledny zlomok. Citatel 4m je prirodzené
Cislo; aj menovatel 5(5 + m) je pnrodzene Cislo. Preto je
zlomok kladné ¢islo a tym aj rozdiel r je kladn¢ Cislo. Tym sme
dokazali spravnost prvej nerovnosti.

Spravnost druhej nerovnosti dokdZeme, ked dokazeme, Ze
rozdiel

je kladné ¢islo pre kazdé prirodzené Cislo m.
Dokaz. Postupne plati
g dtm—(1+m 4
<, 5+m C54m’

Viimnime si posledny zlomok. Cisla 4, 5 + m st prirodzené
Cisla; preto je Cislo ’ kladné &islo, ¢o sme mali dokézat.
Tym sme rozriesili alohu a).

b) Tu plati
g ot 21 301
17 705° %27 205° %7 305°
Dalej je
_, 201 101 _ 201-105—205-101 _
BT AT 505 T 105 205 - 105
_ 21105—20705 400 M
- 205 - 105 © 205105
_ 301 201 _ 301-205—201-305 _
%3 %27 305 T 205 305 -205
61705 — 61305 400 @
305 - 205 T 305-205°
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Menovatel zlomku (1) je 205 - 105, kdeZto menovatel zlomku
(2) je 305 - 205. Tu 305 - 205 — 205 . 105 = 205 (305 — 105) =
= 205 - 200, ¢o je prirodzené Cislo. Preto mé zlomok (1) men-
$ieho menovatela neZ zlomok (2). Je teda prvy zlomok vacsi
nez druhy, a preto plati

2y — 2] > 83— 2.

Odpoved. Prvy z rozdielov je va¢8i neZ druhy.

14. Dany je vyraz

dxty? + 1 —x2-(4y* 4+ 1).

Dokazte: Ak dosadime do tohto vyrazu za x, y Iubovolni
dvojicu disel, o ktorych plati x > 1, y > 1, je hodnota daného
vyrazu vzdy kladné ¢islo.

Rie$enie. Ozna¢me dany vyraz Q a upravme ho postupne
takto:

0 = daty® 4 1 — x%(4y® + 1) = (dx%y? — da™y®) — (x® — )=
=4x?2(x> — 1) — (@ — 1) =(x*— 1) (dx®? — 1) =
=@x+DE—-1@xy+1)2x» —1).

Dany vyraz Q sa teda rovna vyrazu
Q=@+ DE—-D@y+1)(2xy—1). (1

Avsak podla predpokladu je x > 1,y > 1; preto vo vyra-
ze (1) je

[1] prvy Cinitel kladné cislo,

[2] druhy cinitel kladné. Cislo,

[3] treti Cinitel kladné dislo,

[4] Stvrty Cinitel kladné Cislo, ako ihned dokidZeme. Sucin xy
je Cislo vécsie nez 1 (stlin dvoch &isel véacSich neZ 1 je vicsi
aez 1); preto je 2xy Cislo vécSie nez 2 a teda &islo 2xy — 1
je vicsie nez 1, teda kladné Cislo.

Vsetky S$tyri Cinitele vyrazu (1) st teda kladné Cisla; ale
sucin samych kladnych ¢isel je kladné &islo. Teda &islo Q je
kladné, ¢o sme mali dokdzat.
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15. Dany je rovnoramenny trojuholnik ABC so zdkladiiou
BC. Dalej je v polrovine BCA dané kruznica &, ktora sa dotyka
v bode B priamky BC a ktorej priemer sa rovnd vzdialenosti
bodu A4 od priamky BC.

Zostrojte taka se¢nicu p kruZnice %, ktord ma tieto vlastnosti:

(1) Je p|BC.

(2) Secnica p pretina kruznicu £ v bodoch M, N a strany
AB, AC trojuholnika v bodoch X, Y; pritom plati MN = XY.

Dokézte, ze takd priamka p je prave jedna.

Rie3enie (obr. 59). I. Rozbor. Predpokladajme, Ze sme
dant tlohu rozriesili, t. j. Ze sa ndm podarilo zostrojit priamku
p, ktord spliiuje poziadavky vyslovené v texte tlohy (pozri
obr. 59).

Oznatme O stred usecky BC, takze OA je os sumernosti
rovnoramenného trojuholnika ABC (je teda O4 | BC, OB =
= 0C). Dalej oznaéme S stred danej kruznice k, ktorej polo-
mer je r = $OA. Bod S leZi vnutri polroviny BCA. Ozna-
enie bodov M, N volme tak, aby bod N padol dovnutra pol-
roviny BSC.
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Premiestme teraz trojuholnik ABC do novej polohy 4'B'C’
(novt polohu bodu O oznaéme O) takto:

[1] Bod O’ splyva s bodom B.

[2] Usetka O'C’ splyva s usetkou BO, t. j. bod C’ splyva
s bodom O. (To je mozné, lebo plati BO = OC.)

[3] Bod A’ padne dovnutra polroviny BCS alebo BCA- .

PretoZe priamka BC je dotyCnicou kruZznice 2 v bode B,
je BS | BC a bod A4’ lezi na polpriamke BS a dalej na kruz-
nici k, takZze BA' je priemerom kruZnice k.

Oznaéme X', Y’ nové polohy bodov X, Y. PretoZe bod X
ma od priamky BC vzdialenost d, ktord sa rovnd vzdialenosti
priamok BC || p, m4 aj bod X’ od priamky BC vzdialenost
d. Avsak pretoze bod X’ leZi v tej istej polrovine BCA ako
priamka p, padne bod X’ na priamku p. Rovnako sa dokéZe,
Ze bod Y’ padne na priamku p. Pritom plati X'V’ = XY
(premiestenie), XY = MN (podla predpokladu, Ze priamka p
je rieSenim); teda je X'Y’ = MN. Ale priamka BS je zrejme
osou stimernosti ako kruZnice k, tak aj trojuholnika A’'B’C’
a priamky p. Preto st body M, N stmerne zdruZené podla
priamky BS a to isté plati aj pre body X’, Y’. Oznatme P
priese¢nik priamok BS, p; plati teda PM = PN = 4 - MN =
=4-X'Y' = PX' = PY'. Teda PM= PX', PN=PY’;
pretoze body M, X’ lezia na tejZe polpriamke PM (ktord je
Castou priamky p), nevyhnutne navzdjom splyvaja, t. j.
M = X'. Rovnako sa dokaZe, Ze splyvaju aj body N, Y’,
- alebo ze plati N= Y'.

Ak m4 teda tiloha rieSenie, je bod M = X’ spolo¢nym bodom
kruznice % a tseCky A'B’; bod N = Y’ je potom spolo¢nym
bodom kruznice % a tiseCky A'C’. Na zdklade tohto rozboru
ulohy urobime teraz konstrukciu.

II. Kons$trukcia. Premiestime trojuholnik ABC do novej
polohy tak, ako je to popisané v predoslom odstavci I. Oznatme
M # A’ prieseCnik priamky A’B’ s kruznicou £ a N # 4’
priese¢nik priamky A'C’ s tou istou kruznicou k. Potom
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MN je hladané priamka p|| BC, ktord md s ise¢kou 4B spolotny
bod X a s useCkou AC spoloény bod Y. Této konstrukcia
je zrejme spravna.

III. Diskusia. Priamka AA’ je doty¢nicou kruznice %
v bode A’; kazd4d ind priamka prechadzajica bodom A’ je
se¢nicou kruZnice k. Teda priamka 4’'B’ je se¢nicou kruZznice &
(priamky A'B’, AA’ st iste navzdjom rozdielne). Preto na
priamke A’B’ okrem bodu A’ lezi eSte druhy priesecnik s kruz-
nicou k; je to zrejme hladany bod M = A’. Tym sme dokézali,
Ze tloha mi vZdy prave jedno rieSenie.

16. Bud dén pravouhly trojihelnik ABC o preponé AB,
ve kterém plati BC <Z AC. Oznacte P patu kolmice vedené
bodem C k pfimce AB; dale oznacte O stred tsecky AB
a < CAB = «.

a) Body na pfimce AB lezi v porddku 4, O, P, B; dokaZte,

b) Vyjadiete velikost thlu <t OCP pomoci velikosti thlu e,

Obr. 60.

Reseni. a) ProtoZe oba thly <t CAB, <t ABC jsou ostré,
padne pata P kolmice, vedené bodem C k piimce AB, dovnitf
useCky AB (obr. 60).

Protoze je BC < AC, plati o pfisluSnych protéj$ich thlech
k témto strandm trojuhelnika ABC, Ze

« << < ABC. ¢))
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-Pritom plati (ostré thly v pravouhlém trojﬁhe&niku ABCQC)
X ABC =90° — «. 2
Z trojuhelnika ACP, v némz je pfi vrcholu P pravy uhel,
vypocteme velikost thlu <t ACP; plati
X ACP =90° — «. 3)
Porovname-li tento vysledek se vztahem (2), vidime, Ze plati
<X ACP = <. ABC;
podle vztahu (1) odtud plyne, Ze
o< <L ACP. 4)

Je znémo, Ze stied O pfepony AB pravothlého trojihelnika
ABC je sttedem kruznice tomuto trojihelniku opsané; proto
je OB = 04 = OC. Z toho plyne, Ze trojihelnik OAC je
rovnoramenny (se zdkladnou AC). Proto uhly pfi jeho zdkladné
AC jsou shodné; plati tedy

X ACO =« . (5)

Dosadime-li odtud do vztahu (4), dostaneme

< ACO < < ACP.
Protoze vSak oba tyto uhly se spoleénym ramenem AC lezi
v téZe poloroviné vytaté pfimkou AC, padne polopfimka CO
(az na svij pocatek C) dovnitt uhlu <t ACP. Z toho plyne,
Ze body na usecce AB lezi v poradku 4, O, P, B. To jsme
méli dokdzat.

b) Z prfedchoziho odstavce a) plyne, Ze
<L OCP = ¢ ACP — <. ACO. '

Dosadme sem ze vztaht (3), (5) za thly < ACP, <¢ ACO;
dostaneme

4 OCP = 90° — o« — «



neboli
< OCP = 90° — 2c.

Tim jsme vypocitali velikost tthlu <. OCP pomoci velikosti
thlu «, coz bylo nas$im tkolem.

9. Ulohy II. kola kategorie D.

1. ObdéInik ABCD ma rozméry AB = 65 cm, BC =42 cm;
oznacte F stfed strany AB. Vypoltem feSte ulohu:

Na polopfimce BC urcete bod X takovy, aby obsah troj-
thelnika AFX byl roven § obsahu obdélnika ABCD. (Vy-
poctéte velikost x tsetky BX.)

Res$eni (obr. 61). Obsah P
obdélnika ABCD je (v cm?) Xt
. /!
3 2 /)
P:6§'4?. /////
i
3 obsahu P je / /
/
3 2 5 ;o B
2,422 /
65435 W, /S ] e
Trojuhelnik AFX m4 stranu /// ,/
;o
3 1 4 /
—6=-— 2 /
AF 6 5 2 ( ) // //
2t s i

a velikost pfislu$né vysky v cen-

timetrech oznafime x; obsah

tohoto trojihelnika je (v cm?)
1
—-AF - x.
2
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Dosadme sem za AF ze vztahu (2); dostaneme

1 3 1
7 %5 7"
Toto ¢islo mad byt rovno Cislu (1); tim dostaneme rovnici
1 3 1 5 3 2

205 7 =g %543

Znésobme tuto rovnici ¢islem pievricenym k Cislu 4 - 63 - §;
pak se na pravé strané zkrdti 63 a dostaneme

Velikost tseCky BX je 114 cm.

Zkouska. Obsah T trojuhelnika AFX je (v cm?)

1 3 1 2 1-33:-1-35
T=565 3 llg=755753 =
1-11-1-7 Yyi
2:1-2-1 4
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Obsah P obdélnika ABCD je (v cm?)

3 2 33-14 11-14
P=bgd3=73 "5
$ obsahu P je
1-14 5 117 1 71
5 | 4 47

coz je rovno Cislu T.

2. Cislovanie stranok udebnice matematiky pre 6. ro¢nik
sa zacina Cislom 5 a konci sa Cislom 272. Podobne v ucebnici
pre 7.rocnik sa zaCina Cislovanie stranok cislom 3 a konci sa
¢islom 320; v ucebnici pre 8. ro¢nik zacina sa Cislovanie ¢islom
3 a kondi sa cislom 255.

Kolko cifier by sme museli napisat, keby sme chceli znova
vSetky uvedené strany rovnakym sposobom odislovat vo v§etkych
troch ucebniciach?

RieSenie. V udebnici M6 je ocislované cislom:

a) jednocifernym 5 stran, k ¢omu treba 5 cifier,

b) dvojcifernym 90 ,, ,, ., 180 ,, ,

¢) trojcifernym 173 ,, ,, , 519 ,, .
V ucebnici M7 je ocislované cislom:

a) jednocifernym 7 strdn, k ¢omu treba 7 cifier,

b) dvojcifernym 90 ,, ,, 5 5 & 180 ,, ,

) trojcifernym 221 ,, ,, 5, 'gu; 663 ,,
V uclebnici M8 je olislované Cislom:

a) jednocifernym 7 strdn, k comu treba 7 cifier,

b) dvojcifernym 90 ,, ,, 5, 180 ,,

¢) trojcifernym 156 ,, .. 5, 468 ,,

To je celkom 2209 cifier.

Na ocislovanie uvedenych stran v spominanych troch uceb-
niciach treba 2209 cifier.

- 206



3. Dané st dva rézne body S, P, kde SP sa rovnd 31 mm:
bod S je stredom prepony 4B a bod P je stredom odvesny AC
. pravouhlého trojuholnika ABC. Zostrojte tento trojuholnik,
ak je AB = 98 mm.

Dokaézte, ze tloha ma rieSenie len vtedy, ked je tsetka SP
krat§ia nez polovica prepony AB.

cf\ P
k

Obr. 62.

Riesenie (obr. 62). Rozbor. Usetka SP je strednou prie¢-
kou trojuholnika ABC, a preto je SP|BC. Z toho vyplyva, Ze
<L BCP + <. CPS = 180° ¢))
(prilahlé uhly). Pretoze <. BCP = 90° (pravy uhol trojuhol-
nika ABC), vyplyva zo vztahu (1)
<L CPS =90°.

Trojuholnik ASP je teda pravouhly (pravy uhol je pri vrchole
P); poznidme v fiom preponu S4 = $AB a odvesnu SP.
MéZme ho teda zostrojit (veta Ssu pre pravouhly trojuholnik).

KonS$trukcia. Zostrojime tsecku SP = 31 mm. V bode
P zostrojime kolmicu p k priamke SP a zvolime jednu z oboch
opaénych polpriamok, na ktoré rozdeluje bod P priamku p;
oznaéme ju PQ. Na polpriamke PQ bude lezat bod 4. Zostro-
jime ho takto: okolo bodu S opiSeme kruZnicu % s polomerom
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3AB. Spoloény bod polpriamky PQ a kruznice % je hladany
bod A.

Bod B lezi na polpriamke opacnej k polpriamke SA; zo-
strojime ho tak, Ze na tato polpriamku nanesieme wseCku
SB = SA. Bod C lezi na polpriamke opacnej k polpriamke P4 ;
zostrojime ho tak, Ze na tato polpriamku nanesieme tsecku
PC = PA.

Do6kaz sprdvnosti konstrukcie. Podla urobenej kon-
$trukcie je trojuholnik ASP pravouhly (<2 P = 90°). Dalej
je podla nasej konstrukcie SP strednou prieckou trojuholnika
ABC, a preto je BC| SP. Stade lahko dokdZeme (podobne ako
v rozbore), Ze uhol < BCA = 90°. Preto trojuholnik ABC
ma4 vietky vlastnosti, ktoré pozaduje tloha.

Diskusia. Uloha mé riefenie, ked kruZnica k a priamka p
ma]u spolo¢ny bod rozdlelny od bodu P, t. j. ked priamka p
m4é s kruznicou % dva rozne spolo¢né body 4, A’ (plati P4 =
= PA"). To nastane vtedy, ked je SP <4 - 4B, ¢o je v danej
~ ulohe splnené. Potom ma4 tloha dve roézne rieSenia. Oba troj-
uholniky ABC, A’B’'C’ st navzdjom sumerne zdruZené podla
priamky SP.

4. Nalrtnéte libovolny lichobéznik ABCD o zékladnich
AB|CD tak, aby zékladna AB byla vét$i nez zékladna CD.

Dokazte, Ze soucet tihli licho-
béznika pri zdkladné CD je
vétsi nez souCet uhld pri za-
kladné AB.

Reseni (obr. 63). Oznatme
po fadé o, f3, y, 6 uhly licho-
beznika ABCD pii jeho vrcho-
Obr. 63. lech 4, B, C, D. Pfedev$im plati

(24 f) + (v + 0) = 360° - (1
(soucet whlu ¢tyruhelnika).
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Na poloptimku BA naneseme usecku CD; dostaneme usecku
BE = CD (bod E lezi uvnitf tsecky AB, nebot je AB > CD
a tedy t¢2 AB > BE). Ctyrahelnik EBCD je rovnobéZnik,
nebot je EB = DC, EB|DC, a proto je

< EDC + » = 180° (ahly prilehlé). (2)
ProtoZe polopfimka DE déli tihel ¢ ve dva uhly sty¢né, je
<< EDC <.

Proto kdyz ve vztahu (2) nahradime thel <¢ EDC thiem 0,
dostaneme

0 -y >180°. 3)
Ze vztahu (1) a z vysledku (3) snadno usoudime, Ze
o+ p<180°.
Je tedy skutecné
a+ <y +9,

coZ jsme méli dokdzat.
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