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(na pf. okresni vybor matematické olympiady v Olomouci)
doporucuji, aby se v ,,Matematice ve Skole‘ a zvlasté v ,,Roz-
hledech matematicko-pfirodovédeckych® vénovala pozornost
problematice olympijskych tloh. Zvlasté ,,Rozhledy* by zde
mohly vykonat mnoho uzite¢ného, ponévadz se v dostateCném
mnozstvi mohou dostat mezi zaky. Po strance propagalni
stoji za zminku pfipominka okresniho vyboru matematické
olympiady v Sokolové, aby olympiadé v kategorii D vénoval
vhodné relace &s. rozhlas ve svych rannich pétiminutovych
hlasenich pro $koly.

Ve III. ro¢niku se kategorie D ti¢astnilo skoro 8 000 fesiteld
z celé republiky a pravdépodobné s tymz poltem muzeme
pocitat i do dalich ro¢nikd. Prejeme si jisté vSichni, aby
odborna turoven vsech téchto Zakd stale stoupala, aby se na
Skolach dobfe rozvijela prace zdjmovych krouzkd a indi-
vidualni spoluprace uditele s feSiteli. V tom jisté hodné pomo-
hou nové ucebnice matematiky, které se ve Skolnim roce
1954/55 dostdvaji do vSech tfid osmiletek a jedenActiletek.
Tesime se, Ze s tspéSnymi reSiteli kategorie D v III. rocniku
matematické olympiady, ktefi pfesli na Skoly vyssiho stupné,
se ve IV. roéniku matematické olympiady opét setkame jako
s uspéSnymi fesiteli kategorie C.

VI. RESENI ULOH ZE SOUTEZE

1. Ulohy I kola kategorie A
1. V posloupnosti cisel
a=1, a,., =+ a,+ (— 1)t
plati, Ze pro n > 1 je a, délitelné Cislem n — 1; dokaZte.

Reseni. Necht je n > 1. Pro n = 2 je tvrzeni samoziejmé.
Pro n > 2 je

@Gy =nay_y+ (=10, @, ,=@—Da,_o+ (-1
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takze
Ay = (n - 1)"“;;--2 ot ('— 1)"-1’1 it (_ l)n
neboli
ay = (n e 1)["“}1—2 + (_ l)n—l];
tim je véta dokdzana.

2. Ak st a, b kladné cisla, A = 0 komplexné Cislo, plati
vztah

lad + bA| < (a + b)\4]|,
kde 4 je komplexné &slo zdruené s &slom A. Dokazte tento

vztah a zistite, kedy nastane rovnost. Vylozte geometricky
vyznam daného vztahu.

RieSenie. Uvedeny vztah dokdZeme, ak dokdZeme vztah
jad + bAP < (a + b - |4 M
Vztah (1) je ekvivalentny so vztahom
(ad + bA)aA + bA) < (a® + 2ab + B)AA,  (2)
lebo pre kazdé komplexné &islo X plati |X|? = X+ X .
Zo vztahu (2) vyplyva
a?AA + abA? + abA® + BPAA < (a* + 2ab + b*)AA,
alebo L
ab(A? — 244 + 4 <£0,
a teda
ab(d — Ay < 0; 3)
tento vztah je za danych predpokladov spravny.
PretoZe obratene z (3) vyplyva (2) a tym (1), je vztah (1)
a tym aj dany vztah dokazany.
Rovnost v danom vztahu nastane zrejme vtedy a En vtedy,
ak nastane rovnost vo vztahu (3), t. j. ak je 4 = A4, CiZze ak
je A redlne Cislo. )
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Napi§me dany vztah v tvare
lad + bA] < al4| + bl 4| .
V rovine komplexnych Cisel maji body P=[0], Q=
= [aA + bA], R = [aA] th vlastnost, Ze
PO = |aA + bA|, PR =a|d|, QR =b|A| .
Dany vztah hovori teda, Ze
PQ < PR + OR (trojuholnikové nerovnost).

3. V prostoru je ddn rovnoramenny trojuhelnik ABS o zi-
kladn¢ AB. Uréete polomér r plochy kulové o stfedu S tak,
aby vzdélenost dotykovych boda C, D tenych rovin pfimkou
AB vedenych k hledané plose kulové byla rovna tseéce AB.

a) Zjistéte podminky feSitelnosti a urete velikost polo-

meru .
b) Naznacte grafické feSeni a provedte jeho diskusi.

//
k /N
c ¢/ p
4 AN PR
I p / \\// // \
~. / X
v// / - A )
// e - \
/ / /// P\\\ \
P “ ~.
S Ve 0
w A
Obr. 1.

Reseni (obr. 1). I. Predpoklidejme, ve existuje kulova
plocha »x, kterd vyhovuje uloze. Potom pfimka AB leZi nutné
cela vné plochy %. Oznatme o rovinu ABS a o rovinu sou-
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mérnosti useCky AB. Rovina ¢ protne tsetku AB v jejim
stfedu O a vedle toho prochdzi bodem S; je tedy AO = BO.
Dile oznatme AB = CD = 2v, SO = d; ¢isla v, d jsou tllohou
dédna a jsou obé kladna.

Teéné roviny y, 0 sestrojené po fadé v bodech C, D k plose »
se protinaji v pfimce AB. Kulova-plocha x a dvojice rovin vy,
(jako celek) maji roviny soumérnosti w, o. Je tedy SC =
= 8D =r, AC = AD = BC = BD.

Trojthelnik SOC ma pfi vrcholu C pravy thel, nebot primka
CO je tenou plochy ». Oznaéme V patu kolmice vedené bodem
C k ptimce SO a polozme x; = SV, x, = VO, CV =wv.
Z trojuhelnika SOC podle Eukleidovy véty o vySce dostaneme

7% = X%y 5 O
kde x, + x, = d. Podle Eukleidovy véty o odvésné plati
P =uxd, )
OC? = x,d neboli d? — 1> =ux,d. ©)
Ze (2), (3) dostaneme
7.2 d2 _ 1.2
Y= Xy = —
a po dosazeni do (1) je
rz(dzdz— %) Yy
Odtud dostaneme pro r rovnici
n—dr+d?=0. 4)

Diskriminant této rovnice je nezaporny, nebot 7> je redlné
dislo, t. j. d* — 4v* > 0; protoZe je v > 0, d > 0, plati

d>2v. )]
Existuje-li tedy kulovd plocha vyhovujici tuloze, plati (5).
II. DokdZeme ted obricené, Ze plati-li (5), existuji pro

d =2v jedna a pro d > 2v dvé plochy kulové; jejich polo-
méry 7, a r, vyhovuji vztahim
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1 LES

e =5 dd % /& — 4P). (6)
V roviné o totiZ existuje nad Gse¢kou OS jako primérem v jedné
z polorovin vytatych pfimkou OS polokruZnice & o poloméru %

Vzhledem k (5) mé tato polokruZnice pro d = 2v jeden a pro
d > 2v dva razné spoleéné body s pfimkou p, vedenou rovno-
béZné s primkou OS ve vzdélenosti v od OS v této poloroviné
(viz stereometricky nacrtek). Oznaéme C jeden z téchto bodu.
Podle Thaletovy véty je OC | CS. Ponévadz pfimka AB
je kolm4 k roviné o, je pfimka ¢ vedend bodem C rovnobéZné
s pfimkou AB také kolma k pfimce CS. Je proto rovina ABC,
v niz lezi obé prfimky OC, ¢, te¢nou rovinou v bodé C ke
kulové ploSe » o stfedu S a poloméru SC. Rovnéz bod D,
soumérné sdruzeny k C vzhledem k roviné w, mé vlastnost,
ze rovina ABD je te¢nou rovincu kulové plochy »x v bodé D,
pri ¢emz plati CD = 2v = AB. Je tedy x» hledana kulova
plocha. Jako v I. &4sti feSeni se zjisti, Ze SC? = #? vyhovuje
vztahu (4), t. j. plati (6).

4. Budiz dén Ctyrstén 4,A4,434,. Oznalme oy, o, o, oy
roviny jeho stén po fadé protéjsich k vrcholim 4;, 4,, A5, A,.
Jsou dény tfi razné body ¥, K, L, lezici vné daného  Ctyrsténu.

Dokazte, Ze pro kazdou polohu bodu ¥, K, L existuje alespoii
jeden bod X razny od bodu ¥, K, L, takovy, Ze vSechny body
usefek X¥, XK, XL lezi vné daného Ctyrsténu.

Pri diskusi uvedte priklady, jak k dané trojici bodt ¥, K,
L uréite bod X.

(Ctyrstén A, A,A;A, se sklada z bodd, které soutasné patfi
poloprostorim oy Ay, otsAy, oAy, y,A,; ostatni body prostoru
lezi vné Ctyrsténu.)

Redeni. Oznaéme B,, B,, B;, B, poloprostory po fad&
opaéné poloprostorim o 4,, Ay, ot5As, A, Uvaiujme tyto
pripady: :
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Pripad [1]. Necht vSechny tfi body ¥, K, L lezi uvnitf
téhoz z poloprostord 3;, ,, B3, B, Potom kazdy bod X
lezici uvnitf tohoto poloprostoru zfejmé vyhovuje tloze;
takovym bodem X je na pf. stfed Gise¢ky ¥K, kdyz je X == L.

Pripad [2]. Necht dva z bodu ¥, K, L lezi uvnitf téhoz
z poloprostorl 3;, B,, B3, B, a tfeti z téchto bodu necht lezi
uvnitt jiného z téchto poloprostort. Na pf. necht body K, L
lezi uvnitf poloprostoru 3, a bod ¥ uvnitf poloprostoru 3,. Hra-
ni¢ni roviny o, o, poloprostori @, B, se protinaji v pfimce
A3A,. Polozme bodem ¥ rovinu ¢ | o; a bodem K rovinu
o | o. Roviny p, o jsou zfejmé riznob&’né; oznaéme X == L
libovolny bod jejich pruselnice, kterd zfejmé leZi celd uvnitf
obou poloprostorti @8,, 8,. Proto tisecka X¥ lezi uvnitf polo-
prostoru B, a obé usecky XK, XL uvniti poloprostoru [3,.
Bed X tedy vyhovuje tloze.

Pfipad [3]. Necht kazdy z boda ¥, K, L lezi uvnitf jiného
z poloprostort B, By B3, By, na pf. bod ¥ uvnitf B;, bod K
uvnitf B, a bod L uvniti B;. Bodem ¥ poloZme rovinu ¢ | «,
bodem K rovinu o | o, a bodem L rovinu 7 | oy Kazdé
dvé z rovin oy, o, o5 jsou riznobéZné a vSechny tfi maji
spoleny pouze bod A,; proto i roviny g, o, T maji spolecny
bod X, ktery lezi uvnitf kazdého z poloprostorti B;, B, Bs.
Lezi tedy tsecka X ¥ uvnitf poloprostoru B,, usetka XK
uvnitt B, a tsecka XL uvnitt B;. Bod X tedy vyhovuje tloze.

ProtoZe v kazdém z uvedenych tfi pfipadd jsme urcili bod X
vyhovujici tloze a protoZe jsou tim vSechny pripady poloh
bodi ¥, K, L vylerpany, je uloha rozfeSena a konstrukce
bodtt X naznalena.

Resil s. Ilja Votava,
11.b jedenactileté stfedni Skoly
v Ostravé I, Maticni 5.

Jiné fe$eni. Oznaéme at, (kde n = 1, 2, 3, 4) opacny polo-
prostor k poloprostoru e,4,; dané body J, K, L lezi po fadé

v poloprostorech o/, a,’, o (kde j, &, / jsou rovné kazdé
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nékterému z Cisel 1, 2, 3, 4). Pfitom na pf. bod ¥ nepadne do
stény (trojuhelnika) &tyrsténu, kterd leZi v roviné o

a) Kdyzj, &, I jsou vesmés riiznd Cisla, zvolime bod X uvnitf
pruniku*) poloprostorﬁ - N A potom napf véechnybody
usecky ]X ne]vyse az na bod J leZi uvnitt poloprostoru e
t. j. vné Ctyrsténu A,A4,4;A4,. Takovy bod X dostaneme na
pf. takto: Oznalme m to z Cisel 1, 2, 3, 4, které neni rovno
zadnému z Cisel 7, &, I. Uvnitf stény étyrsténu prot¢jsi k vrcholu
A,, zvolme bod Y; bod Y leZi uvnitf priniku poloprostort
o A;, o4y, o4, Bod X urCime tak, aby bod 4,, byl stie-
dem tseCky XVY.

b) Kdyzj, k, I nejsou vesmés rtizna Cisla, pak nékteré z polo-
prostord a;, o', o, splynou; v tom piipadé pribereme v nd-
hradu za splyvajici poloprostory jeden nebo dva dalsi z polc-
prostoru ea,’, a,’, o', &,’, abychom dostali tfi rzné polo-
prostory, v nichz dané body ¥, K, L lezi (kazdy z boda ¥, K, L
lezi v nékterém z nich); tim je tloha prevedena na piipad a).

5. Dokazte, Ze pro a > b > 0 a pfirozené Cislo » plati vztah
n+1 antl — pntl n+1

a> prg— b. €))

ReSeni. Pro kazdé pfirozené n je

(a* —btM:(@a—b)=a1+a"" %+ ...+ ab" "2+

+ bl = X5 (2)
(@t — pntl)i(a —b) =an+a" W + ... 4 ab" 1
+ " = ax + bt = bx + an, 3) -

kde ovéem pro n =1 je x = 1.
a) Je tedy podle (2), (3)
antl — pntl ax -+ bn bn

a
V: e — _—— —,
an — bn X a+x a+ax

*) Tento prinik je mnozina boda spole¢nych témto poloprostoriim.
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Avsak podle (2) je

ax ar ar”l a
Z;:'I;;+M—_l+..+—b'> n,

k
nebot je% > 1, a tedy kazdy ¢len Z~k (kde % je pfirozené ¢islo)

je vétsi nez jedna. Proto je

V<a+f—=n+ la,
n n
coZ jsme meéli dokazat.
b) Obdobné
Vbt Ly Loy bt
X b_x n n
aﬁ
nebot
n n—1 b
b—x=b— -b—_1+...+-—<n,
an an an a

: C g,y DR e 2 e
a protoze je % < 1, je kazdy Clen e (kde % je pfirozené Cislo)

mensi neZ jedna.

Tim je dikaz proveden.

6. Cisla X;, X, st korene kvadratickej rovnice
x24+ Ax+ B =0,
kde A4, B st komplexné disla.
2
Ak plati vztah | X;| = | X,| # 0, iei

B redlne dislo. Dokazte.

Je mozZné thto vetu obratit?
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Riesenie. a) Pretoze X; # 0, X, # 0, je B # 0. Potom je
£ _ (XX X | X
B-TXE &R W
Avsak pretoze | X, = |X,, je
X, XX, X2X2 X,

X2 XzXl XzXl )_(1 ’

preto

¢o je realne Cislo.

b) Vetu nem6Zno obratit, lebo na pr. pre rovnicu x% —
—3x + 2 =0 je % redlne Cislo Z , no | Xj| =1, | X, =2
a teda |X;| # | X, ,

. - Y R S A
Poznamka. Plati vSak veta: Ak je B redlne Cislo, ma

dand kvadratickd rovnica dva nenulové korene, ktoré maju
bud rovnaké absolttne hodnoty, bud ich pediel je redlne Eislo.

7. Trojuholnik ABC je podstavou trojbokého kolmého
hranola. Na pobo¢nych hrandch st zvolené radom body
A’y B', C'. Rovina A'B'C’ oddeli Cast hranola, ktorej objem
sa rovna sucinu z obsahu trojuholnika ABC a aritmetického
priemeru &isel 44, BB', CC'.

a) Dokazte vyslovent vetu pre pripad 4 = A'.

b) Dokézte pre lubovolne zvolené body A’, B, C'.

RieSenie. a) Ak je B=B’, C= (C’, ma oddelend Cast
objem rovny nule a veta je zrejme spravna. Ak je B= B’
a C # (', je oddelend Cast $tvorsten s podstavou ABC a pri-
slusnou vy$kou CC’ a tvrdenie je opdt spravne. Ak je B # B/,
C # C' (pozri obr. 2), je oddelend Cast Stvorboky ihlan s pod-
stavou BCC’'B'; vy$ka spustend z bodu A na rovinu BCC’
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lezi v rovine ABC; je to zaroven vyska trojuholnika ABC
prislu$nd k strane BC; oznacime v jej velkost. Objem Stvor-
bokého ihlana je potom
1 BC
3772
lebo podstava BCC'B’ je lichobeznik so zakladfiami BB’,
CC’ a vy$kou BC. Vyraz (1) upravime na tvar

v-BC BB + CC"

2 3 ’

prvy zlomok sa rovnd obsahu trojuholnika ABC, druhy sa
rovnd aritmetickému priemeru cisel AA" =0, BB’, CC’
a tym sme tvrdenie dokdzali.

-(BB' + CC", )

b) Nech A4’ je ten z bodov A’, B’, C’, ktory je najblizsi
rovine ABC. Vedme nim rovinu rovnobeZnt s rovinou ABC;
ta pretne priamky BB’, CC’ po rade v boedoch B”, C”. Ak
je A" = A, ide o pripad prebrany v odst. a). Ak je A" # A4,
zlozime Cast oddelent rovinou A'B"'C” zhranola ABCA'B"'C"
a z Casti A'B”"C"B'C’, pre ktort plati vysledok odst. a).
Pre objem celej oddelenej Casti dostaneme — ak oznalime p
obsah trojuholnika ABC — vyraz

3—55-17-03 .
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BIIBI CIICI
p-Ad +p—=T=2, )
lebo trojuholniky ABC, A'B"’C" st zhodné. Vyraz (2) upra-
vime na tvar
% [A4A" + (A4’ + B"B’) + (44" + C"'C")] . 3)
Pretoze AA’ = BB"' = CC", je AA' + B"B' = BB', AA’ +
+ C"C’' = CC'. Dosadenim do (3) dostaneme Ziadany
vysledok.
8. Budiz ABCDA'B'C'D’ krychle, pfi ¢emZ plati AA' ||
| BB | CC'| DD’ a ABCD je jeji jedna sténa.
D' [ad
/ '\._\ ././,/-/'/’ A/‘
I /
7

N
\
o

Obr. 3.

a) Dokazte, Ze télesova uhlopfitka B’'D stoji kolmo k ro-
vindm A'BC’, ACD' a Ze je jimi rozdélena na tfi rovné tsecky.

b) Vysetrete polohu a velikost nejkratsi pficky mimobézek
AC, BC', jestlize je ddna velikost a hrany krychle. (Zobrazte
ve volném rovnobéZném promitani.)

ReSeni (obr. 3).a) Nejprve dokdZeme, %e je DB’ | A'BC'.
Primka DB’ lezi v roviné BDD'B’; zfejmé plati A'C’ | B'D’,
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A'C’ | DD'. Proto je A'C' | BDD' a tim i A'C’ | DB'.
Stejné se dokaze, Ze je na pf. A'B | DB’. Z obou poslednich
vztah vzhledem k tomu, Ze A'C’, A’'B jsou ruznobézky,
plyne
DB’ | A'BC'. ¢))
O rovinich A'BC’, ACD' zfejmé plati A'BC’' | ACD';
proto je podle (1) téz

DB’ | ACD'.
Oznalme po fadé 6, ' roviny vedené body D, B’ tak, Ze
0| p || A'BC.
DokazZeme, Ze vzdalenosti obou dvojic rovin
ACD’, A'BC'a A'BC’, ' 2

jsou si rovny. Skutené, prvni dvojice na primce 44’ vytina
use¢ku AA’, druhd dvojice na pfimce BB’ | AA’ vytind
ase¢ku BB’; protoze je AA' = BB’, soudime z toho, Ze
vzdélenosti obou dvojic (2) jsou si rovny. Totéz se stejné
dokaze o dvojicich
d, ACD" a ACD’, A'BC'.

Odtud plyne, Ze roviny A'BC’, ACD’ rozdéluji tseC¢ku DB’
ve tii sobé rovné usecky.

b) Je zndmo, Ze velikost nejkrat§i pficky dvou mimobéZek
a, b je rovna vzdalenosti rovnobéznych rovin «, g takovych,
7e o | b prochdzi pfimkou a a f | a pfimkou b. Oznatme
X, Y body nejkratsi pricky mimobézek, ve kterych tato pricka
protind po fadé obé mimobéZky a, b. Je zndmo, Ze bod Y je
jedinym bodem primky b, ktery md tu vlastnost, Ze pata Y
kolmice timto bodem k roviné « vedené padne na pfimku a;
pfi tom zaroven plati Y, = X. Toho uZijeme k feSeni tlohy.

Primka AC lezi v roviné ACD’, ptimka BC’ v roviné A’'BC’,
ktera je s rovinou ACD’ rovnobéind (viz tilohu a)). Velikost
nejkratsi pficky obou mimobézek AC, BC’ je tedy rovna
vzdélenosti obou rovnobéznych rovin ACD’, A'BC’, coZ je
podle vysledku tlohy a) tfetina velikosti télesové whlopficky
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B’'D neboli %aV3 . Nyni vySetfime polohu obou bodl X, Y
nejkratdi pricky obou mimobézek AC, BC’, kde X je bodem
pfimky AC a Y bodem pfimky BC’; patu kolmice vedené
bodem Y k roviné CD’A oznalime Y,

\ /
/\/\ S /&
/ \\ / ‘\
VAN RATERA
ATTIN T e €

\ /

\g,

Obr. 4

Plati A CD'A ~ )\ A'BC’, pfi temZ oba tyto trojihelniky
jsou rovnostranné a jejich prislu$né strany jsou rovnobézné.
Oznatme 4, B,, C,’ paty Kolmic vedenych body A4’, B, C’
k roviné CD’A4 (obr. 4). Ozna¢ime-li dale S stfed trojuhelnika
CD'A, usoudime snadno, Ze je téZ A CD'A =~ A AyBy,Cy';
pfitom jsou prislusné strany téchto trojuhelnikd rovnobézné
a usetky A4,'C, B,D’, C)A jsou puleny bodem S. Podle
hofejsi tivahy je pruselik tseéek AC, B,C,’ hledanym bodem
X =Y, Oznalime-li jesté Z prusecik tseéek AC, Ay B,
zjistime snadno, Ze plati AZ = ZX = XC. Bod X tedy lezi
v jedné tfetiné tGseCky CA (totiz AX = 2 - CX). Obdobn¢
se dokaZe, Ze bod Y, = X lezi na tsecce B,G,' tak, ze Cy' Y, =
=2+ B,Y,. Odtud plyne, Ze bod Y lezi-v jedné tfetiné
useCky BC’ (totiz C'Y =2 - BY).

9. Najdéte vSechna x, pro ktera plati
logygg x + 1081000 ¥ = 10830, %° . (1)
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(Poznamka. Symbol log, m znali logaritmus Cisla m pfi
zdkladu a logaritmd; pro a = 10 piSeme log,, m = log m.)

Re$eni. Budte a # 1, b 5 1 kladn4 &sla a x > 0 libovolné
&slo. Potom je x = alo8s* = blosy*, Logaritmovinim posledni
rovnosti pfi zédkladu & dostaneme :

(logy a) - log, x = log, x
neboli
logy x
log, x — —£b%*
Jogax = 105 2

Ve vztahu (1) je nutné x > 0; pro x = 1 zfejmé plati rovnost,
takze v dal$im predpoklddime, Ze x 7= 1. Podle (2) je:

log, x 1 1
1 = x = ——
%810 ¥ = [0 100 log, 100  2- log, 10’ @)
1
.1081000 x = m > 4)
_ log,x 1
logye, ¥ = log, 10x 1+ log, 10’ ®)
pri ¢emZ musi byt 10x 5 1 neboli
x #1071, (6)
Po dosazeni ze (3), (4), (5) do (1) mame
1 1 3
Q)

< .
2 - log, 10 + 3-log, 10 = 1 + log, 10
~ Podle (2) je

log 10 1
1 = =
og, 10 logx  logx
neboli
fog, 10 =logx .
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Po dosazeni do (7) mame

1 1 3-logx
= = < 2 B r
3 log x + 3 logx < e

Rozeznavejme dva piipady:

[11 1+ logx >0, [2] 14+ logx<O.

Piipad[1]. Je 1 4 logx > 0 neboli
logx > — 1.
Po tpravé vztahu (8) mime
5-logx-(1+ logx) < 18logx,-
t.j.
logx-(5-logx —13) < 0.

a) Pro logx < 0 dostaneme odtud
13
log x > 5>
COZ je spor.
b) Pro log x > 0 mame z (10)

13
log x < 5>
t. j.

0<10gx§}5§.

Odtud plyne, Ze
1 <x< 107 .
Pripad [2]. Je 1 + logx < O, t. j.
logx < —1.

Po tpravé (8) dostaneme
logx-(5-logx —13) > 0.
Podle (12) je
logx <0,
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takze
5-logx —13<L0,

t. j.
13
logx é '75— >
to je splnéno jiz vzhledem k (12). V pripadé [2] je tedy
0<x<107L, (13)

Pro vSechna x v (11) a (13) je tedy skutecné x % 1071,
" Protoze postupy provadéné v feSeni lze obritit, vyhovuji
vztahu (1) pravé ta x, pro néz plati:
bucl'lgxglOL:, * mnebo 0 <x < 107L
Pfitom, jak je patrno z postupu, rovnost ve vztahu (1) nastane

praveé pro x =1 a pro x = 10+,

10. Ak platia pre dve komplexné Cisla Z,, Z, vztahy
1Z) = Zyl5 |12, — 1| = |Zy— 1],

potom je alebo Z, = Z,, alebo Z, — Z,, kde Z,, Zl st zdruZené
komplexné Cisla.

Dokazte a vysvetlite geometricky.

RieSenie. I. D6kaz bez rozkladu na zlozky. Z danych
vztahov vyplyva
Zy=¢Zy, Zy—1=n(Z, —1), (M
kde &, 1 st vhodné komplexné jednotky. Ak dosadime z prvej
rovnice (1) za Z, do druhej, dostaneme

eZ; —1=nZ —1),

Ze —m)=1—n. )
RozliSime dva pripady:

vev

ClzZe
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a) ¢ = 7. Potom z rovnice (2) vyplyva =1 a z oboch
rovnic (1) Z, = Z,.

b) & # 7. Potom z rovnice (2) dostaneme

1—7
Zi=— ®
Dalej je podla (1)
1 —
Zy=e.— 1,
€=
PR e — - 1o 17,
Vypocitajme Z, ; pretoZe & == i je
L P
ZIZ 1 :3'n = &- nzZz.
11 n—e e—1n
€ n

II. D6kaz rozloZenim na zlozky (goniometricky). Je

Zy = r(cos @, + isin ¢,),
5 = r(cos @, + isin ¢,),
|1 —Z)2 =1 —rcos ¢,)* + r?sin® ¢, =
=1—2rcosg¢, + 1%,
|1 — Z,2 = (1 — rcos @p)? + 72 sin? @, =
=1 — 2r cos ¢, + 72
Z danej podmienky teda vyplyva vztah

r(cos gy — cos @) = 0. ()

Alebo je
r=20, (2)

alebo je
COS @y = COS @5 . 3)

Ak plati vztah (2), potom tvrdenie ulohy je spravne; v tom
pripade je Z; = Z, = 0.

Ak-plati vztah (3), potom Iahko vypocitame, Ze je

sin @, = €+ sin g, ,
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kde ¢ sa rovnd jednému z Cisel 1, — 1. Je teda
r(cos @, + 1+ sin @,) = r(cos ¢, 4 1- & - sin ¢,),
t. j. alebo
Zy =7, (ked ¢ = 1),
alebo
Zy = 21
(ked je e = — 1),
¢o sme mali dokdzat.

III. Geometricky vyznam. (Nech [Z] zna¢i obraz kom-
plexného ¢isla Z.) Ak body [Z,], [Z,] maja od bodu [0] rovnaké
vzdialenosti a od bodu [1] # [0] tiez rovnaké vzdialenosti,
)e bud [Z,] =[Z,], bud st body [Zl], [Z,] samerne sdru-
Zené podla priamky [0][1].

IV.Jiné feSeni. Je-li Z = x + iy, kde x, y jsou redlna Cisla,
potom je
1zl =+ 12 -1 =G —1F+5".
Re$me soustavu rovnic
1Zi| =12, 12, — 1| =2, — 1].
Umocnéme obé strany kazdé z obou rovnic na druhou; do-
staneme rovnice

X2+ 92— 2%+ 1 =x2+ y2 — 2%, + 1,
x® + 312 = 22 + 57
QOdtud snadno obdrzime jednak

X1 = Xo» Y1 =Da»

jednak
. X1 = Xos V=== Ya 5
je tedy bud
Zy, =2, €))
nebo _
Z,=12;. 2)
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Obracené, kdyz plati (1) nebo (2), snadno zjistime, Ze plati
vztahy
|Z1| = lzzl» 1Z, — 1| =2, — 1] . ©)
Oznaéme [A], [B] obrazy komplexnich &isel A, B. Vztah
|A — B| = |C — D|, jak znamo, znali, Ze vzdilenost bodu
[A], [B] je rovna vzdalenosti boda [C], [D]. Podle pfedpokladu
jsou vzdalenosti bodi [Z]], [Z,] od bodu O (pocatku soufadnic)
sobé rovny, rovnéz vzdalenosti bodu [Z,], [Z,] od bodu [1,0]
jsou si rovny. Potom o Cislech Z;, Z, plati bud (1) nebo (2),
cili jsou to bud body totozné nebo soumérné sdruZené podle
osy x souradnic.
Upraveno podle feSeni
s. Jifiho Volenika, 11.b
jedendctiletky v Rokycanech.

11, Budte diny rozméry a, b, ¢ kvadru. Dokazte, Ze velikost
nejkrat§i pficky dvou mimobéZnych sténovych whlopfitek
kvadru je ddna vyrazem

1

1 1 1
V?+?+?

Redeni. Oznatme ABCDA'B'C'D’ dany kvadr, kde
ABCD je jedna podstava a AA'| BB' | CC'| DD’ jsou
pobo¢né hrany. Oznalme a = AB, b= AD, c¢= AA'.
Hledejme nejkrat$i vzdalenost uhlopfri¢ek A'B, B'C, které lezi
ve dvou sousednich sténdch kvadru. Dokazeme, Ze uvedené
tvrzeni plati pro sténové uhlopficky, které lezi v sousednich
sténach kvadru.

Rovina A’BD je rovnobé&Zni s pfimkou B'C, pfi CemZz
obsahuje pfimku A'B; velikost v pficky je tedy rovna vzdale-
nosti bodu B’ od roviny A'BD. Stadi tedy v jehlanu o podstaveé
A'BD a vrcholu B’ najit jeho vy$ku v; budiz A obsah této
podstavy. Objem tohoto jehlanu lze také urcit z podstavy

D =
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A’'BB’ a vy§ky AD = b. Porovnanim obou moZnosti dostaneme
3-dv=3%-%acb,
t.j.
abc

Podle Heronova vzorce lze pro obsah ¢ trojuhelnika o stranach
velikosti x, v, 2 psat:
16 =@x+y+2)(—x+y+2)x—y+2) - (x+y—2) =
= — x4 __y'l Y ) + 2x2y2 + 2y22.2 + 2x222.
Ozna¢me strany trojihelnika A’BD takto:
u; =A'D, u,=A'B, uy;—= BD.
Pfitom je
u? =0+ % uy? =+ a? u? = a® 4 b
Tedy
16A2 —_ (b2 __1_ 62)2 - (62 + a2)2 _ (a2 + b2)2 +
4+ 2(8% + A)(c* + a*) + 2(c® + a*)(a® + b?) +
+ 2(a® + (B + ).
Po tpravé mame
1642 = 4(a®® + b2 + c%a?) .
Tim

24 = Va%z + b%? + ca®.
Dosazenim do (1) mime
abc

v= Vazb2 4 b2 + c2q?

neboli
1

1 1 1
s

0 =
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Vysledek nezdvisi na vybéru dvojice mimobéZnych sténo-
vych thlopricek lezicich ve dvou sousednich sténich daného
kvadru. Nejkratsi pricky mimobéZnych sténovych uhlopficek,
lezicich v protéjsich sténdch kvadru, maji po radé velikosti
a, b, c. Pfitom je v vidy mensi nez kterékoli z Cisel a, b, c;
na pr. je

v 1 .
— = <L tj. v <a

a 1 1
1/1 + a? (35 + ?)

12. Je dany trojuholnik ABC. Aky geometricky utvar vy-
plnia vrcholy vSetkych takych Stvorstenov ABCX, u ktorych su:

a) hrany AX, BX navzajom kolmé,

b) hrany AX, BX a hrany BX, CX navzijom kolmé,

c) kazdé dve z hran AX, BX, CX navzdjom kolmé? V tomto
pripade vySetrite podmienku riesitelnosti. .

Rie$enie. Uloha a). Priamkou AB poloZme rovinu o
a ur¢me v nej vSetky body X, pre ktoré je <t AXB =R.
Podla Thaletovej vety vyplnia body X kruZnicu &, ktord ma
useCku AB za priemer a ktord lezi v rovine p; oba body 4, B,
musime z kruZnice & vyladit.

Ak sa otaca rovina p okolo priamky AB vyplnia body X,
pre ktoré je <t AXB = R, gulov plochu %;, ktord ma asecku
AB za priemer. Body 4, B musime z plochy x, vylacit.

Vzhladom na dana ulohu a) musime z plochy #; vyladit
vSetky body kruznice k,’, v ktorej plocha x, pretina rovinu
ABC, pretoze bod -X ako $tvrty vrchol $tvorstena ABCX
v rovine ABC nelezZi.

Teda: Body X, ktoré vyhovuji tlohe, zrejme vyplnia dve
polsféry (polovice gulovej plochy %), ktoré st stmerne
zdruzené podla roviny ABC a ktoré su Castami plochy »;;
pritom body kruznice k," plochy #,, ktoré su spolocnou Castou
roviny ABC a plochy #x;, musime vylacit.
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Tento vysledok a oznalenia pouzijeme pri rieSeni Gloh b),
c):

Uloha b). Oznaéme B, pitu kolmice vedenej bodom B
k priamke AC; iste je B, == B. Ak je B, = A, je <t BAC = R;
ak je B, = C, je <xt BCA = R. Kone¢ne ak je 4 == B, == G,
je L BBA = < BB,C=R. V kazdom z tychto troch
uvaZovanych pripadov prechddzaju gulové plochy s, s,
po rade opisané nad tseckami 4B, BC ako priemermi, bodom B,
a bodom B. Lahko sa dokézZe, Ze obe plochy #,, %, maji spo-
lo¢né body, ktoré lezia na kruZnici #, opisanej nad useckou BB,
ako priemerom: revina v tejto kruZnice stojikolmo k rovine
ABC. Body X, ktoré vyhovuju tlohe b), vyplnia tato kruZnicu
n, z ktorej podla rieSenia lohy a) musime vylucit oba body
B, B,.

Uloha c). Podla tlohy b) musi hladany bod X leZat na
vsetkych troch kruZniciach m, n, p, ktorych roviny u, », =
stoja kolmo k rovine ABC (kazda k jednej strane trojuholnika
ABC) a ktorych priemery su tuseCky AA,, BB,, CC;. Ale
priamky AA,, BB,, CC, maju spolo¢ny bod V (priesecnik
vysok trojuholnika ABC), a preto roviny u, ¥, 7z maju spolo¢nt
priamku o | ABC, ktora prechidza bodom V. Ak teda
hladany bod X existuje (t. j. taky, Ze kazdé dve hrany S$vor-
stena ABCX pri vrchole X tvoria pravy uhol), musi lezat
na vSetkych troch kruZniciach a tym aj na priamke v, pravda
mimo roviny ABC. Lahko sa usadi, Ze bod V, ak md mat.
tloha reSenie, musi lezat vnutri tsetiek AA,, BB;, CC,
t. j. prieseCnik V vySok trojuholnika ABC musi padnat do-
vnutra trojuholnika ABC. Je zname, Ze sa to stane vtedy
a len vtedy, ak je  ABC ostrouhly trojuholnik; v tomto
pripade existuji dva body X, X' pozadovanej vlastnosti
a rovina ABC je rovinou stmernosti useCky XX'. Pripad
trojuholnika pravouhlého a tupouhlého, ako vyplyva z pred-
chéddzajacej uvahy, nemd rieSenie.

13. Urcte geometricky Gtvar v rovine, ktory vyplnia obrazy
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komplexnych Cisel Z danych vztahom

AS + B

TS M
_kde A4, B st dané komplexné Cisla a S % — 1 prebieha vSetky
komplexné jednotky.

Z =

Reseni. Dany vztah upravme takto:
Z+ZS=AS+ B
neboli
—8SA4—-2)=B—Z. 2)
Jestlize bod Z vyhovuje rovnici (1), pak jsou dvé moZnosti.
Pripad [1]. Necht je A —Z =0; pak je podle (2) téz
B —-7Z=0.Atedy Z= A, Z= B, neboli 4 = B.
JestliZe je obracen¢ A = B, pak je podle (1) vskutku Z = 4
feSenim ulohy a to zfejmé jedinym.
Pfipad [2]. Necht je
A—Z+£0; 3)
protozZe je S # 0, proto je podle (2) téZ B — Z = 0. Vzhledem
k pfipadu [1] je 4 # B (jinak by totiZ bylo 4 = Z, coz od-
poruje pfedpokladu (3)). Ze vztahu (2) plyne
|—§-(4—2)=|B—Z,
a protoZe je |— S| =1, plati
|A—Z| =|B—Z].
O usetkich ZA, ZB tedy plati ZA = ZB, t. j. bod Z lezi
na ose p usecky AB.
Jestlize Z je obrdcené libovolny bod osy p tselky AB,
je geometricky ziejmé, Ze lze Gsetku ZA prevést rotaci kolem
2\
bodu Z o thel AZB = 2kr (kde & je celé &islo) v tsecku ZB.
; Py
Uhlu AZB pfislusi uritd komplexni jednotka — S.
a
Protoze je AZB # 2k, je
—S#1. 4)
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Plati tedy (2) a ze vztahu (2) pak vzhledem ke vztahu (4)
plyne vztah (1).

Zéavér. Jestlize tedy je A = B, pak pfislu$ny geometricky
atvar je bod A. Jestlize je A # B, potom prisluSny geometricky
utvar je osa useCky AB.

Resil s. Josef Dvoréuk,
11.a jedenactiletky,
Novy Jicin.

14. BudiZ déna posloupnost {a,}, kde a, # 0 pro kazdé
pfirozené n. Jestlize tato posloupnost {a,} ma limitu riznou

od nuly, pak posloupnost {aa,, }mé také limitu, pfi ¢emZ
n+1
lim -2 — 1. Doka¥te.
an+1

Refeni. Je dina konvergentni posloupnost {a,}. Vy-
nechdme-li prvni ¢len ¢éto posloupnosti, dostaneme po-
sloupnost {a, .}, kterd je také konvergentni posloupnosti
a ma stejnou limitu jako posloupnost {a,} (podle definice
konvergentni posloupnosti). Podle véty, Ze limita podilu je
rovna podilu limit, a za pfedpokladu, Ze lim a, 7 0, tudiz
izelima,,,; # 0, je

a,  lima,
Upypy  lima,,

Resil s. Bedfich Wenig,
3.a vyssi pramyslové strojnické
skoly, Opava.

lim = 1.

15. Najdite vSetky prirodzené Cisla, rovné jedendstndsobku
svojho ciferného stuétu v desiatkovej sustave.

Riefenie. Hladané &islo je nanajvy$ trojciferné. Cislo
n-ciferné je vicsie alebo sa rovna Cislu 107—! a jeho ciferny
sucet sa rovnd najviac 9. Jedendstndsobok Cisla 97z je 99x.
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Avsak pre n = 4 plati
107=1 > 997, ¢))

Dokaz urobime matematickou indukciou. Pre n =4 je
naozaj 103 > 99 - 4. Nech vztah (1) plati pre urtité prirodzené
Cislo n; dokaZeme, Ze potom plati:

107 > 99(n + 1).

Vzhladom na (1) je

107 =10 - 10771 > 10.997 = 997 + 9.997 > 99n + 99 =

=99 + 1),
pretoZe je n =>4 a preto je 9.99z > 99. Tym je vztah (1)
dokdzany.
Nech x>0, v, 2 st také nezdporné celé ¢isla mensie neZ 10,
je
100x + 10y + =
Cislo pozadované textom ulohy. O fiom ma platit
100x + 10y +2=11-(x +y + 2)
Cize
89x = 10z + . 2
Na pravej strane vo vztahu (2) je nanajvy$ dvojciferné
Cislo; preto aj vlavo musi byt nanajvys dvojciferné (islo;
preto nutne je x = 1. Odtial hned vyplyva 2 =28,y =9
a hladané &islo méZe byt jedine 198. Cislo 198 naozaj vyho-
vuje ulohe.

Jiné feSeni. Pfedpokladejme, Ze takové pfirozené Cislo
existuje a oznacme si jeho cifry po fadé a,, a,_;, ..., a; a.
Ma platit

107a, 4 10" a,_, + ... + 10la; + 10%, =

=11(a, + a,_1 + ...+ ay)
¢ili

(10n — 11)a, + . .. + 989a; + 89a, — a; — 10a, = 0.
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Hledana ¢isla mohou byt jediné trojcifernd. Nebot pro dvoj-
ciferné ¢islo by muselo platit — a; — 10a, =0, coZz neni
mozné. Ctyrcifernd a vicecifernd &isla také nepfipadaji v ivahu;
zéporné Cleny jsou totiZ jen dva posledni a minimélni hodnota
jejich souctu je — 99.

Dochazime tedy k rovnici 89a, — a, — 10q, = 0, kterou
rozfe$ime. Musi byt a, = 1, nebot pfi a, = 2 by bylo

89a, — a; — 10ay > 178 — a; — 10ay = 178 — 99 > 0.

Miame tedy

a; + 10a, = 89,
odtud

ay =38, a, =09.

Dochézime k jedinému vysledku: Cislo 198 vyhovuje tiloze
(jak se presvéd¢ime vypoltem).
Resil s. Jiti Fiedler,
11. roc. jedendctiletky
v Plzni, ndm. Odborafda.

16. Budiz déna rovina p tfemi body 4, B, C a mimo ni
pfimka p | ¢. UvaZujme &tyrstény ABCX, kde bod X probiha
pfimku p. Oznacme V' vrchol rota¢niho kuZele s podstavou
v roviné g, na jehoz plasti lezi vSechny ¢tyfi body 4, B, C, X.

Provedte diskusi, kdy takovy kuZel existuje, a vySetite
atvar, ktery vyplni vSechny body V. (Poznémka. Jestlize
V je vrchol rotatniho kuZele a % jeho podstavnd kruZnice,
potom plast tohoto kuZele se sklada ze vSech bodu usecek VK,
kde bod K probiha vsechny body podstavné kruznice &.)

Redeni. Protoze body 4, B, C lezi v dané roviné g, pak
existuje-li rotacni kuZel poZadované vlastnosti, ma kruZnici
k = (O, r) opsanou trojthelniku ABC za podstavnou hranu;
vrchol V' kuzele lezi uvnitf toho poloprostoru p, vytatého ro-
vinou g, ve kterém lezi pfimka p. Odtud plyne, Ze kazdy bod
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V padne dovnitt jisté polopfimky OQ | ¢, kde Q je vnitini
bod poloprostoru p,. -

Oznatme X libovolny bod pfimky p a X’ patu kolmice
vedené bodem X k roviné g; vSechny body X', kdyZ X probihd
pfimku p, vyplni v roviné p pfimku p’ || p, ktera je prisednici
roviny o s rovinou & | g, poloZenou pfimkou p. Oznalme
d > 0 vzdalenost rovnobézek p, p’.

I. Necht k danému bodu X pfimky p ex1stu]e rotacni kuzel
o vrcholu V' a podstavné hrané 2= (O, r), pfi CemzZ bod X lezi
na plasti tohoto kuZele. Potom je bud X = V a pfimka p’
prochazi bodem O, anebo je X = V. V druhém pfipadé bod X
lezi uvnitf GseCky V'Y, kde Y je pruse¢ik polopfimky OX’
s kruZnici k; je tedy X’ vnitfni bod tsecky OV, takZe plati
0 < OX’ < r neboli X' lezi uvnitf kruznice k. Odtud plyne,
Ze jen ty body X pfimky p mohou vést k feSeni, pro néz je
vzdélenost bodu O od paty X', pfislusné k bodu X, mensi
nez r. M¢jme nym bod X pnmky p, pro néjzZ je vzdéalenost x”
bodd O, X’ mensi nez r, t. j. pro néjz plati

0x <r. ' M

Uvazujme dvé moZnosti:

[1] Je x" =0, takZe pfimka p’ prochazi bodem O. Tu je
pfislusny bod X vrcholem V, rotacniho kuZele o podstavné
hrané %,

[2] Je x" > 0, takZze pfimka p’ protind kruZnici £ ve dvou
raznych bodech. K danému bodu X sestrojime jediny kuzel
o vrcholu V; bod V obdrzime takto: Sestrojime prisecik Y
polopfimky OX’ s kruZnici k; pfitom jisté existuje A YXX',
kde < YX'X = R. Ve stejnolehlosti o stfedu Y a dvojici X', O
pfisluSnych bodi, pfislusi trojuhelniku Y XX’ trojuhelnik
YVO, kde V je hledany vrchol kuZele pfislusného zvolenému
bodu X.

Z podobnosti trojﬁhelnikﬁ YXX', YVO plyne vztah
oV 0Y ov. r

Xx ~ yx o Mebeli =
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Odtud dostaneme

oy — dr

_r_xr’

2

coZ plati i pro pfipad [1], kde x" = 0 a OV, = d.

Usecka OV ma pro dan &isla 7, d minimalni velikost, kdyZ je
tslo x' (nezdporné) minimélni; oznaCme tuto minimalni
hodnotu x,’. Cislo x, je zfejmé vzdalenost bodu O od piimky
p'; pfislusny bod X’ oznacme X', coZ je pata kolmice vedené
bodem O k pfimce p’. Bod X, pfislusi bodu X, primky p,
pro néjz je XX, | #'. Tu jsou dvé mozZnosti:

a) Pfimka p’ prochdzi bodem O, takZe je x, = 0, X’ = O;
podle odstavce [1] je X, = V,. Kazdy bod X' %= X (t. j.
x' > x,") pfimky p, pro néjz plati vztah (1), vede k vrcholu V'
kuzZele, pro néjz podle (2) je OV > OV, nebot je x' > x,'.
Lezi tedy hledané vrcholy kuZeld na poloptimce V,Q, opacné
k polopfimce V,0, pfi ¢emz je V,0 | o.

b) Pfimka p’ neprochdzi bodem O, takZie je O # X,
a vzhledem ke vztahu (1) plati 0 < xy <r; tuje OXy | p,
XXy Lp a tedy OXy | p. Oznacme V, vrchol kuZele
prislusného k Cislu x,". Kazdy bod X' # X' (t. j. x" > x¢'),
pro néjz plati vztah (1), vede k vrcholu V kuZele, pro néjz
podle (2) je OV > OV,. Lezi tedy hledané vrcholy kuZelt
na polopfimce VyQ opaéné k polopiimce V0.

II. Obracené, kazdy bod V polopfimky V,0Q je vrcho-
lem alesponi jednoho rotacniho kuZele o podstavné hrané Z,
ktery ma tu vlastnost, Ze na jeho pldsti lezi jisty bod X primky p.
O bodu V, je toto tvrzeni zfejmé spravné. Méjme nyni bod
V # V,, lezici uvnitf polopfimky V,Q tak, Ze je OV >
> OV, > 0. Pro pfipad, ze pfimka p’ prochdzi bodem O, je
tvrzeni zfejmé. Necht tedy o vzdalenosti x,’ bodu O od
primky p’ plati '

0<x/ <r.
Existuje Cislo x’ tak, Ze
0<£=r—x' tj.x <r;
ov ? ’
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je :
a4 . drt
oV oV,

! 2

r—x r—1x,
takZe je
Xy <& <r.

Proto existuji na pfimce p’ pravé dva body X;', X, tak,
ze OX,' = O0X,' = x', které lezi uvnitf kruZnice k. K nim
pfisluseji body X;, X, na pfimce p tak, ze X;’, X, jsou po
fad¢ paty kolmic vedenych body X;, X, k roviné g. Z prvni
¢asti nas$i uvahy a z rovnice (1) plyne, Ze k bodim X;, X,
existuje jediny rotacni kuZel pozadovanych vlastnosti a Ze jeho
vrcholem je pravé uvaZovany bod V.

Snadno lze ulinit tento zdvér:

Ozname o rotacni védlcovou plochu, jejiz Fidici kruZnici
je kruZnice k, takZe pfimka OQ je osou plochy. Jestlize dana
pfimka p nema s plochou w spole¢né dva rtzné body, potom
k Zadnému bodu X pfimky p neexistuje kuZel pozadovany
ulohou. M4-li pfimka p s plochou w spoletné dva rtzné
body P, P,, pak k bodu X pfimky p existuje kuzel, pozadovany
ulohou tehdy, a jen tehdy, je-li X vnitfnim bodem usecky
P, P,. Pfislu§né vrcholy V kuZzelt vyplni polopfimku, kterd je
¢asti primky OQ kolmé k roviné p.

2. Ulohy II. kola, kategorie A

1. Urcete soucet
S, =12 —22 432 — 42 + 4 (— Dntin?,
kde 7 je dané prirozené Cislo.

Reseni. I. Pro pfirozené sudé &islo n plati

==+ (F B+ -6+
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to ==~ (12— B+ —

—6+6)—...—(n—1+n=
=—[14+2+34+4+...+m—1)+n =
=——;—n(n—|—l).

IL. Pro pfirozené liché ¢&islo » z pfedchoziho vysledku
dostaneme

sy=[12 =22+ ... —(n— 1]+ n?=
_%(n—l)("_l+1)+n2=n2——%n(n—1)=

I

(n® + n) =—;-n(n +1).

| —

2. Budte déna Cisla a > b > 0; potom plati

(@—8® a+b 1= (a—0bF,
<5 Ve <Tg—s

dokazte.

Refeni. Podle ptedpokladu je a > b > 0, a tudiZ plati

Va>1e>o0.
0<Ja+]b<2)a,

0<(Ja+1b)r<4a.
Podle znamé poucky tedy plati

Proto je

a tim

1 1
o oy~ 4 &

Upravujme postupné vyraz
e -;—(a o) Jab.
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Je
x=%-(a—2m+b)=%.(vz-]/b_)2=

_ L (a—Toydat Yoy 1 @—b7
Z (Va+ Vo y 2 (fa+ oy

Vzhledem ke vztahu (1) plati

1 (a—0b)y2 >1 (a — b)?

2 (aror 2 4
(e — b
x> T .

Tim je dokdzédna levd C&ist vztahu, jehoZ platnost podle
textu tlohy mame dokdzat.

neboli

Stejné se dokdZe i prava ¢4st tohoto vztahu. Pfitom uZijeme
vztahu ’

Va + Vo > 2]/6 > 0 neboli (Ja+ /b2 > 46> 0.
Tim je dikaz proveden.

Jiné reSeni. Podle textu ulohy je a > b > 0, a tim téZ
Va>1e>0, Ja+ o>o0. )

Proto je |/a — VI;> 0 a tim i (Jla— 1/17)2 > 0. Proto plati
téZ
8a
————— >0, 3)
(Ja - oy

O vztahu, jehoZ platnost podle textu Glohy mdme dokizat,
predpokladejme, Ze neni platny. Necht plati tedy jeden ze
vztahd:
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— p)2 :
(aSab)ZE +8) — Jab, @

(@—bp 1
g S5 @+h) - Vab . )
DokaZeme, Ze vztah (4) nemize platit.

Po snadné tprayé dostaneme prvni ¢ist v tomto tvaru

M Va + Voy= lq/;_ VY.

Znasobime ob¢ strany této nerovnosti vyrazem z levé strany

vztahu (3);
dostaneme
(Va+ 13 =4a
neboli
(Va+ Voy=clay.

Vzhledem ke vztahtim (2) jsou &isla uvnitf zévorek tohoto
vztahu kladnd, a proto z ného plyne

Vot Vo= 2)a
Vo=V

to v8ak je spor s prvni ¢asti vztahu (2). Proto vztah (4) neplati.
Stejné dokdZeme, Ze neplati ani vztah (5).
Tim je dikaz proveden.

neboli

3. Rozhodnéte, pro kterd x ma smysl rovnice
log x®
14 logx’

a najdéte vSechna jeji feSeni (log, B znaci logaritmus Cisla B
pti zékladu A logaritmi; pro A = 10 piSeme log B).

log, 10 + log, 100 + log, 1000 =
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Refeni. I. Pomocn4d poulka. Budte 4, B kladnd &isla
riznd od disla 1.
Potom plati
1

logg A° o

Dtikaz. Plati A484B — B. Logaritmovinim obou stran
této rovnosti pfi zdkladu B logaritmu dostaneme

logyB-logg 4 =1,
¢imZ je vztah (1) dokazan.

II. Pfedpokliadejme, Ze existuje Cislo x, které vyhovuje
dané rovnici. Aby ¢leny na obou strandch dané rovnice mély
smysl, musi o Cisle x platit

x > 0, x # 1 (zéklad logaritmu), 1 4 log x 7%= 0

logy B =

neboli x % . @)

Pak plati
log,100 = log,10% = 2 log, 10,
log,1000 = log, 10® = 3 log, 10 .
Potom lze dané rovnici dat tvar

- log x
2 logxIO = mz)—g—x . (3)
Podle (1) je
1
S 4
log, 10 ogx’ 4)

coZz mé vzhledem ke (2) smysl. RovnéZz podle (2) je 1+
+ log x 7= 0 neboli x #~ li() . Nyni vzhledem ke (4) Ize rovnici

(3) uvést na tvar
2 logx
logx 1+ logx

©)
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neboli
log?x — 2logx —2=0. 6)

Polozme log x =y, takze y je redlné Cislo rizné od Cisla
0a % . Pak lze (6) psat
y2—2y—2=0.

coz je vskutku Cislo vyhovujici na$im pozadavkum. Je tedy
logx =14 Vg.

Jestlize tedy cislo x vyhovuje dané rovnici, mizZe to byt
nékteré z Cisel

Odtud dostaneme

x =101 v =107 ™
ob¢ tato Cisla spliiuji pozadavky (2). ProtoZe pro Cisla, ktera
vyhovuji vztahtim (2) lze na$ cely postup obratit, predstavuji
Cisla (7) vSechna feSeni dané rovnice. |

4. Je din zdkladni kvddr ABCDA'B'C'D’ (kde ABCD
je podstava a AA’ | BB’ | CC' | DD’ jsou pobotné hrany
kvadru).

Vysetfete pficku p mimobéZzek AC, BC’ (sténovych uhlopficek)
v sousednich sténdch kvidru) takovou, Ze p || B'D (télesova
uhlopficka kvadru). Prisecik primek AC, p oznalte X; pru-
seCik primek BC’, p oznalte Y. DokaZte, Ze bod X je uvnitf
useCky AC, bod Y uvnitf Gse¢ky BC’, pfi ¢emZ plati:

AX =2-CX; C'Y=2-BY; BD=3.XY.
(Pokyn: UzZijte nartu ve volném rovnobéZném zobrazeni
— nadhled zleva.)

Reseni (obr. 5). Predpoklddejme, Ze uloha md feSeni,
t. j. Ze existuje pfimka p, kterd protind prfimky AC, BC’
po fadé v bodech X = Y, pfi ¢emZ plati p || B'D. Potom
riznobézky BC’, p uréuji rovinu ¢ | B'D. Rovina ¢ prochdzi
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body B, X, které jsou jist€ rtzné. Je tedy pfimka BX prii-
seCnici rovin g, ABC. Jestlize tedy m4 tloha fe$eni, je bod X
spolenym bodem roviny ¢ a pfimky AC. DokdZeme, Ze za
dané situace (t. j. vzhledem k danému kvadru) takovy bod X
je jediny a Ze pak existuje bod Y na pfimce BC’ takovy, Ze
plati XY | B'D.

Provedme tuto konstrukci: Bodem C’ sestrojme rovno-
béZku k pfimce B'D a oznalme D, jeji prisetik s rovinou
ABC; takovy bod D, existuje. Ctyrahelnik B'C'DyD je podle
konstrukce rovnob&znik;proto je DDy = B'C’' = AD, DD, ||
| B'C’, takze bod D, nutné lezi na prodlouZeni useCky AD
za bod D a bod D je stfedem uselky AD,. Rovina BC’'D,
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je jiz dfive zminénou rovinou g || B'D, nebot obsahuje pfimku
BC’ a ptimku C'D, | B'D; protoZe je jisté B # Dy. je pfimka
BD, prusecnici rovin g, ABC. Pritom usecka BDj, leZi v ob-
délniku ABCyD,, takze body A, C, jsou pfimkou BD, od-
déleny; proto jsou téZ primkou BD, oddéleny body 4, C
(pfitom je C zfejmé stiedem .
Gsetky BC,). Existuje proto O =G
uvnitf Gsecky ACbod X, ktery  ~ |\ e
je i bodem primky BD,. Tento \ e
bod X lezi podle predchoziho NP
nutné uvnitf asetky BD,. Se- P
strojme v roviné ¢ bodem X - \
pfimkup | C'D,(nebolip| B'D) D < =C
a oznalme Y jeji prusecik N

s pfimkou BC’; bod Y exis- //"‘\
tuje a lezi uvnitf GseCky BC, e .
jak plyne ze stejnolehlosti pri- rd

mek C’'D,, p vzhledem k bodu wl ‘ \
B jako stfedu stejnolehlosti. A B
Je-li &> 0 koeficient stejno- Obr. 6.

lehlosti, plati zfejmé

BDy,=k-BX, D,C'=Fk-XY, BC'=k-BY. (1)

Koeficient % snadno uréime. Ziejmé je AC | DC, (viz obr. 6)
a plati A BXC ~ A DyXA, nebot je ¢ BXC = <. DyXA4
(4hly vrcholové) a <t CBX = < ADyX (polopfimky BC,
DyA jsou nesouhlasné rovnobézné). Koeficient podobnosti je

CB 1

AD, 2°
Je tedy také AX =2-CX, XD, =2+ BX. Odtud pro koe-
ficient stejnolehlosti & dostdvdme & = 3. Ze vztahd (1) snadno
odvodime, Z2e C'Y =2-BY a D,C' =3+ XY neboli B'D =
=3+ XY, coz jsme méli dokdzat. Z postupu dikazi (existence
bodu X uvnitf Gseéek AC, BD, a bodu Y uvnitf tsecky BC")
plyne, Ze tloha ma vzdy jediné feseni.
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3. Ulohy IIL kola kategorie A

1. Nech a je reilne &slo. V obore redlnych &isel rieste
rovnicu
ax*+ 2(a—1x+a—5=0.
Urobte diskusiu vzhladom na dislo a.

Reseni. I. Necht je @ = 0. Pak je dand rovnice
—2x—5=0
linedrni a ma kofen
5
X = — —2— .
II. Necht je a # 0. Pak je dani rovnice kvadratickd a jeji
diskriminant je
D =12a + 4.
Rozeznavejme tyto pfipady:
Pripad [1]. Necht je D > 0 neboli 12a + 4 > 0. Pro &islo a
pak plati
1
> —=.
“ 3
V tomto pfipadé ma dand rovnice dva redlné rizné kofeny
Xy, Xo, kde

x1=—‘11—(1—a+ 3a + 1), x2:711-(1——a—]/3a—}—1).

. o 1 ,
Pfipad [2]. Necht je D =0, takze je a = —3 Dana
rovnice mé dvojndsobny koren
x = 1—a = —4.
a

Pripad [3]. Necht je D < 0 neboli a < — % Dana rovnice

nemd v oboru redlnych cisel feSeni. .
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ProtoZe ze vztahu a > — —;—, a # 0, plyne D = 0, pak se

zfetelem k odst. I (pfipad a = 0) lze fici: Dand rovnice ma
iyt s 1
feSeni redlné pro a > — 3 -
Resil s. Martin Cerny,
11.b 2. jedenictiletky v Praze 2.

2. Necht a, b jsou komplexni ¢isla. Jestlize obrazy kofend
rovnice Z2 + aZ + b =0 v roviné komplexnich ¢&isel tvori
spolu s obrazem ¢isla 0 pravothly rovnoramenny trojihelnik
s pravym thlem pfi po¢itku, potom plati a® = 2b # 0.

Dokazte a zjistéte, zda lze vétu obratit.

RieSenie. I. Korene rovaice s1'1

2

Zi=—o+ 75 0))
a a?

PretoZe trojuholnik OZ,Z, je pravouhly rovnoramenny (kde
<X Z,0Z, = 90°), musi platit
Z, =1iZ, alebo Z, = —iZ,.
Pripad [1]. Pre Z, =iZ, je

a a?
e ]

stade vyplyva postupne

%(1—i)=(|/§—b)-<1+i>,
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Umocnenim posledného vztahu na druhti dostaneme

a? a?
1= 1 h
t. j. .
a*=2b.
Pripad [2]. Pre Z; = — iZ, dostaneme rovnakym spdso-
bom vztah
a?=2b.

Zo vztahov (1), (2) vyplyva, Ze aspoii jedno z Cisel a, b je rézne
od nuly, ina¢ by sa korene Z;, Z, rovnice Z2+ aZ +b =0
rovnali nule a utvar OZ;Z, by nebol trojuholnik. Plati teda
a® = 2b # 0, o sme mali dokdzat.

II. Obraten4 veta znie: Ak je a* = 2b # 0, tvoria oba obrazy
korefiov rovnice Z2 + aZ + b = 0 a poliatok stradnic troj-
uholnik s pravym thlom pri podiatku suradnic.

2
Doékaz. Dosadme do (1), (2) za b = — . Dostaneme

a a? a a?

dize
a " a .
21=—7(1+1), 22:—7(1—1).
Plati iZ, — — %(1 +i) = Z,, teda
Z, =1Z, ;

pretoze je a # 0, je aj Z; # 0, Z, # 0 a vzhladom na vztah
Z, = iZ, ma trojuholnik OZ;Z, pri vrchole O pravy uhol.
Riesili s. Julius Betko, 4.b, vy$si prie-
myslova S$kola energet. a elektrotechn.
v Bratislave, a tiez s. Juraj Virsik, 11.b,
XI. jedenastrocnica v Bratislave.
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3. Bez upotrebenia logaritmickych tabuliek dok4Zte spravnost
vztahu

log, © + log, ™ <%.

(Pri tom log, B znadi logaritmus isla B pri zdklade logaritmov

Redeni. Plati zfejmé = < 3,15 a dile

<32, (1)
takZe po rad¢ dostaneme
15 \* 90 225 90 108
2 ) — il it 4 =
T <(3+ _100) R TR T A T AN T
neboli
w2 < 10. 2)

ProtoZe je w® = =% =, proto vzhledem ke vztahtm (1), (2)
plati = < 10 - 3,2 neboli .
e < 32. 3)

ProtoZe logaritmus pfi zdkladu vétsim nez 1 je funkce rostouci,
vyplyva ze vztahu (3)

log, ©® < log, 32.. ' 4)
ProtoZe log, 32 = log, 25 = 5, dostdvime ze vztahu (4)
3-logy,m <5, %)

Polozme log, © = x, log, ® =y, t. j. ® = 2% = 4% neboli
2% = 2%, Odtud snadno usoudime, Ze musi platit x = 2y.
Podle vztahu (5) je 3x <<5 neboli 2x + 2y < 5, a tedy x +

+y< > coz je vztah, jehoZ platnost jsme méli dokdzat.

Resil s. Oldfich Buchta, 11. roé.
3. jedenactiletky v Brné-Tabore.
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4. Je dana krychle ABCDA'B'C'D’ (AA' || BB' | CC' |
| DD"). Necht bod X lezi uvnitf usetky 4B, priselik hrany AD
s rovinou B’'D’'X ozname Y (obr. 7).

a) Jaky utvar vyplni prase¢ik uhlopricek Ctyrahelnika
B'D'YX, probiha-li bod X vnitfek hrany 4B?

b) Urlete mezi témito Ctyrihelniky B’D'YX takovy, Ze
jeho thlopficky se navzdjem déli v poméru 1: 2.

1/ %5 \\

.

. 2o
A X B

Redeni. a) Viechny &tyrtthelniky B’D’'YX jsou rovno-
ramenné lichob&Zniky, nebot je B'D’ | XY (prisecnice roviny
B'D'X s obéma rovnobéZnymi rovinami A'B'C’'D’, ABCD),
B'D' + XY (je XY <BD =B'D") a BX=D'Y (nebot
je A BB'X ~ A\ DD'Y(sus) a XY | BD). Rovina ACC’ je
rovinou soumérnosti kaZdého lichobéZnika B'D'YX (je
B'D’ | ACC', XY | B'D', t. j. XY | ACC', pfi ¢emzZ jsou
useCky B'D’, XY ptleny rovinou ACC’). Prisecik Z thlo-
pfitek B'Y, D' X lezi tedy v roviné ACC’ a soucasné nilezi
vnittku useéky D'X, t. j. ndlezi vnitfku trojuhelnika D'AB.
Spole¢né body roviny ACC’ a vnitiku trojahelnika D’AB
vyplni vnitfek useCky AS, kde S je stfed krychle.
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Obracené, kazdy bod Z vnitfku usecky AS je prisecikem
uhlopfiek nékterého lichobéznika B’D’ Y X, nebot pfimka D'Z
protne utsetku AB v jejim vnitfnim bodé X.

b) Je-li D'Z =2 - XZ (obr. 8), pak z podobnosti trojithel-
nikt AXZ, C'D'Z plyne, ze C'Z = 2 - AZ. Prisecik Z thlo-
pfi¢ek hledaného Cétyrthelnika tedy déli télesovou uhlopricku
AC’ v poméru 1:2,t.j. C'Z =2 AZ.

Neni didle moZné, aby platilo XZ = 2 D'Z, nebot plati
AX < C'D'=AB, a tedy vzhledem k podobnosti troj-
thelniki AXZ, C'D'Z také XZ < D'Z.

Postup lze zfejmé obratit.

4. Ulohy I kola, kategorie B

1. Nech a, b, ¢ st nezaporné raciondlne Cisla, priCom je
b # 0. Ak o tychto dislach plati vztah

Vot Vo= e,
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a -«

potom ¢islo — je druhou mocninou raciondlneho Cisla. Do-

kazte. b

RieSenie, Z daného vztahu umocnenim na druhi dostaneme
a+b'+2V;b=c alebo Vchz%(C—d—b).
Odtial znova umocnenim na druht méame
ab = [3(c — a — b)]2

Ak delime obe strany tejto rovnosti ¢islom 4% = 0, dostaneme
2

a 1
¥y [ﬁ(c—a—b)] .
V hranatej zitvorke mame skutoCne racionalne Cislo a zlomok

a ;s . Ly . .
~ sa rovnd jeho druhej mocnine, ¢o sme mali dokazat.

2. Budiz a prirozené Cislo napsané v desitkové soustavé
a budiz b Cislo, které vznikne z Cisla a, kdyZ obratime poradek
jeho cifer. Ozna¢me
s=a+b, r=|a—b|.
. Dokazte: Jestlize pocet cifer Cisla a je sudy, je &islo s délitelné
jedendcti, jestlize pocet cifer Cisla a je lichy, je Cislo r délitelné
jedenacti.

Reseni. Necht &islo a napsané v desitkové soustavé md
(n + 1) cifer, kde # >0 je &islo celé. Potom muZeme psat
a = azl0" + ap_,10""1 4 ... + 4,10 + q,
kde kazdé z Cisel ay, ay, - . ., @, 7= 0 je rovno nékterému z Cisel

0,1,...,9. Pro Cislo & pak plati
b = ayl0" + 10"t + ...+ a,_410 + a,.
Polozme
0, = a,(10* + ¢+ 10% + a,_,(10" 1 + - 10) + ...
coot ap(10% + £+ 107F) ... + (10 + & - 10%~1) 4
+ ay(10° + ¢ - 107), 1
kde ¢ = + 1, a celé &islo % spliiuje nerovnost 0 < & < n.
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a) Je-li pocet cifer &isla a sudy, je &slo n liché. Cislo
s =a + b je rovno Cislu Q,. VSimnéme si Clenu
10k + 107H) @
ve vyrazu Q, (viz vztah (1) pro & = 1). Jsou dvé moZnosti:
[1] Cislo % je sudé, takZe &islo n — k je liché.
[2] Cislo £ je liché, takze &islo # — & je sudé.
Vytknéme z dvojélenu 10% + 10%~* to z C&isel 10%, 107—%,
které md mens$iho mocnitele; potom v zdvorce dostaneme
dvojclen tvaru
10+ 1, ©)

kde t > 0 je rozdilem dCisel 2, » — k& nebo rozdilem Cisel
n —k, k, t. j., t jest vzdycky Cislo liché. Je vsak znamo z od-
vozeni délitelnosti ¢islem 11, Ze Cislo (3) pro pfirozené liché
cislo ¢ je vzdy délitelné &islem 11. Proto je jedendcti délitelné
i ¢islo (2) a tim i Cislo s = Q;, které je soudtem ¢isel tvaru (2).
Tim je jedna &ast Glohy dokézina.

b) Je-li pocet cifer &isla a lichy, je Cislo # sudé. Uvazuj-

me Cislo r = |a — b|, které dostaneme z (1) proe = — 1,
t. j. r =|Q_,|. VSimnéme si ¢lenu

a,(10% — 107—%) 4)
ve vyrazu r (viz vztah (1) pro ¢ = — 1). Jsou dvé moZnosti:

[1] Cislo % je sudé, takze i Cislo # — k je sudé.

[2] Cislo % je liché, takie i &islo n — & je liché.

Vytknéme z dvojélenu 10¥ — 10"~* to z &isel 10%, 107~%,
které md mens$iho mocnitele, potom po vytknuti dostaneme
dvojclen tvaru

+ (10 — 1),

kde ¢ 2> 0 je podle [1], [2] vzdy ¢&islo sudé. Je viak zndmo,
Ze Cislo 10 — 1 pro sudé nezdporné Cislo ¢ je vidy délitelné
jedendcti. Proto je &islem 11 délitelné i &islo (4) a tudiZ i Cislo
|O_,| =r, které je soultem C¢isel tvaru (4). Tim je druhd
¢ast ulohy dokdzana.

3. Uvnitf trojahelnika ABC o obsahu 4 jé dan bod O.
Vedme bodem O rovnobézky ke kazdé ze stran daného troj-
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uhelnika. Tim se trojihelnik rozdéli ve tfi rovnobéZniky a ve
tfi trojihelniky; obsahy téchto trojihelnikii ozna¢me 4,
Ay, Ag, a to tak, Ze jedna strana prvniho trojithelnika lezi
na pfimce BC, jedna strana druhého trojuhelnika leZi na pfimce
CA a jedna strana tfetiho lezi na pfimce AB. Dokazte, Ze plati

vztah
V—l + V4, + V4, =14,

ReSeni (obr. 9). Necht rov-
nobézka vedend bodem O k pfimce
AB protne stranu BC v bodé B’,
takie OB’ | AB; dédle necht rov-
nobé&ka vedend bodem O k pfim-
ce AC protne stranu BC v bodé
C’, takze OC’| AC. Snadno se
dokéze, Ze poradek bodd na strané
BCje BB'C'C. Oznatme B'C’ =
2 e = p1, C'C = py, BB' = p;, takie

! P+ ps+ ps =BC = a. Troj-

Obr. 0. thelniky, jejichz obsahy jsme

. oznalili 4,, 4,, 45, jsou viechny

podobné s trojahelnikem ABC, nebot se s nim shoduji ve

vSech tihlech. Ty jejich strany, které jsou rovnobézné s pfimkou
BC, maji po fadé velikosti p,, p,, p3. Proto plati
A, p2 Ay bt A Piz

A @ 4 &’ A a?’

Odtud

4 V& 1/4s _ 21 2, s _ P14 P2t 05 _
VZ+ —A—+ Zw;—{—a—}—a_ a e

Ze vztahu
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pak dostaneme hledané tvrzeni
Va, + VA, + VA, = 7.

4. Nech st dané rozne kruznice &, = (Sy, 17), ks = (Ss, 75)s
kde 7, = r,. Ozname X,; IubovoIny bod kruznice %, a X,
TubovoIny bod kruZnice k,. Nech Y je stred dsecky XX,
@k je X1 =X,,je Y =X, = X,).

Co vyplnia vietky body Y, ked body X, X, menia svoju
polohu?

RieSenie. Kvéli jednoduchosti vyjadrovania sa dohovorime,
Ze budeme nazyvat stredom usecky X;X, bod Y, ktory v pri-
pade X, # X, je stredom usecky v obvyklom slova zmysle
a v pripade X; = X, polozime Y = X,.

Budeme pouzivat tito zndmu pomocnu poucku:

Nech je dand kruznica & = (S, r) a (v jej rovine) Iubovolny
bod P. Pre Iubovolny bod X kruZnice k2 oznalime Z stred
useCky XP. Ak bod X meni Iubovolne svoju polohu na kruznici

k, potom vsetky body Z vyplnia kruZnicu k&, = ( r)’ pricom

T je stred useCky PS.

Hl’ada;me teraz mnoZinu vsetkych stredov useliek X X2,
ked X, je Iubovolny pevny bod na kruZnici k, a ked X, meni
svoju polohu na kruznici k,. Z pomocnej poucky vyplyva pre
P =X, a k=k,, Ze hladand mnoZina bodov Y je kruznica
k' = (SO, 3r9), kde S, je stred usecky X;S,. Teraz vysetrlme,
akd mnoZinu vyplnia stredy Sy, ked bod X; meni svoju polohu
na kruZnici k;. Ak si uvedomime, Ze S0 je stredom usecky
X,S,, mdézeme znova pouzit pomocni poucku pre P = S,
a k = k, a zistime, Ze mnoZina stredov S, je kruZnica % s polo-
merom 37, a stredom T, ktory je stredom usecky S;S,.
Vcelku sme teda ukdzali, Ze kazdy stred Y niektorej tisecky
X,X,, ktorej jeden krajny bod X, lezi na &, a druhy krajny
bod X, na k,, je bodom nejakej kruZnice s polomerom 37,
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ktorej stred leZi nickde na kruZnici s polomerom 3, a stredom
T,. Inymi slovami: Ziadny taky bod neméZe padnit inde ne
do medzikruZia so stredom 7, a polomermi }(r; + r,) a
$(ry — 7r5) - (pouZivame kvoOli stru¢nosti slovo medzikruZzie
aj ked pre r; = r, dostaneme cely kruh).

Teraz naopak potrebujeme dokazat, Ze ku kazZdému bodu M
z medzikruZia sa d4 ndjst aspon jedna dvojica bodov X;, X,
(kde X, lezi na k;, X, na k,) tak, Ze M je stredom usecky
- X;X,. Nech teda M je Iubovolny bod z nasho medzikruzia.
Kruznica opisand okolo bodu M ako stredu polomerom 37,
mé s kruZnicou, ktort sme oznadili k, asponi jeden bod S,
spolo¢ny. Z pomocnej poucky pre P = S,, k = k; vyplyva,
Ze existuje bod X, na %, tak, Ze S, je stredom usecky S,X;.
Bod M lezi na kruZnici s polomerom 4r, a stredom S;. Z po-
mocnej poucky pre P = X, k = k, vyplyva, Ze existuje taky
bod X, na k,, Ze M je stred tseCky X;X,. Pretoze M bol
Tubovolny, dokédzali sme: kazdy bod M nasho medzikruzia
je stredom nejakej useCky s krajnymi bodmi na %, a k.
Teda vcelku: body Y prave vyplnia popisané medzikruZie.

5. Dokazte, Ze pro prirozené Cislo » > 1 neni Cislo 2% — 1
druhou mocninou celého disla.

Regeni. Diikaz provedeme nepfimo. Necht pfirozené &islo a

spliiuje vztah
7 — 1 =a (1)

Protoze Cislo 2 — 1 je liché, musi i Cislo a byt liché, takZe
ma tvar a = 2k + 1, kde & je celé ¢islo. Vztah (1) pak nabude
tvaru

2" = 4k% + 4k + 2
a po déleni Cislem 2 méme
25—l 22 — 2k =1.

To vsak je spor, nebot pro » > 1 jsou vSecka tfi ¢isla na
levé strané posledni rovnosti vesmés sudd, ale na pravé strané
je Cislo liché. Tim je tvrzeni Glohy dokazino.

70



6. Celistva ¢ast m-té odmocniny kladného ¢isla a je rovna
celistvé Casti m-té odmocniny celistvé Casti Cisla a. DokaZte.
(Pfi tivahich uZijte pro oznaCeni celistvé Casti Cislaa na pr.

symbolu [a]. Mate dokazat, Ze plati [1751_] = [17[74]])

Re$eni. Oznaime

[Va_-]:bs

kde b je celé nezaporné Cislo; proto plati

m
b<Ja<b+1.

Po umocnéni téchto nerovnosti na m-tou dostaneme

m<a<(b+ 1y
Cislo b™ je celé nezéporné &islo; to znamend, Ze pro celistvou
¢ast [a] Cisla a opét plati

m < [a] < (b+ 1™
Protoze jde vesmés o ¢isla nezapornd, plati o m-tych odmocni-
nich téchto tfi Cisel obdobné nerovnosti, t. j.

m
b<Jlal<b+1.
ProtoZe b, b + 1 jsou dvé celd nezdpornd po sobé nasledujici
Cisla, je nutné

(Vi =,

coz jsme méli dokazat.

7. Z useliek o velkostiach a, b, ¢ moZno zostrojit trojuholnik
vtedy a len vtedy, ak plati vztah
20—

2bc =ia

Dokézte.
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RieSenie. I. Z useliek o velkostiach a, b, ¢ sa d4 zostrojit
trojuholnik vtedy a len vtedy, ked plati

6 —¢cl<a<b+ec. (1)
Ak plati vztah (1), je

a* < (b+ ¢ (1a)
t. j.
a? — b? — ¢ < 2bc,
dize
p? ey
T2 <l1. (2a)
Ak plati vztah (1), je aj
b — 2 < a?, (1b)
t.j
—2bc < a® — b — %,
éize

2 __p2 2
a_zbbc—c > —1. (2b)
Spojenim nerovnosti (2a), (2b) dostdvame vztah
P i X PR
s
II. Obritene, ak plati (2), plati (2a) a (2b). Zo vztahu (2a)
dostaneme obratenim uvedeného postupu vztah (1a), zo vztahu

(2b) podobne vztah (1b). Odmocnenim a spojenim nerovnosti
(1a), (1b) vyjde vztah (1).

<1. 2

8. Sestrojte pravouhly trojihelnik ABC o pfeponé AB,
jestlize jsou déna ¢isla p, g, o nichZ plati p > ¢ > 0 a jestlize
vime, Ze

b+c=p, ct+a=gq,
kde a, b, c jsou strany hledaného trojuhelnika ABC. Provedte
diskusi.
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Reseni. I. Pfedpoklddejme, Ze jsme tilohu roziedili, takZe
ABC je hledany trojthelnik, jehoZ velikosti stran oznalime
a=b<c (nebot je ¢g< p). Na prodlouZeni useCky CA4
za bod A sestrojime bod A’ tak, aby A4’ = ¢, takie CA’ =p
(obr. 10), na prodlouzeni usetky CB za bod B sestrojime
bod B’ tak, aby BB’ =, takie CB’ = ¢. Nyni sestrojime
obdélniky A'CB'M a ACBS. Pfimka BS protne tsecku

9
p P
A
/ | Vi i
(4 | 7.9
b
| /
1/
%
A S ’L AN AN,
!
! /7:3
SI // |
AR ¥ o/ af
/'/Il /', |
/ ‘-/ 1/ i
/
s\
S // !
/ | k
i

Obr. 10.

A'M v bodé P, ptimka AS protne usetku B'M v bodé Q,
takze SP = SQ = SC =c¢. Kruinice k= (S, ¢) se tedy
dotyka pfimek A’M, B’M po fadé v bodech P, Q a vedle
toho prochdzi bodem C. Odtud plyne feSeni ulohy.

II. Sestrojime obdélnik A’CB’M tak,aby CA’' = p, CB’ = ¢
a uoniti tohoto obdélnika sestrojime bod S tak, aby kruZnice %
o stiedu S se dotykala pfimek MA', MB’ a prochazela bodem C.
Tuto kruZnici sestrojime podle zndmé Kkonstrukce uZitim
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stejnolehlosti se stfedem M stejnolehlosti (viz na pf. Mate-
matika pro I. tf. byvalych gymnasii, str. 198, cvi¢. 193) takto:
Sestrojime pomocnou kruZnici &’ = (S, 1¢), kterd se dotyka
ramen pravého thlu <L A’MB’. Bod S’ lezi na ose MB,
tohoto whlu, kde B, je bod polopfimky A’C. Rozeznivejme
dva pfipady:

= M
\\\‘ il
\. o ///

K T~<sl 7

AR a
’ ~
//
3:‘-‘/9 B B'
/
/
8"
Obr. 11.

Pripad [1]. Je p =g, takie By= C (obr. 11). Hledana
kruznice % se dotykd stran trojuhelnika 4"'B"” M, kde A", B”
jsou po radé pruseciky polopfimek MA’, MB’ s kolmici
vedenou bodem C k pfimce CM. Pro feSeni md vyznam jen
kruZnice trojuhelnikuA”B"’M vepsand, protoze jeji stfed
padne dovnitf GseCky CM a tim i dovnitf daného obdélnika -
A'CB’M. Druha kruZnice dotykajici se pfimek MA', MB’,
A" B ma4 stfed na prodlouZeni ase¢ky MC za bod C, takze S”
lezi vné obdélnika A'CB’M. Dalsi konstrukce se provede
podle odst. I.

{z Jestlize tedy je p = g, ma tloha jediné feSeni.

Pripad [2]. Je-li p > ¢, lezi bod B, uvnitf usecky CA'.

Na kruznici &’ uréime body C’, C”, které lezi na polopfimce
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MC; oznaleni volme tak, abychom dostali pofddek MC"'C’C.
. Ke kruZnici &' sestrojime kruZnici % pfisluSnou ve stejno-
lehlosti o stfedu M, a to tak, aby bodu C’ ve stejnolehlosti
pfislusel bod C (pfipad, kdy bodu C” pfislusi ve stejnolehlosti
o sttedu M bod C, nemd pro nasi ulohu vyznam, nebot stfed
pfislusné kruznice & by padl na prodlouZeni tselky MB,
za bod B, a tedy vné obdélnika A'CB’M). Stali na polo-
pfimce MB sestrojit bod S tak, aby phatilo SC | S’C’. Bod S
padne dovniti Gsecky ByM jen tehdy, kdyz thel <t B,S'C’ <
< 3R, t. j. kdyZz B,C < ¢ (viz na obr. 10 prusetik polopfimky
MC, s polopnmkou A'C, kde S'C,414'C, S'Cy,=19);
odtud plyne, Ze musi platit 4'C < 2q neboli

p<2q.

Z konstrukce snadno plyne, Ze plati-li tato podminka, pak
existuje jediny bod S pozadovanych vlastnosti a tim i A ABC.

Zéavér. Za danych podminek mé uloha jediné feSeni pro
P < 2q. V pripadé p = 2¢g nemd uloha feSeni.

9. St dané tri redlne disla a, b, ¢, o ktorych plati
abc > 0,ab+bc+ca>0,a+b+c>0. )
Dokazte, ze vietky (isla a, b, ¢ st kladné.
RieSenie. Vzhladom na vztah abc > 0 su disla a, b, ¢ od
nuly rézne a st alebo vSetky kladné, alebo dve zaporné a tretie

kladné. Pripustme druhtt moZnost a dokdZme spor. Zrejme
sta¢i diskutovat len pripad

a>0, b<0, ¢c<O.
Zo vztahu a + b + ¢ > 0 vyplyva
a>—b+o. 2
Z druhého vztahu (1) mame

alb+c)+bc>0
alebo
be> — b+ ca. 3
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PretoZe je
—0b+4+c¢)>0,
vyplyva z (2)
—@+ca>—0+o[—0C+l,

— @ +c)a>b+c+ 2bc> be,
¢o je spor so vztahom (3).

tj.

10. Dokazte, Ze vyraz
2an4l __ o2m ] s

kde 7 je prirozené Cislo, je délitelny deviti.

Re$eni. I. Pomocné poulky.
[1] Pro pfirozené liché n plati
a*+b"=(@a+0bL,
kdepron=1jeL=1apron>1je
L=ag"1—qag" 2+ g" 324 ... —
= abn—f2 + bn—l.
[2] Pro pfirozené sudé n plati
a®* —b"=(a+b)-S,
kde
S=a" 1 —qg" 2+ ag" 32 — ...+
,i_ abn—z — bn—l.
II. Plati

X=2”‘+1-—22"—1:2'24?—2'22”+22”—1=

=2- 22n(22n —_ 1) -+ (22;: e 1) —
—_ (22n+1 + l)(22” - 1) .
Podle poucky [1] je
22+l 4 1 =2+ 1)L'=3-L",
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kde L’ je téhoZ tvaru jak uddva vztah (1'), takZe L’ je celé
Cislo. Podle poucky [2] je

2 —1=024+18=3-5, 5)
kde S’ je téhoZ tvaru jak udava vztah (2'), takZe S’ je celé Cislo.
Podle (3) vzhledem ke (4), (5) lze tedy psat

X =3L"-38=9L'S’,

kde L'S’ je celé Cislo. Je tedy X délitelné deviti, coZ jsme
méli dokazat.

11. Dokazte spravnost tohoto postupné provadéného déleni
useCky AyA4; na jednu polovinu, jednu tfetinu,..., jednu
n-tinu:

Oznatme A, bod tsecky Ay4;, pro néjz plati 44, =
= % AyAy, kde k > 1 je prirozené Cislo. Jestlize pro pfi-
rozené Cislo » > 1 zndme polohu bodu 4, _; na tsecce Ay4,,
sestrojime bod 4, takto: Vedme body 4, 4,, 4,_, po radé
pfimky a, || a, | a,—,, rizné od pfimky A,4,, a oznalme
Py, P,, P,_, prisetiky téchto piimek s pfimkou p || 4,4,
riznou od primky Ay,4,. Budiz X, priasecik pfimek Pyd4,,
P,_,A,. Pfimka a, | ay, vedend bodem X,, protind pfimku

oA; v hledaném bodé 4,,.

Re$eni. Spravnost postupu dokdZeme uZitim matematické
indukce. Pro n = 2 je konstrukce zfejmé spravna.

Predpokladejme, Ze je » > 2 a Ze konstrukce pro bod 4,
je spravnd. Plati (obr. 12)

(11 A A4ed,Py~ A 4,4,X,,
[2] A P(}Pn—-an ~. A AIAOXn >
nebot se pfislu$né trojuhelniky shoduji v tihlech.

Z [1] plyne
AyAy = A+ Pod,,
A4, =1 X,A4,, ¢))!
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kde A > 0. Odeétenim obou vztahti dostaneme
Aoy — Ay = MPody — X,A)

AOAn:‘z'POXn' )
Délenim vztahi (2), (1) mame

AOAn P OXn

4,4, X4, 3

neboli

Obr. 12.

Podle [2] pro pravou stranu vztahu (3) dostaneme

POXn _ POPn—l
X4, A4y
neboli
P(}Xn - AOAn—l 4
XA, Ay @
nebot je PyP,_; = AyA,—;. Spojenim (3), (4) dostaneme
AOAn — AOAn—l
Agdy, Ayl
Polozme zde
a
Ayd, = a, 4,4, = a — Aydy, AyAy—y = 7 — 1

(podle ptedpokladu, Ze konstrukce plati pro bod 4,_,);
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obdrzime

AAd,. = a
a— A4, an—1)"
Odtud plyne
a
Ay4, = n’

coz jsme méli dokazat.

12. Obdélnik, jehoZ rozméry jsou pfirozenda Cisla a, b,
je rozdélen na ab shodnych &tvercd. Stoéme tento obdélnik
do plasté rotatniho valce tak, aby strana obdélnika, kterad
m4 velikost a, se stala obvodem podstavy tohoto valce. Vrcholy
zminénych shodnych ¢&tvercd vytvori na plasti valce t. zv.
mfizové body. Kazdé dva rizné mfiZzové body spojime pfimkou,
kterou nazveme pricka.

a) Kolik je téch pricek, které prochdzeji vnitikem vytvore-
ného vilce?

b) Dostaneme vice takovych pficek, kdyz stolime vétsi
nebo kdyZ sto¢ime men$i stranu obdélnika v podstavnou
_kruznici rotaéniho vialce?

Reseni. a) Na pldsti valce vznikne celkem a(b - 1) miiZo-
vych bodi. Z kazdého mfiZzového bodu vychdzi kromé pri-
sluSné strany vilce (kterou podle textu tlohy nepolitejme)
celkem

ab+ -G+ =@—-1E+1)
pti¢ek. Uhrnem tedy dostaneme
za(b 4 1)@ — 1) + 1) = }a(e — 1)(b + 1)
priCek. Z nich je vSak tfeba vyloulit ty pficky, které lezi
v obou podstavich: téch je v kazdé podstavé %a(a — 1),
v obou podstaviach a(a — 1). Celkovy pocet pri¢ek je tedy
N=13%ala—1)b+ 1?2 —aa—1).
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Po tpravé dostaneme
N = ja(a — 1)(®®+ 26 — 1). €))
b) Pfedpoklidejme, Ze a =>b. Stolime-li obdélnik podél
strany velikosti a, je pocet pfiek dan formuli (1). Stodime-li
tyZz obdélnik podél strany velikosti b, je pocet pricek

N’ = 3b(b — 1)@+ 2a — 1). 2)
Ze vztahu (1), (2) dostavaime po tpravé
N—N'=%(a—b)(3ab —a—b+1). 3)

Poné&vadZ vzhledem k vyznamu &isel @, b plati a > 2,b > 2, je
3ab—a—b+lg6a4—a—b+1>a—b—l— 1> 0;
mimo to je a — b 2> 0. Proto je
N—N>0;

rovnost nastane tehdy a jen tehdy, je-lia — b =0, ¢ili a = b.
Obdélnik o ruznych rozmérech a > b je tedy tfeba stocit
podél vétsi strany, chceme-li dostat vice pricek.

13. Ked 7 je prirodzené Cislo, urcte stucet
S, =12—2-34+3-4—4-5+...4
+ (—Drtlenn+1).
RieSenie. Rozozndvajme dva pripady: [1] prirodzené

Cislo 7 je parne; [2] prirodzené Cislo # je neparne.
Pripad [1]. Nech je #z parne. Plati

S, =2(1—3)4+483 =5+ ... +n[nr —1)— @+ 1)]=
=—2(2—{-4—1—...+n):—2-—;—-%(n+2)=
= ——21—n(n—{—2). €))

Pripad [2]. Nech je » = 3 nepirne, takZe je n — 1> 0
péarne. Pi§me '

Sp=Sp—1 T+ n(n+1).
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Sucet s, ur¢ime podla (1), kde namiesto # polozime (7 — 1);
je teda

s,,=—-%(n—l)(n-}—1)+n(n—{—1)=

=@+DP—%@—JJ=%@+D?

Tento vztah plati aj pre n = 1.

14. Budte déna redlna cisla a, by, by, b, by. Reste soustavu
rovnic o neznidmych x;, Xp, X3, X,:

x; + a(xy + x5 + x5) = by 5

Xy + a(xg + x4 + %) = by,

X3+ a(xy + x; + x5) = by,

%y + a(®; + xg + x5) = b,
Stanovte podminky feSitelnosti soustavy vzhledem k danym
Cisltm a, by, by, by, b,.

Regeni. Polozme x; + %, +- %3 + %3 = 1, kde 7 je pomocnd
neznamd. Danou soustavu nahradme ekvivalentni soustavou:

(I —a)yxy =08, —at, ¢))
(I —a)xy = by — at, 2
(I —a)xg = by — at, 3)
(1 —axy =b, — ar, 4)
Xt X+ X+ Xy =1. ©)

Sec¢teme rovnice (1) az (4) a dosadme z (5); dostaneme
(1 — a)t = b, + by + by + by — 4ar
(1 4 3a)t = by +-by + by + b, . (6)
I. Pro 1 4+ 3a # 0 mame

_bitb o bb
1+ 3a ’

neboli

t
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a) Je-li jesté¢ 1 — a # 0, pak z rovnic (1) aZ (4) dostaneme
jednoznaCné urcena Cisla x;, Xy, X3, %,
b)Je-li 1 —a=0, t. j. a=1, pak dand soustava md
tvar x, -+ x, + x5 + x, = b; pro i = 1, 2, 3, 4. Reieni tedy
existuje tehdy a jen tehdy, je-li b, = by, = b; = b,. Je-li
tato podminka splnéna, vyhovuje soustavé kazdd c(tvefice
Cisel x, %o, X3, X4, Pro kterou plati x; + x5 + x5 + x4 = b;.
. . 1
II. Budiz 1 + 3¢ =0,t.j.a = —3-
a) Pro b, + b, + b3 + b, # 0 je podle (6) soustava sporna.
b) Pro &, 4 b, + b; + b, = 0 se pomocna soustava zredu-
kuje na rovnice (1) az (4). Z rovnic (1) az (4) méme
n=%h+ it n=%1b+is
X3 =3bt+itx=%b+1%1
kde z je libovolné &islo; v tomto pfipadé ma dand.soustava
nekonec¢né mnoho feseni.

15. Budte déany tfi pfimky a, b, ¢, z nichz kazdé dvé jsou
navzdjem mimobézné. Kolik je na pfimce ¢ bodd, jimiZ nelze
vést zadnou pfimku protinajici obé pfimky a, b? Provedte
diskusi.

Reseni. Budiz C bod pfimky c, ktery m4 hledanou vlastnost;
to znamena, ze zadnd z pfimek CA, kde A4 je libovolny bod
primky a, nema s pfimkou 4 spole¢ny bod. Vsechny primky CA4
lezi v roviné Ca, urlené bodem C a primkou a; to znamena,
Ze tato rovina je rovnobéznd s primkou b (a neobsahuje ji).
Pak tato rovina je rovnobézna k obéma primkéam a, b. Existuje-1i
tedy bod C hledané vlastnosti, potom bud leZi v roviné « | &
proloZzené piimkou a nebo lezi v roviné f | a a proloZené
pfimkou &. Pfedevsim je o || B, pfi ¢emZ to jsou rtzné roviny
(jinak by pfimky a, b leZely v jedné roviné, coZ je proti pred-
pokladu), a proto nemaji zddny spolecny bod.

Odtud plyne feSeni. Protne-li rovina o pfimku ¢ v bodé¢ C,
potom bodem C; neprochdzi pfitka k mimobézkam a, b, c.
Pak jiz rovina § protne pfimku ¢ v bod¢ C, # C; a jim rovnéz
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neprochézi Z4dn4 pfitka mimobéZek a, b, c. Reseni jsou tedy
dvé raznd, a to za predpokladu, Ze pfimka ¢ je riznobézna
s rovinou a, neboli kdyZ piimka ¢ neni rovnobéZna s «. Uloha
nem4 feSeni, kdyZ je ¢ || .

Zavér. Jestlize jsou primky a, b, ¢ rovnobézné s touz
rovinou, potom lze kazdym bodem primky ¢ sestrojit pfimku,
kterd protind pfimky a, b. Jestlize pfimky a, b, ¢ nejsou rovno-
béZné s touz rovinou, potom na primce c¢ existuji pravé dva
rizné body C,, C,, jimiZ nelze sestrojit pfimku, kterd protind
pfimky a, b. Body C,, C, jsou prisec¢iky pfimky ¢ s rovinami.
a, B poloZzenymi po fadé pfimkami a, b tak, Ze je o || b, B | a.

16. Oznatme M stred strany CD daného obdlZnika ABCD.

Co musi platit o rozmeroch tohto obdlZnika, ked plati
BD | AM?

RieSenie. Oznatme E priesetnik priamok AM, BC.
Z vlastnosti strednej priecky trojuholnika ABE vyplyva,
7e MC je jeho strednd prietka, lebo MC| AB a MC = 3A4B.
Preto je aj

AM = EM . )]

Oznacme AM = p, AQ = x, kde Q znadi priesecnik priamok
AM, BD. Z danej vlastnosti vyplyva, Ze trojuholniky AMD,
AEB majta spolocnu pdtu vySky Q. Podla Eukleidovej vety
a podIa (1) je

b? a?
X = ;‘ ) X = 2? 5 2)
kde a = AB, b = AD. Z rovnic (2) dostdvame
' b2 a?
» 2’

Cize
=20, a=>b]2.
Vicsia strana obdlZnika je uhlopriecka Stvorca, zostrojeného
nad menSou stranou.
Tato podmienka je nielen nutnd ale aj postacujica, ako
to vyplyva z obritenia postupu.

’
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5. Ulohy II kola, kategorie B

1. Druha mocnina celého Cisla ma jeden z tvara 5z — 1,
5n, 5n + 1, kde 7 je urdité pfirozené Cislo nebo nula. DokaZte.
Lze vétu obratit?

Refeni. Kazdé ptirozené &islo miZeme napsat pravé v jed-
nom ze tvard
5k + 1, 5k+2, 5k+3, 5k-+4, 5k,
kde % je pfirozené Cislo nebo nula. Probereme tedy jednotlivé
pfipady:
[1] Plati (5% + 1)* = 25k® 4 10k + 1 = 5(5k% + 2k) + 1,
a stai tedy poloZit n = 5k% + 2k.
[2] Plati (5% + 2)* = 25k* + 20k + 4 =5(5k* + 4k + 1) —
— 1 a polozime tedy n = 5k% + 4k + 1.
[3] Plati (5% + 3)* = 25k* + 30k + 9 = 5(5k* + 6k + 2) —
— 1 a poloZime n = 5k% + 6k -+ 2.
[4] Plati (5% + 4)* = 25k* + 40k + 16 = 5(5k* + 8k + 3) +
+ 1, a polozime n = 5k% + 8k + 3.
[5] Konelné (5k)*> = 5.5k, a klademe-li » = 5k2, dostdvime
tvar 5n.
Véta se nedd obratit, nebot na pf. Cislo 10 je tvaru 5z, ale
neni Ctvercem Zadného prirozeného Cisla.

2. Jsou-li uy, uy, v;, v, libovolnd redlnd Cisla, potom vzdy
plati vztah
(y + w0e)® < (0 + )0 + 27) )
dokazte.
Urcete vSechny hodnoty Cisel #;, #y, v;, 0y, pro néz v tomto
vztahu plati rovnost.

Reseni. Predpoklddejme, Ze pro urditou Ctvefici Cisel uy,
Uy, V1, Vs je dand nerovnost spravnd. Po vyndsobeni na obou
strandch nerovnosti a po snadné Gpravé dostaneme

-9 2 2., 2
2uyus0109 = Uy 05" + U0y
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neboli
0 = (uvy — uyvy)? . )

Avsak vztah (2) skuteéné plati pro kaZdou ¢tvefici redlnych

cisel wy, uy, v;, V53 odtud po umocnéni dostaneme
0 < 20,2 + us20,2 — 2u,u,0,0, .

Pfi¢tenim &isla 2u,u,0,9, + #,%0,% + 4,20,% k obéma strandm
nerovnosti obdrzime po snadné upravé danou nerovnost.
Tim jsme dokazali, Ze dand nerovnost plati pro vSechny
Ctvefice realnych Cisel uy, uy, vy, Vs,

Vzhledem ke vztahu (2) nastane ve vztahu (1) rovnost,
kdyz je u;v, = u,v;. Obracené, nastane-li ve vztahu (1) rovnost,
nastane rovnost i ve vztahu (2), t. j. %9, = uy0;.

3. Je dén trojthelnik ABC. Uvnitf strany BC zvolte dva
rizné body ¥, ¥'. Na usece AB urcete body K, K’ tak, aby
platilo ¥K||AC, ¥K'| AC; na usetce AC urlete body L, L’
tak, aby platilo ¥L|AB, #'L'|AB.

Dokazte, Ze plati vztah

KK'" AB
LL  AC’

Re$eni. Oznadeni bodu ¥, ¥ volme tak, aby body ptimky
BC byly v pofddku B¥¥'C. Oznatme 'S prusecik pfimek FL,

FK'.Je
A SF¥ ~ A ABC,
nebot L ABC = < SF¥, 9. BCA = < 'S (Ghly s rameny
souhlasné rovnobéZnymi). Proto plati
Sf AB
Sy 4c’
Ale S = KK’ (nebot SYKK' je rovnobéZnik) a S§' = LL’
(nebot SF'L'L je rovnobé&Znik). Proto je
KK' AB
LL”  4cC’
coz jsme méli dok4zat.
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4, Budiz dan rovnostranny trojuhelnik ABC a uvnitf
tohoto trojihelnika bod P. DokaZte, Ze kazdad ze tfi useCek

PA, PB, PC
je mens$i nez soucet obou zbyvajicich.

Redeni. DokiZeme, e plati
PA < PB+ PC 1)
(zbylé dvé nerovnosti se odvodi zcela analogicky).
V trojuhelniku PAC je
X PAC < 60°, <X PCA < 60°; )

proto je < APC = 180° — < PAC — <X PCA > 180° —
— 60° — 60° = 60°, neboli

<X APC > 60°. 3)
Je tedy podle (2) a (3)
X PCA < s APC ;

proto pro strany protéj$i témto (hlim v trojuhelniku CPA
plati

P4 < AC. “)
Avsak o strandch trojuhelnika PBC plati
BC < PB+ PC. ®)

Trojahelnik ABC je rovnostranny, proto je AC = BC;
proto podle (5) plati vztah

AC < PB4 PC. (6)

Z nerovnosti (4) a (6) ihned plyne vztah (1). Tim je dtukaz
proveden.

Jiné feSeni. Podle predpokladu je
AB = BC = AC. ¢
Vsechny body trojuhelnika ABC s vyjimkou boda A4, B lezi
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zfejmé uvnitf kruznice 2 = (C, CA); proto o bodu P plati
CP < AC, neboli

CP < A4B. )
Z trojuhelnika ABP (podle trojihelnikové nerovnosti) plyne
AB < AP + PB. 3)

Sectenim nerovnosti (2), (3) dostivime
AB + CP < AB + AP + PB,
neboli
CP < AP+ PB,

coz jsme méli dokdzat. Stejnym zpusobem lze dokizat i oba
zbyvajici vztahy.

Reil s. Jifi Bystricky,

10. ro€. jedenactiletky

ve Stfibre.

6. Ulohy I kola kategorie C

1. Je déno 7 zlomku (kde n» > 1)

a a a,

Z‘; 5 ‘b—2 3 e —b_n' 5
kde ay, ay, . . .5 ay, by, by, . . ., b, jsou prirozend Cisla.
Dokazte: a) Jestlize tyto zlomky jsou sobé rovny, potom
i zlomek
z=al+a2—|—,..+a,,
by+by+ ...+ b,
je roven kterémukoli z nich.

b) Jestlize alesporl dva z danych zlomkid jsou navzdjem
rizné, potom je zlomek z vétsi nez nejmensi z danych zlomkd,
ale je mensi neZ nejvétsi z nich.
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Reseni. Necht indexy jsou zvoleny tak, Ze plati
_ 4 % Ay
b§b2< _#._!'__q’ (1)
takZe je ¢ # 0, ¢’ # 0, ¢ < ¢'.
a) Jestlize ve vztazich (1) plati vesmés rovnosti, je ¢ = ¢’
a déle je a; = gby, a, = gby, . . ., a, = gb,. Proto o zlomku z
plati:
gy + b+ ...+ b,

B bt bt ... 10, )
protoZe soulet b; + by + ... b, pfirozenych Cisel je od
nuly rizny, ma zlomek (2) vyznam a plati 2 = ¢. Tim je prvni
Cast ulohy dokézana.

b) Za daného pfedpokladu vzhledem ke vztahtm (1) plati

< neboli g <gq'.
bl n

Ze vztahu (1), v nichZ plati potom alesporl jednou nerovnost,
dostaneme
jednak
a; < q'by, ay < q'byy ..oy a, =q'b,, €©)}
jednak
a, =gby, ay = qby, . ..,a, > gb,. (@)
Tvrzeni [1]. Podle (3) plati .
a+tay+...+a,<q0l;+b+...+0,)
neboli po déleni &islem b, + by, + ... 4+ b,
a+a+ ...+ a,
by +by+ ...+ b,
takze vskutku =z < ¢'.
Tvrzeni [2]. Podle (4) plati
ata+...+a,>qgby+by+ ...+ b,
odkud ihned dostaneme ¢ < 2, coZ jsme méli dokézat.

<q,
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2. n robotnikov s rovnakym pracovnym vykonom malo
vykonat uréit pracu za d dni. Po odpracovani a dni (kde
a < d) sarobotnici zaviazali, Ze zvySia svoj vykon o p 9%.
Kolko robotnikov potom stadi na to, aby praca bola vykonana
v plinovanej dobe za d dni? ZmenSeny pocet robotnikov
vyjadrite algebraickym vzorcom.

RieSenie. Povodny vykon 1 robotnika za 1 den, vyjadreny

zlomkom tkolu, bol ;1‘-{ Za a dni odpracovali vSetci robotnici

Cast dkolu vyjadrent zlomkom
an o a

nd ~— d 6]
Po zvyseni vykonu bol denny vykon 1 robotnika

1 ?

Zvysujacichd—adni pracovalo x robotnikov, ktori odpracovali
¢ast Ukolu vyjadrenu zlomkom

x(d —a)
S (1 + 10—0) @
Stdet zlomkov (1) a (2) d4 zrejme &islo 1 (cely ukol), t. j.
a  x(d —a)

a7 nd (1+100) i

Qdtial vyplyva
x(d —a) 1004+p d—a,
nd 00  d

po deleni dislom ? # 0 vyjde

. 1007
7100 +-p
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Vyraz nezavisi ani od planovanej doby (d) ani od doby,
kedy bol vykon zvySeny (a), ale len od poétu robotnikov a od
percenta zvySeného vykonu.

3. Urtte vsetky trojice prirodzenych ¢isel, z ktorych kazdé
dve Cisla st nestdelitelné a ktoré maju ta vlastnost, Ze stucet
ktorychkolvek dvoch z nich je delitelny tretim Cislom.

RieSenie. Oznaéme prvky trojice pismenami a, b, c.
St tri moZnosti:

[Mla=0b=c, [2] a=>bF#c, [3] vietky Cisla a, b, ¢ su na-
vzéjom rozne.

Pripad [1]. V tomto pripade musi byt a =b=c=1;
inak by cisla boli sudelitelné. Odtial mame rieSenie a = b =
= = 1

Pripad [2]. Tu musi byt @ = b =1, inak by tieto Cisla
boli sudeliteIné. Cislo ¢ podla ulohy musi byt delitefom Ccisla
a -+ b=2, a pretoZze ¢ # 1, je nutne ¢ = 2. Odtial mame
rieSenie a =b =1, ¢ = 2.

Pripad [3]. MéZeme predpokladat, Ze

a<b<c. ¢))

Stéet a + b+ c=(a+b)+ c. Ale podla predpokladu
je c delitelom &isla a + b, a preto c je delitefom stiétua + & + c;
to isté plati o Cislach a, b.

PretoZe a, b, ¢ st nesudelitelné C(isla, vyplyva z predoslej
uvahy, Ze plati

a+ b+ ¢ = kabc, (2)

kde £ je prirodzené ¢islo. PretoZe plati (1), je a + b + ¢ < 3c¢;
preto vzhladom ku vztahu (2) plati 3¢ > kabc. Pretoze je
¢ > 0, plati aj

3 > kab. 3)

Pre 2 =1 méme 3 > ab, t. j. a =1, b = 2; pretoZe ¢ je
deliteflom ¢isla @ + b =3, je nevyhnutne ¢ = 3. Odtial
rieSenie: a =1, b =2, c =3.
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Pre £ > 1 vzhladom k vztahu a < b (pozri (1)) a a > 1
je b > 1; preto plati
kab > kb,

kde & > 2, b > 2. Preto je kb > 4, a teda
kab > 4,
¢o je spor so vztahom (3). Pripad % > 1 nemoéZe teda nastat.

4. Budiz din vypukly ¢étyrahelnik ABCD. Oznaéme po
radé S,, S, stfedy jeho stran AB, CD.

a) Jestlize pfimka S, S, prochazi prise¢ikem pfimek AD, BC,
potom je ABCD lichobéZnik, dokazte.

b) Jestlize prasecik U tuhlopficek AC, BD cCtyrahelnika
ABCD je bodem usecky S,S,, potom je ABCD lichobéznik
neb_o rovnobéznik; dokaZte.

Redeni. a) Predpoklddejte naopak, Ze pfimky AB, CD
jsou riznobézné; oznaéme Q pruselik pfimek AD, BC. Vedme
bodem S, rovnobézku s pfimkou AB a ozna¢me po radé C’, D’
jeji pruseCiky s tuseCkami OB, QA. Podle znamé poucky
z planimetrie je S,C’ = S,D’. Podle pfedpokladu je S,C =
= §,D, takZe ve Ctyrthelniku CC’DD’ se tuhlopficky CD,
C’'D’ navzijem puli, a proto je to rovnobé&znik. To je vSak ve
sporu s predpokladem, Zze QA, OB jsou ruznobézky. Proto
byl predpoklad, ze AB, CD jsou rtznobézky, nesprivny;
je tedy AB|CD, takze ABCD je lichob&nik, coZ jsme méli
dokazat.

b) Predpoklddejme naopak, Ze pfimky AB, CD jsou rizno-
bézné. Pfitom je:[1] bud 4AD|BC, nebo [2] piimky AD, BC
maji spolecny bod Q.

V pripadé [1] je ABCD lichobéznik a S,;S, i e jeho stredm
pricka; protoze bod U lezi na pricce §;S,, je Ud = UC
a UB = UD; to vsak je spor, nebot pak by ABCD byl rovno-
béznik. To vSak odporuje predpokladu, ze pfimky AB, CD
jsou riznobézné.
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V ptipadé [2] vedme bodem S, rovnobéiku s pifimkou AB
a ozna¢me po rfadé C’, D’ jeji praseciky s polopfimkami UC,
UD. Podle znimé poucky z planimetrie je S,C’ = S,D’,
nebot je C'D’'|AB a S;4 = S;B. ProtoZe podle textu tlohy
je S,C=S,D, je CC'DD’ rovnobéinik, takZe je CC'|DD’.
To je spor s predpokladem, Ze tyto piimky maji spole¢ny
bod U. Proto je i predpoklad, Ze pfimky AB; CD jsou razno-
béZné, nespravny. Tim je dokdzdno tvrzeni dlohy b).

5. Urlete vSechna pfirozend Cisla x, y, pro kterd je x2 — y?
tfeti mocninou prvocisla.

Redeni. Budiz x2 — 32 = (x — y)(x + ) = p3, kde p je
prvodislo. Cisla x — y, x 4 y jsou pfirozend a jsou to délitelé
Cisla p3. T. j. nastane nutné jeden z pripadu:

1] x—y=1, x+y=7p°
21 x—y=p, x+y=7%
B] x—y=p% x+y=0,
4 x—y=p% x+y=1

Posledni dva pfipady jsou vSak nemoZné, nebot je vidy
x—y<x+9y.

V prvnim pfipadé dostdvaime x =y -+ 1, 2y + 1 = p3,
t.j.y=3p*—1), x =4+ 1); p oviem musi byt liché
prvocislo. Priklad: p = 3; x = 14, y = 13.

V druhém piipadé dostivime x =y + p, 2y + p = p?
t. j.y=4%3p(p — 1), x=4p(p + 1); p miuZe byt libovolné
prvocislo. Priklad: p =2; x =3, y =1 nebo p =3; x =6,
y=23.

6. Necht a, b, ¢ jsou pfirozena Cisla, pfi ¢emZ je ¢ > 1.
Dokazte, Zze plati
a4+ b< abc. @
Kdy nastdv4 rovnost?

Reseni. Predpoklddejme, Ze dany vztah (1) je sprdvny.
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o 5 is 1
Znasobime-li jej Cislem oA > 0, dostaneme vztah

1 1
;—I——b—_ﬁ_c- @)

DokéZeme-li spravnost vztahu (2), je tloha feSena, nebot
znasobime-li jej Cislem ab > 0, dostaneme vztah (1). DokaZme
nyni spravnost vztahu (2).

Protoze je

I\

0<l§1, 0<—11)— 1,

a
je
+ - L 3)

Podle piedpokladu je ¢ > 1 neboli 2 < ¢, odtud a ze vztahu (3)
dostdvime vztah (2). Tim je platnost vztahu (1) dokdzina.

Nyni dokaZeme: Rovnost ve vztahu (1) nastane v jediném
pfipadé, jestlize totiz je a =b =1, ¢ =2.

Dukaz. V uvedeném pripadé nastava vskutku rovnost.

Necht je dile jedno z &isel a, b vétsi nez 1; pro urlitost
necht na pi. je @ > 1, b > 1. Potom je

0<1—<1, 0<—1—_<_1;
a b =

odtud plyne,

1 1

= =+ " <2. 4)
Podle predpokladu vsak je

2= ¢; ®)

ze (4), (5) plyne

1 1

'; + -b—' <c.

Odtud je zfejmé, Ze jediny pfipad rovnosti nastane skute¢né
pro a =b =1, ¢ = 2, coz jsme méli dokazat.
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7. Je déna usecka A4, a uvnitf této Gselky bod V. Sestrojte
rovnoramenny trojihelnik 4BC tak, aby bod A4; byl patou
kolmice spusténé z bodu A na stranu BC a aby bod V byl
prusecikem vySek trojuhelnika ABC.

Rozezndvejte dva pfipady, kdy strana AB je nebo neni zi-
kladnou trojuhelnika ABC. Provedte diskusi feSitelnosti.

Refeni. Budiz dan trojuhelnik ABC; sestrojme piimky
AA, | BC, BB, | CA, CC, | AB, kde 4,, B;, C; jsou po
fadé priseciky dvojic téchto kolmic. Je zndmo, Ze pfimky
AA,, BB,, CC, prochézeji jednim bodem V' (zvanym prusecik
vySek trojuhelnika ABC). Jestlize je <t CAB =R, je V=4
a bod V je jednim krajnim bodem tse¢ek AA4,, BB,;, CC,.
Jestlize je jeden z uhld trojuhelnika ABC tupy, potom bod V'
lezi vzdy vné tseek AA4,, BB,, CC,. Odtud plyne, Ze troj-
thelnik ABC, ktery mame podle pozadavki sestrojit, je nutné
ostrouhly a bod V. tudiz lezi uvnitf tohoto trojihelnika.

Predpoklddejme, Ze jsme hledany ostrouhly rovnoramenny
trojahelnik ABC sestrojili; pak bod V lezi uvnitf tohoto
trojihelnika. UvaZujme dva pfipady: Usetka BC je v rovno-
ramenném trojthelniku ABC

[1] ramenem a na pf. usecka 4B jeho zakladnou; je tedy
CA = CB (obr. 13);

[2] zakladnou, takze je AB = AC (obr. 14).

Pfipad [1]. V rovnoramenném trojuhelniku ABC se za-
kladnou 4B je CC, osa soumérnosti, takze AV = VB. Pfitom
trojahelnik VBA, mé pii vrcholu A4, pravy thel; takze VA4 >
> VA,. Jestlize tato podminka neni splnéna, nemd tiloha feseni.
V niasledujici konstrukci ukdZeme, Ze je-li VA > VA,, ma
uloha (aZ na feSeni soumérné podle A4,) jediné feSeni.

V jedné z obou opaénych polorovin vytatych primkou A4,
sestrojime pravouhly trojthelnik VB4, tak,abybylo VB = V A.
Oznaéme C, stfed uselky AB, takze pfimka VC; (je ovSem
V £ C,) je osa soumérnosti tsecky AB. Uhel <t ABA, je
ostry thel v pravouhlém trojuhelniku ABA,, thel <¢ VC,B
je pravy; jejich souclet je tedy mensi nez 2R, proto obé polo-
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ptimky C,V, BA,, lezici v téZe poloroviné vytaté pfimkou BC,,
se protnou v bodé, ktery oznac¢ime C. Bod C nelezi na primce
AB; pfitom je AC = BC, nebot C je na ose soumérnosti
usecky AB, a dile je A4, | BC. Je tedy ' ABC rovnoramenny
trojuhelnik s prisecikem V' vysek.

Zévér. Je-li dany bod A vrcholem zakladny rovnoramenného
trojuhelnika ABC, potom m4 uloha pravé jediné feSeni tehdy,
jestlize plati VA, < VA; neni-li tato nerovnost splnéna,
nema uloha feSeni.

Obr. 13.

Pripad [2]. Opi$me hledanému trojahelniku ABC kruZnici &
a -oznaéme A’ druhy krajni bod jejiho prameéru ‘jdouciho
bodem A. Bod B lezi uvnitf Gse¢ky AC, pfi ¢emz je VB; |
1 AC; déle v trojuhelniku AA’'C podle Thaletovy véty je
uhel x ACA’ =R, t. j. A'C | AC. Proto je BB,|A'C;
stejné se dokédZe, Zze CC,|A'B. Proto je A'BVC rovnobéznik
a proto je bod 4, jeho stfedem; odtud plyne, Ze 4,V = 4,4".
Podle toho provedeme konstrukci hledaného trojuheinika 4BC.

Na prodlouZeni tsecky A4, za bod A; uréeme bod A4’ tak,
aby platilo 44" = A4,V. Nad tiseckou A4’ jako primérem
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sestrojme kruznici £ a ozna¢me B, C jeji priseciky s kolmici
vedenou k primce A4, bodem A,. Trojihelnik ABC zfejmé
vyhovuje uloze.

Zavér. Jestlize je bod A -vrchol protéjsi k zakladné hleda-
ného rovnoramenného trojihelnika ABC, ma tuloha vidy
jediné feSeni.

8. Je dany lichobeznik ABA'B’ so zikladiiami AB, A'B’
a dalej bod M, ktory nelezi na Ziadnej z priamok AB, A'B’.
Bodom M vedte priamku g tak, aby pretala polpriamky 4B,
A’B’ radom v bodoch X, X’ tak, Ze plati AX = A'X’. Pre-
vedte diskusiu s ohladom na bod M.

Obr. 15.

RieSenie (obr. 15). Oznatme S stred uselky AA4’; nech
X, X’ st body vyhovujtice danej podmienke. Alebo je X = 4
a X' = A’;to je moZné jedine vtedy, ak lezi bod M na priamke
AA'. Alebo je X #= A, X' = A’, potom je AXA'X’ rovnobez-
nik, AA’ jedna jeho uhlopriecka, ¢ druhd jeho uhlopriecka.

Z tohto rozboru vyplyva konstrukcia:

a) Ak je M =S, je priamka g Iubovolnd priamka vedend
bodom S, ktord pretina polpriamky AB, A'B’.

b) Ak je M %= S, je ¢= MS. Uloha je nerieSiteln, ak
priamka ¢ nepretne polpriamku 4B, a teda aj A'B’. Zvolme
bod K # S v polrovine AA'B’ tak, aby bolo KS| AB. Potom
tloha je nerieSitelnd vtedy a len vtedy, ak lezi bod M = S
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vnutri uhla ¢ KSA alebo v¢natri uhla vrcholového alebo
na priamke KS. Inak ma jediné riesenie.

9. Letadlo kond sluzbu mezi misty 4, B tak, Ze 1étd z mista 4
do mista B a hned se vraci zpét. Vane-li vitr od 4 k B urditou
rychlosti, vykond letadlo obé cesty za 4 hod. 6 minut. Vane-li
vitr opaénym smérem, ale rychlosti trojnasobnou nez v prvém
piipadé, vykona letadlo obé cesty za 5 hodin.

Za jakou dobu vykona letadlo obé cesty pfi bezvétii?

Reseni. Oznaéme AB =s, x rychlost letadla za minutu
za bezvétii a v rychlost vétru za minutu v prvém pfipadé.
Potom pro prvni pfipad plati

s s
xX+v x—0vo

= 246 .

Pro druhy pfipad mame
s s
x — 3v + x + 3v =
Existuje-li feSeni, musi byt x = v, x 7 3v: potom dostaneme
2sx = 246(x* — %),
2sx = 300(x* — 92?).
Abychom mohli odpovédét na otdzku, musime vypocitat

300 .

2 .
y= ;f, coz je doba, za kterou letadlo vykond obé cesty pfi

bezvétfi. Protoze je x # 0, délenim obou rovnic Cislem x2
dostdvame

7)2
99?%

2
, 4 y x
Odtud vypocitime — a pak y; pro stru¢nost poloZzme z =
P

| .
[

s
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Odtud postupnc dostaneme
41(1 — 2) =50(1 — 9z) 5.
409z =9,
9
305"

g =

Je tedy
400

409°
coZ je doba v minutich. Doba y’ v hodinich tedy je
41 - 40 41 - 40

Y =" ~ Tao %

Za bezvétii vykond letadlo obé cesty za 4 hodiny.

y = 246 -

10. Urcte vSetky dvojice x, y nezdpornych celych Cdisel,
medzi ktorymi plati vztah:

a)xy=x-+y, ©)
b) xy <x -+, @
c) xy > x + y. ©)

RieSenie. Vztahy st siimerné v dislach x, y; stali preto
urobit diskusiu vzhladom na &islo x ako prvé.

a) Cisla x, y musia byt obe pérne.

[1] Ak je x = 0, je aj y = 0; mame teda rieSenie x =y = 0.

[2] Nech je x # 0, potom musi byt aj y #% 0. Delenim
oboch stran rovnice (1) Cislom xy dostaneme

1 1
;'1“';:1: (4)

kde je x =2, y =2, lebo x = 1 vzhladom na y 7 0 vedie
k sporu.
Pre x =2 je aj y = 2; mame teda rieSenie x =y = 2.
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Pre x > 2 stali vzhladom na predchidzajici vysledok
uvaZovat len y > 2. Zo vztahu (4) potom vyplyva

1 1 1 1

= + £ < 5 + 5

takZe vzfah (1) nem4 rieSenie x > 2.

RieSenia vzfahu (1) sGteda x =y =0, x =y =2,

=l,

b) Urobime diskusiu réznych mo¥nosti.
[1] Ak je x =0, je y > 0 a TubovolIné.
[2] Ak je x > 0, y > 0, moZno namiesto (2) pisat
1
oLl 1
x y

a) Pre x =1 je y > 0 lubovolné, teda aj x =1, y = 1.
p) Nech je teda dalej x > 1,y > 1.

Potom je
1 1 1 1
<= —_—<
x =2’ y =2’
a teda
1.1
x  y=

Vztah (2) nem4 teda rieSenie x > 1,y > 1.- °
c) Tuje x > 0,y > 0 a teda namiesto (3) piSeme .

1 1
;+-;<l, 5)

takZe zrejme musi byt x > 1, y > 1.

[1] Pre x = 2 je y > 2 a IubovolIné.

[2] Pre x > 2 vzhladom na predchidzajtci vysledok mozZzme
predpokladat; Ze aj y > 2. Potom je vztah (5) splneny pre
vSetky dvojice x > 2, y > 2,

Zéaver. Vztah (1) plati prive pre x =y =0, x =y = 2,

Vztah (2) plati pre x =0 a y > 0 Iubovolné alebo pre
y =0 a x > 0 TubovoIné; dalej pre ten pripad, Ze sa jedno
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z Cisel x, y rovna jednej, kdeZto druhé je lubovolné celé kladné
Cislo.

Vztah (3) plati, ak sa jedno z Cisel x, y rovna dvom a druhé
je celé, viacsie nez dve; dalej ak st obe celé Cisla x, y vadsie
nez dve.

I S, ¢ 11. Je dany $tvorec ABCD,
~ 7 / 4 A 2
~_ / / ktorého strana ma velkost p.
~~yDy / Oznatme radom S;, Sy, Sp5 S,
/NN / stredy usetiek AB, BC, CD,
/ A DA.
N/ / s« a) Dokite, % priamky A4S,
N BS,, CS;, DS, uréuju $tvorec
e \\(/\51 A4,B,C\D,.
/ Voo b) Vyjadrite obsah §tvorca
g < —J_  4,B,C\D, pomocou ¢isla p.
. Obr. 16. Riefenie. a) Je A4S,|CS;,

pretoZze je AS;|CS,, AS; =
= CS,, takze 4S;CS, je rovnobeZnik (obr. 16).

Dalej je < S,4,4 = R. To dokaZeme takto:

< DAS, + << AS,D =R 1)
(ostré uhly v pravouhlom trojuholniku A4S,D),
S AS,D = < AS,B, )

lebo je A AS;D =~ A BS,A (poucka sus).

Dosadenim z (2) do (1) mame <t DAS,+ << AS,B =R;
to st viak uhly v trojuholniku 4S,4,; a preto jeho treti uhol
< 8§,4,4 = R. Preto je 4,B,C,D, obdlznik. Pretoze AS;CS,,
BS,DS, st zhodné rovnobezniky, vzdialenost rovnobeziek
AS,, S;C sa rovna vzdialenosti rovnobeZiek BS,, S,D; preto je
A,B, = B,C, a obdlznik A4,B,C,D; je §tvorec.

b) V trojuholniku ABA, je <t A4,B = R a Gsecka S;B, je
strednou prietkou; je teda A4, =2- S;B, a BB, = B,A,.
Pretoze je A AS,A4; =~ /A BS;B; (Ssu, usu), je A4, = BB,,
Syd; = S3B; = 5 - AA; = } - BB,. Je teda
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BB, = B4, =2 - §,4, alebo
BB, = B/A, =% - BS,, S,4, =% BS,.

BS,2 =p* + 1p? = 5p% BS, = ———Plf :
Obsah x §tvorca 4,B,C,D, je

S
x=B A= (3 BS,)? = (#) -£.

12. Jsou dany dvé rizné soustfedné kruznice. KruZnici
s menSim polomérem nazveme vnitfni, kruZnici s vétSim
polomérem nazveme vnéj$i. Na vnitfni kruZnici zvolime pevny
bod M; jim vedeme jednak libovolnou tétivu MA vnitfni
kruznice a jednak tétivu BC | MA vnéjsi kruznice. Co
vyplni stfedy jednotlivych stran vSech trojihelniki ABC,
kdyZz se méni poloha tétivy MA; co vyplni tézisté vSech téchto
trojuhelnik ABC?

M —)

\\\ /////
\’-\/,
T e

A T
////// - U \\\

", 1,

Obr. 17. Obr. 18.

Redeni. Oznaéme body M,, M, podle obrizku 17. Pro
kazdou polohu pfimky BC vznikne A ABC; vyjimku dini
pfipad, kdy tétiva BC lezi v pfimce MS, nebot pak neexis-
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tuje tétiva MA (je A = M). Stied A’ GseCky BC je zaroven
stitedem tseCky MM,; proto mnozinou vSech boda A’ je
kruZnice, kterd vznikne z vnitfni kruZnice stejnolehlosti »
se sttedem M a koeficientem } stejnolehlosti, a to s vyloucenim
stfedu S obou soustfednych kruZnic.

Stied B’ strany AC je stfedem pravouhlého rovnobéznika
MCM;A; proto mnoZinou vSech bodu B’ je kruZnice, kterd
vznikne z vnéj§i kruZnice stejnolehlosti x, a to s vylou¢enim
bodu leziciho uvnitf polopfimky MS. Analogicky dostaneme,
Ze mnoZina vSech stfedd C’ useCky AB je tdz jako mno-
Zina vSech bodu B'. )

Na zdkladé vlastnosti stfedni pfi¢ky trojuhelnika podle obraz-
ku 18 dostaneme, Ze Ghlopritka MM, obdélnika MM, M,A déli
useCky AA', M A" v &sti, pro které plati: A'T = } - M U,
AT=A4A"U, A'U=%-A4T, t. j. AT=1%-AT; dile
MT =TU = UM,, t. j. MT =% - MS. Jeito tsetka AA’

vvey

Nev. v

téziSté€ je patrné tyZz bod pro vecky trojuhelniky ABC, nebot
body S, M jsou pevné.

13. Urcete vSechna redlnd Cisla a, b, ¢, pro ktera je vyraz

b+c c¢c+a a-—b>b
a b ¢ ey

roven nule.

Reseni. Cisla a, b, c musi byt rizna od nuly, takZe je abc
# 0. Vyraz (1) lze upravit takto

% [bc(b + ¢) — ac(a + ¢) — abla — b)].

Aby vyraz byl roven nule, je nutné, aby vyraz Z v lomené
zavorce v tomto soucinu byl roven nule. Plati
Z = bc(b + ¢) — a’c — ac® — a®b + ab® =
=bc(b + ¢) — a®(b + ¢) + a(b* — *) =
= b+ o)lbc —a*+ alb — )] =
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® +c)[bc—a2+ab—ac]~ :
(& +o)bla+c) —ala+ )] =
=0+ )c+a)b—a).
Aby bylo Z = 0 a zirovei platilo abc # 0, je nutné a stadi,
aby platil jeden ze vztahd:
[M1b+¢=0, t.j.b=—c+#0, a0 libovolné.
[21c+a=0, t.j.a=—c#0, b0 libovolné.
Blb—a=0, t.j.a=0b+#0, ¢ # 0 libovolné.

IlI II

Cely postup lze obratit, takZe vysledky [1], [2], [3] jsou vS§echna
TeSeni.

14. V oboru redlnych ¢isel feSte rovnici
ax?=a®—a—2, @

kde a je dané realné Cislo. Provedte diskusi vzhledem k &islu a.

Reeni. [1] Budiz a = 0. Rovnice (1) zni
0-x2=—2
a'nemi felen.
[2] BudiZz a > 0. Rovnici (1) 1ze upravit na tvar
ax® =@+ 1) (a —2). 2
a) Je-li a > 2, je prava strana ve vztahu (2) kladné dislo.
Pak mame dvé feSeni:

a2 —a—2 a2 —a—2
I = S

b) Je-li a = 2, pak rovnice (2) m4 tvar
2x2 =0
a dvojndsobny kofen x = 0.

c) Je-li 0 < a < 2, je leva strana ve vztahu (2) pro kazdé x
Cislo nezaporné, kdeZto prava strana je ¢islo zdporné ; rovnice (1)
pak nema feseni.
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[3] Budiz a < 0.
a) Je-lia> — 1,
je
a®—a—2
a
Cislo kladné a mame feSeni dané vztahy (3).
b) Je-li @ = — 1, rovnice (2) md tvar
—x2=0,
takZe rovnice (1) mad dvojndsobny kofen x = 0.
¢) Je-li a < — 1, je prava strana vziahu (2) Cislo kladné,
kdezto leva strana je pro kazdé x Cislo nekladné; rovnice (1)
nemad reSeni.
Vysledek zobrazime na ose ¢isel a (obr. 19). Pro ta Cisla a,
kterd maji obraz na silné vytazené cafe, mame dvé rdzna
reSeni xy, X, = — x;3 ta a,
: =3 X pro né mame dvojndsobny
- kofen x, = x,, jsou vyzna-
¢ena tuénym krouzkem. Ta
Cisla a, pro néz rovnice (2)
nema feSeni, maji obraz na Carkované Cdsti osy Cisel. Pro
a = 0 neni feSeni.

Obr. 19.

15. Budiz ddna kruZnice % o stfedu S a poloméru r; zvolme
urcity jeji pramér AB. Oznatme X libovolny bod kruZnice k,
ktery je rizny od bodi A, B. Na polopfimce AX ureme
bod Y tak, aby platilo AY = BX. Co vyplni viechny body Y,
kdyz bod X probiha kruznici k?

Reseni (obr. 20). Ozna¢me g, jednu z obou opaénych polo-
rovin vytatych pfimkou AB; ze soumérnosti kruznice & podle
pfimky AB snadno nahlédneme, Ze se pfi ivaze miZeme
omezit na polorovinu p,. V poloroviné p, sestrojme usecku AB;
tak, aby platilo AB, = 2r, AB, | AB; oznatme O, jeji
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stfed. Kolem bodu O, opi$me polokruZnici %, o poloméru r tak,
aby ‘leZela v poloroviné AB,B.

Uvnitf poloroviny g, zvolme na kruZnici % libovolny bod X
a na polopfimce AX uréeme bod Y tak, aby platilo Y = BX.

|
Brk-~~_
\

Obr. 20.

Dokézeme, Ze bod Y leZi na polokruznici 2, mimo pfimku 4B,.
Posledni tvrzeni je zfejmé, takZe vznikd trojuhelnik AB;Y.
Plati

N AB,Y >~ A BAX (sus),
nebot je AB; = AB =2r, AY = BX, < BjAY =90° —
— < XAB = ¢ ABX. Je tedy <t AYB, = - BXA = 90°
a podle Thaletovy véty lezi bod Y na polokruZnici %,.

Obracené kazdému bodu Y polokruZnice %k, (kde Y # 4,
Y # B,) lze uréit v poloroviné p, na polopfimce AY a na
kruZnici £ bod X tak, Ze plati BX = AY.

Je totiz <x AYB, = 90° (podle Thaletovy véty). Polo-
primka AY lezi az na bod A uvnitf pravého thlu <t BAB,,
a proto protne kruZnici %2 uvnitf poloroviny g, v bodé X = 4.
Vznikda A\ ABX a plati

A ABY ~ )\ BAX (sus),
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nebot je AB;, =AB =2r, < YAB, =90° — < XAB =
= L XBA a L AYB, = <t BXA = 90° (oba trojihelniky
jsou pravouhlé). Proto je AY = BX, coZ jsme méli dokizat.

Kdyz bod X probiha kruZnici £ s vyjimkou bodu A4, B,
vyplni pfislusné body Y dvé polokruZnice k,, k,, které jsou
navzijem soumérné sdruZené podle pfimky ABj; spoletné
body primky AB; s témito polokruZnicemi pfitom vyludujeme.
Polokruznice 2, mé polomér r a jeji stfed O, lezi na kolmici
sestrojené v bodé A4 k pfimce AB tak, Ze A0; =r.

" 16. Nijdite vSetky Stvoruholniky (vypuklé), ktoré st uhlo-
prieCkou rozdelené na dva podobné trojuholniky.
Kedy je tato podobnost zhodnostou?

Obr. 21. Obr. 22.

RieSenie. Dany $tvoruholnik oznatme ABDC a nech jeho
uhlopriecka BC deli tento $tvoruholnik na dva podobné troj-
uholniky ABC, BCD. Oznalme (obr. 21) <t CAB = «,
L ABC =, s««BCA =7y, << DBC=¢, < BCD=q,
< CDB = §. Plati:

Stucet ktorychkolvek dvoch z uhlov «, £, v je mensi nez 2R.

Kazdy z uhlov §tvoruholnika ABCD je mensi nez 2R.
St dve mozZnosti:
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[1] Je « = 6, potom je
a) bud e = f, atym ¢ =y (obr. 22),
b) bud ¢ =y, atym ¢ = f (obr. 23).

[2] Je o # 0. Potom modZeme predpokladat, Ze je 6 = f
(keby bolo ¢ =y, vymenili by sme nazvy f, y, a tym aj &, ).
Potom je

a) bud ¢ = «, atym ¢ = y (obr. 24),
b) bud ¢ = «, a tym ¢ = y (obr. 25).

Obr. 23. Obr. 24.

Pripad [1] a). Stvoruholnik ABDC (obr. 22) mi zrejme
priamku BC za os simernosti a §tvoruholnik je deltoid, uvaZzo-
vanid podobnost je zrejme zhodnostou, lebo je A ABC =~
=~ A DBC (usu).

Pripad [1] b). PretoZe je ¢ = y, ¢ = f (dvojica striedavych
uhlov), je AC|BD, AB|CD. Stvoruholnik ABDC (obr. 23)
je teda rovnobeZnik; uvaZovana podobnost je zrejme zhod-
nostou, lebo je A ABC =~ A DCB (usu).

Pripad [2] a). V tomto pripade je polpriamka CB osou
uhla <t DCA (obr. 24). V tomto pripade nemdZze byt podobnost
zhodnostou, lebo by bolo « = 4.
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Pripad [2] b). PretoZe je ¢ = y (striedavé uhly), je AC||BD.
Ak je o # f5, je $tvoruholnik ABDC lichobeznik (obr. 25),
lebo z rovnosti <t ACB = <. CBD =y vyplyva AC|BD
a zo vztahu A ABC~ A CDB vyplyva AC # BD; pre
AC = DB totiz z podobnosti dostaneme vztah BC = DB,
t. j. AC = BC, a tym o = f# = d, o je proti predpokladu, Ze
je a £ 0.

. Obr. 25.

V tomto pripade vzhladom k predpokladu o # 6 moze ist
iba o podobnost, ktora nie je zhodncstou.

7. Ulohy II. kola kategorie C
1. Urcete vSechna redlna Cisla a, &, ¢, pro kterd je vyraz

a(®® + ¢*) + b{c* + a*) — c(a + b)?

roven nule.

Reseni. Dany vyraz lze upravm takto:
ab® + ac® + bc? + a* — c(a + b)? =
ab(a + b) —’,— Xa -+ b) — cla + b =
(a + b)[c? — ac + ab — bc] .
(@+b)[—cla—c)+ba—c)=
(@a+b)b—c)a—q).

ll H Il I
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Je-li dany vyraz roven nule, musi byt alesponi jeden z {initeli
at+b b—c, a—c
roven nule. Odtud mame tato feSeni:
(1) bud je a = ¢, b libovolné,
(2) nebo je b = c, a libovolné,
(3) nebo je a = — b, c libovolné.
Tato feseni zfejmé spliiuji poZzadavek ulohy.
Tim jsme urcili vSechna feseni alohy.
2. Je dano ¢islo s a dale &isla a, b, ¢, rtiznd od nuly. Reste
soustavu rovnic
x 2
;:t, %=t, ?:t, x+y+z=s
s neznamymi x, y, 2, I.
Stanovte podminky feSitelnosti.
Redeni. Predpoklidejme, Ze existuje feSeni x, y, z, t dané
soustavy. Potom je po dosazeni za x, y, 2 do Ctvrté rovnice
(a+b+ox=s. €))
Pifipad [1]. Necht je a + b + ¢ # 0. Potom z (1) je
s

a4+ b+
a déle
as bs cs
x:a+b+c’ y:a—{—b+c’ Z:a—l—b—}—c'

V tomto pripadé dostivame jediné feSeni.

Pfipad [2]. Nechtjea + b + ¢ = 0.

Je-li déle s # 0, potom neexistuje ¢z, které by vyhovovalo
rovnici (1), a tedy ani feSeni soustavy.

Je-li s = 0, potom rovnice (1) je splnéna pro kazdé ¢ a reSeni
soustavy je nekonetné mnoho. VSechna jsou tvaru x = ar,
v =bt, 2 = ct, kde t je libovolné dislo.
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3. Budte dény dva body X, Y a pfimka p, kterd je od-
déluje. Na pfimce p sestrojte bod O tak, aby platilo
< XOP = ¢ YOP,
kde P je libovolny bod pfimky p rtzny od bodu O.
Stanovte podminku feSitelnosti Glohy pro rdzné polohy
bodu X, Y.

Reseni. Pfedpoklddejme, %e jsme bod O sestrojili. Oznaéme
Y’ obraz bodu Y v soumérnosti o ose p. Potom je vzhledem
k pfedpokladu

X XOP = < Y'OP.
Ale body X, Y’ lezi uvnitf téZe poloroviny vytaté pfimkou p.
Polopfimky OX, OY" tedy zfejmé splyvaji. Odtud dostaneme
feSeni. Rozezndvejme prfipady:

Prfipad [1]. Necht je Y’ # X. Jsou dvé mozZnosti:

(a) Pfimky XY’, p maji pruse¢ik O. Potom O je zfejmé
jediné feSeni tulohy.
(b) Pfimky XY’, p jsou rovnobézné a uloha nem4 feSeni.

Pfipad [2]. Necht je Y’ = X neboli X, Y jsou soumérné
sdruZzené body. Potom kazdy bod primky p lze povazovat
za bod O. Uloha m4 nekone¢né mnoho feseni.

4. Bud dén rovnob&nik 4ABCD. Oznatme po fadé M, N
stiedy stran AD, BC a dale P, Q pruseciky thlopticky BD
s pfimkami AN, MC.

Dokazte, Ze plati:

BP = PQ = OD, PN = MQ =} -AN.

Reseni. Protofe je AM|NC, AM = NC = 2‘ ‘AD, je
ANCM rovnob&nik, a tedy AN|MC. Usetka MQ je stiedni
pficka v trojahelniku APD, a tedy DQ = QP a

AP =2-MQ. 1
Stejné z trojuhelnika BQC plyne, Zze QP = PB. Je tedy
DQ — QP = PB. @
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Dileje. A\ BNP =~ DMQ (sus), nebot je MD = BN = § - AD,
DQ = PB (podle (2)) a <t PBN = <t QDM (jsou to uhly
stfidavé). Je tedy

; PN =MQ.
Odtud a ze vztahu (1) obdriime AP =2-MQ =2:PN
neboli

AP =2-PN.

Tim jsme tvrzeni tlohy dokazali.

8. Ulohy I kola kategorie D

1. Gumovy micek pustime volné z ruky z urcité vysky
na podlahu, od niZ se opét odrazi vzhiru. Po kazdém odrazu
dosdhne micek vysky rovné $ té vysky, z niZ pravé dopadl.

a) Jestlize jsme pustili mi¢ek z vySky 12 m, urlete, jaké
vySky dosdhne po tfetim odrazu od podlahy?

b) Z jaké vysky jsme pustili micek, jestlize po tfetim odrazu
od podlahy doséhl vyse 2 m?

ReS$eni. a) Po tfetim odrazu dosdhne micek vysky (v metrech)

3
12.(%) P R

b) Vysku (v metrech), ze které jsme micek pustili, do-

1 A
staneme, kdyz délime Ccislo 25 Cislem (%) neboli kdyz vy-

pocteme soucin

2. V obchodé méli rdno urcity pocet bochnikii chleba.
Z toho zévodni kuchyn& odebrala 2 zdsoby a % bochniku.

Potom 2 zbytku zdsoby a 1 bochniku koupilo sousedni uzenéf-
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stvi, 3 zbytku této nové zdsoby a 1 bochniku koupila matetské

$kola na svaliny Zdkim, nacez 2 zbytku posledni zdsoby a

1 bochniku odebral kupujici.

a) Vypoctéte, kolik bochnik chleba méli ptivodné v ob-
chodé. o

b) Vysvétlete, jak je to mozné, Ze pfi Zddném z uvedenych
prodeji nemusil prodava¢ bochnik rozkrajovat.

Redeni. a) Po prvnim brodeii zbylo:
1
% zasoby — 1 bochniku.
Po druhém prodeji zbylo:

1
% zasoby — 74}5 bochniku — y bochniku.

Po tfetim prodeji zbylo:

1, 1 , 1 , 1 .
B zasoby — B bochniku — el bochniku — vy bochniku.
Po Ctvrtém prodeji zbylo:

—4171— zasoby — 71174‘ bochniku — le‘ bochniku — % bochniku —

1
vy bochniku.

Jestlize tim byla celd zasoba vyprodana, je posledni zbytek
nula; to znamena, Ze

wTE T

Celou zisobu dostaneme, kdyZ toto ¢islo zndsobime Cislem 44,
t. j. celd pavodni zdsoba je (v bochnicich)

. 1
% zasoby je rovna (-1— + ! ! + Z) bochniku.

RS S | .
4%5475+Z;+Z)A1+4+4%+@=85
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V tomto pripadé skute¢né nastal pfipad b), Ze totiZ prodavac
nemusil Zddny bochnik rozkrajovat; tu
[1] jednotlivé odprodeje jsou:

B5-1+1—6 4o
1-§+1=15]+}=16;

5 B4+i=3t+i=4%
3_[_%:1

[2] zbytky po odprodeji jsou:
21; 55 1; O.

Z textu tulohy neplyne, zda po ¢tvrtém prodeji zbyl nebo
nezbyl néjaky chléb. Jestlize vSak néjaky chléb zbyl, potom
z otdzky b) plyne, Ze to byl cely poéet bochniki, oznacme jej 7.

; 85
Potom z pfedchoziho vyplyvd, Ze 2113 zasoby je rovna i +n )
bochnikti. Ptvodni zésoba tedy byla (85 + 4% - ) bochniki.
/ A
/ 3. Budiz dédna krychle
LL 4 ‘0 hrané velikosti 5 cm;
; krychleje slepenazkrych-

0 Q) licek o hrané 1 cm. Zvol-
me na povrchu dané

Obr. 26. Obr. 27.

krychle tfi CtvereCky Q,, Q,, @3 o stranich 1 cm tak, jak je
naznaceno v obr. 26. Nad ctvereckem Q, ve sméru hrany O4
(viz obr. 26) vyrazime sloupec sloZzeny z péti krychli¢ek
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(vynata Cast je zndzornéna v obr. 27); tim vznikne v dané krychli
otvor. Obdobnym zplsobem sestroume otvor nad ¢tvereCkem

I
A
+ |+ |+ [+t
3] 2| 2| 3] 3
+ |+ [+ [+=|+
21 11 11 2] 2
+ _|+ [+ [+=|+
2] 11 11 3| 2
+=|+=|+= + -
3 4
+ |+ |+ =+
3| 2 4] 3
& 0
I
2| 1 2
\
11 0 1 2
2 1] 2 3
3| 2| 3 4
y/A
-+
20 1| 11 2| 2
+
11 0l 0] 1] 1
11 0 0+2 1
+ [+ [+ +
11 2
1 1+3 2

Obr. 28., 29., 30.
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Q, ve sméru hrany OB a dile
nad &tvereCkem @ otvor ve smé-
ru hrany OC. (Celkem bylo vy-

-fiato 13 krychlicek.)

Nyni provrtanou krychli ponc-
fime do Cervené barvy, aby se
povrch a dutiny obarvily. Po
uschnuti krychli rozbijeme na
krychlicky o hranidch 1 cm.

Urcete, kolik jsme dostali krych-
li¢ek, které maji obarvenou 1) jed-
nu, 2) dvé, 3) tfi, 4) Ctyfi, 5) pét,
6) Sest, 7)Zadnou sténu?

Reseni. Abychom snadnéji
ulohu rozfesili, rozfeZzeme krychli
na desky tvaru kvadru, a to rc-
vinnymi fezy rovnobéznymi s hor-
ni podstavou krychle. Tim do-
staneme pét desek tvaru kvddru
o rozmérech 5cm, 5 cm, 1 cm;
tyto desky na dané krychli od
shora doli odlislujeme Cislicemi
I, II, III, IV, V. Desky si zot-
razime ¢tverci o rozmérech 5 cm,
5 cm (viz obr. 28 az 32); mysle-
me si, Ze se na desky divime se
shora, takZe vidime horni sténu
¢tvercové desky. Je-li horni sténa
krychlicky v urcité desce obarve-
na, pak do ¢tverecku, ktery krych-
licku znazornuje, napiSeme zna-
ménko +; je-li obarvena sténa
dolni, napiSeme znaménko—. Je-li



obarvena pobolnd sténa krychlicky, potom stranu ¢tverecku
v obrdzku vytdhneme tlustou iseckou. Tak snadnéji spocitime,
kolik stén m4 krychli¢ka obarvenych; celkovy pocet obarvenych
stén krychli¢ky napiSeme také dovnitf ¢tverecku. Ty krychlicky,
které jsme z krychle vynali, zndzornime v obrazcich vy-
Srafovanym cCtvereckem.

v A
2l 1] 1] 1] 2 3| 2| 2| 2| 3
1| o| o| o| 1 2| 1] 1| 1| 2
1| o] o| 1| 1 2| 1| 1] 2| 2
1| o] 1 2| 1] 2 3
2| 1| 1| 2 3] 2| 2| 3] 3
Obr. 31. Obr. 32.

Vysledky, které ziskime, napiSeme do tabulky. V tabulce
na pf. v fddku oznaceném II (t. j. deska ¢is. IT) ¢teme: 1 krych-
licka je neobarvend, 4 krychlicky maji obarvenou 1 sténu,
6 krychlicek ma obarvené dvé stény, 4 krychlicky 3 stény,
1 krychli¢ka m4a obarvené 4 stény; celkem ma deska 16 krych-
" licek.

V predposlednim fidku, oznaeném S, Cteme vysledek:
11 krychlicek je neobarvenych, 36 krychlicek méd obarvenou
jednu sténu, 42 dvé stény, 20 tfi stény, 3 Ctyri stény.

Provedeme zkousku: Snadno pfimo zjistime, Ze je obarveno
192 stén (150 — 6 + 12 - 4): skutecné plati

36-1+42-2+20-3+3-4=192.

Pocet obarvenych krychli¢ek v jednotlivych deskach je patrny
z této tabulky:
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Poclet krychlicek, které maji obarveno Pocet
Deska n stén krych-
¢islo licek
n=0‘n=1‘n=2|n=3.n v desce
I 0 4 10 8 2 24
1I 1 4 6 4 1 16
I1I 4 10 8 2 0 24
v 6 12 6 0 0 24
\'% 0 6 12 6 0 24
S*) 11 l 36 l 42 ‘ 20 l 3 | 112
Obarv.
e l 0 l 36 ’ 84 ’ 60 ! ‘

*) S = celkovy pocet krychli¢ek.

4. Je dan trojahelnik ABC. Urcete stfed S kruZznice troj-
thelniku ABC opsané a to tak, Ze pfi konstrukci budete
uzivat jen trojuhelnikovych pravitek (nikoli kruzitka). Pomoci
pravitek rysujte rovnobézky a kolmice. Odiivodnéte spravnost

nalezené konstrukce.

&'

Obr. 33.

Reseni (obr. 33). Vedme
kazdym vrcholem trojihelnika
ABC pomoci dvou trojihel-
nikovych pravitek rovnobézku
s protéjsi stranou trojihelnika.
Tim dostaneme trojahelnik
A'B'C’; oznaleni zvolime tak,
aby bod 4 lezel na useéce B'C’,
bod B na tsecce C'A’ a bod
C na tseéce A'B'.

Nyni sestrojime stfedy stran
trojihelnika ABC. Protoze
na ptf. ABCB’ je rovnobéznik,
proto se use¢ky AC, BB’

navzijem puli; oznatme B, jejich prasecik. Bod B, je tedy
sttedem strany AC. Stejné sestrojime stfed C, strany AB

a stfed A, strany BC.
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Pomoci dvou trojuhelnikovych pravitek sestrojime v bodé 4,
kolmici o, k pfimce BC, déle v bodé B, kolmici o, k pfimce CA
a konetné-v bodé C, kolmici o5 k pfimce AB. Z geometrie
vite, Zze vSechny tfi pfimky o,, 0, 05 prochazeji jednim bodem,
sttedem S kruZnice trojuhelniku ABC opsané. (Kolmice
01, 05, 05 TYsujeme vechny tfi pro kontrolu presnosti rysovani.)

Jiné feSeni. Jestlize v trojahelniku ABC je thel <t ABC
pravy, potom sestrojime rovnobéznik 4BCD. Protoze jeho
uhel < ABC je pravy, je rovnobéznik ABCD obdélnik a jeho
uhlopricky AC, BD se protinaji ve stfedu S obdélnika ABCD.
Kruznice o stfedu S a o poloméru S4 = SB = SC prochazi
vSemi vrcholy tohoto obdélnika a tedy je to kruZnice opsana
trojuhelniku ABC. Proto je bod S hledanym bodem.

\c
\

Obr, 35.

Necht zidny uhel trojihelnika ABC neni pravy; necht
pro urcitost jsou na pf. thly <t CAB, <t BCA ostré a thel
< ABC ostry nebo tupy (obr. 34 a 35). Sestrojme v bodé 4
pfimku a | AB a v bodé C ptfimku ¢ | BC. Podle znamé
véty (viz Matematika pro 7. post. roC., véta 6, str. 289) se
ptimky a, ¢ protnou v bodé D. Bod D lezi vné trojahelnika
ABC, ale uvnitf thlu ABC (to plyne snadno podle Eukleidova
postulatu). Odtud plyne, Ze je tedy ABCD vypukly ¢tyruhelnik.
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Usetky AC, BD maji spole¢ny bod Q, ktery lezi uvniti kazdé
z nich. Pfimka BD rozd€luje vypukly ¢tyrahelnik ABCD
ve dva pravouhlé trojuhelniky o spoletné preponé BD. Podle
Thaletovy véty je stfed S uselky BD stfedem.kruZnice &
opsané trojihelnikim ABD, BCD; jeji polomér je SA =
= 8B = SC = SD. Rovnobéznik ABED ma pfi vrcholu A4
pravy thel a proto je obdélnikem. KruZnice % je zfejmé kruZnici
tomuto obdélniku opsanou a proto je S prusecikem thlopricek
AE, BD.

Odtud plyne konstrukce bodu S: Sestrojime pfimky a, ¢
tak, ze a | AB, ¢ | BC, pfi ¢emZ a prochdzi bodem A
a ¢ prochazi bodem C; jejich prusecik je D. Nyni sestrojime
obdélnik ABED, takZe je DE|AB, BE| AD. Stied S obdélnika
ABED je hledany stfed kruznice trojuhelniku ABC opsané.
Postup konstrukce vyhovuje podminkdm tlohy.

Konstrukci ve svém feSeni
naznacila s. Véra Vajtaurova,
B kurs 3. osmiletky, Znojmo.

5. Z Ciny dosla zasielka troch druhov &aju. Vietkych troch
druhov bolo celkom menej ako 4 t; pritom cisté vahy vsetkych
troch druhov sa navzdjom sebe rovnali. Prvy druh bol do-
praveny v 76 jednakych debni¢kich, druhy v 57 jednakych
debnickach inej velkosti, treti druh v 60 jednakych debnikich
este inej velkosti. V kazdej debnicke bol cely pocet kilogramov
éaju.

Kolko kg kazdého druhu caju bolo a kolko kg caju bolo
v jednotlivych debnickach?

RieSenie. Kazda debni¢ka prvého druhu obsahuje x kg
¢aju; Cislo x je prirodzené. Podobne je prirodzené Cislo y,
ktoré uddva pocet kilogramov ¢aju v debnicke druhého druhu
a z pocet kilogramov v debnicke tretiecho druhu.

Prvého Caju je celkom 76x kg, druhého 57y kg a treticho
60z kg. Pritom plati

76x = 57y = 60z .
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Oznaéme N toto prirodzené Cislo. PretoZe celkom mame
menej nez 4000 kg Caju, je

N<119303,t.j.N<1333%.

Cislo N musi byt delitelné kazdym z Cisel 76, 57, 60, takze N
je spoloénym ndsobkom tychto Cisel. Vieme, Ze kazdy spolo¢ny
nasobok niekolkych ¢isel sa rovnd sucinu ich najmensieho
spolo¢ného ndsobku a lubovolného prirodzeného ¢isla. Preto
vypocitame najmensi spolo¢ny ndsobok cisel 76, 57, 60;
oznaCime ho #n. Je

76 =2-2-19, 57=3-19, 60=2-2-3-5,

takze
n=2-2-3-5-19 =1140.

Pretoze je 2n = 2280, hladané Cislo N sa rovna prave
Cislu n, t. j. N =1140. Z rozkladu disla #» na prvocinitele
lahko vypodlitame, Ze x = 15, y = 20, z = 19.

Zaver. Kazdého druhu ¢aju bolo 1140 kg. V debnickich
prvého druhu bolo po 15 kg ¢aju, v debnitkdch druhého
druhu po 20 kg ¢aju a v debnickach treticho druhu po 19 kg
Caju.

6. S. Novik je predsedou JZD v obci. Jezdiva obcas z obce

vvvvv

-------

vzdy o 17. hodiné po pulhodinové jizdé.

Jednoho dne skoncil s. Novak v okresnim mésté sva jedndni
dfive a vydal se o 15. hodiné 45 min. obvyklou cestou pésky
synovi vstfic. Jakmile se setkali, nasedl s. Novédk na motocykl
a odjeli ihned domi, kam dojeli o 16. hod. 50 min. Pfed-
pokladate-li, Ze motocykl jede obéma sméry (t.j.zobce do mésta
a zpét) stejnou rychlosti, vypocitejte:

a) V kolik hodin se onoho dne oba setkali?
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b) Jaky dil vzdélenosti z mésta k obci usel s. Novak p&sky ?
c) Jaky je pomér rychlosti pési chize s. Novika a motocyklu ?

Reseni. a) Toho dne, o némZ se v tloze mluvi, se otec
se synem vratili o 10 minut dfive nez obvykle. ProtoZe syn
vyjel o 16. hodiné, byl na cesté celkem jen 50 minut a setkal
se s otcem o 16 hod. 25 min.

. . . 1 ., v
b) Za jednu minutu ujel syn 30 délky cesty z obce do mésta,
nebot cesta do mésta mu trvala 30 minut. Protoze se zmmé—

ného dne s otcem setkal o 16 hod. 25 min., pm]el delky

. 5
cesty, t.j. - cesty.

1
Usel tedy otec 3 délky cesty z mésta do své obce.

c) Otec vySel z mésta o 15 hod. 45 min. a syna potkal
0 16 hod. 25 min. Sel tedy 40 minut; za tu dobu usel —é—délky

cesty. Jeho rychlost za minutu byla
% 140 = —1— délky cesty.
Syn ujel za )ednu mmutu delky cesty; jeho rychlost za

minutu proto byla 56 délky cesty. Pomér rychlosti otce a syna

tedy je
1 1 30 1

240 30 240 8°
t.j. 1:8.
Podle feSeni s. Jaromira Prchlika,
8.b jedendctiletky
v Podébradech.
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7. Je dan trojuhelnik ABC. KruZnice -2 protind useCky
AB, BC, CA postupné ve dvojicich bodi (bud raznych nebo
splyvajicich)

(Cp C)s (A 43, (By By).
Urcete, jak musi byt zvolen stfed a polomér kruZnice %, aby
platilo
AC, = BC,, BA, = CA,, CB, = AB,.

Redeni (obr. 36). Oznaéme S stfed hledané kruZnice k.
Ta prochazi body C;, C,. Jsou-li body C;, C, rizné, pak bud
bod S lezi na pfimce AB a jestfedem use¢ky C,C, anebo bod S
na piimce AB neleZi; pak je trojuhelnik SC,C, rovnoramenny,
nebot je SC; = SC,. V obou pfipadech vSak bod S zfejmé
lezi na ose pg useCky C;C,. Jestlize vSak body C;, C,

Obr. 37.

splynou, je pfimka AB te¢nou kruZnice £ v bodé Cj, a proto je
SC, 1 AB; oznatme v tomto pripadé pfimku SC; také ps.
Ve vSech pfipadech ze vziahu AC; = BC, vSak plyne, Ze
nejen body C,, C, jsou soumérné sdruZené podle pfimky pg,
ale i body A4, B. Odtud plyne, Ze pfimka p, je osou tsecky AB.

Stejné se dokédZe, Ze bod S musi lezet na ose p; usecky BC
a na ose p, useCky CA. Je tedy bod S stfedem kruZnice troj-
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thelniku ABC opsané. Pfitom polomér x hledané kruZnice %
je mensi nebo roven SA (poloméru opsané kruZnice troj-
thelniku ABC), ale polomér x je vétsi nebo roven nejvétsi ze
vzdalenosti bodu S od pfimek AB, BC, CA.

Obracené, kruznice £ opsand kolem bodu S polomérem x,
ktery vyhovuje predchozim podminkdm, protind strany troj-
thelnika ABC po fadé v bodech C,, C,, 4;, Ay, B;, By, které
maji vlastnost vyslovenou v textu ulohy. DokaZzme, Ze na pf.
plati AC, = BC,. Kruznice k je soumérnid podle osy p
usecky AB; proto jsou i body C;, C, (at rizné nebo splyvajici)
soumérné sdruzené podle pfimky p;. Je tedy tselka BC,
soumérné sdruzend s useckou AC,, a proto je AC; = BC,.

8. V trojuholniku ABC plati AC = BC. Na stranich AC,

BC zvolte postupne body A’, B’ tak, aby platilo
AA' = A'B' = BB'.
Ni3jdite konstrukciu bodov A4’, B’ a dokazte, Ze je A'B’|AB.

RieSenie (obr.37). Predpokladajme, Ze body A’, B’ vy-
hovuji danym podmienkam a zostrojme na polpriamke
AB bod D tak, aby platilo AD = A’B’. Os usecky AB je
osou sumernosti, v ktorej st zrejme body A’, B’ zdruZené.
Je teda priamka 4'B’ kolm4 na tuto os, t. j. A'B’|AB. Z toho
vyplyva, Ze Stvoruholnik ADB’A’ je rovnobeznik, a to koso-
Stvorec, lebo AD = A'B’ = AA’. Preto jeho uhlopriecka 4B’
rozpoluje uhol <C A’AD (t. j. <x CAB). Tym sme nasli kon-
strukciu bodu B’ (a pravda, aj A").

Ak zostrojime bod B’ pomocou osi uhla <t CAB a vedieme
nim priamku p|| AB, dostaneme bod 4’ = p - AC. Body 4’, B’
maji skutone poZadovant vlastnost. Lebo ak zostrojime na
polpriamke AB bod D tak, aby platilo AD = A'B’, je $tvor-
uholnik ADB’A’ rovnobeZnik. PretoZze AB’, je osou uhla
X A'AD, je < A’AB’ = < B'AD; pretoze je A'B'|AB,
je X B'AD = <. A'B'A (uhly striedavé). Preto <t A’AB’ =
= I A'B'A4, t. j. A\ AB'A’ je rovnoramenny a plati 4’4 =
= A’'B’ = BB’, ¢o sme mali dokdzat.
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9. Rychlik délky 200 m jede rychlosti 16 m za vtefinu.
Na druhé koleji trati prejizdi opatnym smérem ndkladni vlak.
Strojvedouci rychliku zjistil, Ze ndkladni vlak minul loko-
motivu za 12 vtefin; déle zjistil, Ze od okamziku, kdy se
setkaly lokomotivy obou vlakil az do okamziku, kdy se minuly
oba posledni vagony vlaki, uplynulo 20 vtefin. Jak dlouhy
byl ndkladni vlak a jakou jel rychlosti?

do d
nakladnl vlak

rychlik
Situace pfi setkani lokomotiv

Obr. 38.

Redeni. Velikosti Gsetek mé&¥me v metrech, dobu ve vtefi-
nich. Zavedme tato oznacCeni (obr. 38):

dy = 200 je délka rychliku (v metrech);

¢o = 16 je rychlost rychliku (v metrech za vtefinu);

t; = 12 je doba (ve vtefinich), za kterou mine nakladni

vlak lokomotivu rychliku (od chvile setkdni lokomotiv);

t, = 20 je doba, za kterou se od okamziku setkdni obou

lokomotiv setkaji posledni vagony obou vlaki;

d = délka nakladniho vlaku;

¢ = rychlost nakladniho vlaku.

Na vzdjemné situaci obou vlaki se nic nezméni, jestlize
bude nakladni vlak stat, ale rychlik pojede rychlosti ¢, + c.
Lokomotiva rychliku projede podél ndkladniho vlaku za z,
vtefin drdhu d, takZe plati

o+ =d. )

Stoji-li nakladni vlak, pak od chvile setkini obou lokomotiv

musi posledni vagon rychliku projet za ¢, vtefin drdhu d, + d,

takZe plati
(co+ )ty =4dy+ d. 2
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Vztahy (1), (2) jsou dvé rovnice pro dvé nezndmé c, d. Mame
fesit soustavu rovnic

d — ct; = coly » 3)
d — cty = cyty — d .
Odectenim druhé rovnice od prvni dostaneme
ety — 1) = dy — ¢ty — 1)

a tedy
— d0
chtz—zl_c"’ ©
nebot je
ty—t; #0.
Nyni za ¢ dosadme ze vztahu (4) do rovnice (3); obdrzime
_dyly
= th— 2 ®)
Po dosazeni za ¢, dy, t;, t, do (4), (5) dostaneme
12 12 3
200 200

Nakladni vlak jel rychlosti 9m =za vtefinu, jeho délka
byla 300 m. ’

Jiné feSeni. Rychlik jel rychlosti 16 m za vtefinu, ndkladni
vlak rychlosti @ metrd za vtefinu. Pozorovatel v rychliku vidél
véc tak, jako by rychlik stil a ndkladni vlak se pohyboval
rychlosti 16 4 a metrd za vtefinu, takZe ndkladni vlak mijel
pozorovatele v rychliku pravé rychlosti 16 4 @ metrd za
vtefinu.

Posledni vagon nakladniho vlaku projel podél celého rychliku
(t. j. 200 m) za 20—12 neboli 8 vtefin, takZe se vzhledem k po-
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zorovateli v rychliku pohyboval rychlosti 16 4+ a metri
za vtefinu.

Proto je
8(16 + a) = 200 .

Odtud postupné dostdvdme

16+a:25, a=29.
Nékladni vlak jel rychlosti 9 metra za vtefinu, pozorovatel
v rychliku mél dojem, Ze ndkladni vlak se pohybuje rych-
losti 16 4+ 9, t.j. 25 m za vtefinu. Od okamziku, kdy se set-
kaly lokomotivy obou vlaki, do okamziku, kdy se mijely
posledni vagony, uplynulo 20 vtefin. Za tu dobu projel po-
sledni vagon ndkladniho vlaku vzhledem k pozorovateli v rych-
liku celou délku x ndkladniho vlaku (pfedstavme si, Ze rychlik
pred sebou jesté¢ tladi vagony v celkové délce x) a potom
celou délku 200 m rychliku, tedy celkem 200 -+ x. Proto je
2025 =200 + x,
a tedy
500 = 200 + x
a
x = 300.
Nékladni vlak mél délku 300 m.
Zkouskou se snadno presvédéime o spravnosti feseni.
Upraveno podle feSeni

s. L. Kuklové, 8. ro¢. osmiletky
v Zehuni, okres Podébrady.

10. Ktorym najmens$im prirodzenym cislom musime na-
sobit Cislo 56 010 528, aby sme dostali Cislo, ktoré je druhou
mocninou urcitého prirodzeného ¢isla a ktoré je stiCasne trefou
mocninou iného prirodzeného cisla?

RieSenie. Rozlozme dané ¢&islo a v prvodinitele; plati

a =56010528 =25-36.74,
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Dané ¢islo mdme zndasobit urditym prirodzenym Cislom tak,
aby su¢in s bol jednak druhou mocninou uréitého prirodzeného
Cisla, jednak trefou mocninou iného uréitého prirodzeného
Cisla. Preto musia byt exponenty prvolinitelov hladaného
suCinu s delitelné jednak dvoma, jednak troma. Preto je

S=26.38.76:(2.3.7‘)6:[(2.3.7)3]2:[(2.3.7>2]3_
Pretoze je

§=26-36.74.(2-72)
alebo
s=a-2-7,
Cislo, ktorym treba dané &islo a zndsobit, sa rovnd 2 - 72 =
=249 = 98.

11. Je dand tsecka velkosti m. Zvolme v rovine dva rdzne
body A, B; predstavme si, Ze zostrojime vSetky rovnobezniky
ABCD, pre ktoré je AD = m. Aky tutvar vyplnia stredy
vSetkych rovnobeZnikov ABCD?

RieSenie (obr. 39). Oznac-
me S stred jedneho z rovno-
beznikov ABCD, ktoré vyho-
vuju ulohe,t.j. pre ktoré plati
AD =m. Oznacme O stred
useCky AB. Potom useCka OS
je strednou prieckou trojuhol-
nika ABD; pre fiu plati OS|| 4D,
OS = } - AD alebo OS = }m.
Preto vSetky stredy 'S rovno-

Obr. 39. beznikov ABCD lezia na kruz-

' nici £ so stredom O a polo-

merom 3m. Pritom musime vyladit z kruZnice % jej prieseCiky

s priamkou AB, lebo stred S rovnobeznika ABCD nikdy
nepadne na jeho stranu AB, ale lezi vnutri rovnobeznika.

Obratene, zvolme na kruznici 2 = (O, $m) Iubovolne bod S,
ktory neleZi na priamke 4B. Potom I'ahko zostrojime body C, D
tak, Ze rovnobeznik ABCD ma za stred prave zvoleny bod S.
Konstrukciu bodov C, D urobime takto:
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Na predlZeni Gsecky AS za bod S nanesieme usecku AS,
¢im dostaneme bod C. Na predlZeni usetky BS za bod §
nanesieme useCku BS, &im dostaneme bod D. Pretoze sa
podla konStrukcie uhloprietky AC, BD $tvoruholnika ABCD
navzdjom rozpoluji, je ABCD podla znidmej poulky z plani-
metrie rovnobeZnik. Lahko dokdZeme, e plati AD =2 - OS =
= 2+ im = m, takze ABCD je skutoéne rovnobeznik vyhovu-
juci nasej ulohe. Teda:

Vietky stredy rovnobeZnikov ABCD, ktoré vyhovuju
ulohe, vyplnia kruZnicu k, ktord m4 stred O v strede usecky AB
a ktorej polomer je }m; z tejto kruZnice musime vylacit jej
prieseciky s priamkou AB.

12. Je d4nakruZnice & o stiedu S a polomérur; dile je dan
bod A, ktery lezi vné kruZnice k. Provedte tuto konstrukei:

Kolem bodu S opiste kruznici m o poloméru SA a oznacte
A, druhy krajni bod jejiho priméru jdouciho bodem A.
Dile opiste kolem bodu A, kruZnici n o poloméru 2r. Oznacte
A,, A, priseciky kruznic m, n.

Dokazte, Ze pfimky AA4,, AA4, se dotykaji dané kruznice k.

Obr. 40.

Reseni (obr. 40). Podle Thaletovy véty je trojuhelnik
A AA,A, pravothly (< Ad,dy = R), L. j. A4, | AyAy.
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Oznacme T, stied Gsecky 44, ; bod S je sttedem usecky AA4,,.
Proto je ST, stfedni prickou trojuhelnika AA4,4,, takze
je STy Apdy, STy = % - AyAy, neboli ST, = } - 2r = r; proto
bod T, je bodem dané kruZnice & = (S, 7).

ProtoZe viak je AyA4, | AA,, A,4,|ST,, je podle znimé
poucky z planimetrie také

ST, | A4, .

Vime, Ze te¢na kruZnice k2 v jejim bodé T, je kolma
k poloméru ST;; proto je AA, hledana tena. Stejnym zpu-
sobem se dokaze, ze také primka 44, je te¢nou dané kruznice %.

13. V nddobé mime 910 cm?® solného roztoku, ktery vznikl
rozpusténim 80 g soli v Cisté vodé. Odlejme 245 cm? roztoku
a doplnme ‘odebrané mnozstvi Cistou vodou na ptvodnich
910 cm?. Pak odlejme z nového roztoku opét 245 cm? a ode-
brané mnozZstvi dopliime zase Cistou vodou na puvodnich
910 cm?®. Kolik grami soli je v 910 cm® posledniho roztoku ?

. rama soli.
o10 &
Odebrali jsme tedy 98—106 - 245 gramu soli. V nadobé tedy zbude

Reseni. 1 cm® daného roztoku obsahuje ——

po prvnim odebrani 98% - (910 — 245) gramt soli, t. j.

80 . 665

510 grami soli.

. A . . 245
Je vidét, Ze pfi kazdém odliti ubirdme z roztoku 910 %"

" N Yt Al Y : ., 665
pusténého v ném mnozstvi soli, takZe v ném zbyva 910 tohoto

mnozsivi. Po druhém odliti a doplnéni vodou zbyva tedy
v roztoku

665 665
x =280 910 " 910 gramdu soli.
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665 19
910 26’
takze
19-19 20-361 7220

x =80- =43 .

2-2-13-13 169 169 —

Ve zbylém roztoku je asi 43 g soli.

14. Nech x238y znadi patmiestne prirodzené Cislo N v de-
siatkovej sustave (x je cifra na mieste desattisicoviek, y je
cifra na mieste jednotiek). Aké musia byt cifry x, y, aby
islo N bolo delitelné patndstimi ?

RieSenie. Aby Cisle N bolo delitelné pédtndstimi, musi byt
delitelné tromi aj piatimi. Je zndme, Ze Cislo delitelné piatimi
m4é na mieste jednotiek nulu alebo pitku, je teda

[[]budy =0, [2] budy =5.

Pripad [1]. Nech je y =0. Ak ma ¢islo N byt delitelné
troma, musi byt jeho ciferny stéet ndsobkom disla 3, t. j.
musi platit

x+2+3+8+0=3k,
kde % je nejaké prirodzené Cislo. Odtial vypocitame
x+ 13
. 1
5 M

PretoZe x je cifra pétciferného Cisla stojaca na mieste sto-
tisicok, je x niektord z cifier 1, 2, 3,...,9 (nie vSak nula).
Dosadzujme za x do (1) &isla 1, 2, . . ., 9; potom len tie z nich
méZu vyhovovat Glohe, pre kioré je k tiez prirodzené dislo,
t. j., pre ktoré je ¢islo x + 13 delitelné troma. Je to:

a)x=2k=5 b x=5k=6, c)x=8*k=T.

Cisla 22 380, 52 380, 82 380, ktoré sme tak dostali, skutoéne
vyhovuja ulche.

x + 13 =3k alebo k=

0—55-17-03
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Pripad [2]. Nech je y = 5. Rovnako ako v pripade [1]

musi platit
x+2+3+845=3k,

kde % je prirodzené ¢islo. Odtial vypocitame
x+ 18

3 b
kde opdt x moZe sa rovnat niektorému z Cisel 1, 2, 3,..., 9,
priom viak x + 18 musi byt delitelné troma. Rovnako ako
v pripade [1] dojdeme k hodnotdm (pozor, je x % 0):

a)x=3k=7 b x=6k=8, ¢)x=9kFk=09. !
Prislusné Cisla 32 385, 62 385, 92 385 skuto¢ne vyhovuja Glohe.

x 4 18 = 3k alebo k =

15. Narysujte pravidelny osmithelnik A4,4,A43A4,A45A4¢4,44
a oznaCte O jeho stfed. Uvnitf tohoto osmithelnika sestrojte
nad useCkou A4, ¢tverec A;A,CD; jeho stfed oznalte S.

Ctvercem, ktery jste sestrojili, budete pohybovat tak, Ze
stile zistane v daném osmithelniku. Ctverec nejdfive otoite
kolem bodu A4, tak, Ze vrchol C splyne s bodem A,; novou
polohu bodu D ozna¢te D’. Ctverec, ktery jste tak dostali,
pak otulite opét, tentokrat kolem bodu A, a to tak, Ze bod D’
po otoleni splyne s bodem A,. Stejnym zplsobem postupné
provedete dalsi otd¢eni Ctverce kolem bodt Ay, Ay, Ag, Ayy Ag,
A,. Pfi poslednim otoleni se Ctverec dostane do své puvodni
polohy. '

Vysetite, jakou ¢aru pri vSech osmi otocenich opsal stred &
daného Ctverce.
S ; 360° o

Reseni (obr. 41). Plati <x 4,04, = 3 =45°, - OA4,4y=
= 674°, < Agd;A, = 135°. Protoze je <X SA,4, = 45°,
je X 84,4, < < OA,4,, a bod S tedy padne dovnitf troj-
thelnika OA4,4,; je tedy 4;S << A;0. Pfi prvnim pohybu
¢tverce A;4,CD se bod S otadi kolem bodu A, po kruhovém
oblouku z polohy § do polohy §’, kde <t §'A,A; = 45°.
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Je tedy <X 84,8 = < A A A5 —2- X A,4,8 = 135° —
— 2+ 45°=45° (to plyne i z toho, Ze ¥ CAyA;=< A;4,45—
— X A,4,C). Protoze je < SA,C=45° padne bod S’
pravé dovnitf tsetky A,C, nebot je A,S < 4A,C (odvésna
pravouhlého trojuhelnika 4,CS je mensi nez jeho prepona
A4,0).

Odtud vysledek; Driha, kterou postupné bod ™S opise,
se sklddd z osmi shodnych obloukd. Prvni oblouk maé stfed 4,
a polomér A,S, t. j. polovina thlopficky ¢tverce 4,4,CD;
pfimka 4,0 je osou soumérnosti tohoto oblouku. Snadno se
zjisti, Ze celd drdha bodu S ma osm os soumérnosti. Jsou to
jednak ¢tyfi hlavni ahlopficky A;d4g, Asdg AsAy, Audy
daného osmitihelnika a ddle ¢tyfi osy stran osmitthelnika (pfi
tom totiZ osy protéjsich stran daného osmitihelnika — na pf.
A Ay, AgAy — navzdjem splyvaji).

16. Je dana usetka AB a uvnitf jedné poloroviny vytaté
pfimkou AB jsou ddny takové body M, N, Ze soucet uhla
X MAB, <t NBA je roven 2R. Uhel <t MAB je rozdélen
polopfimkami AM,, AM, ve tii sobé rovné uhly tak, Ze
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X MAM, = ;- X MAB. Rovnéz thel <t NBA je polo-
pfimkami BN;, BN, rozdélen ve tfi sobé rovné uhly tak,
7e 3 NBN, = } - X NBA. Oznatme C prusecik polopfimek
AM,, BN, a U prusecik polopiimek AM,, BN,.

Co musi platit o danych whlech <t MAB, <t NBA, aby
bylo UC||AM? .
Reseni (obr. 42). Oznaéme
& BAM, = & MyAM, = X MyAM = o,
4 ABN, = X N,BN, — %< N,BN = .

!/ 4
/ N'\\t /4// 1
Y 7€
! S 7
/ s/ \
Ve F,
/ Ve \
) / // / \ 7/
/N / XM,/
/ VNG, TN T2
/ r'd \\gé/// \ /
/ 7 ’ “7IN \ /
/a yd ="/ N \ B
N -~ / ~ \
&2 4 Ny
A y B
Obr. 42.
Podle pfedpokladu je

X BAM + < ABN = 180°
a podle znimé poudky z planimetrie proto plati

AM|BN . (1)
Ze vztahu (1) plyne
30 + 34 = 180°,
a tedy
o+ .B = 60° (2)
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a proto
20 + 2 = 120°. 3)
Ze vztahu (3) podle Eukleidova axiomu plyne, Ze polo-
pfimky AM,, BN, se protinaji v uréitém bodé C uvnitf polo-
roviny ABM (je <X BAM, + <X ABN, = 120° < 180°). Podle
vztahu (2) se stejné dokaZe, Ze polopfimky AM,, BN, se
protinaji v uréitém bodé¢ U (je <t BAM,+ < ABN, =
= 60° << 180°) a bod U leZi uvnitf trojihelnika ABC. ProtoZe
AM,, BN, jsou po fadé osy thlt <t CAB, < ABC v troj-
thelniku ABC, je i polopfimka CU osou thlu <t BCA (podle
poudky ,,0sy thli trojuhelnika ABC prochézeji tymZ bodem U,
ktery se nazyva stfed kruZnice trojihelniku vepsané‘). Proto je

X ACU = < BCU . 4)

Podle textu tlohy mdme tuhly <X MAB, <¢ NBA urdit
tak, aby platilo UC|AM. Ptedpoklidejme, %e jsme takové
thly a tim i pfimky UC, AM nasli. Potom plati

X MAC = < ACU = a (5)

(st¥idavé Ghly, pti dem? je AM|CU). Podle (1) je AM|BN
a déle UC|AM; proto je (viz Matematika pro 7. post. ro¢nik,
piiklad 6, str. 289) té% UC|BN. Odtud plyne, %e

X BCU =< CBN=28 (6)

(stfidavé whly, pfi ¢emZ je CU|BN). Dosadme ze vztahi
(5), (6) do vztahu (4), pak dostaneme
a=p. @)
Dosadime-li odtud do vztahu (2), dostaneme 2o = 60°, t. j.
- oo = 30° a vzhledem ke vztahu (7) je také § = 30°. Proto je
<< MAB = 3 = 90°, <t NBA = 38 = 90°. Jestlize ma tedy
uloha feSeni, jsou pfimky AM, BN kolmé k piimce AB.
Obricené, necht primky AM, BN jsou kolmé k pfimce AB;
tu je :
<X MAB = 90°, < NBA = 90°
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a tedy
AL MAC = § - 90° = 30°, (8)

X CAB = % -90° = 60°, < CBA = £ - 90° = 60°.

Z poslednich dvou vztahti plyne, Ze trojuhelnik ABC je
rovnostranny a proto je <X BCA = 60°. Ozname CU osu
tohoto Ghlu; pak je <t ACU = 30°. Podle vztahu (8) tedy plati

< ACU = L MAC ;

to jsou vsak stfidavé thly a z jejich shodnosti plyne, Ze plati
CU||AM, co% jsme méli dokazat.

Pfimky CU, AM jsou tedy rovnobézné pravé tehdy, kdyz
- jsou oba thly <t MAB, <t NBA pravé.

Je tedy <t MAB = 300 =90°, <L NBA = 3 = 90°. Tim:
Jestlize piimky AM, BN stoji kolmo k pfimce AB, potom
je pfimka CU rovnobéZnd s pfimkou AM (a timis p¥imkou BN).

9. Ulohy I kola kategorie D

1. Z konetné stanice méstskych pouli¢nich autobusovych
trati vychazeji tfi okruZni autobusové traté.

Tii urcité vozy oznacené Cisly 1, 2, 3 vyjely v 5 hodin rdno
na své traté. Viz ¢. 1 po svém mndvratu na konecnou stanici
vyjizdi opét v 5 hodin 40 minut. Viz &. 2 vyjizdi znovu o 6 hod.
a viiz ¢. 3 vyjizdi znovu v 6 hodin 20 min. S témito ¢asovymi
rozdily projizdéji vozy své traté po cely den.

V kolik hodin dopoledne budou tyto tfi vozy op€t vyjizdét
soucasn¢ z konelné stanice.

Reseni. Viaz & 1 opétovné vyjizdi po 40 minutich, viz
¢. 2 po 60 minutich a viz ¢. 3 po 80 minutich. Od 5 hodin
do chvile, kdy vSechny tfi vozy opét vyjedou soucasné, uplyne
urdity polet minut. Toto &islo musi byt délitelné Cisly 40,
60, 80; je to tedy spolecny nasobek téchto Cisel. Situace nastane
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po prvé, kdyZ je tento spoleény nésobek nejmensi. Urcime
jej rozkladem danych Cisel v prvodinitele:

40 =23-5, 60 =22-3-5 80=24-5,
(40, 60, 80) = 24 -3 - 5 = 240 .

Vozy vyjedou opét soudasné za 240 minut po paté hodiné
neboli v 9 hod. ‘

2. Zlomek % vyjadfete jako desetinny zlomek. Ktera cifra
stoji v tomto zlomku na 1000. misté za desetinnou Carkou?

Reseni. Plati 3 = 0,076923. Protoze se cifry na desetinnych
mistech naSeho periodického ¢isla vidy po Sesti opakuji
a protoZe je

1000 =6 - 166 + 4,
je na tisicim misté stejnd cifra jako na Ctvrtém. Je to tedy
cifra 9.

3. Narysujte rovnobéinik ABCD, je-li dano: AB =7 cm,
< BAD = 60°, pii ¢emZ strana CD prochazi prasetikem M
os uhli <r BAD a < ABC.

Dokazte, Ze pro tento rovnobéZnik plati
AB =2-AD.

Redeni (obr. 43). Konstrukci rovnobéinika ABCD pro-
vedeme takto: Narysujeme tseCku AB =7 cm a zvolime
jednu z polorovin vytatych pfimkou AB. Ve zvolené polo-
roviné sestrojime thel < BAP = 60° a k polopfimce AP
vedeme bodem B poloptimku BQ s ni souhlasné rovnobéznou.
Sestrojime osy AU, BV Ghla <t BAP, <t ABQ a oznalime M
prusecik téchto polopfimek. Bodem M sestrojime rovnobé&zku p
k pfimce AB; jeji pruseciky s pfimkami AP, BQ oznalime
D, C. Ctyrahelnik ABCD je hledany rovnobéznik.
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Nyni plati:
<X BAM = ¢ MAD, nebot AM je osa thlu <r BAD,
<L DMA = <t BAM, nebot AB, MD jsou dvé rovno-
bézné pfimky (uhly stfidavé). Je tedy
<X DMA = < MAD ;

proto je trojuhelnik DMA rovnoramenny se zakladnou AM.
Proto DM, AD jsou jeho ramena a plati DM = AD.

Obr. 43.

Stejné se dokdZe o trojuhelniku CBM, e MC = BC,
coz muzeme téz psit MC = AD. Je tedy CD =2 AD,
coZ jsme méli dokdzat.

4. Narysujte (dosti veliky) trojihelnik ABC. Uvnitf strany
AC zvolte bod E; bodem E sestrojte rovnobézku s primkou AB
a oznalte F jeji pruseéik se stranou BC. Bodem F sestrojte
rovaobé&Zku s pfimkou AC a oznatte G jeji prisecik se stranou
AB.

Jak je tfeba volit bod E, aby pfimka EG byla rovnobézna
s pfimkou BC?

Co plati o bodech F a G?
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Re$eni (obr. 44). Podle konstrukce je EF|AB, FG|AC,
takZe ¢tyrthelnik AEFG je rovnobéinik. Proto plati

AE = GF. 1)
Jestlize se ndm podafilo zvolit bod E tak, Ze je EG|BC,

potom také &tyrahelnik ECFG je rovnobéZnik (nebot podle
konstrukce je EC|FG). V tom pfipadé plati

GF = EC. @)

Z obou vysledka (1) a(2) pak
dostaneme

AE = EC.

Jestlize tedy je EG|BG, je
bod E stiedem usecky AC.
Zvolme nyni bod E ve stiedu
useCky AC. Podlekonstrukce je
v tomto prfipadé¢ useCka EF
stfedni pfickou trojihelnika
ABC abod F stiedem ﬁsei’:ky
BC. Ztéhoz divodu je pak tsec-~ Obr. 44.
ka FG také stfedni prickou a
bod G stfedem uselky AB.Je proto usecka EG stiedni pric-
kou trojithelnika ABC a o ni vime, Ze plati EG|BC.

Tim jsme dokazali, Ze jediny bod E, ktery vyhovuje uloze,
je stfed tselky AC; potom také body F, G jsou stredy stran
BC, AB.

Jiné fedeni. Podle konstrukce je &tyrthelnik AEFG
rovnobé&Znik, a proto plati

AE = GF. (1)
Bodem G vedme rovnobézku s pfimkou BC a oznalme H

jeji prisedik s pfimkou AC. Ctyrtthelnik CFGH je podle
konstrukce také rovnobéznik. Proto plati

GF =CH. )
Z obou vysledka (1), (2) plyne, Ze
AE=CH. ®)
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Bodem G prochazi k pfimce BC jedind rovnobé&zka a tou je
pfimka GH. Predpokladejme, Z
GH a GE splynou, t. j. splynou ibody H a E. V tomto pfipadé
podle vysledku (3) plati AE = CE a bod E je stfedem tsecky
AC

Obracene, jestlize bod E je stfedem tsecky AC, je useCka EF
stfedni pfickou a bod F stfedem usecky BC. Z téhoz davodu
je usecka FG stfedni prickou a bod G stfedem tsecky AB.
Proto je Gisecka GE rovnéZ stiedni prickou a o ni vime, Ze je
rovnob¢&zna s pfimkou BC, t. j. GE|BC.

Tim jsme dokézali, Ze jediny bod E, ktery vyhovuje uloze,
je stfed usecky AC.
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