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6. Reseni tlloh ze soutéZe.

A.ULOHY I. KOLA, KA.TEGORIE A.

{
1. Ak m, n st celé kladné ¢&isla, ukazte, Ze &islo ﬁ lgii medzi ¢islami

m m + 2n

n’ m+n’

Ricsznie. Pretoge nemble plati¢ - = |/Z, plati bud
m - —_ m
0 <—n— <V2, alebo }/2 <o

1. Nech 0 < % < ]/7. Potom plati:l—.‘,2 < 2. Z tejto nerovnosti
dostdvame postupne
m2 < 2n?,
2m? + 4mn + 2n < m?® + 4mn + 4n?,
2(m + n)? < (m + 2n)?,

(m + 2n)? -
2<
— m+ 2n
V2 =

2. Nech L::— > |/2. Posturom ako v 1. dostaneme

— m + 2n
V2 > .

. m+n
Stadi vSade nahradit znamienko ,,menSie* znamienkom ,,vil3ie
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2. Obrazy komp)exni::h tisel 0, Z,, Z, tvofi v roviné komplexnich
tisel trojuhelnik, ktery struéné oznatime OZ,Z,. Uréete komplexnf
¢isla, jejichz obrazy jsou vrcholy pravidelného Sestitthelnika szstro-
jeného nad stranou Z,Z, a leziciho v poloroviné Z,Z,0.

Reseni. 1. Obraz libovalného komplexniho &isla Z v roviné komplex-
nich isel oznatime tymzZ pismenem Z; zvlasté O je obraz &isla nula,
Utzijeme téchto pomocnych vét: [1] Obrazem bodu X v posunuti
roviny komplexnich ¢&isel, pfi kterém bod M prfechazi v bod N, je
bod X’; o ¢&isle X’ plati X’ = X + (N — M). [2] Obrazem bodu X
pfi ototeni roviny komplexnich &isel kolem bodu O o uhel velikosti
a je bod X’. O komplexnim ¢&isle X plati

X’ = X (cosa + isinx).
Jestlize o = 4w, oznatime cosiw + isinjw = S (komplexni jed-
notka). Otoceni o tthel ka, kde & je pfirozené &islo, odpovida komplexni
jednotka Sk Tu plati S3 = —1, S8 =1, St= — S, S = — 82,
1—-8=-84,1+4+ 8=

II. Ozna¢me X stied hledaného pravidelného Sestithelnika. Ve-
likost poloméru kruZnice $estitthelniku opsané je |Z, — Z,|, takZe
bude platit XZ, = XZ, = 7 Z,. Déle oznatme A ten vrchol hleda-
ného Sestidhelnika, o kterém platx XAM 2,2, X4 = Z,Z,. Posun-
me hledany $estithelnik do polohy A4,B,C,D,E,F, tak, aby bod X
splynul s bodem O, takZe plati O4, 1} X4, OA, = XA neboli
04, Z,Z,, OA,= Z,Z,. To znamena posunuti tsetky Z,Z; do
polohy OA; (i co do smyslu), takZe podle [1] plati 4, = Z, — Z,:
Dalsi vrcholy pomocného Sestithelnika A4,B,C,D,E|F, dostaneme
jako obrazy komplexnich &isel, které podle [2] obdrzim: postup-
nymi otolenimi bodu 4, o uhly k-(3x) pro k =1, 2, 3, 4, 5 kolem
'bodu O. Je tedy:

A =27, — Zy B, = 4,8, C, = 4,8,

D, =48=—4, E=48=-A4S, F=4,5=-—4,S.
Hledany - $estithelnik dostaneme 2z pomocného $estithelnika

A,B,C,D,EF, takovym posunutim, pfi kterém pfejde i co do poradi

krajnich bodt bud usetka B,C; v usetku Z,Z,, nebo usetka F,E,
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v tsetku Z,Z,. Prvnimu posunuti podle [1] odpovid4 pfi¢teni kom-
plexniho &isla V' = Z; — By, pfi ¢emz je bod V stiedem X hledaného
Sestitthelnika. Druhému posunuti odpovidd podle [1] pficteni kom-
plexniho ¢&isla W = Z, — F,, pfi ¢emz je bod W stfedem X hledaného
$estitthelnika.

Body V, W jsou zfejmé soumérné sdruzené k pfimce Z,Z,, kterq
je tedy osou tusetky VW. Podle znimé pouéky z planimztrie je bod
O blize k tomu z boda V, W, se kterym lezi v téZe poloroviné vytaté
pfimkou Z,Z,. Protoze s bodem X lezi v téZe poloroviné vytaté pfim-
kou Z,Z, i cely hledany $estitihelnik, bude ten z bodu V, W bodem
X kterS’ méa od bodu O mensi vzdalenost, neboli ten bod, jemuZ
odpovidajici komplexni ¢islo md mensi absolutni hodnotu. Tedy:

a)je-li| V| < |[W], je X=V; b)je-li |[V|> |W][, je X=W.
(Ptipad rovnosti vzhledem k tomu, Ze pfimka Z,Z, neprochdzi bo-
dem O, nemuZe nastat.)
Vypoétem zjistime, Ze (viz [2])
V=2 —B, =8Z,—Z2S), |V|=|2,— Z,S|,
W =2, —F, = SZ — ZS), |W| =12, — Z,S|.
Vrcholy hledaného Sestithelnika ABCDEF jsou po fadé dany
témito komplexnimi &isly:
A=X+A,=X+Z,—2,), D=X+D,=X+ (Z,— Z)),
B=X+B =X+ (Z,—2Z)S, E=X+E =X+ (Z,— Z)S,
C=X+C, =X+ (Z, — Z,)8?% F X+ F =X+ (Z,— Z))S%
kde X je )edno z Cisel V, W. )
V piipadé a) vskutku je B = Z,, C = Z, a v piipadé b) je F = Z,,
E = Z,, jak se snadnym poétem presvédéime.
(Resil s. Jan Hejcman, III. tf. G, Praha IX.)

3. Budte A4’, B’, C’, D’ paty kolmic spuiténych po fadé z vrcholit
A, B, C, D &tyrsténu ABCD vzdy na rovinu protéjsi jeho stény.

a) JestliZe bod A’ lezi na kolmici BH spusténé v roviné BCD
z bodu B k primce CD (pfi ¢emZz H je pfislu$ni pata), potom je AB |
CD. Dokazte.

b) Dokazte, Ze pfedchozi poulku lze obratit,
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" ¢) Testlize bod A’ splyvé s prisedikem vySek trojahelnika BCD,
potom i body B’, C’, D’ splynou po fadé s prusetiky vysek trojuhelni-
kit CDA, DAB, ABC; dokazte. Co pak plati o pfimkich AA4’, BB’,
CC’, DD’? ’

Reseni. a) Necht tedy bod A’ lezi na kolmici BH' spu$téné v ro-
viné BCD k ptimce CD; budiz H prase¢ik kolmic BH, CD. Pak
pfimka CD je kolm4 k obéma rtznobézkim AA’, BH, a tim i k rovin&
ABH (bod A jisté nelezi na pfimce BH); je tedy CD | AB, nebot
AB je pfimka roviny ABH.

b) Mame dokazat: Jestlize ve étyrsténu ABCD je AB | CD, potom
pata A’ kolmice AA’ spusténé z bodu A4 na rovinu BCD padne na
pfimku BH této roviny, pfi ¢emz je BH | CD, a bod H je prasetikem
pfimek BH, CD. Rozeznivejme dva piipady:

1. Necht AA’F= AB a tedy A’ == B. Obé riaznobézky AA’, AB
uréuji rovinu ¢ = ABA’, kterd obsahuje dvé ruznobézky AA4’s AB
kolmé k primce CD; je tedy CD | p a tim i BA’ | CD (BA’ je
pruseénice rovin BCD, p). Ale bodem B prochizi pifimka BH | CD,
takZe je BA’ = BH, a bod A’ je bodem pfimky BH, coZ bylo dokazati.

2. Necht A4’ = AB a tedy B = A’; potom nase tvrzeni je sa-
moziejmé. .

c) Mame dokazat, Ze body B’, C’, D’, jsou po rfadé praseliky -
vysek v trojuhelnicich CDA, DAB, ABC za predpokladu, Zz bod A4’
je prusetik vy$ek trojuhelnika BCD; oznalme po fadé BH, CK, DL
jeho vysky. Podle vysledku a) této ulohy je AB | CD, BC | DA,
BD | AC, nebot bod A’ lezi na vSech tfech vyskach BH, CK, DL
trojuhelnika BCD; kterékoli dvé protilehlé hrany &tyrsténu ABCD
stoji tedy navzdjem kolmo. Dokdzeme nyni, Ze na pf. bod B’, lezici
v roviné ACD, je bodem vysky AQ trojuhelnika ACD, spusténé
z bodu A4 k pfimce CD. Podle pravé odvozeného vysledku je BA | CD
a podle vysledku b) této ulohy padne bod B’ na vysku AQ. Podobné
se dokédZe, Zze bod B’ lezi na zbyvajicich dvou vyskich trojahelnika
ACD. Stejné se dokaze podobné tvrzeni o bodech C’, D’.

Protoze CD | AB, CD | BH,je pfimka CD kolmi k roving ABH
atimik pfimce AH. Proto je AH = AQ. Odtud plyne, Ze pfimky
AA’y, BB’ maji spole¢ny bod. To lze dokéazat o kterychkoli dvou z pfi-

27



mek-AA’, BB’, CC’, DD’ a protoZe vechny tyto pfimky jsou rizné
a viechny neleZi v téZe roviné, prochéazeji vSechny tymZ bodem (viz
Matematika pro II. tf. gymnasii, str. 89, pf. 3).

4. Je dan rovnostranny trojuhelnik ABC. BudiZ 4,B,C, trojihelnik
stejnolehly s trojuhelnikem ABC podle stfedu A (koeficient stejno-
lehlosti A > 1) a dale A,B,C, trojihelnik soumérny s trojuhelnikem
A,B,C, podle pfimky BC. Ur&ete a) konstruktivné, b) po&etné, ktery
bod trojuhelnika ABC prejde po obou operacich na své misto?

Regeni. a) Konstruktivni. Budiz X hledany bod, X, jeho obraz
ve stejnolehlosti se stfedem A4 a koeficientem 4, X, obraz bodu X,
v soumérnosti podle piimky BC. Podle predpokladu je X = X,.
Je zfejmé, Ze X, == X,; jinak by totiZ splynuly také body X, X,
a to je nemozné, nebot A > 1. Pfimka XX, totoznd s pfimkou X,X,,
prochézi jednak bodem A, jednak je kolma k pfimce BC. To jest,
hledany bod X leZi na kolmici & spusténé z bodu A4 na pfimku BC.
Z vlastnosti stejnolehlosti plyne, Ze XB || X,B;; jeito je zfejmé
X == A, vznikne lichobéZnik BXX,B,, jehoz stiedni pfi¢ka prochazi
jednak prusetikem P pifimek k, BC, jednak stfedem Q usetky BB,.
Odtud vyplyva konstruktivni feSeni: Vedeme bodem B rovnobéZku
m s pfimkou PQ; zifejmé je m == AB; ur¢ime prusetik X pfimek &,
m; to je bod, ktery ma skute¢né Zédanou vlastnost, jak vyplyva z obra-
ceni vyloZeného postupu. Uloha m4 tudiz jediné fedeni.

b) Poletni feSeni. Pouzijeme oznaleni z odst. a) a navdZeme na
poznatek, Zze hledany bod X lezi na pfimce k. Zavedeme na této
pfimce soufadnice s potatkem A; bod P necht ma soufadnici v > 0;
dile budiz X = (x), X, = (x)), X, = (x5). Pak plati x;, = Ax,
x‘+x’="v, Gli x = x5 = 20 — x, = 20 — Ax. '
Odtud plyne x(1 + A) = 2v,ajeitol + 4 > 0, je

2v
1+ A°

X =

Uloha m4 jediné feent.

5. Komplexni &islo z a &islo z s nim komplexné sdruZené vyhovu;i
rovnici
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‘az +bz + ¢ =0,
kde a, b, ¢ jsou dani kémplexni &isla. Co vypliiujf obrazy v§ech. ta-
kovych &sel z v roviné komplexnich ¢&isel ?

Reseni. (Budeme se odvoldvat na poulky 116, 1183, str. 45 z uéeb-
nice Matematika pro II. tfidu gymnasii.)
JestliZe pro uréité 2 plati
az + bz + ¢ =0, 1)
pak podle vy3e citovanych pouek plati té% (ptejdeme-li k &slam sdru-
Zenym) ’
bz +az + ¢ =0. )

- Rovnice (1), (2) znisobime postupné &isly @, (— b) a obé selteme,

takZe dostaneme A
(aa — bb)z + ca — ¢b =0,

&ili

o (|a|? — |b]Dz = ¢b — ca. 3)

1. Necht nejprve |a|* — |b|? 3 0. Potom rovnice (3) mi jediné
feSeni
cb—ca
- lalr— e’
jehoZ obrazem je jediny bod. -

II. BudiZ nyni
la]®* — [b]% = 0. @
To nastane tehdy, kdy bud '
a) |a] + |b] =0, nebo b) |a]—|b]=0.
a) V prvnim pfipadé musi pak byt @ = b = 0. Jestlize pfi tom
¢ + 0, pak rovnici (1) nevyhovuje Zidné komplexni ¢islo. Kdyz

= 0, pak rovnice (1) js splnéna pro kazdé komplexni &islo. Obrazy
téchto ¢isel vyplnuji celou rovinu.

b) Za druhé je |a] = |b] + 0. Kdyby totiz bylo |a| = 0, bylo
. byilb| = 0, coZ je ptipad a). Budeme rozliSovat dvé mozZnosti:
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&) ¢b — ca + 0. Pak rovnice (3) nem4 fefeni a tedy Z4dny bod
roviny nevyhovu;e uloze.
ﬁ) ch—ca=0.Jeli c*0, Vyhovu1e uloze zre;m* ¢islo zo
P cc cc c
2a 2ca  2chb 26
Nalezeny vysledek vsak plati i pro ¢ = 0, takZe vidy
az, + bzu +c=0.
Vyhovuje-1i uloze jesté &islo z & z,, plati té2
az + bz +¢=0,
a odtud pak odeltenim
' a(z — zq) + b(z — 7,) = 0.
Ponévadz a + 0, b + 0, miZeme polozit

. h — — h
B2 = E E =
- A o
kde % je komplexni &islo volené tak, aby—ﬁ— = — e tili bh + ap =0,
: a

a tedy také % + ah = 0. Odtud setenim
' (a+ b+ (a+ bk =0.
1. Je-li @ + b ¥ 0, vyhovime tomu tak, Ze poloZime
h=(a+bq, h=—(a+bg,
ptitemt = (@ +b)g = — (@ + b) ¢, &li ¢ = — g, takde ¢ je ryze
imaginarni, t. j. ¢ = ri, kde r # 0 je redlné &islo. Dané uloze tedy
vyhovuje ne,vyse &islo tvaru

kde r je reiln? &slo. Dosaz:nim se vSak pfesvélfime, Ze obricené
kazdé ¢&islo to’oto tvaru tloze vyhovije.

Obrazy vSech téchto ¢isel dostaneme z ¢&isla 2y = — —2% posunutim
b) i .
o.délku ath -r| ve sméru udaném vektorem (a—t)—l nebo ve

sméru opainém podle toho, je-li r > 0 nebo r < 0. VSecky tyto
obrazy vyplni pfimku.
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¢ 2.Jeli a+b=0, je b= —a, takle — ak + a% = 0; tomu

vyhovime, bude-li % = sa, % = sa, nebot a =% 0, pfi ¢em? musi
byt sa = sa &ili 5 = s, tak¥e s je redlné. Dané uloze vyhovuje, jak
se opét rfesvéd¢ime dosazenim, kazdé &islo tvaru

c
z:——+s L]
2a° ’

kde s je reilné &islo. Obrazy vSech téchto &isel vypIﬁuji opét prim-
ku (rovnobéznou s reilnou osou).

6. Ak je u irracionélne, a, b ¢, d racionilne, je
au + b.
cu +d )
(kde cu + d % 0) racionidlne vtedy a len vtedy, ked ad — bc = 0,-
dokazte.

Reseni. 1. Nejprve dokdZeme, e zlomek (1) je raciondlni &fslo,
jestliZe je ad — bc = 0“neboli
. ad = bc. 2)
Cisla ¢, d nemohou byt souasné rovna nule, jinak by bylo cu + d =
.= 0 a vyraz (1) by nebyl definovan.
Je-li ¢ = 0, musi byt vzhledem ke vztahu (2) také a = 0 a vyraz

(1) je roven raciondlnimu &islu %

Je-li ¢ % 0, d % 0, pak ze vztahu (2) plyne, Ze %— = Oznaéme

&.

k hodnotu %, takZe je a = k¢, b = kd. Dosadme tyto hodnoty do
vztahu (1); obdrzime

au +b  k(cu + d)
cu+d  cu-+d
takZe (1) je raciondlni Cislo.

II. Obracené necht je (1) rovno raciondlnimu é&islu 7 kde n je

=k

¢islo pfirozené a m Cislo celé. Z rovnosti

au+b_/_n_ )
cu+d n
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dostaneme .po- snadné Gipravé
u(na — mc) = md — nb.

ProtoZe md — nb je raciondlni &islo, je tento vztah moZny jen tehdy,
jefli )

¢ na — mc =0, md — nb = 0.

Je-li ¢+ 0, d = 0, pak z piedchozich rovnic plyne
a m b m . a b .
-c—-——r;-,7=—n—neboh7_7,t.].ad—bc—0.

Je-li ¢ =0, je i a =0 (nebot n + 0) a proto plati ad — bc = 0.
Je-li d =0, jei b =0 (nebct n % 0) a proto plati ad — bc = 0.

Tim je poucka dokdzana.
(Resil s. Jiti Voditka, 4. tf. G, Ceskéd Lipa.)

7. BudiZ dén trojuhelnik ABC; déale budtez M, N, P body, které
po fadé lezi uvnitf stran BC, CA, AB, a to tak, ze MN||AB, MP||AC.
Zvolte bod M tak, aby o velikostech tsetek MN, MP platil vztah

 MN + MP =k,
kde % > 0 je dané &islo. Provedte diskusi za pfedpokladu, %e AB <

< AC a stanovte, kterou podminku musi spliiovat &islo %, aby uloha
- méla feSeni.

Reseni. Oznatme BC =a, CA = b, AB = c¢; je b>c. Necht
M je vnitini bod use¢ky BC. Vedme MN || BA, MP | CA, kde bod N
oddéluje body C, 4 a bod P body B, A. Oznaéme BM = x, takZe

0<x<a. 1)
Potom MC =a — x> 0. Je- APBM~ ANMC~ AABC a tedy
. MP x MN _ a-—=x

| — = — =

b a c a

Aby bod M vyhovoval podmince tlohy, musi platit MP + MN = k,
neboli

ix—l—ca“x
a

= k3
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po tpravé dostaneme podminku
(b — c)x = alk — ¢). (@3]
Rozlifujeme dva piipady:
a) b — ¢ = 0 neboli b = ¢. Pak rovnice (2) m4 vzhledem k tomu,
2¢a # 0, feSeni x jen prok —c=0nebolik =b =c.
Jestlize je vak k = b = ¢, potom kazdy vnitini bod M dselky
BC vyhovuje tloze, jak se snadno dokaze.
b) b — ¢ # 0, takZe podle pfedpokladu je b > ¢ (tedy I/—— c>0);
potom fedeni rovnice (2)
. k—c
b—c¢

X=a

&)

musi vyhovovat nerovnostem (1). Z podminky (1) x > 0 plyne vzhle-
dem k tomu, Ze je a> 0, b — ¢c> 0, Ze musi byt k—c> 0 nebcll

k > ¢. Z podminky (1) x < a plyne vzhledem ke (3), ie < 1,

a protoZe je b — ¢ > 0, dostanem; odtud &k < b.
Aby tedy existoval hledany bod M, musi byt splnéna podminka
c<k<b 4

Jestlize je podminka (4) splnéna, md uloha jediné feSeni, které
se najde takto:

Na poloptimce AB uréime bod R a na poloptimce AC bod Q tak,
aby platilo AR = AQ = k'[bod R padne zfejmé na prodlouZeni
use¢ky AB za bod B, bod Q je vnitinim bodem use¢ky AC, jak plyne
ze vztahu (4']. UZijeme-li na pfimku RQ a trojuhelnik ABC Paschovy
véty, dostaneme, Ze primka RQ protne pfimku BC v bodé M, ktery
oddéluje body B, C. DokédZeme, Ze bod M vyhovuje tiloze. Sestrojme
body N, P jako na potitku tvahy, takZe plati MP = AN. Z podobnosti
trojuhelnikd ARQ a NMQ, které se shoduji ve vSech uhlech, plyne
vzhledem k tcmu, 7e¢ AR =4Q, Ze tzké MN = NQ.

Je tedy

' MN + MP = NQ + AN = A0 = k.

Jednozna&nost feSeni plyne z jednozna&nosti fefeni x rovnice (2).
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8. Nutn4 a postalujicf podminka, aby bylo lze tyrst&nu vepsati
kulovou plochu, kterd by se dotykala viech jeho hran, je, aby soulty
viech tii dvojic protéjsich hran byly si rovny. DokaZte.

Reseni. a) Piedpoklidejme, %e &tyrsténu A,A4,4;A4, lze vepsat
kulovou plochu, kterd se dotyka hrany A;Ap v bodé A = A; (4, k =
=1, 2, 3, 4, 7 & k). Tato kulov4 plocha protne na pf. rovinu A;A4,4,
v kruZnici vepsan? trojuhelniku A4,4,4,. Podle vlastnosti telen ve-
denych z bodu ke kruZnici j2 4,4, = A, A,,. Obdobn¢ dostaneme
v rovindch 4,4,4, a 4,434, vztahy A A, = A A, A A, = A Ay,
Obecné: viecky tii uselky 4;A4;, (k % ) jsou si rovny. Z toho plyne:

4,4, + A4, = A4, + A A, + A Ay, + A4, =
=AA,+AA4,, +A4A, +AA,=A4,+ AaAm‘-}-
+AA24+AA = AA +A,4,.

Tim je dokdzdna rovnost souétd dvou libovolnych dvojic proté)éich
hran.

b) Piedpoklddejme, Ze plati vysloveni podminka o rovnosti sou-
¢td protéjsich hran. VepiSme kruZnice trojihelnikim A,4,4; a

A, A,A, a oznaéme jejich dotykové body Ays, Ay Ay a A, Ay
Ay, Z naseho predpokladu vyplyva vztah:

4,4, + 44, + AA, + A4, = (1)
=AA,, + AA, +AA + 4,4,
Podle vlastnosti teten je viak A,A,, = A,A4,,; A4A24 AA

A4y, = A4,y A Ay, = 4,4 a 1Ay, = A4 An’ AzAu =4, An‘

12’

24712
Rovnice (1) se zjednodusi na tvar:
AA,+ A4,=4A4,+ A A4, . @
Mimo tuto rovnici plat téZ trivid'ni vztah
AA,+AA4,=A44,+ A4, (3)

Odeétemm rovnice (3) od (2) dostaneme

=4 zA
‘A I)
Vzhledem k tomu, Ze oba body Am, Al leZi na poloprimce AZAI,
)e Ala == A;,. Obdobny vysledek plati pro kruzmce vepsané kterymkoh
-dvéma sténdm &tyrsténu;-
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Sestrojme nyni kulovou plochu %, kterd obsahuje kruZnici k, vepsanou
trojuhelniku 4, 4,4, a mimo to bod 4,,. Tato kulové plocha je jedno- -
znatné urena a protne rovinu A,A4,A4, v kruznici k3, kterd se dotykd
piimky 4,4, v bod& A4,, a obsahuje bod A4,,. Tato kruZnice %k, a kruz-
nice k;, vepsand trojihelniku A;4;,A4,, maji tedy spole¢ny bod A,
a obé se dotykaji piimky 4,4, v bodé A,,; proto je ky = k Tim je
dokazéno, Ze se kulova plocha k dotyka také hran A1A4, gA,l Zj-
ménou indexd vyplyva, Ze se dotykd i hrany A4.4,.

9. Nidrzka mi tvar rotadniho kuZele spolivajiciho podstavou. na
vodorovné roviné; jeji objem je V, litrad a vySka »# dm. Pfi plnéni
nddrzky natete za vtefinu a litrd vody. Vyjadfete vzdilenost vodni
hladiny od vrcholu kuZele po 7 vtetinidch (n racionélni &islo kladné).

Reseni. a) Budiz n ptirozené &islo. Oznalime u, hledanou vzda-
lenost, p obsah podstavy daného kuzZele (v dm?), p, obsah podstavy
mensiho kuZele, ktery vznikne z daného, vedeme-li rovinu rovnobéznou
s podstavou ve vzdalenosti u, od vrcholu daného kuzele. Pak je

Pn un2
T
1 1
?P“ - ’gpnuu = an,
to jest
u,?
Pn = PF:
&ili

8
—-pu—— 3p——*- an.

Odtud postupné plyne

pud — pu,® = 3aru®,
wd = (1 _ m)
pu
o ’ . L
'u,,'=ul/l ——%. : (¢))
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" Vzorec (1) m4 vyznam jen pro n & -Z—’-.

b) Je-li n = % raciondlni (p, ¢ jsou pfirozend &isla), zvolims za
tasovou jednotku g-ty dil vtefiny, za kiery natele b = -g— litrd vody.
Podle vztahu (1) je

3 3
bp an
u"=ul/l—7°—ul/}—7-°. (2)

Omezeni n < -‘% zﬁsté\}é i v tomto pfipadé v platnosti.

10. Jsou déna dv& komplexni &fsla 4, B, pfi temz2 |A4| = 1. JestliZe
pro komplexni &isla Z, Z’ plati vztah
Z'=AZ + B, )]

potom obraz &sla Z’ vznikne z obrazu &isla Z ot4d&enim, je-li 4 =+ 1,
a posunutim, je-li A =1, B % 0; dokaZte. Urlete stfed otileni,
resp. velikost posunuti.

Reseni. Jsou dvé moZnosti: bud je 4 3 1 nebo 4 = 1.

a) Je-li A % 1, dokdZeme, Ze existuje-takové otdfeni kolem jakéhosi
sttedu Z;, které pfevadi bod Z v bod Z’. Pro toto otidfeni rlati
Z' — Zy= K(Z — Z,), kde K je komplexni &islo, pro néz | K| =1,
K % 1. Upravou pfedchozi rovnice dostaneme

Z'=KZ + Z(1 — K). 2
Srovnanim rovnic (1), (2) vzhledem k piedpokladu 4 = 1, |4] =1
zjistime, Ze staéi poloZit
A=K, B=2Zy(1—K);
odtud Ize vypciist
' B B
H={R=T=4" @
Rovnice (1) pak znad&i ot4eni kolem bodu Z;, daného vztahem (3).

b) Je-li A = 1, dokéZeme, Ze existuje takové posunuti, které pre-

vadi bod Z v bod Z’. Pro toto posunuti plati Z’ e= Z + U, kde U je
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komplexn{ &islo rizné od nuly. JestliZe je B % 0, lze poloZit U = B,
kde U % 0 a rovaice (1) zna¢i posunuti, jehoZ velikost je | B|.

_Finé fefent dlohy. Dany vztah (1) pfedstavuje shodnost, nebot
jsou-li X, Y dva body a X, Y’ jejich obrazy, plati

X' =AX + B, Y’ =AY + B;
odtud
X -Y=4AX-Y)
a také
X -Y|=|X-Y
nebof [A] = 1. Uvedené zobrazenf tedy zachovavd vzdélenosti a je
to tedy shodnost.
Hledejme samodruZné body této shodnoti. Pro né plati X’ = X,
aili
X=A4AX+ B,
X(1 — A4) = B. 4

a) Je-li 4 % 1, plyne odtud X =

1 & a ; dané zobrazeni mi
jediny samodruZny bod a je to tedy otdleni.

b) Je-li 4 =1, B =0, pak rovnice (4) n:mi feSeni. Ponévad2
prokazdy bod X a jeho obraz X’ plati X’ = X + B, &ili X¥-X= B,
viecky vektory XX’ jsou souhlasné rovnobézné a téZe velikosti. Dané
zobrazeni je tedy posunuti.

c) Je-li A = 1, B = 0, pak rovnice (4) mi nekoneZné mnoho feSeni
a dané zobrazeni je totoZnost.

11. BudiZ dén trojihelnik ABC. Necht jsou 4’, B’, C’ takové body
roviny, Ze plad ° N

AB' = AC' BC'=BA', CA = CB.
Oznatme a’, b’, ¢’ ptimky roviny, které po rfadé prochizeji body A’,/
B’y C’, pfi ¢em? plati
@’ ] BC, ¥ |:CA, ¢ | AB.
Dokazte, Ze pfimky a’, b, ¢’ prochazeji jednim bodem! -

.
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Res’enf 1. Pomocend poutka. [1] Budte XYZ, XYZ' dvé trojice bodd
v prostoru, pii éémz je X == Y a dale

XZ2=XZ, YZ=Y2Z. (¢Y)
" Potom body Z, Z’ lezi v roviné & | XY. Obracené plati:
[2] Jestlize body Z, Z’ lezi v roviné & | XY, pii éemZ plati

XZ=XZ, )\
potom plati .
YZ=YZ. ' 3)

Diaz. [1] JestliZe Z je bodem pfimky XY, je ziejmé Z' =2
a poucka plati i v pripadg, Ze je bud X = Z nebo Y = Z. :

Necht body X, Y, Z nelezi v jedné pfimce. Pak podle (1)je AXYZ ~
o~ AXYZ'(sss) a pata P kolmice ZP ] XY je i patou kolmice
Z'P | XY.Rovina ¢ | XY jdouci bodem P podle znimé stereome-
trické poulky obsahuje vSechny kolmice vztylené v bodé Pk primce
XY, tedy i ptimky PZ, PZ’ a tim i body Z, Z’, coZ jsme méli dokazat.

[2] Oznatme P prusetik pfimky XY s rovinou & Je-li Z=P,
jeiZ' = Pa poucka plati.

BudiZ nadale Z == P a tedy i Z’ == P. Pak je poulka vzhledem k (2)
zfejmé spravna v pripadé, Ze rovina & jde bodem X (podle poulky
sus) nebo Y (podle poudky Ssu). JestliZe rovina & neprochazi Zddnym
z boda X, Y, je vzhledem k (2) AXPZ ~ A XPZ’'(Ssu), nebot
X' XPZ = & XPZ' = }=, takie PZ = PZ'. -Odtud plyne, Ze
N YPZ >~ A\ YPZ'(sus), nebot <X YPZ = < YPZ’' = é'r a tedy
YZ = YZ, coz jsme méli dokizat.

I1. Viastni feseni ulohy spoliva v tom, Ze bud z trojihelnikd
ABC, ABC’, BCA’, CAB’ jako stén vytvoiime (tyrstén ABCV
(pokud neni ve specidlnich prlpadech tvrzeni ulohy samoziejmé),
nebo Ze trf)uce bodia ABC’, BCA’, CAB’, povaZujeme za pravouhlé
praméty uréitych trojuhelniki ABC”, BCA’, CAB” (do roviny
ABCQC); -takZe -lze z trojuhelnikd ABC, ABC”, BCA"”, CAB" zase
vytvorit &tyrstén.

Ur&eme v roviné g trojuhelnika ABC prusetik O pfimek a’, b’
o nichZ se snadno dokaze, Ze jsou ruznobezné Rozeznéve;me dva

pFipady:
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- PFipad [1]. Je-li CO £ CA , urtime na kolmici % vztyfené v bodé
0 k roviné ¢ bod V tak, aby platilo,

CV=C4 =CB ,‘ 1)

(v ptipadg, 2e CO = C4 , je V = 0); v tom je zahrnut piipad C = O
a pfipad C = A’ = B’. Vzhledem k (1) podle p.mocné poucky [2] je

BV = B4, (@)
nebot body V, 4’ ler v roviné o | BC; z téhoZ davodu je
AV = AB’ ©)]

nebof body V, B’ lezi v roviné ﬂ 1. AC. Podle ptedpokladu tlohy
vzhledem ke vztaham (2), (3) plati BV = BC’, AV = AC’ ayzhledem
k pomocné pouéce [1] lezi body V, C’ v roviné y | AB, ve které lezi
i bod O. Prase&nici rovin g, y je pfimka jdouci body C’, O a kolmi
k pfimze 4B, t. j. pfimka ¢’, coZ jsms mali dokazat.

PFipad [2]. Je-li CO > CA (pakje CO > 0 aproto 4’ %= C == B),
vztyéim: v bodech A4’, B’, G’ kolmice k roviné p a p> fadé na nich
ur¢ime body A”, B”, C” tak, aby platilo 4 A" =BB" =CC"
= CO. Ze shodnosti pravouhlych trojahelnikd CA’A”, CB’B”’
a dvou dalsich takovych dvojic plyne
CA”=CB'> 0C, AB" = AC"> OC, BA"=BC~> OC.
Tim je pifipad [2] pfeveden na pfipad [1] a 1ze tady jako v ptipadé {1]
uréit bod V uzitim usetky CA”~ > OC. Rovina « | BC, jdouci
bodem 4", jde i body A’, V a tim i bodem O; totéz plati o rovinich
B 1 CA, y 1 AB jdoucich po fadd trojicemi boda B”, V, B’ a C”,
Vv,Cc.

Iné riesenie. Sostrojme kruZnicu k, so stredom 4 a polomerom
= AC’, kruZnicu %k, so stredom B a polomerom BC = BA’
a kruZnicu k,; so stredom C a polomerom CA’ = CB'’. Priamka a’
je chordélou kruZnic kg, k,, pretoZe prechddza ich spolotnym bodom
A’ a je kolma na spojnicu ich stredov BC. Podobne, priamka b’ je
chordalou kruZnic k, a kg a priamka ¢’ je chordilou kruZnic k,, k.
Tvrdenie dlohy je dosledkom vety, Ze chordaly troch kruZnic sa
pretinajd v jednom bode.

(Riefil s. Pavol Brunovsky, 4. d, I1.G, Bratislava.)
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12, OznaZm> P politzk soustavy pravouhlych soufadnic. Body
[m; n], kde m, n jsou celi &isla, nazvem: m?izové body. Budiz p > 2
_ dané pficozead &islo. Ozn¥m: A, ty miiZové body [p; k], pro néZ

je 0 £ k£ < p a uvazujmz trojihelaiky
PA Ay, PAyAy PAA,, . .. PAy_3A, 1.

Dokaite, ¥z p je prvotislo tehdy a jen tehdy, kdy? po&et miiZovych
bodu uvnitt kazdého z uvazovanych trojihelnika je 3 (p — 1).

Reseni. 1. Zavedme oznaleni boda A =([p, 0], Ax =[p; k], By =
=[0,k] prok =1,2,...,p — 1. Budiz p > 2 dané prvolislo. Uvnitf
usetky PAy nelezi zidny miiZovy bod. Kdyby tam totiZ leZel miiZovy

. k .
bod M = [x, y], pak by platilo 1 < x < p, ;— = —3:— (smérnice primky
PAy), coz neni mozné, nebot zlomek —ﬁ- je vzhledem k pfedpokladu

ulohy v zdkladnim tvaru. :

Urlemz polet mfiZovych bodd . uvnitf obdélnika PAA.B:; ije
ztejm? roven (p — 1) (¢ — 1). Protoze uvnitf use¢ky PAy neni Zidny
mfizovy bod, je polet miiZovych tolh uvnitf trojuhelnika PAA,
roven :

o —1DEk-1), ¢y
jak vyplyvd z toho, ze APAA, a AApBiP i sit mfiZovych boda
jsou soumirné podle stfedu Uselky PAg.

Uvazujme nyni APAidj, (pro j=1, 2,...,p — 2); uvnitf
tohoto trojihelnika je $(p — NG +1 -1 —-4(—-1)G~-1) =
= $(p — 1) mfizovych bodd, jak plyne ze vztahu (1) a z toho, Ze
vnitfek trojuhelnika PA;A; ) dostaneme, jestlize od vnitfku troj-
thelnika PAA;; ubereme vnitick trojuhelnika PAA; a vnitfek
usetky PA;. (Uvnitt APAA, a APA, A4, neni ziejm? Z2idny
miizovy bod.) Tim je prvni ¢ist tlohy dokizana.

11. Obrdcené, budiz p > 2 liché ¢islo a budi uvnitf kazdého z troj-
thelnika PA; A4y, PAyAs, ... PAy_y Ay_1 pravé §(p — 1) miizo-
vych bodd, coz je celkem £(p — 1) (p — 2) bodd. ProtoZe kazdé dvé
po sobé nasledujici pfirozena &isla p — 1, p jsou nesoudélnd, je zlomek
?

: v zdkladnim tvaru a proto uvnité tsetky PA,_, nelezi Zidny
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mfiZovy bod. Uvnitf trojuhelnika PAA,_, je proto podle tého
tsudku jako v prvni &asti pravé $(p — 1) (p — 2) mifZovych bodd,

z nichZ Zidny neleZi ani uvnitf uselky P4,, nebot zlomek % je v z4-

kladnim tvaru. (Pfitom uvnitf trojuhelnika PAA, rovné? neni Zadny
miizovy bod.) Je tedy polet miiZovych bodu uvnitf trojihelnika
PAA,_, roven celkovému poctu miizovych bodd uvniti trojuhelniki
PAAy, PAA,, ..., PAy_, Ap_,, a proto uvnitt uselek PA,, PA,,
PA,, ..., PA,._, nelezi zddny miiZovy bod. Odtud plyne, Ze p je
prvotislo, nebot kdyby existovala pfirozena &isla a, b, kde 1 <a £
< b < p, takovd, Ze p = ab, lezel by uvniti uselky PA,, pfi &emz
A, =[p, a], mfizovy bod Q = [b, 1]. Tim je dukaz proveden.

13. Budte [x; y] body v roviné pravothlych soufadnic. Ur&ete,
pro které z nich plati nerovnost

][x+a|—[y—-a|[<a,

kde a je dané &islo. VyZarkujte v roviné soufadnic ty jeji &asti, pro
jejichZ body je splnéna dani nerovnost.

Regeni. Je-li a < 0, neni pro 4dny bod roviny dan4 nerovnost
splnéna. Budiz tedy dile a > 0. Provedme transformaci souradnic
x+a=x, y—a=y. To je posunuti, jimZ piejde pocitek
P =[0,0] do bodu P’ =[- a, a]. Dany vztah v tomto piipadé zr{

[ix'1 =1yl < a.
Ponévadz |— x’| = |x’|, | — ¥’| = |y’l, je hledan4 mnoZina bodi sou-
mérnd podle os x’, y’ a stali tedy vySetfovat pouze pfipad x’ = 0,
¥ 20, kdy |lx| — [yl| = |x" — 'l

1. Je-li x’ 2 3, je |x’ — y’| = x’" — ¥’ a jde o body, jejichZ sou-
fadnice spliuji vztah ¥’ — ' <a ¢liy —x' > —a (a vedle toho
y —x'Z0).

2. Je-li x* <y, je |x’ — 3’| = 3" — x’ a jde o body, pro né&% plati
¥y’ — x’ < a (a vedle toho y’ — x> 0).

Spojenim obou éysledkﬁ dostavame

' —a<y —x'<a



&Gli - T —d<y <% +a

Tyto body lezt v 1. kvadrantu (nebot x’ > 0, 3’ 2 0) uvnitf pésu
vytatého rovnobézkami o rovnicich

y=x —a, y =x"+ a.

Ostatni dostivdmz soumZrnosti podle os x’, ¥’ (obrdzek si lask. &te-
nar snadno nadrtne). :

~ 14, Dokaite s pouzitim komplexnich &isel, Ze sloZenim dvou otdéeni
s ruznymi stiedy vznikne otaleni n:bo posunuti. Uréele stied vy-
sledného oti¢eni nebo posunuti. Urlete stfed vysledného otaceni,
resp. velikost vysledného posunuti. Zjistéte' podminky, kdy vznikne
otateni a kdy posunuti.

" Reseni. Prvni otileni budi 2’ = a2 + by, kde a, *+ 1, |a,| = 1;
druhé otdZeni budiZ 2" = ayz + by, kde ay #+ 1, |ayl = 1. SloZeni
obou otideni dostanems dosazenim; vyjde 2”7 = ag(a;z + b)) + by
neboli

2" = a)a,z + (aghy + by). ¢Y)
Je vidy laas| = |a,| - |a3] = 1. Rozeznivejmz dva pripady:
" Pfipad [1]. Budiz .
aa; = 1. ' 2

Pak je a,,bl + by # 0, jak ithned dokaZeme. Stredem prvniho otééeni

je bod [ i=a, ] stfedem druhého bod [ ] Podleé znéni ulohy

by
1—a, * l—a

by(1 — ay) _ ah,(1 — ay)
ba * 1—a,  ay;—1

takZe ayb, + b, + 0. Rovnice (1) tedy vyjadfuje posunuti o nenulovy
vektor o pocateénim bodu [0] a koncovém bodu [ash, + b,] (viz
udebnici Matematika pro II. tfidu gymnasii, str. 50 a nésl.).

Pfipad [2). Budi? a;a, & 1. Pak rovnice (1) zna&i otileni, )ehoi
sttedem je bod

je Protoze je 1 — a, % 0, plati vzhledem ke (2)
) 2 .

= — azhy,

agzhy + bz].

1 —aa,



15. Jestlie a > 0 a n je pfirozené &slo, potom plati
‘@t + 1) 2a+ a2+ ... + a2 a
dokazte! Provedte diskusi, pro ktera a nastane rovnost. _

Resent. Ditkaz provedems uZitim matematické indukce.
1. Pro #n = 1 dokdZeme platnost vztahu
a8+ 12>a+a )
JestliZe tento vztah je spravny, jsou pro a + 1 > 0 sprdvné vztahy
: (@a+ D@ —a+1)=a@+1),
a2—a+12a,
a2 —2a+120,
(a — l)2 = 0. 3)
Nerovnost v poslednim vztahu plati zfejmé& pro kaZdé realné,
kladné a rtzné od &isla 1. Pro a = 1 nastdva rovnost. Zpétnym postu-
pem odvodime ze vztahu (3) vztah (2), a to pro a F 1 nerovnost,
pro a = 1 rovnost.
II. Necht plati vztah (1) pro urlité pfirozené n; dokéieme, Ze
potom plati i pro &islo # + 1, t. j. Ze plati -~

(n+1)(@2**t3+1)=a+a2+a3+ ...+ a2+ a21t]l 2742, (4
Uvazujme nejprve vyraz
= (n + 1) (@43 + 1) — n(a2t+1 + 1) — g21+1 — g22+2 (5)
a dokazme o ném, Ze pro a > 0 je R = 0. Po vynasobeni a snadné
Gpravé dostaneme, Ze )
R = na2r+1(a2 — 1) + a2n+l (@ — 1) + 1 — a2¥2,
Ziejmé je spravna identita
a2t+2 — 1 = (a2 — 1) (a?* + a2"—2 4 g2~4 .., + a2 + 1),
pomoci niZ lze vyraz R uvést na tvar ,
= (@2 — 1)[(n + 1) a2+ — (a2 + a21=2 + a1~ TR
+ a2 + 1)]. (6)
Provedme nyni diskusi tohoto vyrazu pro a > 0:
a) Je-li a> 1, pOtO‘l;'l ziejmé plati a2 > 1 neboli a2 —1>0
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a dile a2n+1 > g2 > g21-2 > g2=4 > ., > g2 > 1. Proto jsou
oba ¢initelé na pravé strané vztahu (6) kladn4 &isla a tedy R > 0.

b)]e-1i0$a<l,iea2<l,a2-—1<0adéle

antl < g < g2-2 < g4 <., .<a2 <],
takZe

(n+ 1)a2ntl < g2t  g2n—2  g2t~4 4 .., + a2+ 1.

Jsou tedy oba ¢&initelé na pravé strané vyrazu (6) zaporna &isla a tu-
diZz je R > 0.

c) Je-lia=1,je R=0.

Vzhledem Kk platnosti vztahu (1), kde rovnost nastivid pravé pro
a = 1, plati téZ vztah

n(@2r+l + 1) + a2+l 4 o212 > g + a2 + a3 + ... +
+ q2n 4 g2n+1 | g2n+2, )

Pri¢teme-li vyraz R ve tvaru (6) ke vztahu (7), obdrzime vztah (4),
pfi ¢emz nerovnost plati pro kazdé a > 0, které je ruzné od &isla 1;
rovnost nastavd pravé pro a = 1.

III. ProtoZe pro » = 1 podle odst. I. vztah (1) plati, pak vzhledem
k odst. II. plati i pro kazdé¢ pfirozené n, coZ jsme méli dok4zat,

(Resil s. Bruno Adam, 4. tf. Nerudova G, Praha IIL)

16. Je-li n celé nezdporné ¢islo, potom ¢islo
212n+8 . 36n+2

je délitelné tfinacti. DokaZte!

Reseni. Dikaz provedeme uzitim matematické indukce. Zavedme
oznaceni
V) = 212k+8 _ 36k+2,

kde % je nezdporné celé ¢&islo.
I. DokaZeme, %e V), je délitelné tf¥indcti; plati
Vo == 28 — 32 = 256 — 9 = 247 = 13- 19,
&¢imZ je dikaz proveden. ’
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II. Urdeme nejprve rozdil V41 — Vii postupné obdrifime tyto
vyrazy:
Vi1 — Vi = 212R+D+8 _ 36(+1)+2 _ (212k+8 __ 36k+2),
Vit1 — Vi = 212k+20 _ 212k +8 _ 36k+8 | 3§k+2’
Vit1— Vi = 212k+8 (212 — 1) — 36k+2 (36 — 1),
Ale 212 — 1 =4095 — 1 = 13-315 a 36 — 1 = 728 = 13 - 56; proto
plati
Vit1— Vi =13:315- 212k+8 _ 13 .56 - 36k+2
a tedy
Vi+1 — Vi = 13 (315 - 212k+8 756 . 36k+2),
ProtoZe vyraz v zdvorce na pravé strané posledni rovnosti je &islo
celé, je &islo Vjyy — Vi délitelné tiinicti. Pfedpokladejme, Ze Vj
je délitelné tfindcti, pak je délitelné tfindcti i &islo V41, nebot ze
vztahu
Viet1= Vi + (Vi1 — Vi)
vyplyva, Ze je rovno souttu dvou &isel, ktera jsou délitelnd ti'indcti.
III. Tim jsme provedli oba kroky dilkazu matematickou indukci
a spravnost zavéru ulohy je dokizana.
(Resil s. Jan Hejcman, 3. tf. G, Praha IX.)

Jiné #efeni. K dtikazu pouzijeme dvou pomocnych poutek: Pouctka
[1]. Budte déna cel4 &isla a, b, ¢, d, p + 0 a predpokliadejme, Ze &isla
a — ¢, b — djsou déliteln4 &islem p. Potom je &islem p délitelny i dvoj-
&len ab — cd. -

Dukaz. Plati ab — ¢d = b(a — ¢) + (b — d), takfe uvaZovany
dvoj¢len je souttem dvou Cisel, z nichZ kaZdé je délitelné &islem p;
tim je poutka dokazina.

Poucka [2]. Pro ptirozené n plati zndm4 identita
A" —b=(@—b@ '+ a""2b+a""3b2+ ... +
+ a2b% =3 fab?—2 4 pn—1), (1

1. Vzhledem k pou¥ce [1] pro ptirozené n poloime a = 2127,
b=28 ¢=236n Jd=232 tak¥e je @ —ce=2122 — 362 p _ d=
w28 — 32, gb — ¢d = 2127+8 — 368+2, oz je pravé ¢islo nadf
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ulohy. Nyni musime vzhledem k poutce [1] dokézat, %e ¢fsla @ — ¢ =
= 2127 — 36n p — d'= 28 — 32 jsou délitelnd t¥inicti. ;
a) Plati 28 — 3% = (2* — 3) (2% + 3) = 13- 19, takZe ¢&islo b — d
je délitelné tfinicti.
b) Podle pougky [2] (vzorec (1))
2121 _ 36n — (2121 _ 36y — (212 _ 36). O,
kde Q je podle vztahu (1) &islo celé. Stali tedy dokazat, Ze 212 — 3¢
je délitelné tfinicti; skuteiné plati
12 36 = (286 — 3%) (2% + 3%) =37-91 =37-7-13,
takZe &islo a — ¢ je délitelné tfinicti. »
Tim je tvrzeni Glohy dokdzdno pro kaZzdé prirozené n.
II. Pro n =0 tvrzeni dlohy plati, jak plyne z odst. Ia).
Tim je tvrzeni ulohy dokdzino pro kazdé celé nezédporné n.
(Retil s. Jaroslav Sedivy, 4b t. G Sokolovo, Praha 8.)

B. ULOHY I. KOLA, KATEGORIE B.

1. V dilné& pracuje a délniky, ktefi maji dokonlit uréitou zakdzku
za a dni, m délnika utvofi tderku a zavazi se, Ze lepsi' organisaci
price zvyii svij vykon o 109%. Stalo se tak po p ‘dnech price na za-
kézce. O kolik dni se zmensi ptivodné pldnovana doba d dni, potfebna
k provedeni zakazky ?

Reseni. Oznatme V velikost zakdzky, tedy celkovou préci, kterou
je tfeba vykonat (na pi. polet precmétl, které je tieba vyrobit).
Pfedpoklddéme-li, Ze viichni délnici maji stejny vikcn, pek jeden’

délnik vykcnd za den 7Vd— préce. Po vy’vkonu_ zvySeném o 10% musi

tdernik vykcnat za den (—VE + T&],.%V_ d) price. Za p dni vykcnaji pfi

pﬁvodnlm vykonu v§1chm délnici spole¢né &4st zakdzky o veli-
kosti ~3 ap Po téchto p dnech bude zakazka pFi zvﬂeném vykonu
m ;lélmkﬁ skox_léena za x dni; pfi tom téchto m délnika prqvede
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V. . 10V = %is o
e + W)' mx zakdzky a ostatnich a — m délnikﬁzpracuje
-% (@ — m)x zakdzky. Pro neznimé é&islo x dostivdme rovnici-
| %4 14 o0V |4
zﬂ”ﬁw*amﬂm+w“—m=V

00ad

V
100ap + (100 + 10)mx + 100(a — m)x = 100ad,
z niZ plyne

z N 1 34
Znésobime-li obé strany této rovnice &islem ,dostaneme rovnici

100 (d — p) . 10a(d—p)
10w 100g DCORE M

Ptuvodné plinovani doba d se tedy zmen$i o d — (p + x) dni,
t.j.o ‘

_ m(d —p) )
d=? = %= 10a 0
to 1ze uvést na tvar
d—(p+x)=—""_.
1+4+10-—
m

Zlomek na pravé strané je kladné &islo, nebot d > p, a je funkci pro-
ménnych p, m. Roste-li p tak, e stile plati d > p, zmensuje se hod-
nota &isla d — (p + x). Roste-li m (kde m < a), roste i hodnota
d—(p + x). ,

(Retil s. Jiti Havrda, 2 t¥. G, Ceska Lipa.)

2. a) KaZdé prvotislo s vyjimkou &isel 2, 3 lze psat ve tvaru 6n 4 1,
kde n je vhodné pfirozené &islo; dokazte. Plati také obricena poulka?

b) Uzitim pfedchoziho vysledku dokaZte: Zmen$ime-li &tverec
kteréhokoliv prvbéisla s vyjimkou ¢&isel 2, 3 o jednu, dostaneme &islo,
které je délitelné &islem 24.

" Reseni. a) Je-li prvodislo p > 3, pak &sla p — 1, p + 1 jsou oté
sudd. Cisla p —1, p, p+ 1 jdou po sobé v posloupnosti piirozenych
tisel a je tedy. préavé jedno z nich délitelné téemi. Cislo p to zfejmé
nen, tedy bud p — 1 nebo p + 1 je délitelné tfemi. Médme tedy doké-
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zéno, %2 bud p — 1 nebo p + 1 je d&litelné Zesti, &ili existuje pti-
rozené &islo 7~ takové, Ze plati bud p = 6n + 1 nebo p = 6n — 1.
(Viz cvid. 61, str. 25 v ulebnici Matematika pro I. tfidu gymnasii.)

Obrdcend poucka by zn&la: Je-li p prirozené &islo tvaru 6n + 1
nebo 6 — 1, pak p je prvodislo vétsi neZli tfi.

Tato poutka neni spravnd, nebot &islo 25 je tvaru 6z + 1, ale neni
prvotislo a &slo 35 je tvaru 6z — 1 a také neni prvodislo.

b) Je-lip=6n+ 1, pak p2 — 1 =36m% + 12n = 12n 3n + 1) =
=12n2n+ (n+ 1)) =24n+ 12n(n + 1) = 24[n* + $n(n + 1))

Cislo }n (n + 1) je pfirozené, nebot soudin n(n + 1) je sudy. Je
tedy p? — 1 délitelné &islem 24.

Je-li p=6n—1, pak p> —1=24[n®+ ¥(n — 1)n], a tedy
i v tomto pfipadé je p* — 1 ndsobkem ¢&isla 24.

3. Je déna kruZnice & a jeji tétiva AB, kterd neni primérem; budiZ
p sefna kruZnice k kolmi k pfimce AB. Urlete na pfimce p takovy
bod X, aby duty thel <t AXB byl co nejvétsi. Provedte diskusi.

Reseni. ReSeni tlohy budou soumérné podle pf¥imky 4B, nebot
p | AB. Hledany bod X, pokud existuje, nelezi na pfimce 4B,
nebot pak by nevznikl duty thel ¢ AXB. Sta&i se tedy omezit na
feSeni v jedné poloroving g vytaté piimkou AB. Oznatme P prusedik
pfimky p s pfimkou AB (P existuje, nebot p | AB); budiz M = P
bod primKky p, ktery leZi v g. RozliSujme tfi pripady:

[1] P je krajni bod uselky AB, na pi. P = B. UkaZeme, Zc v g
(a tedy vibec) neexistuje bod X uvedené¢ vlastnosti. Plati totiZ, Ze
ke kazdému bodu Y polopiimky PM existuje bod Y’ polopiimky
PM, na pf. stied tsetky Y P, o némz plati, Ze

X AY'B> & AYB. (¢))
(Podle véty‘: Budiz B pata kolmice, spusténé z bodu A na pfimku
BY'’Y; potom plati vztah (1) — viz Matematika pro 1. tfidu gymnasii,
str. 143.)

Tedy 24dny bod poloroviny o (a tedy viibec) nevyhovuje podmince
pro bod X.
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- [2] P je uvniti dsetky AB. Opét ke .kaZdému bodu Ypﬂmky b,
ktery leZi v. g, existuje bod Y’ tak, Ze )ako v odst [l] je 1ednak e

X AY'P> X AYP, jednak
X BYP> < B YP, takze také

X AY'B = <& AY'P 4 <): AY'B> X AYP + < PYB é: AYB
Jako v [1] tedy opét neexistuje v o (a tedy vabec) bod X, poiadované
vlastnosti.

[3] Bod P lezi vn& usetky 4B, na pi, na prodlouZeni useéky AB
za bod B (jinak vyméZnime oznaceni bodi 4, B). UkaZeme, Ze v tomto
pripadé existuje v ¢ bod X pozadevané vlastnosn, a to jediny. Existu-
je totiz kruZnice &', ktera ma stied v 05 prochézi body AaBa dotyké
se p: oznadime-li Q stéed tsetky AB, lezi na ‘0se’ q tsetky AB-v polo-
rovin& p’ pravé jeden bod S tak, %¢ SB = I’Q, nebot PQ > EQ
“a O je pata kolmice spuiténé z bodu B na primku- q ‘KriZnice- ‘opsand
kolem bodu S polomérem PQ méi pak popsanou vlastnost, -nebot
p"a g jsou rovnobéiky: o vzdalenosti Q. Budi X bod, v ném# se
k* dotyka ptimky p. PonévadZ body-P, O, S, X tvoti obdélnik, leZi
‘X v poloroving g, nebot PQ AB. Vsechny body Y pfimky p,
) vy;lmkou bodu X, lezi vné kruZnice &’. Podle ¢videni 203, str. 202

‘v'uéebnici Matematika pro'I.’ t¥. gymnasii, plati po vsechny body X
poloroviny g, leZici vné kruZnice k' ze

< AYB-< {AXB

: To tedy plati i pro v§echny vnitfni body Y polopfimky PM s vyjimkou
bodu X. Tim je dokézano, ze X mi. -pro tuto polopiimku_ hledanou
vlastnost. *

V opa¢né poloptimce mi bod X*, soumérné sdtuienS' k bodu X po-
dle pfimky 4B, touZ vlastnost a 1e

< AXB = @: AX*B

‘Existuji tedy v tomto prlpadé na pi unce p dva rizné body pozadované
vlastnosti. o

- 4. BudiZ din &tyrstén AA’BC, jehcZ hrana AA‘ stoyf ko]mo na
_rovinu, A’BC. Oznatme < BAC = o, é: BA Ce=a, Jesthze je
o 2 90°% je o’ > 90°. Dokazte, - v . .
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Co Ize tedy fici o velikosti pravothlého primétu pravého nebo
upého thlu do roviny, kterd protiné obé jeho ramena v bodech mimo
jeho vrchol ? g

Reseni. Budiz P pata kolmice spusténé z bodu A na pfimku BC;
protoZze X CAB = 90°, jsou oba uhly <t ABC, <t BCA ostré a bod
P oddéluje body B, C. Podle piedpokladu stoji piimka 4A’ kolmo
k roviné A’BC, t.j. AA’ | BC. Protoze je téZ AP | BCa AP == BC,
je rovina AA’P kolma k pfimce BC, a tudiz A’P | BC. Trojihelnik
APA’ ma-pfi vrcholu A4’ pravy uhel, &ili <¢ A4’P = 90°; proto je

AP < AP. 1)

Uréeme v poloroviné BCA’ bod A4, tak, aby platilo AA4,BC =~
o2 AABC. Bod A, leZi na polopfimce PA’; podle vztahu (1) leZ
na ni body P, 4’, A, v tomto pofddku. Protoze bod P oddéluje body
B, C, plati:

a) Polopfimka AP dé&li uhel < BA,C ve dva styéné thly; t. j.

<X BA,C = < BA,P + X PA,C. 2)
b) Polopfimka A’P dé&li thel < BA’C ve dva sty¢né thly, t. j.
<X BA'C = . BA’P + X PA'C. 3)

" Podle véty o vnéj$im uhlu trojahelnika plati vztahy
X BA,P < < BA'P, @
< CAP < <& CA’P. ’ (5)

Spojenim vztahu (3), (4), (5) dostaneme:
<X BA’C > < BA,P + < PA,C,
_ ¢ili podle (2)
’ 3 <L BA’C > < BA,C.
Aviak podle predpokladu je < BA,C = <% BAC = 90°, a tedy
< BA’C > 90°,
coz jsme méli dokdzat.

To znamen4: Pravouhly priamét pravého nebo tupého dhlu do
roviny, kterd protind ob& jeho ramena v bodech mimo jeho vrchol, je
bud hel tupy nebo hel pfimy. \
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. Uhel ptimy vznikne tehdy, lefi-li primét 4’ vrcholu 4 pravého
"ﬁhlu <I BAC na primce BC, t.j. uvmtr useéky BC

= 1o o e

- 5.'- Dokaste: a)“Je’stuze 2 e zlomek v zékladnixn‘tvém, potomn

b
i zlomky 2 :I; g jsou v zdkladnim tvaru.

B) Soulet tii zlomka v zdkladnfm tvaru nemtZe byt &islem celym,
jestlize neni kaZdy prvocinitel jednoho z danych jmenovateld prvo-
énmtelern alespon jednoho ze zbyvajicich dvou jmenovateld.

Reseni. a) Piedpoklddime samozfejmé, Ze a, b jsou prnrozené
-¢isla. Mame-li zlstat v oboru piirozenych &isel, pak pfi diskusi o &i-

. . —b . T .
tateli a jmenovateli zlomku - ' je nutno pripojit omezujici

ab
predpoklad, 'Ze a > b, toto omezeni neplati ovSem o ¢&itateli zlomku
a+b
ab °

- Diikaz tilohy provedeme nepiimo.

. I. Nejprve i"e§me pﬂpad zloxﬁku a+h Pfedpokiédei,mc tedy,
P!

ab
Ze cxxstu)e zlomek £ 7V zdkladnim tvaru takovy, Ze zlcmek
; . a+b
> 1

neni v zédkladnim tvaru, t. j. e éxistuié pfirozené &islo d > 1, které
déli soudasné obé ¢&isla a-+ b, ab. Budiz p jeden z prvotinitelu &isla
d. Takovy prvolinitel jisté existuje (viz uéebnici Matematika pro I. tf

gymnasii, str. 24) a nedéli soutasn¢ &isla a, b, nctot zlcmék% je

podle piedpokladu v zikladnim tvaru. Podle zakladni vlastnosti prvo-
“&isel (viz Matematika pro I. tf. gymnasia, str. 23) déli tedy &islo p
jedno a jenom jedno z &isel a, b. Rozeznave)me dva ptipady:
[1] Necht p déli &islo a, t. j. ex1>tu]e prxrozené ¢tislo k&, takové, Ze

plati
. ra=p- Ry
-Protoic podle uéméného predpokladu P déli i éis.o a+ b, existuje
pnrozené J:':islo k takové), Ze plati

"\',
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a+bep k. : )

ProtoZe 6> 0, je a+b> a &ili p- k> pk, &li p(k-—kl)>0
je tedy k& — k, pfirozené &islo, které oznalime s. Ze vztahu (2) plyne
tedy, Ze

\
b = ps,

t. j. &islo p déli &islo b, coZ je proti pfedpokladu, Ze zlomek % je
v zédkladnim tvaru.

[2] Necht p déli &islo b. Potom dospéjeme rovnéZ ke sporu podle
uvahy z odstavce [1], ve kterém zaménime vSude &isla @ a b.

Zivérem o zlomku (1) miZeme fici toto: Je-li % zlomek v zdklad-
nim tvaru, pak zlomek (1) je téZ v zdkladnim tvaru. '

II. Predpoklddejme, Ze existuje zlomek -:- v ~zdkladnim tvaru -

takovy, Ze zlomek
a—b . :
P 3)
neni v zékladnim tvaru, pii ¢emZ a > b. Podobnou tvahou ]ako
v odst. I se dojde ke sporu.

~b) Mdame vlastné dokdzat tuto poulku: JestliZe soucet tfi zlomka
@ a4 4
b’ by’ by’
z nich¥ kazdy je v zikladnim tvaru, je roven ptirozenému &islu x
a jestlize prvotislo p déli b;, potom toho prvotislo p déli také soutin
bybs. (Tim jsme jen jinak vyjadrili, Ze prvoislo p déli aspoit jedno
z Cisel by, by; viz Matematiku pro I. tf. gymnasii, str. 23.)

Ditkaz, Uvedeme-li soulet viech tfi zlomkd na spoleéného jme-
novatele, dostaneme
ayboby + agbiby + azbiby A
b1baby

&ili
ybaby + agbiby + agbiby = xbybobs,. o)
Proto¥e p ‘d&li b,, déli také &leny aybibg, agbibys xbibyb, rovnosti
(4) a tedy také vyraz xb,bgby — abyby — aybybgy ktery je podle (4)
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roven &slu a,byb, ¢ili prvodislo p dalf soudin a;bybs. Cislo a; nent viak
délitelné &slem p; jinak by zlomek %l nebyl v zdkladnfm tvaru. Podle
1

z4kladni vlastnosti prvoZisel tedy p d&li &slo byby, coZ jsme méli
dokazat.

Je ziejmé, Ze celd tato tvaha neni na Gjmu obecnosti. JestliZze totiZ
urdité prvolislo p déli na pf. &islo by, dokéieme podobné, Ze &islo p
déli sowdin byb; (zdména indexu).

6. Oznalme
: Lroe Ll 8 AN
oy Sorce= JC R alprapL I Sulegrny
kde a, b, ¢ st dané racxoné.lne ¢isla. Zistite, za akych predpokladov
plati

xy + Y2 + 2x + 2xyz = 1. (1),
RieSenie. Aby bolo mo#né uvaovat o vztahu (1), musi platit
b+c%0, c¢c+a*0, a+b*0.

Oznaime
xy +yz 4 2x + 2xyz. = A,
Lize
ab be ca
A T aG L CraGED “OFTOGERT

2abc
G+o+a(a+b’
Po znisobeni tejto rovnosti &islom (a + b) (b + ¢) (¢ + @) dosta-
neme
@+b)b+c)y(c+a)A=ab(a+b)+ bc(d+ c) +
+ ca(c + a) + 2abc.
Prava strana P tohoto vyrazu sa d4 postupne upravovat takto:
P=ab(a+b+c)+bc(a+b+c)+calc+a)=
=bla+b+c)(c+a)+calc+ a)=
= (c+ a)[bla + b+ ¢c) + ca] =
=(c+a)ab+ b0+ +ca]
=(c+ a)[a + o) + b(b + 0)] =
= (¢ + a) (b + &) (a -+ b).

+
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Jeteda
(a+b)(b+0)(6+a)A=(c+a)(b+f)(a+b)

Podla predpokladu je éislo-(a + b) (b + ¢) (¢c'+ a) na lavej strane:
tejto rovnosti rézane od nuly; ak nim delime na$u rovnost, obdrzime
‘ A=1 '
]e teda vyraz A rovny 1 pre vetky x, y, 2z, pre ktoré su ¢isla a + b
b+ ¢, ¢ + a rdzne od nuly.

7. Urlete geometrické misto prusetiki V vysek v trojuhelnicich
ABC, jestlize je dana poloha strany BC, velikost uhlu <t CAB = «
a jestlize vrcholy A téchto trojihelniki leZi v jedné z obou opaénych
polorovin vytatych prunkou BC. Provedte diskusi pro o == 90°.

Reseni. 1. Pomocnd pocka (znimi z planimetrie): Budiz BC
(viz obr. 1, 2) Gsedka dani v roviné; oznaime p’, o’/ obé& opalné po-
loroviny vytaté pfimkou BC. Déle budi? dén duty uhel « svou ve-
likosti. Tu plati: Geometrické misto bodi X, leZicich uvniti o’
o kterych plati ¢ BXC = «, je kruhovy oblouk %, jehoZ krajnimi
body jsou B, C. Stied S kruzZnice, jejiZ &4sti je oblouk %, je prusetikem
primek o, u, kde o je osa usetky BC a u je kolmice vzty&ena v bodé B
k pfimce BU, pii ¢emz je < CBU = o, kde U je bod lezici uvnit¥
o”. Oblouk % je polohou usetky BC, polorovinou g’ a dutym uhlem
o jednozna¢né uréen. Bod S padne: -

[1] dovnitf o', je-li ¢ < 90°,
[2] do stiedu usetky BC, je-li o« = 90°,

3] dovnit# 0", je- i« > 90°. (Tohoto oznaéeni budeme uzivat
iv dalaxch uvahach) :

Podle pomocne pouéky je kterykoli vnitfni bod 4 oblouku k vrcho—
lem jednoho z trojihelniki ABC, které vyhovuji uloze. Vyskou troj-
thelnika ABC rozumime kolmici spusténou z jeho vrcholu na pro-
t&jii stranu. Budte po fadé 4,, B,, C, paty vysek troluhelnika ABC
spusténych z boda 4, B, C a a, B, v po fadé Jeho thly pr1 vrcholech
A, B, C. Z existence trojuhelniki- ABC plyne i emstence bodi V;
thel o ma konstantni hodnotu. '
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--II. Obratme se nynf k fe§eni ulohy. Rozeznivejme tfi- piipady:
S[1] > 90°; [2] « = 90°; [3] a < 90°.
Pripad [1]. ProtoZe je o > 90°, je (obr. 1)
B < 90°%y <90° (1)
takZe plati

f=90° —y <90° p =
= 90° — B <90° (2)
Proto. paty B,, C, pad-
nou dovnitf polopfimek CA4,
BA. (obr. 1) a tedy dovnitf
o’; proto polopfimky BB,
CC, existuji a jejich vnitini
body lezi uvnitf o’. Existuji
tedy trojuhelniky BCB,,
CBC,, v nichZ je <X BB,C=
= < CC,B = 90° a podle
vztahu (2) plati
< CBB, = f,
£ BCC,=y. (3
Tu vzhledem k (2) a (3) plati
B+ y =180° — (B + y) = « < 180° @
a proto se podle Eukleidova axiomu polopfimky BB,, CC, protnou
v bodé& V, ktery padne dovniti p’. Proto existuje A BCV, jehoZ uhly
pfi vrcholech B, C jsou f’y ¥’ a o jehoZ tfetim Ghlu «’ = < CVB
vzhledem ke (3), (4) plati
o’ = 180° — (B’ + p’) = 180° — & < 90°.
Je tedy «’ ostry thel a jeho velikost je pro viechny trojuhelniky ABC,
vyhovujici tloze, konstantni. Podle pomocné poutky lezi tedy vSechny
body V na kruhovém oblouku #’, jehoZ krajni body jsou B, C, jehoZ
body X lezi aZ na B, C uvniti o a ktery pfislu$i k Ghlu «” = 180° — «.
Stied S tohoto oblouku padne dovnitf ¢,
Vzhledem ke vztahtim (1) nelze kazdy bod X oblouku &’ povaZovat
zg prusetik V' vySek urtitého trojuhelnika ABC. Oznatme B’, C’
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priisadiky kolnmic vzty&enych v bodech B, C K piimicé BC s obloukem
k’; pro:oZe bod S lezi uvnitf g‘, leZi body: B%, .C’ rovndZ uvnii g’
Vzhledem k (1) jen ty body X, oblouku &’, které leZi ziroved uvnitf
pravych uhla < B’BC, < C’CB, jsou body V dané tlohy, jak se
snadno obracenim postupu dokaze; kazdy z boda X, vede pravé
k jedinému bodu A4, leiicimg uvnitf o’ tak, ze X CAB = a.

Pr’z’pdd [2]. Protoze je o = 90° je V = A. Podle pomocné véty
lezi body V uvnitf polokruznice &, ktera lezi v o’ a kterd mai tsetku
BC za pramér. N

Ptipad [3]. Je-li @ < 90°, je tfeba diskutovat tfi pfipady: v troj-
thelniku ABC a) jsou ota uhly f, y ostré, b) je jeden z thla f, y

pravy, c) j: jelen z thla B, y

tupy (viz obr. 2). '
©a) Jeli

B <9, ¥y <92, (5
je pfisluini Gvaha jen obrace-
nim postupu v pZipad& [1], pfi

¢emz je ticba oznaéeni A4, V,

o By &'y 'y ¥ po fadé za-

ménit oznalenim V, 4, o, B

¥’s @ B, v a oblouky &, k&’ (po-

kud se ovsem body oblouku

k' v pripadé [] uplatnily — viz

vztahy (5)). K

b) Necht je na pi. f = 90°,
takZe y = 90° — o < 90° Pak
je V=B. Je-li y=90° je

V=_=C

¢) Necht je na pi. B > 90°,
takZe y < 90°, « < 90°. Pak
bod B; padne dovnitf uselky

CA a tedy dovnitf ¢ (obr. 2).
- Naproti tomu bod C, ‘padne na
o s : prodlouzeni tsetky AB za
- Obr. 2. . : bod * B“a'tedy “dovnmité g




BudiZ BB, polopfimka opaini k polopfimce’ BB;, takie B,, leii uvnitf
0”’. Oznaime
X CBB, = f, <% BCC,=y.

Z trojuhelnika BCB,, kde <¢ BB,C = 90°, plyne

B’ = 90° + y > 90° (vn&jii thel v ABCG)). (6)
Z trojuhelnika BCC,, kde <. CC,B = 90°, plyne
y =B — 90° < 90° (thel g je vnéjsi v ABCCI) )
Podle (6), (7) obdrzime
B+ vy =8+y<180% ®)

takze podle Eukleidova axiomu se polopfimky CC;, BB, protnou
v bodé V, ktery lezi uvnitf p”’. Z A VBC podle (8) dostanzme
o = L CVB =180° — (' + y) = a.
Podle pomocné pouéky lezi bod V uvniti kruhového oblouku &’
(jehoz krajni body jsou B, C), ktery leZi v o’ a ktery pfislusi k uhlu
= a < 90°. Protoz: musi platit pro uhly f’, ¥’ vztahy (6), (7),
nelze kazdy vnitini bod X oblouku &’” povaZovat za bod V. Uplatni
se jen ty body X, oblouku k", které padnou dovniti poloroviny
opaéné k poloroviné BB”’C, kde B” == B, je prusetik kolmice vzty-
¢ené v bodé B k pfimce BC s obloukem k”. Bod B’ padne dovnitf
0", nebot stied S”’ oblouku & lezi uvnitf ¢ (je «” < 90°).

Obricenym postupem snadno odvodime, Ze ‘kazdy zminény bod
X, oblouku &’ lze povazovat za bod V, k némuZ uvnitf o’ pfislusi
jediny bod 4, o némz plati ¢ BAC = «.

Stejnou tvahu provedeme i v piipadé, Ze f < 90°, y > 90°. Ozna-
&ime-li C” == C prasedik oblouku % s kolmici vzty¢enou v bodé
C k pfimce BC, patfi body X, oblouku k", lezici uvnitf poloroviny
opalné k poloroviné CC”B, k hledanému geometrick¢mu mistu.,

. Geometrické misto bodu V v piipadé, Ze o < 90° se skladd z té&ch
bodii kruhového oblouku kruZnice (S, S”'B), které lezi uvnité po-
loroviny B”’C”’S” (tedy v&etné bodu B, C). (Viz cbr. 2.)

Snadno se dokaZe, Ze geometrické misto bodi V' obdrZime z geo-
metrického mista bodi 4 posunutim ve sméru kolmém k piimce
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BC 0 tse2ku"SS” ve smyslu' SS” (kde S je stfed oblouku % pfisiuiného
bodiim 4 a S’ stfad oblouku K, po piipadé k”, prsluénYch bodum V).

8. Buiiz V prx'he-xk vya:k tro;u‘1=ln1ka ABC ]e,thie plati CA <
< AB potom je:

a) VC < VB,

b) vzdalenost bodu V' od strany CA ‘man3{ ne od strany AB s vy-
jim%ou pfipadu, kdy ¢ CAB = 93°; jak je tomu v tomto vyjime¢n’m
piipadé? (Provedte diskusi pro trojithelnik ostrouhly, pravouhly,
tupouhly.)

Reseni. Uloha a). Oznaéme po fadé A4,, B,, C, paty kolmic spusté-
nych s vrchola A, B, C trojahelnika ABC na protéjsi strany. Vlme,
%e bod V lesi v pfipadé trojuhelnika ABC:

[1] ostrothlého uvnitf trojihelnika;

[2] pravodhlého ve vrcholu pravého thlu;

[3] tupotihlého vng trojuhelnika.

Diskusi provedem2 pro kazdy z téchto pfipadi zvlast.

Pripad [1]. Bod A, ztejm? odiiluje body B, C. Z piedpokladu
AB > AC plyn:, e A B> A,C (podle obriceni znimé poutky
0 monotonnim vzrastani. vzdalenosti AX bodu 4 od bodu X polo- *
primky A4,B pfi vzristu velikosti
usetky A4,X; viz Geometrii pro II.
ti'. “stfednich $kol, str. 37, poulka
P;). Odtud plyne (podle téze poud-
ky), ze VB > VC (obr. 3).

Bod V je tedy blize k tomu
vrcholu trojihelnika, ktery lezi
proti jeho vétsi strané (neboli ktery
je vrcholem vét§iho whlu trojihel-
nika). Jestlize je AB = AC, jsou
zminéné vzdalenosti ziejmé sobé
rovny.

My Ty Tento vysledek plati i v pfipa-
Obr. 3. .~ . dech.[2], [3], jak ihned dokéZeme.
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Ptipad [2]. Tu'je bud V'='4 "nebo V = C (obr. 4, 5).

@) Je-li'V'= A, je VB = 4B, VC = 43, t. j. VC < VB. _
“B)Je-li V=0C, je VC=0,VB= CB:.‘:O a tedy VC < VB.

Pfipad [3]. Bud je «)
£ BCA > 90° “nebo je f) AsV
X CAB > 90°, .. - £ V4
" ) Pofadek bodd na pfimce
BC je nutné A,CB, takze
(podle citované poulky) je
VB > VC (obr. 6). ’

p) Pofadek bodt na piim- a B
kich CA, BA je nutné

Obr. 4.
A
CAB,, BAC, (obr. 7), pfi
¢emz uhly <t CBB,, <t BCC,
jsou ostré a jejich soulet je
proto mensi nez 180°. Proto
se podle Eukleidova axiomu
protnou polopfimky BB,, CC,
: uvnit# poloroviny BCA. Polo-
B =V pfimka BA prochazi tedy
Obr. 5. A

vnittkem uwhlu < CBB,, a
polopfimka CA vnitikem
uhlu < BCC,, takZe bod A
padne dovnitf trojuhelnika
VCB. Bod A4, oddéluje bo-
dy B, C (uhly <t ABC, '

<X BCA jsou ostré) a poié- Tee S
dek bodt na poloptimce 4,4 BN AW "
je A, AV. Podle predpokla- IRV SR
du je CA <A4B a podle . . L B N7
citované poulky je tedy té o Sy
CA4, < A,B; podle téze Obr. 6.

’
.
~




poutky je proto i VG < VB, Tim je tvrzeni tlohy a) dokéz4no,

Uloha b). Diskusi provedeme na zdklad¢ vysledku ulohy a); pfitom

uZijeme této pomocné paui‘ky Budte MNP, M,N,P, dva trojuhel-
niky, o kterych plati (obr. 8):

¥
< PMN = & P,M,N,,
. < MPN = < M,P;N, = 90°,
MN > M\N,. (6))
Potom plati .
NP > NP,.

Diikaz. Sestrojme AMN’'P’ =~
=~ A MNP, tak, aby bod P’
o padl dovniti polopfimky MP a
Obr. 7. bod N’ dovnitf poloptimky MN;
to lze vzhledem ke vztahim (1)
uéinit jedingm zpusobem. Pfitom tedy plati

NP = NlPl, MN = M1N1' 2
Vzhledem k druhému vztahu (2) lezi bod N’ uvnitf tseky MN.
Vedme bodem N’ pfimku N'N, || MP a oznalme N, jeji priseéik
s piim<ou NP. Uzijms na AMNP a na piimky N’P’, N'N, dvakrat
véty Paschovy; odtud snad-
no usoudime, Ze P’ je vnitf-
ni bod usetky MP a bod N,
vnitfni bod use¢ky NP, tak-
Ze plati

NP > NP. 3)
Rovnobéznik PN N'P’ ziej-
mé existuje a protoZe

<< NPM = 90° je to ob- M
délnik, v ném? je M=

ﬁ - NP @) Obr. 8.
Ze vztahu 3), (4) a prvniho vztahu (2) ihned plyne.
NP > N P,

~D-_
©

coz jsme méli dgkﬁz_ag.
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" Pfejdeme k olastnimu FeSeni Glohy-b). Stejnd jako v uloze a) ro-
zeznavejme pripady: Tro;uhelnik ABC je [l] ostrotihly,- [,.] pravo-
qahly, [3] tupotihly.

Pripad [1]. V AABB;, a AACC, je thel < CAB spoletny,
X AB,B = X AC,C = 90°, takie < ABB; = 90° — X CAB =
=< ACC,. Trojuhelniky VBC,, VCB, existuji a podle vysledku ulo-
hy a) je VB > VC; ptitom je <& VBC, = & VCB,, < VC,B =
= < CB,V = 90°. Podle pomocné poutky je tedy VC > VB

Piipad [2]. o) V = A (t. j. L BAC =90°); tu je V = B, =C,
a tim VB = VC = 0. To je priavé zminény vyjimedny pf pad.

P V= C, tu je V = B,, C, leZi uvniti Gsetky 4B, takZe VC, *
*0, VB =0 a tedy VC, > VB

Pi"lpad [3]. ) < BCA > 90°, takZe trojuhelniky VBC,, VCB,
existuji. Pofddek bodu na polopfimce C,C [podle diskuse tlohy a)
pripad [3] B)] je ClcV na piimce BV je pofdcek bodu BB,V
v AVBCI je < BC,V = 90°, v ACVB, je X CB,V = 90°. Je tedy
VC > VC, VC > VB a tim VC > VB

ﬂ) < CAB > 90°; tro;uhelniky VBC;, VCB, maji spoleény tihel
< BVC;- dile je < BC,V = < CB,V = 90° takie < C,BV =
=< B;CV < 90°. Podle tilohy a) je VB > VC a podle pomocné pougky
o trejthelnicich VBC,, VCB, plati VC, > VB,.

Tim je tvrzeni tlohy b) dokizéno.

Zdvér. Priselik vySek V trojthelnika je bliZe k té ze dvou nerovnych
stran, kter4 je men$i. Vyjimku &ini pfipad, kdy thel témito stranami
sevieny je pravy; v tomto piipadé jsou obé zminéné vzdalenosti
nulové.

9. Budte ABCD, A'B’C’D’ protilehlé stény krychle, pfi &emz
AA’y BB’, CC’, DD’ jsou hrany krychle. Jestlize bod X, leZici uvnitf
krychle, je bliZze k vrcholu. B neZ ke kterémukoli z ostatnich vrcholi
krychle, potom je bod X od bodu D’ déle neZ od kteréhokoli z ostatnich
vrcholi krychle. (Pou ku na str. 147, odst. 2 z ulebnice N’atcmanka

- pro L tf. gymnasii roz§iite pro prostor.)

Retent. 1. Pomocnd poutka [1]. Oznalme o rovinu soumérnosti
uselky HH’ a wH, oH’ oba opalné poloprostory, které vytin,
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-

-Lezi-li bod X- uvnitr poloprostoru wH, potom plad HX <H'X
.a obricené.
Tato poulka vyplfrvé bezprostrcdné ze zndmé podobné pouéky

planimet:

rické.-

II. Poucka [2]. Rovina ¢ soumZrnosti télesové uhlopfitky BD'
.krychle ABCDA’B’C’D’ prochézi sttedem G krychle a protind povrch
krychle v pravidelaém Sestitthelniku KRUMPS (viz obr. 9)."

To je znidm4i stereo-

)
o N C metrickd poulka.
: Diisledek. Krychle
| LBQHETFG v obr. 9
R ! - mi s rovinou ¢ z poutky
Af- H K B ! [2] spole¢ny pouze bod
vi 1V G, takze cely vnitfek této
ot (a_ ______ -__F krychle i; rovinou ¢ od-
) e délen od bodu D/. . |
S el “ IIL V dal$im budeme
Di--—- ML) _Je  ozmatovat UVWM ten
ot E ‘ z obou opatnych polo-
,e’ '/ -~ ----Jf ~ ~  prostori vytatych rovi-
/"' o _ nou UVW, jehoz vhiti-
A 1 B nim bodem j je dany bod
M. Nyni ptejdeme k fe-
Obr. 9. $eni dané ulohy. Oznag-
me ‘stfedy hran dané
krychle tak, jak je uvedeno v obr. 9; dale budxz G stred této
krychle.
Podle obricené poucky [1} bod X, ktery je blize-k bodu B ne2
-k bodu: -
1. C’ musi leZet uvnitf poloprostoru A’B’CB.
2. B’ musi leZet uvnitf poloprostoru STUB."
3. A’ musi leZet uvniti poloprostoru AB’C’B.
4. D’ musi leZet uvnitf poloprostoru 6B, kde ¢ je rovina sou-
‘s mérnosti use¢ky BD’ (viz dusledek pouZky [2]).:
5. A -musi leZet uvniti poloprostoru KLMB.
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6. C ' musi leZet uvnitf poloprostoru PORB. -
7. D musi leZet-uvniti poloprostoru AA4'C’B..

Proto bod X lezici uvniti dané krychle a spliiujici podminky pfcd-
pokladu tlohy musi leZet uvniti krychle LBOHETFG (viz dusledek
poudky [2]). Podle poudky [1] kazdy vnitini bod X této krychle spliiuie
podminky pfedpokladu tlohy.

Jestlize viak bod X leZi uvniti poloprostoru:

A’B'CB, pak XA < XD,

STUB, pak XD < XD'.

AB'C’'B, pak XC < XD'.

o B, pak XB < XD'.

. KLMB, pak XC' < XD.

PQRB, pak XA’ < XD".

AA'C’B, pak XB’ < XD'.

Tim je zavér dané ulohy dokézan. :

_(Regil s. Jaromir Janko, 1. tf. Akademického G, Praha IL.)

Nowe e

10. K otislovani viech svazki urtité knihovny bylo tieba na hibety
knih natisknout tfikrat tolik cifer, co je svazkt. Kolik svazki méla
knihovna ?

Reseni. Budi? x > 0 hledany potet svazkii. DokaZeme, e x je
ttyrciferné &islo (v desitkové soustavé). NemuZe byt jednociferné,
‘nebot pro' x > 0 je x # 3x, ani dvojciferné, nebot rovnice

9+2(x—9) =3

.nemj za kofen dvojcifern$ &fslo, ani trojciferné, nebot pro 24dné troj-
ciferné &islo neni

9+ 2-90 + 3(x — 99) = 3x. _
Predpoklddejme, Ze x je &tyrciferné &fslo, pak jde o feSeni rovnice
3x =9+ 2-90 4 3900 4 4(x — 999).
Odtud x = 1107, coz je skutetné &tyrciferné.

UkédZeme koneéné, Ze toto feSeni je jediné. Nebot kdyby po&et
-svazku. byl 1107 4 y.(y pfirozené &islo), pak je tieba pouZit cifer
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alaspoft v podtu N = 3+ 1107 4 4v. Avik &slo N je zfejmé vétél
nez 3(1107 + y), t. j. n:2 trojndsobek poétu s:azkil.

Hledany 'poéet svazki je tedy 1107.

11. Stanovte geometrické misto bodi, pro néZ rozdil vzdilenosti
od dvou danych ruznobéZek a, b je roven dané uselce velikosti d.

Reseni. Oznalme P priseéik obou riznobéek a, b a o, 0, jejich
osy; kazdd z obou navzijem kolmych os o,, 0, pili jeden par vrcho-
lovych uhly, ve které rtiznobézky a, b déli rovinu. Smysl ulohy vy-

_Zaduje, aby d = 0. Jestlize bod Q roviny riznobéZek a, b vyhovuje
uloze, oznatme po fadé xg = 0, yo = 0 jeho vzdalenosti od pfimek
a, b; podle textu ulohy pro bod Q plati

|xg — yol =d. (¢)]

Rozeznéveime dva pfipady: [1] d = 0; [2] d > 0.

Piipad [1]. Je-lid = 0, pak ze vztahu (1) plyne xo = yg. Je zndmo,
Ze geometrickym mistem bodu Q, které vyhovuji tloze a pravé na-

‘psané podmince, jsou dvé osy o,, 0, riznobézek a, b (viz uéebnice
Matematika pro I. tf. gymnasii, str. 150).

Pripad [2]. Sestrojmz primky a’ 5= a’’ rovnobéZné s primkou a ve
vzdalenosti d od této pfimky a ptimky b’ == b” rovnobézné s pfimkou
b ve vzdélenosti d od této ptimky (obr. 10). Oznalme po fadé K, L,
M, N prisetiky téchto dvojic piimek (a’, b"), (a”’, b"), (a”’, 8", (a’s "),
takie o0, = KPM, o0, = LPN. Ctyrahelnik KLMN je kcsoltverec;
oznalme po fadé A, B, C, D stiedy jeho stran. Dile ozna¢me po fadé
AR, BS, CT, DU polopfimky opaéné k poloptimkém AP, BP, CP,
DP. .

VySetfujme tu &4st geometrického mista, kterd nalezi uhlu APB
(vySetfovani &asti, které naleZeji uhlum BPC, CPD, DPA, je zcela
obdobné). ot

Rozeznivejme nyni dva pfipady:

a) Je-li xg <yQ,)eyQ — xg = d; pakje yg = d, takzcyQ-- d=
= xg. ProtoZe yp = d, leti Q v poloroviné KLR a ¢islo yg — d
znadi vzdalenost bodu Q od piimky &’. Kazdy bod V, ktery patii

64



zirovenl poloroviné KLR a thlu APB, patfi také tthlu RAL (a obré-
cend), takZe jde o geometrické misto bodu Q; které maji stejné vzda-
lenosti od pfimek a, b” a leZi v thlu RAL. Timto geometrickym mistem
je poloptimka AL’44 PL.

b) Je-li xg > v, je xg — yo = d; pak je xg = d, takZe xg — d =
= yg. ProtoZe xp = d, lezi Q v poloroviné MLS a xg — d znadi

/ !
b\ 10, _a’

Otr. 10.

vzdilenost bodu Q od pfimky a”’. Kazdy bod W, ktery patfi zaroven
poloroviné MLS a uhlu APB, patii také thlu LBS (a obricené),
takZe jde o geometrické misto bodd Q, které maji stejné vzdélenosti
od piimek a”’, b a lezi v tthlu LBS. Timto geometrickym mistem je
polopiimka BL” 14 PL.

Podobna tvrzeni plati rovnéZ o cstatnich thlech BPC, CPD, DPA,
takZe hledanym gecmetrick{m mistem jsou &tyfi dvoiice poloriimek:
AL’+% BL”, BM'}4 CM”, CN’'441 DN”, DK” 4% AK’; tyto
dvoiice jsou pofadé souhlasté rovnobéiné s pclopfimkami PL, PM,
PN, PK.
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12, Jsou-li a, b, ¢ kladn4 &sla, pak
Le24lz,
b c a
DokaZte! Provedte diskusi, kdy nastane rovnost.

Reseni, Vyraz V = % + % + —2 se nezméni cyklickou permutaci

pismen. (Cyklické permutace k permutaci abc jsou bca, cab. Pfi
rpermutaci bca nahradime prvek a prvkem b, prvek b prvkem ¢ a prvek
¢ prvkem a.) Vzhledem k tomu sta&i uvazovat piipady 0 < a < b <
L60<cbLa

V obou pripadech je 2 c

a ¢
33T g _ m
Mimo to je
LAY )
c b=
(viz uZebnici Matematika pro I. tf. gymnasii, str. 53, cv. 160) a seétenim
vztaht (1), (2) dostaneme

b c
-;+?+;_2_3- 3

Ma4-1i nastat rovnost ve vztahu (3), musi nastat rovnost i v obou
vztazich (1) a (2); z rovnice (2) pak vyplyvd b = ¢, z rovnice (1) vy-
plyva a = b. Obréacené, je-lia = b = ¢, plati (3) se znaménkem rovnosti.

13. Je-li n pfirozené &islo, potom plati

1 2 3 ; n
+ + +-.-Tl‘—-‘—‘——"2...‘n(n+l)<l

1.2 1.2-3 1.2-3.4

Resent. Je-li n libovolné piirozené &islo, potom ziejmé plati
0< . ‘ a
1:2:3.....nn+ 1)

a tedy také
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1 1. .1
T2 t13:3

oot

1 ) O
+ .00+ 133 on <1+ ) + ..
1
1:2:3....-n(n+1)° @
k-ty &len levé strany vztahu (2) (pro & = 1, 2, .. ., n) rozsifime &islem
(k + 1); tim vztah (2) nabude tvaru

2 3 "+ 1 1

Tzt T2z3 T sern T2 T
1 1 1

ttaat e tma T m T iea ey

Nyni pfevedme v§echny &leny pravé strany této nerovnosti az na &len
prvni na levou stranu a zlomky o stejném jmenovateli se¢téme; tim
dostaneme ,

1 2 3 n
1.2 7T 23 T23at T 123 .. nmsD
coZ je vztah, ktery jsme méli dok4zat.

(Resil s. Vladimir Jezdinsky, IL.a tf., Vrchlického G, Klatovy.)

1,

14, Budte a, b, ¢ racionélni &isla. DokaZte, Ze potom plati
(@+b—c2+0G+c—a¥+(c+a—>b?=ab+ bc+ ca. (1)

Provedte diskusi, pro které pfipady nastane rovnost.

Reseni. Levou stranu vztahu (1) oznaéme L, pravou P.
Je L = 3(a® + b + ¢?) — 2(ab + bc + ca), - takZe
L — P = 3[(a® + b2 + ¢%) — (ab + bc + ca)] = 3V.
Maéme dokézat, Ze vyraz V je neziporny. Aviak
2V = 2(a® + b* + ¢ — ab — tc —ca) =
=(@— b+ G-+ (c — a)y
takZe 2V 2> 0 neboli ¥V > 0; rovnost nastane zifejmé pravé tehdy;
je-lia = b = ¢. To plati i pro vyraz (1).

15. Urgete, co vyplituji stfedy rovnobé&Zniky, které jsou rovinnymi
fezy daného &ryrsténu.
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P dikazu muZete vyjit od nékteré z t&chto povéek: Pomocna
véta (1). Budiz S stfed strany AB v trojthelniku ABC a A’y B’ po
fadé body lezici uvnitf stran CA4, CB takové, ze A’B’ || AB. Ozname
S’ prisedik ptimek A’B’, CS. Potom je A°S = B'S’. Pomocn4 véta
(2). Budtez « || «’ dvé rizné roviny. Budiz dile A libovolny bod ro-
viny « a A’ libovolny bod roviny o’; oznaéme S stied usetky AA’.
Potom vSechny body S takto uréené vyplni urlitou rovinu o || e.

RieSenie. Najprv uréime vlastnosti rovin, ktorych rezmi budu
rovnobezniky (obr. 11). Napr. rovina ¢ m4 pretat roviny ABD, ACD
v protifahlych stranach
rovnobeznika. AvSak
rovina g, ktord pretne
dve roznobezZné roviny
v rovnobezkach, musi
byt rovnobeznd s ich
prieseénicou AD. A
opatne, ak je g || 4D,
pretne rovina @ roviny
ABD, ACD (pokial je
od nich odli$nd) v rov-
nobezkich. To isté
mozZeme povedat o zo-
stavajucich  protilah-
lych stranidch rovno-
beZnika, priese¢niciach

Obr. 11. roviny @ so stenami

ABC, DBC, totiz, Ze

rovina g musi byt rovroveZnd s priamkou BC. Tedy roviny ¢ rovno-

bezné s dvoma protilahlymi hranami 4D, BC, pokial protinaja
vSetkysteny §tvorstena, pretinaju ho v rovnobezniku.

Zistime, ¢o vypliuju stredy N tych stran tychto rovnobeznikov,
ktoré lezia v stene BCD a ktoré s rovnobezné s priamkou BC. Je
to taznica DA’ trojuholnika BCD, kde A’ je stred hrany BC. Podobne
stredy M tych stran tychto rovnobeznikov, ktoré leZia v rovine ABC
a ktoré st rovnobezné s priamkou BGC, vyplnia taZnicu 44’ trcjunolnika

68



ABC. Stredné prietky MN tychto rovnobeZnikov budud leZat v ro-
vine ADA’ a su navzijom rovnobezné a ich stredy leZia na taZnici
A’B’ trojuholnika 4’AD, kde B’ je stred hrany AD.

Treba este dokazat, Ze kazdy vanutorny bod usetky A’B’ je stredom
nasho rovnobeZnika, ktorého rovina g je rovnobezna s protilahlymi
hranami AD, BC nisho §tvorstena. Bodom X vedme rovnobezku
8 priamkou AD. Této priamka zrejme lezi v rovine A’AD a pretne
usetky A’A, A’D v ich vautornych bodoch M, N. Pretoze bod X leZi
na taZnici trojuholnika A’AD, je stredom tejto usetky MN. Ale
teraz napr. bodom M vedieme use¢ku PQ || BC (kde P je vnutornym
bodom tuseéky AB a Q vnutornym bodom usetky AC), zas podla
predodlej tivahy je bod M stredom usetky PQ. Avsak rovina PQX
je rovnobezna aj s priamkou BC a AD a podla poulky najprv vyslove-
nej vieme, Ze priesek tejto roviny so §tvorstenom je rovnobeZnik;
pritom z naSej konStrukcie je usetka MN jeho strednou priectkou
a bod X stredom tohto rovnobeznika. Teda moéZeme povedat, Ze
usetka A’B’, spijajuca stredy protilahlych hran 4D, BC S$tvorstenu,
je g:ometrickym miestom stredov rovnobeznikov, ktorych roviny
si rovnobezZné s protilahlymi hranami AD, BC daného $tvorstena
ABCD.

To isté m5%eme povedat aj o obidvoch zostdvajucich dvojiciach
AB, CD a AC, BD protilahlych hran dané¢ho Stvorstenu.

(Riesil s. Juraj Virsik, 2 tr. I1.G, Bratislava.)

16. BudiZz d4n rovnostranny trojuhelnik ABC o strané velikosti a.
Budte M, N, P body zvolené po fadé uvniti usetek BC, CA, AB.
Dokazte nejprve, Ze je mozné zvolit body M, N, P (ruzné od stfedu
stran) tak, Zze MNP je rovnostranny trojuhelnik. Potom sestrojte
vSechny rovnostranné trojuhelniky MNP takové, aby jejich strany
mély danou velikost m. Diskutujte, pro kterd m mi uloha feSeni.

Reseni. 1. Oznatme stiedy stran BC, CA, AB po fadé My, N,,
Py; AM NP, je rovnostranny, velikost jeho stran je }a.
Existuje-li AMNP.O vlastnostech pozadovanych ulohou, potom je

< NPB = ¢ CAB + ¥ ANP 1)
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(vn&jsf thel v AAPN je roven soultu vnitfnich Ghld p#i ostatnich
vrcholech). Dile je

‘ "X NPB = < NPM + < BPM. R )
Ale <x CAB = X NPM = }m, takZe z (1), (2) plyne
X ANP = < BPM. 3)

Je AANP =~ ABPM (usu), nebot < CAB = < ABC, dile plati
(3) a NP = PM. Odtud plyne

AP = BM, AN = BP. (¢))
Z ABPM, ANCMN stejné dokiZeme, Ze
 BM=CN, BP =G
odtud vzhledem ke (4) plati
AP = BM =CN, AN = BP =CM. )
Prvni rovnosti (5) jiZz zaru¢uji platnost druhgych a obricen&; jsou to
podminky nutné pro existenci A MNP. Obracené, jsou-li podminky
(5) splnény, je AANP =~ ABPM =~ A\ CMN (sus), nebot uhly
pti vrcholech 4, B, C jsou vesmé&s m; proto plati MN = NP =
= PM, pti ¢emZ body M, N, P nelezi v jedné ptimce (viz Paschiv
axiom) a A MNP je proto rovnostranny.

II. Vzhledem k pozadavku ulohy M == M, lze predpoklidat, Ze
plati CM > MB. Z AMCN plyne, ¢ CN + CM > MN neboli
MN < a. Budiz O stfed v AABC takZe je OA = OB = 07 a déle
X OAP = xOBM = OCN— - . Proto vzhledem k (5) je AOAP =<
=~ ANOBM ~ ANOCN(sus) a odtud OM = ON = OP. ProtoZe
viak v roviné trojuahelnika existuje jediny bod, ktery mi od jeho vrchola
vesm3s stcjné vzdélenosti (stied opsané kruZnice), je bod O zirovei
stfed rovnostranného trojuhelnika MNP.

III. Odtud dostavame konstrukci A MNP, jestliZe je dina velikost
.m jeho stran:

Sestrojime pomocny rovnostranny trojihelnik o strané velikosti
m a vySetfime polomér r kruZnice jemu opsané. Opidme kruZnici
(O, r); ta protne usetku BC v bodech M == M’ tehdy, jestlize plati
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¢ <r<OB, (6)
kde ¢ je vzdélenost bodu O od pfimky BC (pro r = ¢ dospivime
k bodu M,); kardy z boda M, M’ vede k jednomu trojithelniku
pozadované vlastnosti. Oba trojahelniky jsou zfejmé shodné (splynou
po otoZeni jednoho z nich kolem bodu O o thel £r).

Vztah (6) lze psit vzhledem k tomu, Ze vyska v rovnostranném
trojuhelniku je i téZnici, ve tvaru
13 <} -imy3<3%-}al3;
po upravé dostdvame podminku feSitelnosti nasi ulohy ve tvaru
fa<m<a

(s vylouZenim piipadu A My N, Py).

C. ULOHY II. KOLA, KATEGORIE A.

1. Cislo a, = 2#+1 4 57 nemuZe byt prvoéislem pro Zidné pfi-
rozené Cislo n. Dokazte!

Riefenie. 1. Pomocna veta: Ak a, b, u su prirodzené &isla a ak a,
a + b su deliteIné &islom u, potom aj b je delitelné &islom u.

I1. Cislo a, je pre kazdé prirodzené n vitsie ako &islo 3; dokiZeme,
Ze Lislo a, je deliteIné troma pre kaZdé prirodzené 7 a Ze nie je teda
prvocislom. Dbkaz prevedieme matematickou indukciou.

a) Pren=1jea =22+ 5 =09, & je deliteIné troma.

b) Teraz dokaZeme, Ze ak a, pre dané prirodzené » je delitelné
troma, musi byt aj a1 deliteIné troma. Je

Ay + g1 = 20T (2 4 1) 4+ 57 (5 + 1) = 3 - 2(2" + 57),
t. j. &islo u = a, + ap+1 je delitelné troma. KedZe a,, u su deli-
telné troma, podla pomocnej vety musi byt aj a,4; deliteIné troma.

Tym sme urobili oba kroky matematickej indukcie a veta je do-
kézana.

(Riesil s. Pavol Brunovsky, 4.d tr. II. G, Bratislava.)

2. Dané su kladné &isla a;, ay, . . .5 ay9 by, by, - . .5 bs VEetky mensie
nez 7; ziadne z nich nie je celym ¢&islom. Dokaite, Ze medzi pit-
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desiatimi bodmi [a;, ;] (kde i =1, 2,..., 10, k=1, 2,..., 5)
existuja aspo.a dva také, Ze ich vzdialenost je mensia neZ V-f

Reseni. 1. B2z ijmy obecnosti miZeme piedpokladat, Ze indexy
tisel a (pro k=1, 2,..., 10) isou zvoleny tak, Ze plati
X a .S gy £ ayp.
II. Pak existuje mdcx k takovy, Ze
ak+1—ak<% (kde k=1, 2,..., 9). (1)

Du%az. Predpokladejme, Ze takovy index % neexistuje, pak plati
nerovnosti (v celkovém poétu devét)

az—alzg-,
7
az— ay 2 4,

ay — ay = 3-

Seltenim téchto nerovnosti dostaneme a;y — a; = g— -9 neboli
ay—a 21

Jelikoz je a; > 0, plyne z posledni nerovnosti, Ze je a,, >7,
- coz odporuje pfedpokladu. Tim je tvrzeni tykajici se vztahu (1)
dokazano. :

III. UvaZzujme body X = [ag, b1], Y = [ap+1, b1], kde & je &islo
z odst. II. splnujici vztah (1), takZe plati

apt1— ap < 5. @
Vzdalenost d bodtt X, Y je d=|(a,;1 — acf + (bi— b2 =
= ap4+1 — ap, nebot je a1 — ap = 0; je tedy

d=api1— a 3)
Ze vztaht (2), (3) plyne, %e d < 7, takie je d < }/2Z, coz jsme méli
dokazat.
(Regil s. Otto Reimer, 2. tf. G, Ivantice.)

3. Zjistéte, ktery utvar je analyticky vyjadfen vztahem
lax +by| + |y Z ¢

kde x, y jsou pravotihlé soufadnice bodu v roviné a a, b, ¢ dan4 kladna
Cisla,
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Reseni. [1] Je-li ax + by =0, y >0, je piisluind &ist Gitvaru
trojihelnik, ktery je pranikem polorovin

ax+ G+ Dy<e ax+by20, y20.
Jeho vrcholy jsou body [0,0], [ O] [-— — c]

[2] Podobng proax + by = 0, y < 0 je pfislu$nd &4st utvaru troj-
thelnik, ktery je pranikem polorovin

ax+ b —-1Dy<¢ ax+by=0, y=<0.
Jeho vrcholy jsou body [0,0], %, O], [%C y — c].

[3] Je-li ax + by £ 0, y = 0, dostaneme pfislusnou &ist tutvaru
jako utvar soumirny podle polatku soufadnic k trojahelniku z odst.
[2]; vyjde t.dy trojahelnik s vrcholy

oon [ £.0). [ %]

[4] Je-li kone¥n® ax + by £ 0, y < 0, je pfisluSnad &4st Gtvaru
trojuhelnik souméirny podle pocatku soufadnic k trojahelniku z odst.

[1]; jeho vrcholy jsou body [0,0], [— — 0] [— - c]

Celkem tedy dostdvame rovnobéznik s vrcholy

[e b—c,—ec], [éi, 0], kde ¢ = + 1,
a a
soum3rny podle pocatku souradnic, nebot 24dné dva z trojuhelnikl

se nepiekryvaji, jak vyplyya z jejich analytického vyjadreni. Rovno-
béZnikem pfitom rozumime vSecky body jeho obvodu i vnittku.

4, Je dan ¢&tyrstén VABC. Oznalme p rovinu jeho stény ABC.
Uvnitf hran VA, VB, VC zvolme po fadé body X, Y, Z tak, aby
rovina ¢ uréend témito body byla rovnobézna s rovinou g. Oznaime
dale X, Y,, Z; po rad¢ stiedy usetek YZ, ZX, XY.

a) Dokazte, Ze usetky AX,, BY,;, CZ, maji spole¢ny bod S.

b) Co vyplni viechny body S, kdyz bod X probih4 vnitiek useéky
VA?
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Resent (obr. 12). 1. Trojthelniky VYZ, VBC jsou stejnolehlé
vzhledem ke stiedu V stejnolehlosti; konstanta stejnolehlosti je

ke e = —= —> 0. (l)

Proto obrazem bodu X; v této stejnolehlosti je stied 4, tsetky BC,
takZze body V, X,
A, lezi v téZe
ptimce.  Uselka
AA, prochazi té-
zistém T trojahel-
nika ABC a také
usetka XX, pro-
chazi t&isttm U
trojuhelnika XYZ.

>Bod U zfejmé lezi
uvniti aselky VT.
Usetky XX,, A4,
jsou rovnobéZné a
lezi v roviné VAA,,
pfi &emZ jsou stej-
nolehlé vzhledemke
sttedu V' stejno-
lehlosti. Konstanta
stejnolehlosti vzhle-

' . VX
Obr. 12. ’ demk (1) je ﬁ -

= k. Obrazem bo-
du U v této stejnolehlosti je bod 7, nebot oba rozdéluji po
fad& tuselky XX,, A4, v poméru 2:1; je tedy
AA, = k- XX, 2
Poloptimky UX,, TA jsou zfejmé&- nesouhlasné rovnobézné, takze
usetky UT, AX, maiji spole¢ny jediny bod S, ktery lezi uvniti kazdé
z nich. Usedky UX,, T4 jsou stejnolehlé ve stejnolehlosti o stfedu S.
Konstanta této stejnolehlosti vzhledem ke (2) je
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b OX_ _3XE _ XX, _ 1
T4 244, 2k XX, 2k
Bod S déli tsetku UT v usetky SU, ST, které jsou v poméru 1 : 2k;
takovy bod je uvniti use¢ky UT jediny.

Zaménou bodua 4, 4,, X, Y, Z po fadé¢ za body B, B, Yy, Z, X
a dile za body C, C,, Z,, X, Y dospé&jeme k vysledku, Ze tymz bodem
S prochizzji také use¢ky BY;, CZ;,. Tim je ¢ast a) ulohy dokazéna.

II. Obracen?, ke kazdému bodu S, leZicimu uvnitf uselky VT
(kde T je tézistém trojuhelnika ABC), dovedeme urtit rovinu « || ¢ tak,
Ze jeji fez s danym Ctyrsténem je podobné jako v textu ulohy trojuhelnik
XYZ; stiedy X,, Yy, Z; jeho stran urluji usetky AX,, BY, Ccz,
které se protinaji pravé ve zvoleném bodé S.

Dikaz. Zvolme uvnitf useCky VT bod S a uréeme prusetik X;
polopfimky AS se stranou VA, trojuhelnika VA4;. Bod X, lezf °
uvnitf useCky VA4, nebot bod S lezi uvniti trojuhelnika VAA4;. Bo-
dem X, polozme rovinu ¢ || ¢ a oznatme XYZ fez roviny o s danym
&tyrsténem stejné jako v textu ulohy. Bod X, je stfedem uselky
YZ, jak plynz ze stejnolehlosti useéek YZ, BC pri stiedu V stejno-
lchlosti a z toho, Ze A, je stfed usetky BC. Uzijeme-li na AXYZ

postupu uvedeného v odst. I, pfi témZ vyznamu bodu X, Y,, Z;
pro trojuhelnik XYZ, pak dospijeme pravé k danému bodu S jako
pruse¢iku useéek V7T, AX,, BY,, CZ,. Tim je konstrukce roviny o
a prislu$ného trojuhelnika XYZ ke zvolenému bodu S provedena.

D. ULOHY II. KOLA, KATEGORIE B.

1. Je dané n + 1 kladnych &isel niz vi&Sich neZ jedna. DokaZte,
Ze medzi nimi existuju aspon dve také, Ze ich rozdiel ma absolatnu

v , 1 : A .
hodnctu mensiu nez o kde 7 je dané prirodzené &islo.

Reseni. Uvazujme dvé moZnosti:

a) Alesponl dvé z danych ¢&isel jsou si rovna. Potom rozdil téchto
‘dvou ¢&isel je nula a zavér v uloze vysloveny je spravny. -
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b) Necht Zidni dvéz danych &isel a;, ay ..., a,4+1 nejsou sobé
rovna. Sefadm: je podle velikosti od nejmensiho k nejvétiimu, takZe
plati. (nejvyse je tieba vhodné zam:init oznaleai téchto Cisel)

a, <a;<ayg<...<ay<aps1.

.Dakaz provedem: n:pfimo. Pfedpoklidzjm:, Ze plati
ak+1——akg—}l-prok=1,2,...,n, (1)
.takie potom absolutni hodnota rozdilu kterychkoli dvou z nalich
¢isel (s raznymi indexy) jisté nebude mensi nez ;11 Ukézeme, Ze pied-
poklad (1) vede ke sporu.
Seltenim vSech 7 vztahu (1) obdrzimz a,1—a, =n- —:7, neboli

Apt+l — @ _2_ 1, t. )
ayr12 1+ ’ 2
Podle pfedpokladu je a; > 0, takZz podie vztahu (2) je a,41 > 1.
To je spor, nebot podle pfedpokladu je a,41 < 1.
Tim je nepfimy dikaz proveden.
Z vysledku a), b) plyne, Ze zavér dané ulohy je spravny.
(Retil s. J. Kolat, 2. tf. G, Brno, Kfenovi ul.)

2. Budte diny dvé sobé rovné a kolmé usztky AB, AC. Oznaéme
X bod l:zici uvnité tse¢ky AB a Y bod lezici uvnité uselky AC;
‘stfed uselky XY oznalme Z.

Probihi-li bod X vnitfek tGselky AB, bod Y vaitiek tsetky AC,
patfi bod Z uréitému geometrickému utvaru, jehoZ kazdy bod je
stied nékteré z Uselek XY'; urlete tento utvar.

Reseni. Dokazeme, Ze [1] viechny body Z (obr. 13) vyhovujici
loze lezi uvniti ¢tverce ART'S, kde R, T, S jsou po fadé stiedy usedek
AB, BC, CA a dale, Ze [2] kazdy vnitini bod tohoto &tverce je stie-
dem néjaké tGsetky XY, kde X je uréity vnitini bod tsetky AB a Y
urdity vaiténi bod use¢ky AC.

[1] Zvolime-li body X, Y po fadé uvnitf usetek 4B, AC, potom
plati AX < AB, AY < AC. Z toho plyne, %e stted M strany AX
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trojuhelnika AXY leX uvniti tsetky AR a Ze osa strany AX padne
cel4d dovnitf poloroviny RTA (je to stfedni pfika trojihelnika AXY
pfislu$nd ke strané AY, takZe je rovnobéZni s pfimkou AY a tim
i s pfimkou RT). Podobné zjistime, Ze osa strany AY leZi uvnitf
poloroviny STA. Oznat'me-li Z stied usetky XY, prochdzeji jim
zfejmé osy stran AX, AY trojuhelnika AXY. Proto bod Z padne
dovniti obou polorovin RTA, STA a dovniti pravého tthlu CAB
(nebot vnitini body tsetky XY lezi uvniti tohoto thlu) a tim do-
vnitf ¢tverce ARTS.

[2] M¢éjme libovolny vnitini bod Z &tverce ARTS. ProtoZe bod
Z mi byt stfedem pfepony uréitého trojihelnika AXY (kde ¢ YAX =
‘= 90°), budou bodem Z prochizet osy odvésen AX, AY tohoto
trojahelnika. Vedme bodem Z po fadé& kolmice ZM, ZN k primkim
AB, AC a oznatme po fadé M, N jejich paty. Bod M zfejmé padne
dovnitf useCky AR, nebot bod Z jako bod vnitfku &tverce ARTS
lezi uvnitf pfimého pésu urleného rovnobézkami AN, RT. Stejné
se dokdZe, Ze bod N lezi uvnitf uselky AS. Je tedy

AM < AR, AN < A4S, kde AR = AS = 34B. 1)
Na poloptimce AB uréeme bod X tak, aby bylo AX = 24M, déle

na poloptimce AC bod Y tak, aby bylo AY = 24N, pfi &em? vzhle-
dem k vztahtim (1) plati

AX < AB, AY < 4B.
Body X, Y vyhovuji tedy podminkidm tlohy, a protoZe podle odst.

[1] osy odvésen trojihelnika AXY (kde < YAX = 90°) prochazeji
po fadé body M, N a tim i bodem Z, je Z stied usetky XY.

Tim je dokazéno, %e libovolny vnitini bod Z &tverce ARTS je
stftedem use¢ky XY vyhovujici podminkdm ulohy.
(Resil s. JiFi Vaniek, 1.a tf. G, Praha XI.)
3. Dokézte: Ak pre redlne &isla a, b, ¢, d plati
ac + bd > ad + bc,

potom je bud a > b,¢ > d alebo a < b, ¢ < d. MozZno tto vetu
obratit?
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Rietenie. Nerovnost postupne upravime:

ac + bd > ad + be, (90}
ac — ad + bd — bc > 0,
a(c —d) — blc — d)> 0,
(@—b)(c—d)y>0. 2
Vyraz (2) md byt kladny. Vznikol ako sitin dvoch &initelov a — 8,
¢ — d. Ak ma byt sucin dvoch ¢&initelov kladny, je potrebné, aby boly
obidva Cinitele bud kladné alebo obidva ziporné. Musi teda platit
naraz bud
a—b>0¢c—d>0, t.j. a>b,c>d 3)
alebo .
) a—b<0,c—d<0, t. j. a<b, ¢c<d,
¢o sme mali dok4zat.

Obrdtend veta by znela: Ak plati a > b, ¢ > d aleboa < b, ¢ < d,
plati aj ac + bd > ad + be.

Dokaz prevedieme len pre pripad a > b, ¢ > d, druhy pripad sa
dokéZe podobne. Zo vtahov a > b, ¢ > d dostaneme a — b >0,
¢—d> 0, takZe tiez (a — b)(c — d) > 0, %o je nerovnost (2),
ktorou zpitnym postupom k tomu, ktery je uvedeny na zaéiatku riele-
nia, upravime lahko na tvar (1). Tym je obritena veta dokizana.

(Riesil Emil Kovalski, 1.c tr. II.G, Bratislava.)

4. Jsou diny dvé rtzné rovnobéiky m, n; uvnitf pfimého pisu
jimi ureného jsou ddny dva rtzné body K, L.

Sestrojte kosoltverec ABCD majici tyto vlastnosti: Body A, B
lezi na pfimce m, body C, D na piimce n, bod K na pfimce AD a bod
L na pfimce BC. Provedte diskusi.

Reseni. 1. Pomocnd poulka: Jestlize ob& dvojice rovnobé¥ek AB ||
|CD, BC || AD urtenych rovnobéznikem ABCD maji rovné vzdale-
nosti (velikosti v > 0), potom ABCD je kosoétverec (do toho zahrnu-
jeme i &tverec).

II. Pfedpokliddejme, Ze jsme urlili kosoltverec ABCD, ktery
m4 vlastnosti pozadované ulohou. Oznatme v vzdéilenost pfimek
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m, n; ze soumérnosti kosoltverce podle jedné z jeho whloptitek je
i vzdélenost rovnobéZek AD, BC rovna v. Proto kruZnice k2 opsand
kolem bodu K polomérem v se dotykd pfimky BC. Piimka BC je
tedy te¢nou vedenou bodem L ke kruZnici k.

III. Obrdcené, existuje-li te¢na t vedenid bodem L ke kruZnici k,
opsané kolem bodu K polomérem v (coZ je vzdalenost danych pfimek
m, n), pak protind pfimka ¢ pfimky m, n po fadé v bodech B, C, které
jsou vrcholy hledaného kosoltverce ABCD.

Diikaz. BudiZ t tetna vedend bodem L ke kruZnici k. Nejprve
dokiaZeme, Ze neplati ¢ || m (a tim ani ¢ || n). Necht je z || m; protoZe
bod L lezi uvniti pffmého pasu uréeného primkami m, n, lezi pfimka
t uvnitf tohoto pdsu. Pak vak vzdilenost bodu K (ktery také leZi
uvnitf zminéného pasu) od piimky z je mensi nez v (vzdélenost rovno-
béZek m, n). To viak odporuje pfedpokladu, Ze ¢ je te¢na kruZnice &
opsané kolem bodu K polomérem v. Proto pfipad ¢ || m nenastane
a pfimka 7 protind obé rovnobézky m, n po fadé v bodech B, C. Pfimka
t’ ||z vedend bodem K protne piimky m, n po fadé v bodech 4, D.
Je m == n, t = ¢’ (te¢na ¢ nemuZe splynout s pfimkou ¢/, kterd pro-
chdzi stfedem kruznice k), takZe existuje rovnobéznik ABCD. Ale
piimky AB || CD, BC || AD maji rovné vzdalenosti velikosti v, a proto
podle pomocné poulky je ABCD kosoltverec.

Odtud plyne bezprostfedné feSeni ulohy.

. Resitelnost Glohy zavisi na existenci tedny . Refeni je jediné, kdy%
bod L padne na kruZnici k neboli kdy? KL = v (vzdélenosti I0VNO-
bézek m, n); feSeni jsou dvé rtiznd, jestlize bod L leZi vné kruZnice
k neboli kdy? KL > v. Uloha je nefelitelnd, jestlize bod L padne
dovnit kruznice k neboli kdyz KL < v.

E. ULOHY III. KOLA, KATEGORIE A.

1. V rovin¢ komplexnich &fsel uréete dtvar, ktery vyplni obrazy
¢isel Z vyhovujicich vztahu

Z+Z=a"|Z], (9]
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kde Z je komplexni &islo sdrufené s &islem Z a kde a je dané redlné
tislo. Provedte diskusi pro vSechny hodnoty é&isla a.

Reseni. Obraz isla Z oznatme [Z]. Poloime |Z| = r, tak¥e je
Z = r(cos ¢ + isin @), Z = r(cos ¢ — isin ¢); piitom se omczime
na ¢ vyhovujici vztahu — 7 < ¢ < =. Vztah (1) lze potom uvést
na tvar 2r-cos ¢ = ar neboli

r(2cos ¢ — a) = 0.

Odtud plyne: Bud r =0, t. j. Z = 0 pii kazdém a. Obricené pro
Z = 0 je vztah (1) splnin pfi kazdém a. Obrazem je bod [0].

Nebo je 2cos ¢ — a = 0 neboli '

cos p = }a. 2

Provedme diskusi pro riizné hodnoty a:
_[11 Pro |a| > 2 nemd vztah (2) redlné feleni, takZe vztah (1) je
splnén v tomto pripadé pouze pro Z = 0; obrazem tohoto feSeni
je bod [0].

[2] Pro |a| =2 je feeni vztahu 2)bud ¢ =0 (pfi a = 2) nebo

@ = = (pii @ = — 2). Obrazy téchto feSeni leZi na poloose reilnych
¢isel (véetné bodu [0]), a to na kladné poloose pro a = 2, na zaporné
poloose pro a = — 2. Obricené se snadno zjisti, Ze kazdy bod kaz-

dé z téch:o poloos veetné bodu [0] spliuje vztah (1).

[3] Pro 0 < |a] < 2 dostavime ze vztahu (2) dvé riznd feSeni
@, — @, takZe v&etné bodu [0] mé kazdé feSeni vztahu (2) za obraz
bod na jedné z obou rtznych polopfimek OS,, OS,, kde O je bod
[0]a S =[}a 314~ a2, Sa=1[}a — 34— a?]; ob& polopiimky
jsou soumérné sdruZené vzhledem k ose realnych ¢isel.

Obricené ke kazdému bodu jedné z téchto polopf'mek pfislusi
komplexai &islo tvaru Z = [{ak, + gk], — a?] pro k = 0 a zfejmé&
spliiuje nejen vztah (2), ale i (1).

Shrnuti. Obrazy [Z] komplcxnich &isel Z, které vyhovuji vztahu
(1), vyplni v pfipadé, kdyz je

[1] |a] > 2 bod [0],

[2] |a| = 2 celou poloosu redlnych ¢&isel, a to kladnou pro a = 2
a zdpornou pro @ = — 2.
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~[31 0 < lal < 2 dv& (celé) rizné poleptimky o pottku [0], sou-
mérné sdruzené vzhledem k ose realnych &isel; kladnd poloosa realnych
&isel tvofi s témito polopiimkami uhly ¢, — @, kde cos (+ ¢) = }a.
Pro a = 0 jsou to obé vpa¢né poloosy imagindrnich &isel o spole¢ném
pocatku {0]. o

2. ‘a, f}, ¥ st uhly trojuholnika. Dva z nich st vyjadrené pomocnym
uhlom ¢, takie

a=<p+i—1t, B =m— 3¢p.

Dokazte, Ze potom plati a > .

Riesenie. 1. Je y = — (a + B =2¢ — %n‘.

Stitasne musi platit 0 <a<m O0<f<m O<y<m t. j
0<tp+%r.<n, O<m—3p<m, 0<2tp—-}ﬂ:<7: tiZe
—In<g<im0<g<imin<ep<gmti

T <@ <im (¢))

Pripustme, ¥c je 0 < 7, t. j. ¢ + 31 < 29 — 1m. Potom je 3= < o,

&o je ale spor so vztahom (1).
(Riesil s. Jozef Gruska, 4.b tr. G, Prievidza.)
Riesenie 11. Nech je o < 9y, t. j. fp +1n < 29— I, tite jm < oo

_Potom je « > 2 7 y>a Cize yZ oca tedaa+y2 zn,éomale
spor (sucet uhlov v trojuholniku je 1-)

(Ricsil s. Jifi Lexa, 4. tr. 1I. G, Bratislava.)

3. Jsou-li &isla ay, ay, . . .5 ay kladn4, plati

1
(a, +ag+ .. +a,.)( +——+ ——)?n’ (¢))
Dokazte.
Kdy nastane rovnost ?
Reseni. Vime, Ze pro kladna &isla aj, a; plati % + % = 2; rovnost
J {3

nastane tehdy a jen tehdy, kdyZ a; = a;.
1. Pro n =2 je (a, + ay) (i+i)=1+ﬂ+i* +12>4
a, ay a;, a,
Rovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdy2 a; = a,.
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“2.°Plati-li" (1) pro- n&jaké - ptirozené n,~ pti“&em% rovnost-nastane
t‘chdy a’jen tehdy, kdyZ a; = ag = ... = a,, oznalme a; + ag+

+a,,=s,—1-+a+ +‘al=-tavztah (1) tedy zni
7Y n
stgn’ Pak

(S + an+1) (t +

) s
it e baar b1 -
n+1 Qn+y

=st+(a’ +an+1)+[ s +a"+‘)+-~-+
An4y a, Antg as

+(“—"+3;—“)+1gn2+2n+1=(n+1)2,

An4y n
nebot kazdy z vyrazii v zdvorkich je bud vét$i nebo roven dvéma,
pfi ¢emZ na vSech mistech nastanou rovnosti, je-li: ¢; = a,4, pro
i=1,2,...,n

Vztah (1) tedy plati pro kazdé pfirozené &islo # a rovnost nastane
tehdy a jen tehdy, kdyz. a, =a3=...=a,.

Jiné feSeni. Provedeme-li ndsobeni na levé- strané vztahu (1),
dostanemc jednak &leny tvaru -:—i = 1, jichZ je n, jednak &leny tvaru
— (kde i % j), jichz je n* — n. Vzhledem k tomu, Ze stftani se fidi

zékonem komutativnim a asociativnim, miZeme psét

1 1
(01+aa+---+an)(_'+z+---+-;*n)=

ay
=n+(.a.1.+f£)+' f_‘.;.fl +oo.+ (__a”_"!+_“"_);
as  ay ag  a an apn—,
kazdy z vyrazd v zdvorkich, jichZ je %(n’ — n), neni mendi n=% 2,
pfi ¢emZ rovnost na vSech mistech nastane tehdy a jen tehdy, je-li
a; = a; pro kazdé i a kazdé¢ j. Odtud plyne
1 1 1
(a; + ag+ ... +a,,)(—+—-+...+—);
a, a, an

2n+ 3@ ~—n)2=n
pii ¢em2 rovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyZ a; = ag= ... = a,.
Jiné fefeni. UZitim nerovnosti
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(B1ey + byeg + .o+ b S
S b+ 0D (e P+ G

kterou nejprve dokézal, a potom polozil b; = |/a;, ¢; = Vl: , tlohu
- a‘.
fedil s. Karol Bocek, IV. tf. Polského G, Cesky T&in.

4. Sa dané mimobeZky a, b, z ktorych je kaZda roznobeZni s da-
nou .rovinou @. Zvolme bod X na priamke a a bod Y na priamke-
b tak, aby bolo XY || o. Aky geometricky utvar vyplni stred S use&ky
XY, ak bod X prebieha priamku a?

Riesenie. Priesetiky priamok a, b s rovinou g oznatme radom
X Yy, stred Uselky X,Y, oznatme S, Bodom Y, vedme priamku
¢ || @ a bodom X rovinu & || o; priesedik roviny £ s priamkou ¢ ozna&-
me Z. Ak je & == g, nelezia body X, Y, Z na priamke; keby lezaly
na priamke, lezaly by body X, Y, Z v rovine rovnobeZiek a, c,
priamky a, b leZaly by tieZ v tejto rovine a neboly by mimobeZné.
Ozna¢me v pripade & == g stredy useliek XZ, YZ radom Q, R a dalej
ozna¢me m priesednicu rovin g, ¢ = bc. Obidve roviny maju spoloény
bod Y,, ale nesplyni; preto st réznobezné. Podla zndmej vlastnosti
trojuholnikaje QS | YZ, RS || XZ, podla vety zo slereometrie je
XZ || XYy YZ || m; preto plati QS || m, RS || X,Y,.

Vietky body Q leZia na priamke d || a, ktord patri rovine rovnobe-
Ziek a, ¢ a deli na dve polovice pas roviny nimi obmedzeny. Vsetky
body R patria podla istej vety z planimetrie priamke e roviny o,
ktord prechiddza bodom Y. Bod S teda patri jednak rovine 7, ktord
obsahuje priamku d a je rovnobeznd s priamkou m, a jednak rovine
w, ktora obsahuje priamku e a je rovnobezna s priamkou X,Y,.
Roviny 7, w maji spolo&ny bod Sy, ale nesplyni, pretoZe m == X,Y,.
Pretnu sa teda v istej priamke s, ktord prechidza bodom S,. Je s || ¢,
pretoZe 7 || 0, a rovina w pretne teda 7, ¢ vo dvoch rovnobezkich.
Vsetky stredy S leZia na priamke s. Priamka s je roznobeznd s rovinou
0, pretoZe m4 s 1iou spolo¢ny bod S, a nelezi v nej [m == X, Y,].

Naopak, ak je S’ == S, Iubovolny bod priamky s, vedieme nim
rovinu £ || o. Zrejme je & == p a rovina g pretne priamKky a, b radom
v bodoch X, Y a podla odst. a) lei stred S uselky XY na priamke
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s. Priamka s je rdznobe#n4 s rovinou o a teda s rovinou &; preto je
S = 8§, tize kazdy bod S’ == S, priamky s je stredom niektorej
tsedky XY || v.

Mame vysledok: Hladany geometricky tutvar je priamka s rézno-
bezna s rovinou g a zrejme mimobezna s kazdou z priamok a, b.

Poznamka. Niektori rieitelia zvolili rovinu ¢ za prvi priemetiu
a volili vhodne druht a tretiu priemetiiu. Odtial potom lahko doka-
zali, Ze hladany geometricky utvar je priamka.
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