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4, RESENI ULOH ZE SOUTKZE

A.ULOHY I. KOLA, KATEGORIE A

1. Jaky vztah plati mezi thly «, 8, y, platf-li

1

1 1
) sin o 4 sin § 4 siny = 4cos5acos——-ﬂcos 3 ¥,

b) tg2a + tg2f + tg2y = tg2ux.tg2f . tg2p?

Reseni. a) Dany vztah lze postupnd upravovati takto:

. 1 1 .1 1
2sm§(oc +B) cos—2—(oc ) +2sm§ycos—é—y=

=2 [2 cos—‘o;—cos—g—]cos%;

.1 1 .1 1
sin 5(“ + ) cosg(a —B) +sm§ycos—2~y =

~[eon e+ 41 4 con e - P |eos 7

cos—%(oc -ﬁ)[sinl(a +8) — cos—y]—|—

-+ cos—;—y [sm%y — cos——(oc + ﬂ]
. 1
cos%(oc —ﬂ)[sin ;—(a—}—/ﬁ‘) — SIH—;—-(TE ——y)J+

1 1 1
+ cos—2—y[cos—2—(ﬂ — ) — cos ‘2‘(“ —l‘ﬂ)]: 0;
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2 cosl(ac —ﬂ)cos%(n—‘ra -f—ﬂ—y)sin—l-(ac +p+y—m) +

+2cosgysinp (52— wsm—(a+ﬂ+y ™) =0;

1

sin—i—(a—{-ﬂ%—y—n)[eos;( —ﬂ)cos— +a+p—y)+

-+ cos%ysin%(ﬂ:-{—az + B ~y)]=

Tomu lze vyhovét, kdyz:
(1) bud

sin (a4 f +y —m) =0, b kdyi @ + -y =tk + ).

kde % je libovolné &islo celé (k =0, + 1, + 2, ...),
(2) nebo kdyz

1 1
cosE(cz —,B)cosz-(‘n: +a+pf -y +
+cos%ysin %(TC +a+p—y)=0.

Tento vztah lze upravit takto:
9 1 1 1
g{cos—é-(a - B) [cos-:i_—(ac +B—y) ~smz—(oc+ﬂ—7)] -+
1 1 1 \_
+cos—§— [cos (x+p—1yp) smz(a—l—ﬂ-‘y)]J =0,
1 1 ool
cos—li—(oc-{—ﬁ——y)[cos?(a =) 003—2—7
1 1 B 1 —0
— sin — (« + B ‘7)[0055(“—5) cs 5y | =90
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takze

cos-i—(a-{—ﬂ—y) cos%(oz—ﬁ—}—y) cos—i—(—a+ﬂ + ) —

— sin o (a+f —p)sin - (x —f+y)sin g (2 B +)=0.

Nalezeny vztah nelze roziesit prostfedky 8kolské matema-
tiky. Lze v8ak udat nékterd distedna Fe¥eni. Vztahu vyho-
vime tfeba tak, Ze poloZime — o + f 4+ v = m; dany vztah
pak ptejde ve tvar

con - (a+f — ) cos (@ ) -

1 !
—sin (@ +p —y)sinp(@—p+y) =0,

¢ili cos %a = 0. Odtud plyne & = (2k — 1), kde £ je celé,

takze f + y = 2kw. Podobné bychom dostali ¢dsteéné feSeni

o+ y =2kw, f = (2k — 1) nebo @ + B = 2km,y =
= (2k —1)=.

b) Dany vztah mé vyznam, kdyz
1
2oc=l=—;-'n:—|—l1t, 2ﬂ=¢=—;—ﬂ—{—mﬂ:, 2y=}=?1t+mt, 1)

kde I, m, n jsou celd ¢&isla. Je vidy tg 2axtg 2f == 1. Kdyby
totiz tg2xtg2f =1, pak by z daného vztahu plynulo
tg 20 + tg 26 + tg 2y = tg 2y, ¢&ili tg%*2a = —1, coZ nenf
mozné. Lze tedy psit

tg 20 + tg 28

tg 2y = = —tg (2« + 2B),

C tg2etg2f — 1
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¢éili
20 28 4 2y = km, (2)
kde k je celé ¢islo.
Protoze postup lze obritit, mdme vysledek: danému vztahu
je vyhovéno privé tehdy, je-li (za pfedpokladu (1)) vyho-
véno (2). .

2. Jsou-li py, Py, ¢1, ¢o Tedlnd &isla a je-li pyp, =
= 2(¢1 + ¢=), pak aspon jedna z rovnic

2+ px+ ¢ =0,
'+ P+ ¢ =0

m4 re4lné koteny. Dokazte!
Reseni. Kdyby mély ob& rovnice ko¥eny imaginirni, bylo b
yby Yy y g ylo by
Pi — 491 <0, P} — 4, <O, &ili p} <4y, pj < 4qs

Pak by bylo p? + 92 <4(q, + ¢.) a vzhledem k podmince
dané v tloze by bylo také

P} + P <2pips, Cli (py — p,)? <O,

coz je nemozné, nebot p,, p, jsou redlnd &isla.

3. Sestrojte ¢tytuhelnik 4 BCD, jsou-li ddny velikosti tse-
tek AB,AC, BD,CD a p¥imky p||AC, ¢||BD. Provedte dis-

kusi.

‘Reseni. Predpoklidejme, %e jsme nalezli Yeleni. Pak posu-
nutf, které pfevede bod D v bod C, necht ptevede bod B
v bod B’. Bod B’ nesplyne s bodem C (jinak by bylo B = D)
a nelezi na p¥fmce 4C mimo bod C (jinak by bylo 4C =
= OB’ || DB; aviak thloptitky nejsou v Zidném &tytihel-
nfku vypuklém ani nevypuklém rovnobéiné). Body 4, C, B’

24



tvofi tedy trojuhelnik, v némZ jsou zndmy sméry dvou
stran AC||p, CB’|| BD||q a jejich velikosti AC, CB’ = BD.

Konstrukee je tedy tato: zvolime bod C, jim vedeme p¥{mky
?’ ||, ¢ || ¢ Bod C rozdglf ptfmku p’ na dvé polopiimky:
vybereme jednu z nich a oznadime ji CX. Bod C rozdsli
pi{mku ¢’ na dvé polopiimky: vybereme jednu z nich a ozna-
¢ime ji CY. Na polop¥mkich CX, CY sestrojime body 4,
B’ tak, aby usetka CA méla predepsanou velikost a aby
bylo OB’ = BD. Sestrojime déle bod B tak, aby tsetka 4B
méla predepsanou velikost a aby bylo BB’ = CD. Kone&ns
sestrojfme bod D tak, aby bylo B'C1t BD a B'C = BD.
Uloha je Fefitelnd, jsou-li splnény tyto predpoklady

1. Lze sestrojit bod B, t. j. | AB — OD| < AB’' < AB +
'+ CD.

2. Trojice bodu 4, B,C; B,C,D; C,D, 4; D, A, B nelezf
v piimce.

Uloha mé nejvyde &ty¥i ¥edenf, nebot vyjdeme-li z polo-
piimek CX, CY, dostaneme nejvySe dvé feSeni (dva troj-
thelnfky 4 B’B soumérnd sdruZené podle piimky A4B’),
vyjdeme-li z poloprimek CX’ a CY’ opadnych k CX, C'Y
dostaneme opét nejvyse dvé Yefeni. \ "

4. Jsou diny dvé riznobézky p, p’ a na nich dva rizné
body 4, 4’ (4 na p, A’ na p’). Uréete bod M na 1a pifmee p
a bod M’ na p¥imce p’ tak, aby bylo AM = A’M’ a aby
usecka MM’ méla danou velikost d. Provedte diskusi.

Reseni. Predpoklidejme, %e jsme nalezli ¥eSenfa %e M == 4.
Posunutf, které previadi bod M’ v bod 4’, pievede bod 4
v bod, ktery oznaéime M”, a bod M v bod, ktery oznatime M.
ProtoZe podle predpokladu je A’M” = AM a tsetky AM”
a MM, jsou shodné a souhlasng rovnobéziné délky A’'M’,
je AMM M" koso&tverec.
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Proto lezi bod M, na jedné z os piimek p, p" =4AM".
Usetky M’A’ a MM, jsourovnéZ shodné a souhlasné rovno-
béiné, tedy MM' = M 4’ = d, takZze bod M, lezi na krui-
nici se sttedem v 4’ a polomérem d.

Z tohoto rozboru plyne konstrukee:

P¥i danych riznobézkich p,p’, bodech 4,4’ na p,p’
a délce d sestrojime nejprve bodem A4 piimku p” rovnobéz-
nou s p¥{mkou p. Sestrojime dile osy o, 0, piimek p a p”
a kruznici k = (4’, d). Kazdému priseéiku M, kruznice k
s jednou z os 04, 0, odpovidd préavé jedno FeSeni tlohy, jak
vyplyvd z obrdceni postupu. '

1. Je-li M, == A, sestrojime bodem M, rovnobéiku ¢
s p¥imkou p’, kterd protne p v bodé, ktery oznacime M. Je
M == M,. Posunuti, které ptevede bod M, v bod M, p¥evede
bod A4’ v bod M’ == 4’, ktery leZf na p’ a pro ktery vskutku
plati A = (MM =) AM, M'M = A'M, = d. Ze ke kai-
dému ze sestrojenych bodu M, existuje pravé jeden bod M
a jeden bod M’, vyplyvé z Gvodniho rozboru.

2. Je-li My= 4, je jedno YeSeni M =4, M’ = A’. Dalsi
feSeni dostaneme jako v p¥fpadé 1.

Existuji tedy nejvySe dty¥i fefeni podle toho, kolik je pru-
sediki kruznice k& s dvojici os o0y, 0,.

5. Bud n ptirozené &islo a @, @,, ... @, ¢isla redlni. Do-

kazte, Ze kdyz plati
n@l +ai 4. F )= (r,+ 2+ ... + )
pak je nutné z;, = z, = ... = z,.
Reseni. Dany vztah lze piepsat ve tvaru

naf +nai + ... Fnad=af + 2} ... + 2} + 20w+
+ 22,25 + ... + 2Tpo1Tn,
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pii éemz kazdé éislo @; se vyskytuje pravé v n — 1 soudi-
nech 2z;x;,. Lze tedy psit

(% — )2+ (2 — 232 + ... + (Tpy — 2a)? =0,

a to lze splnit jen tehdy, jsou-li v8ecky rozdily v zivorkach
rovny nule, t. j. je-li

Xy =Ty = ... = Ty

6. Dokaite, 7e pro kazdé redlné z, y, z plati
z+y+z§}/3(z2+y2+z2).

Kdy nastdvd rovnost?

Reseni. Jsou-li z, vy, 2, redlnd &isla, vzdy plati

(z—yrP+(y —2P+—23220.
Odtud plyne
20 — 2y + 2y — 2yz — 2zx + 222 >0,

éili

(¢ +y + 20 =32 + ¢ + #),

o +y+2|<V3(a2+ y* + ),

a tedy tim spiSe
s+y+z2sV3@+ 2+ ).

Rovnost nastane, je-li ¢ = y =2=0.

a pak

7. Usetka AB velikosti d se pohybuje tak, Ze jeji krajni
body zlstivaji na dvou pevnych navzijem kolmych pi¥im-
kéch. Co vyplni pfi tom bod X piimky AB, jehoz délici
pomér (ABX) je roven danému &fslu A 4 0; 1?2 MuZe byt
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k¥ivka opsand bodem X kruznice? Jsou mezi k¥ivkami opsa-
nymi bodem X dvé podobné nebo shodné?

Regent. Dané dvé navzéjem kolmé p¥imky zvolfme za osy
soufadnic; bod 4 necht lezf na ose z, bod B na ose y a jejich
soufadnice budte 4 = [z;; 0], B = [0; y,]. Z podminek na¥i
tlohy vyplyvé jednak:

o+ 4 =&, 1)
jednak vztah pro bod X = [z; y]:
. _— M 7
R Y= (@
Odtud plyne #;, = (1 — D)z, y, = — _}lf(l — A)y. Dosa-
dime-li za z;, y, do rovnice (1), vyjde po tpravé
1—4) 1—2)2
( D ) z? —I-( dzl’) y2=1. (2)

Kazdy bod X leZi tedy na elipse o rovnici (2). Obriceng,
je-li [@; y] libovolny bod této elipsy, uréime é&fsla z, =

1 ’ el =
=(1—-Nza y,=— 71—(1 — A)y. PouZijeme-li rovnice (2), do-
staneme, Ze mezi &isly z;, y, plati rovnice (1). To znamend,
%e vzdélenost bodl [2,; 0], [0; y5] je d; mimo to jsou splnény
rovnice (1), t. j. bod [#, y] mé4 vzhledem k bodim [x,; 0],
[0; y,] délici pomér A, a nélez{ tudiZ mezi hledané body X.
Proto je elipsa (2) geometrickym mistem vSech bodi X.

Elipsa (2) je kruznici tehdy a jen tehdy, je-li
(L—ap -2y
@& Taer
. 1 . . .
Gili 1= - bl A= —1(jetotizd = 1).
Bod X je pak stfedem tsetky 4B.
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VySetteme, kterym A odpovidaji elipsy podobné, resp.
shodné, pfedpoklddime-li d pevné zvolené. Pro dvé hodnoty
A, = A, dostaneme dvé elipsy totozné, jak plyne z rovnice (2).
Necht je tedy 4, == ,.

Aby dvé elipsy, odpovidajici hodnotdm 4,, 4, byly podobné,
musf byt amérné jejich poloosy a tedy také étverce téchto
poloos, t. j. musf platit

dz a2 d? d23

=y —hy =&y a=ap

nebo
dz . daz )
Q=42  (1—=4)r (=4 (1-1)p
Za nageho pYedpokladu 4, =1, 4, == 1 je rovnice (3) ekvi-
valentni s rovnicf

A =1, (4)
rovnice (3’) s rovnicf

(A1ds)* = 1. #)

1. Platf-li (4), musi byt 4; = — 4, (nebot 4, == 4,), a tedy
[A:1] = 1. V tomto piipadé jde o podobnost, nebot koeficient
1 1 - ll
1+, 1+ 4,
bylo by (1 — 4,)? = (1 + 4,)3 t. j. 4, = 0, a to je spor, takze
shodnost je vyloudena.
2. Bude-li platit rovnice (4’), mohou nastat dva p¥ipady:

a) A1ds = 1, pak je nutnd |4,| +=1 (4 £45), 4, +0
1

umérnosti je

=+ 1. Kdyby totiz bylo

a muZeme psit A, = T Koeficient imérnosti je
2
Ay(1—1,) _ Ay— A2y . Ay—1 1
1—1, 1—12, 12, ’

takze jde o shodnost.
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. 1
b) Ayig=—1 (|| F1, Ay 50), pak je Ay = — — .

Ay
Koeficient tmérnosti je
Ay —Aidy Ay +1
T4 | |14l T L

nebot A, =+ 0.

Shodnost je tedy vyloudena a jde o podobnost.
Dostédvame tedy podobnost pro p¥ipady

A=Ay, I}ql *+0;1,
1 .
'112‘7’:, |21]=):01,

a shodnost v p¥ipadé

1

8. Soustava &tverci m4 tuto vlastnost:

Jeden vrchol kazdého &tverce lezi na p¥fmce p, druhy na
piimce ¢ a tfeti na p¥{mce 7.

Dokaizte, Ze &tvrté vrcholy &tvercu soustavy lezf také
na pifmce.

Uzitim predchoziho vysledku sestrojte é¢tverec A BC D, jehoz
vrchol 4 lezf na dané p¥imce a, vrchol B na dané pifmce b,
vrchol € na dané p¥imce ¢ a vrchol D na dané p¥imce d.

Diskuse.

Regeni. Prvou é&ist tlohy budgme fefit v ponékud precis-
n&j¥f formulaci (viz déle Uloha 1). Nejprve viak zavedeme
tyto tmluvy:

Viechny vySettované geometrické itvary lezi v pevné dané
roviné, v nfz je urden kladny smysl otdéeni. Tuto rovinu vez-
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meme za soufadnicovou rovinu o osich z, y (kladny smér
osy y vznikne z kladného sméru osy x otoéenim o -+ 90°).

Soutadnice bodu 4 budeme znalit z4 a y4 a budeme psit
4 =[xy, y4]. Smluvime se dile na tomto oznaceni:

1. Jsou-li 4, B dva body a 4 ¢islo redlné, budeme znakem
A + B znadit bod [z, + x5, y4 + yz] a znakem 14 bod
[Azy, Ay4]. Misto (—1) 4 budeme struéné psit —4.

2. Je-li A bod v na¥f roving, budeme znakem A* znadit
bod, ktery vznikne z bodu 4 otofenim o 4-90° kolem poéitku,
tedy 4* = [—y,4, ©4]. Snadno nahlédneme, Ze

(A4 + uBy* = 14* + uB*

(jsou-li 4, B body a 4, u reilnd &fsla).
3. Jestlize bod 4 lezi na p¥{mce @, budeme strucné psit

Aea.

Jsou-li p, ¢ dvé p¥{mky, bude thel < pg znaéit uhel,
o ktery je nutno otodit ptimku p, abychom dostali piimku
rovnobéznou s p¥fmkou ¢. Tento thel je uréen aZ na celistvy
nésobek 180°. Jsou-li ddny &ty¥i body 4, B, C, D, budeme
tikat, Ze tvoit étverec (4, B,C, D) (kladné orientovany), kdyz
4, B, C, D jsou vrcholy &tverce o stranidch 4B, BC,CD,DA
a kdyZ strana AD vznikne ze strany AB ototenim o 90°
(kladng) kolem bodu A4.*)

Véta 1. Ctyii body A4, B, C, D tvo¥i &tverec tehdy a jen
tehdy, kdyz )
C — B= (B — A)* (1)

B—4=C-D. (2)

Véta 2. Budtez (4, B, C, D), (4’, B’, C’, D’) dva ¢tverce.

Necht ze vztaht 4 = 4’ B= B, C = (', D = D’ jsou

splnény alespoit dva. Pak jsou splnény i vztahy zbyvajfcf.
Véty 1 a 2 jsou zfejmé.

*) Za &tverec pokliddme i Gtvar vytvoreny étyimi splyvajicimi body.

31



Uloha 1. Jsou diny t¥i pfimky a, b, c. Vydetite, co je
soubor d vrcholi D &tverct (4,B,C,D), kde Aea, Beb,
C g c. Provedte diskusi.

Regent. 1. Necht < ab = 45°, %bc = 45° a necht pt¥imky
a, b, ¢ se neprotinaji v jednom bodé. Potom neexistuje étverec
(4,B,0,D) tak, aby Aea, Beb, Cec.

2.V kazdém jiném p¥ipadé je d piimka.

Abychom mohli dokdzat Fefeni ulohy 1, odvodime si pét
pomocnych vét &islovanych I az V.

I. Necht p¥imky @, ¢ nejsou kolmé. Pak pro kaidé Beb
existuje pravé jeden tverec (4, B,C,D) tak, ze Aea, Ceec.

Dikaz existence. Budiz y soubor bodd Y = B 4 (X — B)¥,
kde X probihd body pf¥imky ¢ (to znamend, Ze ¥y je
piimka, kterd vznikne z p¥imky ¢ otoenim o 90° kolem
bodu B). Je tedy y p¥imka kolmd k ¢, tedy y mnenf rovno-
béznd s a. P¥{mky y a @ protinaji se tedy v jistém bodé 4.
Urdeme bod C vztahem*) 4 = B+ (C — B)*. Je tedy Cec,
dea.

Urdeme jedté bod D vztahem (2) z véty 1. Tvoii tedy body
(4,B,C,D) podle této véty &tverce.

Dikaz unicity. Bud'tez (4, B,C,D), (4’,B",C’,D’) dva razné
&tverce takové, e 4, 4’ ¢ a;C, C’ & c. Podle véty 2 je A+=4’,
C £ C.

Podle véty 1 je

C — B= (B — 4)*,
¢’ — B = (B — 4%,

*) To tedy znamené r, = xB-—yc—}- ya_‘

v4=Ypt ‘”c_xé,
sili 7y =ap—(Up—v,)

Yo=Ypt+ (zp—2,)
tak¥e C— B = (B — A4)*.
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a tedy C — C" = (4’ — A)*. Vznikne tedy vektor 0'C z vek-
toru 44’ otodenim o 90°; jezto oba vektory jsou nenulové
a jezto prvnf leZf na p¥{mce ¢ a druhy na a, jsou pfimky a a ¢
k sob8 kolmé, coz je spor.

II. Necht @ neni kolmé k ¢. Bud'tez (4,, B,,Cy,D,) a (4,
B,,C,,D,) dva &tverce takové, Ze A,,4,& a, B,B,eb,
0,,Cy e c, pii emz B, + B, (takové &tverce podle I existujf).
Pak D, + D,.

Dikaz. Predpoklidejme, Ze D, = D,. Pak je A, & A4,,
C; + C, (jinak by podle véty 2 bylo B, = B,). Dle véty 1 je

2 1 2

¢, - D, 2B, — 4,2 —(c, - B2 — (D, - 4%,
(&isla v zédvorkdch nad rovnitky znaéf odkazy na vztahy (1) a (2)
z véty 1).

Tedy C, — D, = (4; — Dy,)* a podobng Cy — Dy = (44 —
— D,)*. Jeizto D, = D,, dostaneme odeltenim C; — C, =
= (4, — 4,)*. Jeito 0,,Cyec, 4;,4580a, Cy & Cy, 4, + 4,,
jsou p¥{mky ¢ a @ k sobé kolmé, coz je spor.

III. Necht a nenf kolmé k ¢. Budiz d’ p¥imka spojujici body
D, D, z véty II (je D, + D,). Pro libovolné reilné 1 budiz
A=A40) =4,+4(4,—-4,), C=C@A)=0,+4(C;, —C)),
B=B(A)= B, + A(By; — B,),D=D(1) = D, +A(Dy — D).
Pak Adga, Beb, Cec, Ded’” a body (4, B, C, D) tvo¥f
&tverec.

Dikaz. 7 véty 1 plyne

C, — B, = (B1 - A1)*7
Cy — B, = (Bz - Az)*-
Znésobime prvni rovnici &fslem 1 — A, druhou &islem 4
a sefteme je; dostaneme C — B = (B — A)*. Dile plyne
z véty 1
BI_AI.:OI—'D]J
By — 4, = Cy — D,.
Znésobime opét prvnf rovnici éfslem 1 — A, druhou &fslem 4
a seCteme je; dostaneme B — 4 = C — D.
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Body (4, B, C, D) tvoii tedy &tverec. Ostatnf je zfejmé.

IV. Ptedpoklady stejné jako v IIL. Pak d’ = d.

Dikaz. o) Budiz D ed. Pak existuje &tverec (4,B,C,D)
tak, Ze A ¢a, Beb, Cgc. Zvolme redlné 1 tak, aby B (1) =
= B (to lze, jeito B, =+ B,); podle III je (4 (1), B (4),C (1)
D(4)) 8tverec, pro ktery A (1) za, B(A)eb, C(4) & ca pritom
B (A)=B.Podle I je tedy D(A) =D. AvSak podle III je D(1) ed’.
Tedy D ed’.

B) Budiz Ded’. Zvolme redlné 4 tak, aby D () = D (to
lze, jeito D, + Dy). Podle III je (4 (1), B(2),C(2),D(d)),
étverec a 4 (A)ea, B (A) eb, C (1) ec, tedy D (A)ed. Aviak
D = D (4), tedy Ded.

V. Necht nyni p¥{mky @, ¢ jsou k sobé kolmé. Zvolme
piimku @ za pimku x = y, pfimku ¢ za p¥{mku =z = — y.
Budiz p p¥mka z = 0 a ¢ piimka y = 0 (je tedy thel < ap =
= 45°, X aq = 135°).

a) Je-li (4, B,C,D) &étveree, pro ktery Aea,Cec, je Be p,
Deyg.

Dikaz. Vrchol B, resp. D dostaneme, otodfme-li vrchol 4,

1 1
resp. C kolem stfedu S = 5 4+ ) C t&tverce (4, B,C,D)
o +90°, tedy

B=8+(4-8), D=8+(C—-8)%

a dile

1 1 1 1
Zp = ws—:l/1+ys=§w4 +§¢00'—y4+§?{1 +E?/c=0,
1
nebot @4 = Y4, 8¢ = — Yo, Yp = Ys + Tc — Tg = 5 Ya+

+';— Yo + 20 — i 4 — :‘lz—xc = 0 z téhoZ divodu. Je tedy

2
Deyq.
B) Budiz Bep, Deg. Potom zfejmé existuje &tverec
(4,B,0,D). Je pak A e, Cec.
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Dirkaz. Podlevéty Va ), aplikujeme-li jina étverec (B, C,D, 4),
lezf (jezto p 1 ¢) bod C, resp. 4, na p¥{mce, kterd vznikne
z p, resp. ¢ ototenim o 45° kolem spoleéného priseéiku (tedy
kolem poditku); je tedy Cee, 4 & a.

Diikaz vlastniho Fesens. Bod 1. Je a ]l c¢. Pak b||p (viz
vétu V), b == p. Mnoziny b, p nemajf Zidny spoleény bod,
tedy podle Ve) neexistuje ¢tverec (4, B,C, D) tak, aby 4 ¢ a,
Begb, Cec.

Bod 2. Ptipad a). a | c. Pak d = q.

Dikaz. Necht Ded. Existuje tedy &tverec (4,B,C,D)
tak, e Aea, Beb, Cec, tedy podle Va) je De q.

Necht D ¢ g. BudiZz B spoleény bod p¥imek p a b. Pak pro
étverec (4,B,C0,D) dle VB) plati dea, Cec, tedy Ded.

Piipad £). @ nenf kolmé k ¢. Pak podle IV je d = d".

Pozndmka. Z dikazu plyne ihned konstrukce p¥{mky d,
pokud existuje. V p¥{pads, Ze @ nenf kolmé k ¢, vypadd tato
konstrukce takto: Zvolme na p¥imce b dva rizné body B,
B,. Otoéme pi¥mku ¢ kolem B; (: = 1,2) o 90°. Otodend
p¥fmka protne pifmku @ v bodé 4,, resp. 4,. Sestrojme ttve-
rec (A‘,B,,O‘, D;) pro ¢+ =1,2. Body D,, D, jsou rizné
a jejich SPO]mce je pﬁmka d.

V p¥pade, %e @ | ¢, je d piimka vznikld z ¢ otodenim
0 45° kolem priisetiku p¥imek a, ¢

Uloha 2. Bud'tez dény &tyti piimky a, b, ¢, d. Sestrojit
¢tverec (4, B, C, D) tak, aby Aea, Beb, Cec, Ded.

Regeni. 1. Ctverec (4, B,C,D) kladnd orientovany.

Ptipad 1. Alespon jedna z dvojic p¥{mek a, ¢ nebo b, d
predstavuje dvojici p¥{mek navzijem kolmych. Bez tjmy
obecnosti lze pYedpoklddat (cyklickou zdménou oznadeni a,
b, ¢, d lze toho dosidhnout), Ze a | ec.

Definujme p¥fmky p, ¢ takto: Ob& prochézeji spoleénym pri-
se¢ikem p¥imek @, ¢ a sviraji s nimi uhly: < ap = < ¢q = 45°.

BudiZ B, resp. D soubor spolednych bodi p¥imek b, p, resp.
d, q. Pak viechny hledané <¢&tverce (d4,B,C,D) najdeme

3e 35



takto: Zvolime libovolng bod D v mnoziné D a bod B v mno-
#ing B (tim jsou body 4, C' jednoznadnd urdeny).

Dikaz vyplyvd ihned z vét Va)a Vp), uvedenych v di-
kazu teSeni piedchézejici tlohy.

Piipad 2. Neni ani @ | ¢ ani b | d.

Podle predchizejici ulohy 1 sestrojme p¥imku d’ (viz po-
zndmku uvedenou za p¥edchdzejici tlohou).

Piipad ). Piimky d’ a d nemaji spoleény bod. Potom ne-
existuje feSeni.

Pifpad B). P¥imky d’ a d jsou totoZné. Potom kazdy &tverec
(4,B,C,D), pro ktery Adea, Beb, Cc¢e, je Fefenim.

Piipad ). P¥imky d’ a d maji pravé jeden spoleény bod D.
Potom existuje pravé jeden hledany &tverec (4,B,C,D).
Pifmku @ otolime o 90° kolem bodu D. Otodens p¥imka
protne p¥imku ¢ v jediném bodé O (nenf totiz a | ¢); body
D, C je &tverec jednoznaéné uréen.

Ve okamZits plyne z Fefeni ulohy 1.

II. Ctverec (4, B,C, D) ziporng orientovany.

Oznadime a =a’, b = d’, c= ¢/, d = b’ a provedeme tutéz
konstrukei jako v I pro pimky a’,b’,¢’,d’. Uréime tim
viechny &tverce (4’,B’,0’,D’) kladng orientované, pro néz
A’ca’, B'eb’,C’egc’, D'ed’. Polozime-li ddle 4’ = 4, B’ =
=D, (" =C, D’ = B, dostaneme z téchto &tverci priavé
viechny zdporné orientované &tverce (4,B,C,D), pro néz
je Aea, Beb, Cec, Ded. (Uvedené Yeleni je autorské.
V podstaté se opird o komplexni &isla, bylo viak formélng
upraveno. Nézornéjsf FeSeni synthetické 1ze podat na p¥. uzi-
tim stereometrie.)

9. Pro které hodnoty nezivisle proménné x nabyvé lomend
linedrn{ funkce
ax +b
= 1
Y= ot d (1)
hodnoty x? Provedte diskusi vzhledem k rdznym hodnotdm
koeficientt a, b, c, d.
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Reseni. Funkce (1) m4 smysl jen tehdy, neni-li soudasnd
¢=d=0. Aby y = @, je nutné a staéf, aby nastal jeden
z téchto pifpadi:

1. c=0(d#=0),w=-%(aw+b‘), (2)
nebo
d _ax+b
2.c#0,:c=l=—:aa:—cx+d. (3)

Ptipad 1. Jsou tyto moznosti:
a) a =+ d, pak existuje jediné z, které m4 hledanou vlast-
b

nost; je # = F—
B) a= d b =+ 0, pak neexistuje zddné x, pro které by
z=2z++ Ti , tedy ani «, vyhovujicf dané podmince.

y) a =d, b =0, pak (2) je splnéna pro kazdé =, takie
kazdé x vyhovuje podmince.

d
Pifpad 2. Z rovnice (3) a podminky = + — " plyne
cx® 4+ (d —a)x —b=0. (4)
Oznadme A diskriminant

A = (d — a)* + 4bc.

Rozlidujeme:
a) 4>0;
pak koFeny (4) jsou
= 1 —_ 1
Ty = -2—5((1 —d +]/A>; Ty = '2—0(0/ —d— VZ)

d
Aby @, resp. x,, vyhovovalo tloze, musi byt jesté x, = — e
resp. T, = — - To je splnéno, nenf-li — — korenem rovni-
d
ce (4), t.j. plati- hi- —(d — a)— —b=i=0 ¢ili ad — be=0.

Potom tedy existuji dve riznéd ,, x,, vyhovujicf tloze.
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Je-liad—bc:O,jeprox#——f—
ad

aw+b_aw+?

cx +d  cx+d

y

a
c

takZe jediné x, vyhovujici tloze, je = = % , pokud—i— +

d ... . L
+ — - ¢ilia + —d. Je-lia = —d, neexistuje Z4dné takové x.

B) 4=0;

—d. .. .
pak z = ‘ 55 e jediné w, vyhovujici tloze, opét pokud
a—d
2¢
tuje FeSen.

y) 4 <0;
pak neexistuje (redlné) YeSeni.

d
+ — —c—éili pokud a +d =+ 0. Je-li @ = — d, neexis-

10. Budte 4,0,B t¥i ruzné body svislé roviny, kterd
protne vodorovnou rovinu jdouci bodem O v p¥imce KOL.
Oznaéme < AOL = a, < BOL = 8 ostré thly a 04 = a,
OB = b dv§ tseéky.

Po polopiimkich 40, BO se pohybuji smérem k O body
vlivem tiZe zemské bez tieni; jeden je bod M, jehoz vychozf
polohou je bod 4, druhy je bod N s politeéni polohou
v bodé B.

Urdete ¢as, v némZ bude p¥imka MN vodorovni a pro-
ved'te diskusi o existenci YeSeni. Body M, N se po¢nou pohy-
bovat ze svych vychozich poloh soudasng.

Reseni. Slozky zrychleni v p¥imkéch AO, resp. BO jsou
g sin a, resp. ¢ sin 3. Oznadme s;, resp. s, drdhu, kterou vyko-
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nal bod M, resp. N za ¢ dasovych jednotek od potatku pohybu.
Pak je (jde o pohyby rovnomérng zrychlené):

8 =22t”sina, 8y = -2‘q—tzsinﬂ.

Vyska bodu M, resp. N,nad vodorovnou rovinou v okamziku ¢
je (@ — &) sine, resp. (b — s;) sin B. Podle podminky dlohy
je nutng

(@ — 8;)sina = (b — s;) sin .

Po dosazeni za s, a s, a po upravé vyjde
% 2 (sin? & — sin?B) = a sin & — b sin .

Jeito «, f jsou ostré thly, je sina > 0, sin §> 0, t. j.
sin? @ — sin? § = 0 tehdy a jen tehdy, je-li sin & = sin g, &ili
@ =p.

Je-li @ = f a a &b, je tloha nefeSitelnd, nebot piimka
MN splyvé stile s pfimkou OA4B. Je-i a = f a a =b,
nem Uloha smysl, nebot M = N a piimka M N neni defi-
novana.

~Je-li @ + B, na pf. «> B, lze z rovnice (1) vypoéist p¥i-
sludny das fo:
2 asina— bsing

toz = =8 e |
g sin?a— sin?f

Uloha bude mit v tomto p¥fpadé fedenf tehdy a jen tehdy,
jestlize 2 vyjde kladné, t. j. je-li

asin c— b sin B

sin® ¢ — sin? >0
protoZe sin > sin §, musf byt
asina — bsin > 0. 1)
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Je oviem tteba, aby v fase f, se dostaly body M, N do
takovych poloh, které jsou nad vodorovnou rovinou, t. j.
aby platilo

(@ — 8;) sin a > 0 nebo (b — 8,) sin > 0,
1 1 . o :
kde s, = ggtz 8in o, §, = ggtg sin . Pouzijeme-li na p¥. prvn{
nerovnosti a dosadfme za t2, dostaneme

b s
a — Msinza sin &> 0,
sin? & — sin?f
¢ili s pouZitim vztaht sin > 0, sin §> 0
a sin o0 < b sin . (2)

Uloha je tedy podle (1), (2) ¥eSitelni tehdy, a jen tehdy,
plati-li

11. Dokazte, Ze pro n > 1 celé plati:

1,1 1
GtmT - +m<L

Regent. Oznaéme

1 1 1 1
sn—1=§+’§+---+;ﬁ ()
pro celé n > 1. Pro celé m > 1 plati
1 1
s m(m — 1)~
Je tedy s, <S$,—;, kde
) 1 1 1
e T R T S P § @)
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pro celé n > 1. Ale

’

Sp—1 = -

podle vysledku cvié. 67b z udebnice Matematika pro 3. tf.
gymnasif. Je tudiz
n—1

Sp—1 < )
n

pii demz zlomek vpravo je pro celé n > 1 vidy pravy.

12. Bud ABCD ¢tverec. Uvnit¥ strany 4B zvolte m riz-
nych bodu a vedte jimi rovnobézky se stranou BC. Podobné
uvnitt strany BC zvolte n riznych bodi a ved'te jimi rovno-
bézky ke strané A B.

Kolik pravouhlych rovnobéznfki vzniklo provedenou kon-
strukef?

Regeni. Dostaneme dvé soustavy rovnobdZnych piidek,
z nichZ prvni soustava obsahuje m - 2 p¥idek (i se stranami
étverce) a druhd n + 2 piiéek. Strany kazdého rovnobéznika
lezi ve dvou dvojicich p¥itek; kazdd dvojice se skldd4 ze dvou
riiznych p¥idek téZe soustavy. Obricensd, vezmeme-li dvé dvo-
jice py||ps & ¢u]|qs a dvE dvojice p}||psa ¢'1|¢’s tak, aby aspoii
jedna z prvnich &éty¥ piidek pi, pa, ¢4, ¢ se nevyskytovala
mezi piidkami p’y, p’s, ¢'1, ¢5, dostaneme dva rizné rovno-

bézniky.
V prvn{ soustavé lze utvorit (m ;— 2 )dvojic riznych piéek,
v druhé soustavé ("’—52) . Viech pravothlych étyfahelniki
s o [m+2) . [n+ 2
tedy]e( 9 ) ( 9 ),
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nt+4+4n 46
n(nt — 1)
vyjadtit desetinnym rozvojem a)ukondenym, b)ryze perio-

dickym, ¢) neryze periodickym?

13. Pro kterd ptirozens &isla n je moZno zlomek

Re3ent. Dany zlomek m4 smysl pro p¥irozens &fsla n > 1.

a) Citatel neni nikdy dglitelny péti. Pro n = 2 je n? +
+4n + 6 =18 a kazdé pfirozené ¢éislo n> 2 lze psit
ve tvaru n = bk + 2, kde 2 =0, +1, +2 a k je p¥irozens,
takZe n? 4 4n + 6 = H(5k? + 2kz + 4k) + 2% 4 4z + 6. Je-li
z =20, vyjde pii délenf péti zbytek 1; je-li z =1, vyjde
rovnd% zbytek 1; je-li z = —1 nebo 2z = 2, vyjde zbytek 3;
je-sli z = —2, vyjde zbytek 2. Naproti tomu jmenovatel je
vzdy nisobek péti. Pro n = 2 je n(nt — 1) =30 a pro n>2je

n(nt —1) =n(n® —1)(n2 +1) =
(5% + 2)[B(Bk* + 2kz) 4 22 — 1][b6(5k* + 2kz) + 22 4 1].

Je-li z =0, je prvni Cinitel délitelny péti, je-li z = + 1,
je druhy é&initel délitelny péti, je-li z = 42, je tfetf ¢initel
délitelny péti. Proto dany zlomek vede bud k rozvoji ukon-
Senému (M III str.43) nebo k rozvoji neryze periodickému
(M III cvié. 134).

b) Jmenovatel n(nt —1) = (n — 1)n(n 4 1)(n® + 1) je
vidy délitelny tfemi, nebot z &initeli n — 1, n, n + 1 je vidy
jeden délitelny t¥emi. K rozvoji ukondenému mize vést jen
tehdy, d4-li se kratit tfemi. KaZdé pFirozené &islo n = 2 lze
napsat ve tvaru n = 3k + 2, kde z = 0, +1 a h je pirozené.
Pro z =1 v#ak ¢&fslo n® + 4n + 6 = 3(3h2 + 6h + 3) 4 2
nen{ délitelné tfemi; zbyvaji tedy piipady 2 =0az= —1.
nt+4n+6 3ht 4 4h + 2

n(nt —1)  (Bh— 1)A(3h+1) (92 +1)’
8—90- =0,1125. Je-li & tvaru
h = pz, kde p je liché prvoéislo rizné od 5 a z pfirozené
&islo, pak prvotislem p nelze kritit.

o) Proz =0 je

coz pro h =1 vede ke zlomku
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Je-li b tvaru h = 27 - 5%, kde » a s jsou pfirozend ¢isla,
pak 3k +1=3-2"-5% + 1je liché &islo nedglitelné pti,
které obsahuje aspoii jednoho lichého prvoéinitele p rizného
od 5. Ponévadz 3h% + 4h+2 = (3h 4+ 1) (A + 1) 4 1, nelze
prvotinitelem p krétit.

Je-li dile A = 21, kde r je p¥irozené &fslo, pak n—1=3h—
—1=3-2"—-1, n+1=38h+1=3-2"+1 jsou dv& po
sobé jdouci lichd ¢isla nedélitelnd t¥emi a alespoii jedno
z nich neni délitelné péti. Jestlize éislo » 4 1 nen{ dé&litelné
péti, je délitelné néjakym prvodislem ¢ ruznym od 2, 3,5
a protoze je n*-+44n 46 = (n 4 1)(n 4 3) 4+ 3, prvoéis-
lem ¢ nelze kritit. JestliZe &fslo n + 1 je d8litelné 5, &fslo
n — 1 nenf délitelné 5 a je to tedy bud prvoéislo rizné od 2,
3, 5, nebo je to soudin takovych prvodisel. Protoze n® + 4n +
+ 6 = (n — 1)(n 4+ 5) + 11, miZeme eventudlnd kratit 11.
Jestlize je r> 2, je n —1 = 3-2" — 1> 11, tedy i po pii-
padném zkréceni 11 zbude ve jmenovateli prvoéinitel rizny
od 2, 3, 5, kterym kratit nelze. Snadnym vypoétem zjistime, Ze
také p¥ipady r=1,2 (h =2, 4) vedou k nekonecnym rozvojum.

Je-li koneéné h = 5%, kde s je ptirozené &islo, je n = 3+ b°.
Cisla n — 1, n + 1 jsou dv& po sobs jdoucf sud4 &fsla, neds-
litelnd 3 a 5 a jedno z nich neni délitelné 4. JestliZe &fslo
n -+ 1 nenf délitelné 4, je délitelné lichym prvoéislem g rtz-
nym od 315 a protoze je n® + 4n 4 6 = (n + 1)(n + 3) +
+ 3, nelze timto prvoéislem kratit.

Jestlize ¢fslo » — 1 neni délitelné 4, lze psit n — 1 =
= 2@, kde ¢islo @ je bud liché prvoéislo rizné od 3,5 nebo
soudin takovych prvoéisel. V tomto p¥ipadé lze event. kritit
11, nebot

nt 4 4n + 6 = (n — 1)(n +5) + 11,

ale ve jmenovateli zbude vidy prvoéislo, kterym kritit nelze;
pro s = 1 je totiz

3.5 —1
Q=22""_1

2
a pro s> 1 je Q> 1.
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n+4n+6 3h? + 2h 41
nnt —1)  (n — L)nk(n2 + 1)

f) Proz= —1je

coz pro b = 1 vede ke zlomku% = 0,6. Je-li b tvaru b = pz,

kde p je liché prvodislo rizné od 5 a @ piirozené éfslo, pak
prvodislem p nelze kratit.

Je-li & tvaru b = 27. b, kde r a s jsou ptirozend &fsla, pak
n=3h—1=3-2"-5%—1 je liché &slo nedélitelné péti,
které obsahuje aspoti jednoho lichého prvoéinitele p rizného
od 5. Ponévadz 3h* + 2k + 1 = (3h — 1)(k + 1) + 2, proto
nelze prvoéinitelem p kritit.

Je-li ddle & = 27, kde r je piirozené ¢&islo, pak &isla n =
=3h —1,n —1=3h — 2 nejsou délitelnd tfemi a aspon
jedno z nich nenf délitelné péti, p¥i ¢emz n =3-27 — 1
je liché a n —1=3-2"—-2=2(@3-2—1-1) pro r>1
obsahuje lichy faktor 3-27—1—1; asponi jedno z téchto éisel
tedy obsahuje lichého prvodinitele ¢ riuzného od 3 a od 5.
Je-li to ¢éislo m, pak prvodinitelem ¢ nelze kritit, a je-li to
éislo m — 1, 1ze krdtit nejvys jedendcti, nebot n? 4 4n + 6 =
= (n — 1)(n + 5) - 11; ponévadz vSak pro r = 2, 3 nastane
prvni pipad (¢sla 3-22 —1, 3-2% — 1 nejsou délitelnd
péti), muZe to nastat pouze pro r> 3, ale pak i po tomto
zkriceni zbude ve jmenovateli aspoli jeden dalif lichy prvo-
¢initel ¢, rizny od 3 a od 5, kterym se nedd krétit, nebot
3-2—1 1> 922, Pro r =1 zlomek kratit nelze, nebot

17
4-5.2-26.

Je-li koneéné h = 5%, kde s je ptirozené &islo, pak éislo
n—1=3h—2=23-5%—2 je liché a nedélitelné péti ani
ttemi. Ponévadz n? + 4n + 6 = (n — 1)(n + b) + 11, da se
¢itatel proti faktoru m — 1 ve jmenovateli zkritit nejvyse
jedendcti; pondvadz dile n — 1> 12, proto i po tomto zkri-
cenf zbude ve jmenovateli aspoli jeden dalif lichy prvoéinitel p
rizny od 3 a od 5, kterym se nedd kratit.

Dany zlomek vede k rozvoji neryze periodickému s jedinymi
vyjimkami n = 3 a n = 2, kdy vede k rozvoji ukontenému.

je roven
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14. Je déna posloupnost ﬁ, a—z, i ,

: by’ by’ by

Ap 1= 30y + 4bn, by 1 = 2ay, + 3by; a4, by jsou kladng &fsla.
a) Vyjadfete a? — 2b% pomoct a,, b;.

., pii ¢cemz platf

b) Dokaite, Ze lim 2* —
by,
Resens.
a) Ze vztahl anyq = 3an + 4bn, byy1 = 204 + 3Dy plyne
a2 41— 2b2 4 1 = 9a2 + 2danb, 16562 — 8a2 — 2ayb, — 1852 =
= a2 — 2b2 | a odtud matematickou indukef

ai — 2b% = ai — 2b% pro kazdé pfirozené é&islo n. (1)

b) Posloupnosti {a,,}, {b,,} jsou posloupnosti kladnych éfsel,
piidemz ap 4 1> 3an, by 41> 3by; odtud matematickou in-
dukef odvodime, Ze pro n >1 je a,.>3"*1 c @, by > 3"—1. b,

. an aj — 2b3
Z rovnosti (1) plyne = — Y2 = —2——1__ a odtud
b n{an -+ a172)
an 5| |ai— 2B ' | a2 — 202 |
SEE

bu(an+ ba)2) 82— .b,(ay +0,72)
4
= 3w

kde 4 = \il-:bb—l}/g——l = 0. Volime-li libovolné kladné &islo &, 1ze

1
stanovit pfirozené éislo m tak, aby

4

32m-2 < k.
4
Je-li 4> 0, vyhovime tomu pro 32m—2 > — ik tedy
A4- log (4:k)

pak pro kazdé » = m je tim spiée A 5 <k.Jelli 4 =0,
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nastane to pro kazdé piirozené n. Posloupnost {%’3 — }/_2—}
n
je tedy nulovi, takZe lim ? = ﬁ

n

15. V roviné g jsou dény dva body 4, B a dva duté thly a,
p. Bod X roviny g otodime jednak kolem stfedu 4 o tuhel a
v daném smyslu do polohy X’, jednak kolem bodu B o tihel g
v daném smyslu (stejném nebo opaéném) do polohy X”. Co
vyplnf v¥ecky ty body X, pro néZ mi usetka X'X” danou
velikost d > 0%

Resent. Prvni otddeni rozlofme v soumérnosti s osami o,,
04, druhé v soumsérnosti s osami oy, 05. To je vZdy mozné:
jesli A4 == B, zvolime o, = AB, je-li A = B, zvolime za o,
libovolnou p¥imku vedenou bodem 4. SloZenfm otddent (0,0,),
(0,05) vznikne shodnost S, kteréd prevede bod X’ v bod X”.
Nyni je t¥eba rozeznivat dva p¥ipady:

a) 0g|0g; to nastane tehdy a jen tehdy, je-li « = f a jsou-li
smysly danych otdéenf souhlasné (uvédoméme si, Ze pFimka o,
prejde v 0, otoéenim o ostry uhel 1 v daném smyslu otddeni).
Shodnost S je pak posunutf, ve zvld¥tnfm p¥fpads, je-li totiz
0, = 04, identita. Av8ak v posunutf maji bod a jeho obraz
konstantni vzdélenost, rovnou velikosti posunuti. Lze tedy
nalézt body X’, X” Z4dané vlastnosti tehdy a jen tehdy,
je-li velikost posunuti rovna d. K tomu je pfednd nutné,
aby bylo 4 == B (je-li 4 =B, je A samodruinym bodem
posunuti, toto posunuti je identita a mé tudiz velikost rovnou
nule). Dile, oznadime-li C' obraz bodu 4 ve shodnosti S, je
nutnd AC = d, ¥ ABC = a = . Naopak, jestliZe rovno-
ramenny trojihelnfk s rameny rovnymi usedce 4B a s tthlem «
P¥i temeni m4 zdkladnu d, mé posunutf S velikost d. Vyslo-
vend vlastnost je tedy nutnou a postadujici podminkou, aby
bylo moZno najit vibec néjaky bod X Zddané vlastnosti.
Je-1i splnéna, vyplni body X’, a tudfZ i body X, celou rovinu.
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. b) 04, 04 jsou riznobézky; to nastane vidy, je-li & = f,
ale i v p¥ipad8, Ze « = § a smysly obou danych otddenf jsou
opatné. Shodnost S = (0,05) je pak otddeni, jehoZ stiedem
je prisetik D p¥imek o4, 04; thel tohoto otddeni je jisty duty
nebo p¥{my thel y (libovolného smyslu). Body X’, X”, jejichz
vzdélenost je d, vyplni takovou kruZnici se stfedem D, v nf#
tétiva délky d p¥sludi stfedovému thlu p. Jeito body X’
vypln{ kruznici se sttedem D, vypln{ i jejich obrazy ve shod-

ve shodnosti (040,).

16. Je ddn pravouhly rovnobéintk. Z bodu M jeho roviny
spustime kolmice na jeho strany (prodlouZené) a oznadfme P,
Q, R, S prisediky téchto kolmic s dvojicemi rovnobéznych
stran.

a) Urdete geometrické misto prisedtki PR- QS a PS - QR.

b) Urlete viecky body M v roving, které vedou k jednomu
a témuz bodu nalezeného geometrického mista.

Resent. Zvolme soustavu soufadnic tak, aby strany rovno-
bé&Znfka byly rovnobéZné s osami soufadnic a jeho stfed lezel
v potitku. Vrcholy rovnobéznika necht maji soufadnice C =
= [a;b], B=[a; —b], D=[—a;b], 4=[—a; —b], kde
a> 0, b> 0. Prusetik p¥imek PR, @S, pokud tyto p¥imky
a priseéfk existujf, budiz bod U = [&, ). Oznaéme z, y sou-
fadnice bodu M. Vyjidifme parametricky p¥fmku PR (P =
= [.’D; '"6]9 R = [—a; 3/]); tedy

E=z —t(a+ 2),

a jedinou rovnici p¥{mku QS (@ = [z; 8], S = [a; y]), tedy

@

(6 —a)b —y)=(z —a)m — y). (2)
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Redenfm rovnic (1), (2) vyjde parametr ¢ prisediku U:

b(z — a)
Tento vysledek plati, jestlize je bz — ay =0, t. j. jestliZe
bod M nelezi na pfimce AC. Pro body této p¥imky viak je
PR||QS a nevznikne bod U. Dosadime z rovnice (3) do (1);
po tpravé vyjde

_ab—uwy B ab — wy
E_abx—ay’ n__bbw——ay'
h—
Oznadime-li v = & i , dostaneme & = au, n = — bu,
bx — ay

t. j. v8ecky body U lezi na piimece BD. Obricens ke kazdému
éislu v lze nalézt dvojici =, v, t. j. bod M tak, Ze plati u =
ab —xy ...
= — ¢ili
br — ay
ab — xy = u(br — ay). (4)

To znamend: kazdy bod rovnoosé hyperboly (4)*), pokud
nelezi na p¥imce bz — ay = 0 (t.j. pfimce 4AC), vede k témuz
bodu U. Hledané geometrické misto je tedy piimka BD;
ke kazdému jejimu bodu vedou vSechny body M, které lezi
na hyperbole (4), s vyjimkou bodu 4, C, nebot tyto dva body
jsou pruseéiky kazdé hyperboly (4) s p¥imkou AC.

Obdobng dostaneme geometrické misto bodu V; staéi vy-
ménit body P, @, t. j. ve vysledku psidt —b misto + b. Dosta-
neme pifmku AC, hyperboly budou mft rovnici

ab + xy = v (bx + ay). (5)
Vylouéené body budou body B, D.

*) Hyperbola (4) se prow =1, t. j.pro M = B, au=—1, t. j.
M = D, rozpadé ve dvojici piimek.
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B.ULOHY I. KOLA, KATEGORIE B

1. Refte soustavu rovnic: z;, + 2, = a,,
Za + Ty = Qg
Ty + Ty = ag,

8
S
+
8
s
I
8
S

Resent. Nésobime-li dané rovnice postupné &isly +1, —1,

+1, —1, ... a setteme-li je, dostaneme

(1 £1)=0a, —as+a; —ag+ ...

+ ay,,

kde znaménko 4 plati, je-li » liché, a znaménko —, je-li »n

sudé.
I. Pro n liché je

- — 1 1 1
1—?‘11 E‘az +§%_§a4+-'
1 1 1 1
952:-2—&1—{—-2—-&2 —§(13+ —2—(1‘—
1 1 1 1
z3=*?al‘f‘—2“az +'§‘as“"2‘a4+-'
o — la 1 n 1 n 1
t= 50 'Eaz 'Eas Eaa
1 1 1 1
T =— 5l + 30 ~ G + 0

4 Matem. olympiada



I1. Pro n sudé m4 soustava Yefenf jen tehdy, je-li @, — a5 +
+ay—a,+ ... —a, =0. Pak moZno z, volit libovolng
a z danych rovnic plyne

Ty = @ — Ty,
Ty = — G + a3 + 2y,
Tyg=ay — Ay + a5 — Ty,

Ty =0 — @+ 03 — A+ ... +O_1— 25

2. V roving jsou ddny éty¥irizné body 4, B, S, O. Sestrojte
kruznici %, prochézejici body 4, B a kruZnici k, se stfedem S
tak, aby bod O byl jejich stfedem stejnolehlosti. Provedte
diskusi.

Reseni. Predpoklidejme, %e kruznice k, a k,, vyhovujfci
tloze, existuji, a oznaéme S, stfed kruZnice k,. Pak plati:

(1) 8, leZi na ose o tusetky AB.

(2) 8, lezi na piimce OS a je S; 5= O (jinak by kruznice k,
stejnolehld s &, podle stfedu O =8, musela byt s %, sou-
st¥ednd, co je ve sporu se vztahem O == S).

Po této pfedbéiné uvaze piistoupime k YeSeni:

Jsou-li ddny &ty¥i razné body 4, B, S, O, je nutno rozli-
$ovat 3 piipady:

1. P¥imky OS a o jsou rizné rovnobézky. Pak podle pied-
chozfho YeSenf neexistuje.

2. P¥imky OS a o splyvaji. Zvolime-li na OS libovolny bod X
rizny od O, pak kruZnice &, = (X, X4), k, = (S, r), kde

AX-08
r = —,

(0).¢

vyhovuji tloze. Existuje tedy nekonednd mnoho ¥eleni.
3. P¥imky OS a o jsou riuznob&#né. Oznadme jejich pra-
setik S;.
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a) 8, =0, pak podle tvodni konstrukce Fefeni neexi-
stuje. L
b) 8, =k O. Potom kruZnice k, = (S,, 8,4), ky= (S, r), kde
r = %, vyhovujf tloze. Je to jediné Yeenf, nebot
1
kruznice k, je sttedem S, a bodem A jednoznaéné uréena.
Podle (3) uréime k,.

3. Dokazte, Ze rovinny obrazec soumérny podle dvou riz-
nych stfedi neni ohranieny (t. j. nelez{ v Zidném kruhu).

Regeni. Necht obrazec O je soumérny podle dvou riznych
sttedi S;, S,. Sestrojme p¥imku o3 = 8,S,, vedme body S,
83 k nf kolmice 0; L 03, 05 1 053 Soumé&rnost podle stiedu Sy
Ize (jakoZto otddeni o 180°) rozloZit v soumérnosti podle os o,,
0g, soumérnost podle sttedu S; lze rozloZit v soumérnosti
podle os 0z, 0,. Sestrojime tedy k obrazci O obrazec O, sou-
mérné sdruZeny podle osy o, k obrazci O, obrazec O sou-
mérné sdruZeny podle osy og; déle k obrazci Oy opét obrazec
soumérng sdruZeny podle osy os, & to je obrazec O,; kone&n&
k obrazci O, obrazec O, soumérné sdruZeny podle osy 0,5, a to je
podle nageho predpokladu O.

Obrazec O, vznikl zfejmé z obrazce O uZitim soumérnostf
podle o0s 04, 055 aviak tyto soumérnosti se sklddaji v posunutf

ve sméru S8, a velikosti 2-8,8;. Toto posunuti prevadi
obrazec O v ty% obrazec. BudiZ 4 libovolny bod obrazce O.
Provedeme-li na¥e posunuti n-krit, pfejde bod A4 v jisty
bod 4, obrazce O a bude platit

A_A,,=2n-S]—S2‘

Pro vhodng zvolené n je tsetka AA, delsf ne primer
libovolné kruZnice, a tim je tvrzenf dok4zéno.
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4. Dokaite, ie—é—gl—%-f_i_l__*_ + 1

3 4 Ty 1

1 —_— .
™ <1, kde n je p¥irozené &islo.

Regeni. Platf

1 1 1
1+ 5 sTT Tt T
—( +4 ~) +
= 4+ + . +%)
1 1 1 1
eyt tare o Tt T
takZe
11 1 1 1
PR T T T @ wri
1 1 1
tare ot o1t

Pro soudet na levé strané plati

1 1 1 1 1 1
1*§+§‘Z+~~+ﬂtﬁ—ﬂ:(“ﬁ)+

+ 1 1 $ 1 1 > 1
3T T T W) E Y
p¥i demZ rovnost nastane pro n = 1. Ponévadz

1> 1 - - 1 >1
n+1" n4+2" 7 2m—17 20’

platf pro soudet na pravé strané
1 1 1 1 n

n+1+n+2+‘“+2n—1+§£§n+1<1'

52



5. Je ddna kruZnice k, na ni bod A4, ddle kruznice ¥’ tého%
poloméru a na nf bod 4’. Udejte otddeni, které ptevaddi kruz-
nici k£ v ¥’ a bod 4 v A4’. Diskuse.

Reseni. Nejprve si dokéZeme: otddent a posunuti lze nahradit
jedinym otdéenim (otddeni sloZeno s posunutim ddva otddent).
Otddéeni rozloZime ve dvé soumérnosti s osami o,, 0, tak, aby
druhd osa o, byla kolmd ke sméru posunuti. Posunutf rozlo-
Zime ve dvé soumérnosti s osami oy, 04 tak, aby prvnf osa og
prochdzela stfedem otdeni. Vyslednd shodnost, kterd vznikne
slozenim daného otddenf a posunuti, se dd zfejmé sloZit
ze soumérnosti podle os 05, 0,. Tyto p¥mky jsou v8ak ruzno-
b&zné (nenf o, |0y, je 0, =0, 04 0,), proto je vyslednd shodnost
otddeni. (Otdcenf o nulovy thel nepovazujeme v tomto pii-
kladé za otddeni.)

Jestlize sttedy S a S’ kruznic k, &’ splyvaji, tloha je tri-
viélni. Budeme tedy p¥edpoklddat, Ze body S a S’ jsou rizné.
Predpoklddejme, Ze tiloha m4 Feleni, t. j. Ze existuje otddeni R,
které prevadi bod S v bod 8’ (nésledkem toho také kruznici k
v kruznici £’) a bod 4 leZici na kruZnici & v bod A4’ leZici
na kruZnici &’

Necht posunuti P ptevidi bod S’ v bod S (a tedy kru¥-
nici k' v kruznici k). Provedme postupné otédéeni R a posu-
nutf P. Vyslednd shodnost R’ je podle toho, co jsme doki-
zali, zase otédeni. Toto otddeni R’ pfevddi body kruZnice k
v body téZe kruinice, tedy stfed oti¢eni R’ je v bodg S.

Posunuti P pfevede bod 4’ v néktery bod 4" leZici na k.
Nenf mozné, aby bod 4 splynul s bodem 4”, v tomto p¥ipadd
by shodnost R’ byla identita, ale my jsme dokizali, Ze R’
je (nenulové) otddeni.

Necht tedy body 4 a 4” jsou rizné, P~ budiZ posunuti,
které prevadi bod S v bod §’. Provedeme-li postupné oté-
deni R’ a posunuti P—1, dostaneme (jak jsme dok4zali) otddent
previdéjici kruznici k a bod 4 v kruznici £” a bod 4’. Tedy
je-li A" == A, tuloha mé Fe¥eni.

Nyni dokdZeme, Ze toto FeSeni je jediné. Viimnéme si,

53



%e bod 4", a tedy také otdeni R’ jsou stanoveny jedno-
znaénd. Jestlize R je jakékoli otddeni vyhovujici dané dloze,
potom postupnym provedenim tohoto otiéeni R a posunutf P
dostdvime otideni R’ jednoznadng urdené (aZ na smysl ot4-
Senf). Tedy ot4ddenf R vznikne sloZenim jednozna&ng urde-
nych shodnosti: otééeni R’ a posunutf{ P—1,

Tedy: Dang tdloha m4 FeSeni tehdy a jen tehdy, pfevede-li
posunutf P bod 4’ v bod 4" 5= 4.

Konstrukei miZeme provést na p¥. takto (4 == 4"): Sestro-
jime bod 4", v bod8 S najdeme dvojici p¥imek o,, o, tak,
aby sloZenim soumérnosti s osou 0, a soumérnosti s osou o,
vzniklo otddenf previdéjici bod 4 v bod A" a aby osa o,
byla kolm4 na spojnici S8’. P¥{mka o, protne osu s useéky SS*
v bodé O, ktery je sttedem hledaného otéddeni.

6. Bud » p¥irozené &islo. Kolik je mezi &isly n2, (n 4 2)2
plirozenych ¢isel, z nichZ z4dné neni druhou mocninou pfiro-
zeného ¢fsla?

Regeni. Budiz » ptirozené é&islo, o némi plati

nt < 2t < (n + 2)?
kde n je dané p¥irozené &islo. Plati tedy také

n<<zr<<n+2,
atedy x =n + 1.
Cislo 22 je tedy jedinym ptirozenym é&fslem, leZicfm mezi
pfirozenymi &isly »2, (n + 2)?, které mé tu vlastnost, Ze je
étvercem ptirozeného &isla. Mezi &isly n2, (n + 2)* je viak

n+2)2—n—1=4n-+3
plirozenych &isel, a tedy hledanych &isel je
(n +3) — 1 =4n +2 = 2(2n + 1).
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7. Budte a & 0, b # 0, ¢ = 0 &fsla, o nichZ plati
1 1 1
—+—=+—=0.

a b c
Potom pro libovoln4 éfsla z, y, z plati

(ay — bo) + (az — oa)* + (bz — cy)* = (az + bo + oy)* +

+ (ay + bz + ca).
DokaZte!

Reseni. Levou stranu vztahu, jehoZ platnost mame dokazat,
ozna¢fme L, pravou stranu P.
Potom

P — L = 2(ab + bc + ca) - (zy + yz + x2) =
1 1 1
= 2abc(;—+?+?) “(zy +yz2 +22) =0

neboli L = P, coz bylo dokézat.

8. Kovové kusy kazdy o véze asi 170 kg a tvaru velmi
pfiblizné kvddru o rozmérech 20 cm, 30 cm, 35cm byly
po &tyfech diviny do dfevénych beden o tlouStce 2cm
a posfliny autem na mfsta uréeni. Truhldrna, kterd vyrdbi
bedny, chce zvysit produktivitu a uspofit materidl. Jak za¥i-
dite uskladnéni kusi do beden, aby spotfeba difvi na bedny
na kus klesla a podet balenych kusi stoupl, kdyZ mize
z dopravnich divodi jedna bedna vézit nejvySe 1200 kg?
Kterou abstraktni ulohu matematickou miZete poloZit a fesit
na zédkladé uvedené konkretnf lohy praktické?

Resent. Kdyby se do bedny vkkidalo 7 kovovych kusi,
zbylo by na vihu bedny jen 10 kg, coZ p¥i uvedenych roz-
mérech kusu a p¥i smrkovém d¥ivi (s == 0,8) nestaéi. Proto
bedna miZe obsahovat nejvySe 6 kusi.
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Ptipad 5 kust v bedn& tvaru kvidru nenf tteba uvazovat,
ponévadz by vznikl bud v bedné nevyuZity prostor, nebo
rozméry bedny uvnitt by byly 100 cm, 30 cm, 35 ¢cm, nebo
20 cm, 150 cm, 35 ¢cm, nebo 20 cm, 30 cm, 175 cm. Pro né

. 5
spotfeba dfeva je vétSi neZ T spotteby dfeva na bednu

se 4 kusy. Pro bednu se 4 kusy byly rozméry uvnitt bud 40,
35, 60, nebo 20, 70, 60, nebo 40, 70, 35 (cm).

Spotteba dfeva v cm?® byla bud 25 824, nebo 29 664, nebo
29 048. Bedna se 6 kusy uvnit¥ bude mit objem vnitiku
6-20-30-35cmd Spotteba difvi p¥i dané tloustce 2 cm
z4visi na povrchu kvidru, do néhoZz kusy sloZime. Jsou-li
rozméry vnitiku a, b, ¢ (méfeny v cm), je spotieba dfeva
na bednu 4(ab + ac + b¢c) + 16(a + b + ¢) + 64 (méfeno
v cm3),

Aby spot¥eba byla co nejmensi, musi byt povrch nejmensf
p¥i daném objemu. 6 kusi udanych rozméri lze srovnat
do kvddri o rozmérech (v em) 20, 30, 210, nebo 35, 30, 120,
nebo 20, 35, 180, nebo 60, 30, 70, nebo 40, 30, 105, nebo 90,
40, 35, nebo 60, 60, 35, nebo 20, 105, 60, nebo 20, 70, 90.

Vypoétem objemu dieva potfebného na kazdou piisluinou
bednu zjistime, Ze u kvddru o rozmérech 60 cm, 60 cm, 35 cm
je spotfeba nejmensi a ¢ini 33 744 cm3. (Jak patrno, potvrzuje
se stard zkuSenost, Ze z kvidra téhoz objemu md nejmensf
povrch ten, ktery se tvarem co nejvic podobé krychli.)

Je patrno, Ze p¥i 4 kusech bedna nejvhodnéjsich vnit¥nich
rozmérd, t. j. 40 cm, 35 cm, 60 cm, na niZ se spotfebovalo
nejméné dieva, t.j. 25 824 cm3, méla spotfebu dieva vétsi,
nez jsou dvé tfetiny (objem vnitiku u bedny se 4 kusy je

2 . .
Toven - objemu bedny s 6 kusy) objemu d¥eva potf¥ebného

na novou bednu. (Tyto dvé tfetiny &inf 22 496 cm3.)

Truhld¥i tedy vyrobou beden s rozméry vnittku 60 cm,
60 cm, 35 em uSetfili d¥fvi a ponévadz do bedny vklddali
vic kusi, pomohli rychleji zbozi odvizZet a jestliZe vyrdbéli
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tyZ poet beden jako difve, zvysili produktivitu. Zpracovali
vic diivi (v cm?) a umoznili odvoz vic kusi v témz dase.
Abstraktnich tloh odtud plynoucich je moZno sestavit
mnoho. Na p¥f.: Uréit t¥i kladnd ¢&isla @, v, 2, pro néz je ddn
jejich souéin a pro které vyraz m(zy + xz + yz) + p(z +
+ y 4+ 2) 4 ¢ je &islo nejmensi p¥i danych m, p, ¢ (kladnych).

9. Na usetkich 4B, BC, CA tvo¥icich trojthelnik 4BC
zvolte celkem dva rizné body M, N. DokaZte, Ze usetka MN
nenf vétsf nez nejveétsi ze stran trojuhelnika 4 BC.

Re3ent. Predné dokéZeme: Budif ddn trojiihelnik ABC
a bod X jeho strany BC. Pak isetka AX je mensi nebo rovna
vét$i ze stran AB, AC. Je-li X = B nebo X = C, je tvrzeni
z¥ejmé spravné. Lezi-li bod X mezi B, C, zvolime oznadéeni
vrcholt tak, aby platilo AB = AC, t.j. téz < ACB = < ABC.
Podle véty o vnéj§fim thlu trojuhelnika je <XAXB>
> < ACB = < ABC; v trojuhelnfku 4 BX tedy plati x4 X B >
> <ABX = <ABC, t.j. AB> AX.

Zvolme nyni dva rizné body M, N na usetkich 4B, BC,
CA. Pokud budou oba leZet na téZe tisedce (bud’ oba uvnit¥,
nebo jeden, po p¥. oba splyvaji s krajnimi body tsetky),
bude sprdvnost tvrzeni zfejmi.

Necht tedy body M, N néleZeji po Fadé na p¥. strandm 4 B,
BC trojuhelnika ABC, ale nendleZeji oba téZe strang, t. j.
N = B. Na trojahelnfk 4 BN aplikujeme ptedchozi vysledek;
tsecka MN je tedy mensf nebo rovna vétsiz isetek AN, BN.
Avsak podle téhoz vysledku je tsetka AN mensi nebo rovna
vétsi ze stran 4B, AC; mimo to je usetka BN mensi nebo
rovna strané BC. Tim je tvrzeni dokdzdno.

10. Sestrojte dva trojihelniky, které nejsou shodné, ale
u nichz pét zdkladnich prvka (t. j. stran a whld) jednoho
je rovno péti zédkladnim prvkim druhého.
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Reseni. Zvolime oznateni stran tak, aby platilo v prvnim
trojuhelniku @ £ b < ¢, v druhém o’ < b’ < ¢’. Oba trojihel-
niky se shodujf aspoii ve dvou tihlech, tudiz se shoduji ve viech
trech thlech a jsou podobné. Dvojice stran k sobé ptislusnych
jsou a, a’; b, b’; ¢, ¢/, jak vyplyvé z jejich uspofiddnf podle
- velikosti. Je tedy

a’ = ka, b = kb, ¢’ = ke, (1)

kde k = 1, nebot trojuhelniky nejsou shodné. Oznaéme jako
darkovany ten z obou trojihelniki, jehoZ strany jsou vétsf
neZ p¥isludné strany druhého trojuhelnika; pak je k> 1, a’ >
> a,b’ > b, ¢’ > c. Oba trojthelniky se shodujf jeté ve dvou
strandch. Av¥ak podle nafich umluv je a <o’ b =<¢,
t. j. strana a se neshoduje se Zidnou stranou trojihelnfka
¢érkovaného. Dile je b <<b’ < ¢’; musi tedy platit b = o’.
NemiiZe byt ¢ = a’; nebot pak by bylo ¢ <b = ¢, t. j. podle
(1) téZ o’ << b’ = ¢’ a trojuhelniky by se neshodovaly ve dvou
dvojicich stran. Jezto vime, Ze ¢ << ¢/, je nutné ¢ = b’. Strany
obou trojthelniku tedy jsou @, ka, k%a; ka, k®a, k3a. Trojuhel-
nfky s t8mito stranami jsou skuteéné podobné (t. j. shodujf se
ve vSech vnitfnich tihlech) podle véty sss o podobnosti troj-
-thelnfki.

Nyni jde jen o to, zda pro nékteré &islo k> 1 skuteéné
existuje trojuhelnfk o stranich a, ke, k?¢. K tomu je nutné
a stalf, aby nejvét¥i ze stran byla mensi nez souéet obou
zbyvajicich. Jezto k> 1, je k*a > ka > a; nutnd a postadu-
jlei podminka tedy zni:

a + ka > ka,
sili
1+ k> k2,
neboli
kB —-k—1<O0.

Trojélen k2 — k — 1 rozloZime na kofenové Cinitele

kz—k—1=[k-%(1+}/3)]-[k——;—(l—ﬁ)].



M3 tedy byt
|- 30+®)| |t -30 15| <0 @

za pYedpokladu &> 1.
Protoze 15 > 1, je

(1-v5) <o
—%(1 ~15) > o.

Je tedy
k— %(1 —15) > o.

Z nerovnosti (2) plyne

1
k- (1 +795) <o,

&ili
1
k< 5(1 +15).
Uloha mé tedy ¥e¥eni tehdy a jen tehdy, jestlize pro k platf
1
1<k <§(1 + 15).

11. Pro kterd pfirozend &fsla n je vyraz

n — 37
n + 43

roven druhé mocning racionilnfho &isla?
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Reeni. Dany vyraz je roven druhé mocniné racionilniho
¢isla, je-li
n — 37 = k*m,
n -+ 43 = h*m, (1)

kde k, h, m jsou eeld &sla, k== 0, m ==0 a |k, |h| &sla ne-
soudélnd. Odtud plyne (A* — k2) m = 80 ¢ili

(h + &) (b — k) m = 80. @)

Ponévadz n je ptirozené &islo, je n + 43 také p¥irozend &fslo,
takze m je kladné. PonévadZ se v rovnicich (1) &isla k, h
vyskytujf pouze ve druhych mocnindch, miZeme vzit v avahu
jen ty piipady, kdyz £ =0, A > 0, takze o + k> 0. Pak vzhle-
dem k (2) také A — k>0 a h+ k= h — k. Ponévadz dile
¢isla k, & jsou celd a nesoudélnd, jsou &isla & + k&, & — & bud’
obé lich4 a nesoud&lnd nebo majf nejvétitho spoleéného déli-
tele 2. Proto je t¥eba vyloudit jesté ty dvojice 2 + k, b — k,
které jsou ndsobky nékteré jiné takové dvojice, takze zbyvaji
piipady:

h+Ek h—Fk m h k n
1 1 80 1 0 37
4 2 10 3 1 47
5} 1 16 3 2 101
8 2 b 5 3 82
10 4 2 7 3 55
10 8 1 9 1 38
20 2 2 11 9 199
40 2 1 21 19 398

12. Dokazte: Jsou-li @, b, ¢ kladnd &fsla, pak platf

a b c 3

b—}—c+c+a+a +bg—2—"
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Reseni. Polozme b +ec=2¢c+a=y a+b=2zpaka =
1 1 1
= S{—s+y+a b=l —y+2), o= +y— 2.

Proto
a b c

b+c+c+a+a+b=

—cz+y+z x—y+ 2 r+y—=z2

- 2% T 2y + 2z -
1=y (o =2 Ljy 2\ 3_3
—‘2‘(?+?)+?(7+?)+?(_z‘+}}) 352

nebot

13. Je-li ptirozené ¢islo N psino v desitkové soustavé
ve tvaru @y + a;+ 10 4 ay- 102 4~ .., + a, - 107, kde a,, a4,
Qs, « . ., Oy jsou &slice, a utvotime-li &isla b, = a; — 2¢ay, by =
= @y — 2by, by = as — 2b,, ..., by = a, — 2b, ;, pak &islo
N je délitelné sedmi tehdy a jen tehdy, je-li sedmi délitelné
&islo by,

Resent. Plati: a; = by + 20y, @3 = by + 2b;, a3 = bg +
+ 2b,, ..., Gy = by + 2b,__1, takZe
N=ay+a,-10 4+ ay- 102+ az-103 4 ... + a, - 10" =

= gy + 10b, + 20a, + 10%, + 2 - 10%, -+ 1035, -+
+ 2103, + ... + 10", + 2+ 10", 1 =
— 9lay+ 21-10b, + 21-10%, + ... + 21-10% =1, _, +
+ 10", =
= 7(8ag + 3100, +3-10%, + ... +3-10»—1, ;) +
+ 107,
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a) Je-li ¢islo b, délitelné sedmi, je sedmi délitelné i &fslo N,

b) Jeli N =Tk, je 10", = [k — (3ao + 3 - 105, +
+3-10%, + ... + 3-10—1b,__,)]. Ponévadi ¢&isla 7 a 10
jsou nesoudélnd, proto musi byt sedmi délitelné ¢&islo by,

Poznidmka. Z dikazu je vidno, Ze tdZ véta platfi i pro déli-
telnost tfemi.

14. U dvou hmotnych kouli, které se nedotykajf a maji
pevnou vzdjemnou polohu, byla méfenim zjisténa jejich nej-
mensf vzdéilenost a, velikost vnéjsi tedny ¢ a velikost vnit¥ni
teény u.

a) Vyjidiete vzdalenost st¥edu kouli a jejich poloméry jako
funkce veli¢in a, t, u.

b) Jaké je podminka pro to, aby se poloméry kouli lisily

nejvyse o tsedku d?

Reseni. Namétené hodnoty nutnd splitujf nerovnost 0 < a <
< u <t To dokdZeme nakonec.

Oznalme 7y, 74 poloméry obou koulf (oznaéeni zvolme tak,
aby bylo 7, = 7,) a ¢ vzdilenost jejich stfedd. Pak plati:

a=c— (r, +13),
R

U = Y"z — (ry + 13)%,

&l
7, + 7, =¢ —a, (1)
W= = (), (@)
12— u? = 4ry7, (3)
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2 2
@t u . Polo-
2a

méry 7, 7, jsou vzhledem k (1) a (3) kofeny kvadratické
rovnice (nezndm4 r):

Dosadime z rovnice (1) do (2); vyjde ¢ =

a2 __uz t2 _u2
2 =0
r? 4 %2 r + 1 )

t. .

u?— q?

1
—_—_—- R 2 22_422
7 o +4 ¥ (w2 + a?) a?t?,

.u2 — az
4a

Ty = — ;—1&- }/(uz + a?)? — 4a*2
2

. a 2 ,
Tyto rovnice spolu se vztahem ¢ = fesf tlohu a),

nebot za pfedpokladu % > a, u <t je r; = ry > 0; platf totiz

u2 S a2 2 1

jak se snadno pfesvédéime provedenim.
Uloha b) divé podminku r, — 7, < d, &ili .

1
—_— 2 22H422S
% }/(u -+ a?) aersd,
t. j.
u? + a? < 2a)d* + 0

. a? + u?
8 pomoc{ rovnice ¢ = _2'_ dostaneme ¢ <} d? 4 %
a

Nynf si viimneme nerovnosti 0 << @ << u < t. Musi byt 0 <
< a, protoZe se koule nedotykaji. V kazdém skuteéném p¥i-
kladé poloméry r,, r, jsou kladnd &fsla a tedy nerovnost u << ¢
plyne z rovnice (3). Nerovnost a << u odvodime takto:

a=c—(ry,+1)>0,
afc + (ry + 1)] = & — (ry + 79)* = u?;
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aviak
c+(ry+r)>c—(ry + 1) =a,
t. j.
a® < v,
¢éili
a < u.

15. Jsou dany body 4, 4’, B 5= 4. Otideni, které pfevede
bod 4 v bod 4’, ptevede bod B v jisty bod B’. Co vyplni
body B’, které dostaneme v8emi takovymi otddenimi?

Resent. PYedpoklédejme nejprve, ze 4 == A’. Kazdé otédent,
které plevadi bod 4 v bod 4’, lze rozloZit ve dvé soumér-
nosti: prvnf mé za osu piimku o, kterd je osou tsetky 44,
druhd mé za osu jistou p¥imku o’ prochdzejici bodem A’
Prvni z téchto soumérnosti pfevadi bod B v uréity pevny
bod B”. Druh4 soumérnost ptevede tento bod B” v bod B’.
Stted B, tsetky B'B” je pata kolmice spuiténé z bodu B”
na p¥{mku o’. Otdéi-li se p¥imka o’ kolem bodu 4’, vyplnf
bod B, (podle Thaletovy véty) kruZnici k sestrojenou nad
primérem A'B”; z této kruznice oviem musime vyloudit bod
leZfci na p¥fmce BB” (nebot p¥islugnd p¥imka o’ je rovnobéznd
s piimkou o a nevznikd otéceni). Bod B’ vyplni kruznici &’
stejnolehlou ke kruZnici & podle sttedu B” s pomérem stejno-
lehlosti 4 = 2. Kruznice %" bude prochdzet bodem B” a jejim
stfedem bude bod 4’. Také z kruZnice &’ t¥eba vyloudit bod
leZici na p¥imece BB".

Jestlize je A’ = 4 (4 4= B), potom bod 4 jako samodruzny
je stfedem otddeni a hledané geometrické misto je kruznice
se stfedem v 4 a prochizejici bodem B, s vyloudenim bodu B.

Pifpad 4 5= A’ = B je zahrnut v nadf uvaze.

16. BudiZ D priseéik osy uhlu CAB trojuhelnika s jeho
stranou BC. Budi# déle DE rovnobézka vedenid bodem D
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k ptimce C4 a E jeji prusedik se stranou 4B; budiz koneéné
EF rovnobéika vedend bodem E k piimce BC a F jeji pri-
setfk se stranou CA. Dokazte, Ze plati:

AF = 40 — AE.

Regeni. Mime zfejmé dokézat, Ze AE = FC. Polop¥{mky
DE, AC jsou nesouhlasné rovnobéiné a proto je <EDA =

= <DAC = %a, takze v A ADE je <EAD = < EDA =
Saa timi 4B = FD,

Z konstrukce plyne, Ze CDEF je rovnobézinik a tedy E ED =
= FC, t.j. AE = FC.

C. ULOHY II. KOLA, KATEGORIE A

1. Jestlize ¢islo n je celé, potom i vyraz

_n5 n3+n
T 120 24 T30

je celé &slo. Dokaite!

Resens. Je
120(71,5 — 5n® 4 4n) = 1—26(n‘ —bn®+4)n
1
= T35 — D = Da(n +1)(n +2). M

Méme tedy dokézat, ze soudin
K = k(k + 1)(k + 2)(k + 3)(k + 4)
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(kde % je celé &islo) péti po sobé ndsledujicich celych &isel
je délitelny éfslem 120 = 3 -5 - 8, neboli Ze &islo K je d8li-
telné t¥emi nesoudélnymi ¢isly 3; 5; 8. To znamend, Ze méme
dokdzat tato tvrzeni:

(1) Jednoho z péti &initela ¢isla K lze psit ve tvaru 3p;

(2) jednoho z péti Cinitelt ¢isla K lze psit ve tvaru Hg;

(3) ¢islo K lze psit ve tvaru K = 8r, pii ¢emz p, g, r jsou
¢isla cela.

Diikaz kazdého z téchto tii tvrzeni provedeme zvldst.

(1) Cislo k lze psat ve tvaru

k= 3k + z,

kde &’ je ¢islo celé a ¢fslo z je rovno jednomu z é&sel 0; 1;
2. Pro z = 0 je &initel k délitelny tfemi, proz =1 je ¢ini-
tel k+2=3(k"+1) a pro z=2 je &initel £+1 =3 (k" 4+ 1)
dehtelny tfemi, nebot &” + 1 je ¢islo celé.

(2) Cislo k lze psét ve tvaru

k = bk’ + 2,

kde %’ je &islo celé a ¢&fslo z je rovno jednomu z éisel 0; 1;
2; 3; 4. Pro z = 0 je hledanym d&initelem &islo &. Pro ostatnf
hodnoty z jsou to po Fadé Cinitelé k + 4,k -3,k 4 2, k + 1,
jejichz hodnota je vidy rovna 5(k" 4 1), kde &’ 41 je zfejmé
¢islo celé.

(3) JestliZe je ¢initel k& sudé éislo, jsou sudi i éinitelé k +- 2,
k + 4 a tvrzen{ je dokdzino.

JestliZe je ¢initel & liché &islo, t. j. plati-li &k = 2m + 1,
kde m je celé é&islo, jsou Cinitelé

E4+1=2(m+1), k4 8 = 2(m + 2)
¢isla sudd; tu zbyva dokdzat, Ze jedno z &isel m 41, m + 2 je

sudé. Je-li m 4+ 1 sudé, je to dokdzino; je-li m + 1 liché, je
m -+ 2 sudé a je to zase dokdzino.
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Jiné Feseni. Vyraz (1) vpravo lze psit pro n>3 ve tvaru

_ (n +2).
=)

za této podminky je V tedy jisté &islo celé. Ale V je zfejmé
celé ¢fslo 1 pro n = 0; 1; 2.
Jestlize je n < 0, potom polozime-li ve vyrazu (1)

n= —m,

kde m je celé kladné, nabude vyraz V tvaru

V= — 1—;(—) c(m 4 2)(m 4 1)ym@m —1)(m —2) = — V,
kde

1.
V' = 196 (m — 2) (m — 1) m (m + 1) (m + 2).

Podle ptedchoziho je V7 celé ¢islo pro m > 0 a tim i vy-
raz V pro n < 0.

2. Dokaite, %e ¢islo 11190 — 1 konéi skupinou éislic 6000.

Reseni. Podle binomické poutky obdrzime:

1
x = 11190 = (1 4 10)190 = 1 + 100 - 101 —}—100-99-5- 102 4-
1
+100-99-98-—6-103 + z.

Pti tom z je’soudet zbyvajicich ¢lent tvaru

IkO -103prok =

= 4; protoze piislu¥né kombinaéni éfslo je éfslo p¥irozené,
je hodnota kazdého takového ¢lenu v dekadické soustavé

zapséna ¢islem konéicim alespon Gtyfmi nulami. Ale ani
o ¢tvrtém ¢&lenu v nafem vyrazu nenf tfeba uvaZovat, nebot

soudin 99 - 98 5 e ¢islo piirozené a ten méme jeSté znd-
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sobit ¢islem 108, takze jde opét o &islo konéici alespont étyfmi
nulami. Souéet prvnich tfi ¢lend je 1 4 1000 + 495 000 =
= 496 001. Cislo x mé tedy v dekadické soustavé na posled-
nich étyfFech mistech skupinu éislic 6001 a proto &islo  — 1
konéf skupinou 6000.

3: Sestrojte dtyfuhelnik 4 BCD, ktery lze vepsat do kruz-
nice, jestlize jsou dany velikosti a, b, ¢, d jeho stran.

Reseni. V roving, v niz budeme provadét viechny tlohy,
zvolme kladny smysl otddeni. Jsou-li ddny t¥i navzijem razné
body 4, B, C, budeme thlem 4(BC) rozumét uhel, o ktery
je nutno otoéit polop¥imku 4B, abychom dostali polopfimku
AC. Velikost tohoto uhlu je jednoznaéné uréena az na celistvy
nasobek 27 (v mife obloukové).

Vypukly étytthelnik 4 BCD nazyvime kladné orientovany,
kdyZ p¥i obfhdni jeho obvodu v kladném smyslu ndsleduji
za sebou vrcholy potddku 4,B,C,D.

Nage tloha se redukuje v podstaté na alohu: sestrojte téti-
vovy étyfahelnik 4 BCD,jsou-li ddny jeho vrcholy 4, B (ovzdé-
lenosti a) a tGseéky BC =b, OD =¢, D4 =d. O vSech
¢éislech a, b, ¢, d predpokliddme, Ze jsou kladnd.

Provedeme nejprve rozbor této tlohy a ukézeme, ze takovy
éty¥lhelnik existuje nejvySe jeden. Dejme tomu, Ze takovy
¢tytuhelnik 4 BCD existuje. Sestrojme podobny é&tyiuhelnik
D'C"B’A4’ (pti této podobnosti odpovidaji bodum 4, B, C, D
postupné body 4’, B, C", D) tak,ze A’ = C, B’ = D.

Podle véty o obvodovych thlech vime, ze A(BD) + C(DB)=
=, a z podobnosti plyne (pozor na orientaci), ze 4’(D'B’) =
— A(BD); tedy bod C leZi na tisetce BD. Podobné zjistime,
%e bod D lezi na tuseéce AC".

Stejns A(BD) + C'(B’D’) = A(BD) + C(DB) = n, tedy
usetky AB a ("D’ jsou rovnobézné. Z popsanych vlastnosti
okamzité plyne, ze body 4, B, D’, C’ jsou navzijem razné
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a tvori lichobéinik o zédkladnich 4B, C’D’ a ramenech AC’,
BD'. 7 podobnosti dile plyne: o’ = 4’B’ = Ja, b" = B'(" =
c

—Ab, ¢ = CD =Je, & = D’'A’ — id, kde L= — (nebot
a
A’B’ — (D). Né§ kladng orientovany lichob&intk 4 BD'C

c?

mé tedy zikladny AB = a, D'C" = — & Tamena BD’ =
B AD —bt Sa- %Y qe - ID . B —
a a
d+b
e M
a a

Takovy lichobéznik o danych strandich, o dané orientaci
a danych dvou vrcholech na zékladné (v nafem piipadé jsou
to vrcholy 4, B) existuje nejvySe jeden v piipadé ¢ + a
a sestroji se zndmym zpisobem rozkladem na rovnobéznik
o sousednich strandch AC’, €D’ a na trojthelnik o stra-

. . 2 2 2 - b
nich |AB — OD/| - |a — &| = |22 Fo7 = 24t b

a—— )
a
B0 — ab + cd

a a

a

Existuje tedy téz nejvyse jeden hledany étyiahelnik, nebot
uvedenym lichobéznikem a stranami BC = b, DA = d je nis
¢tytthelnik uréen jednoznaéné.

Souc¢asné z uvedeného postupu vyplyva konstrukee tohoto
¢tyfihelniku v p¥ipadé ¢ = a: Sestrojime Gsecky velikostia’ =
=Ada =c¢, b = b, ¢ = e, d = A, déle trojahelnik o stra-
néch |a — ¢’[, b 4 d’, d + ¥’. K nému ptipojime rovnobéznfk
o strandch d + ¥/, ¢’. Tim obdrzime n4¥ lichobéznik, na jehoz
ramena naseme use¢ky velikosti b resp. d; pozor na okolnost,
Ze muZe byt ¢ > a.

Ptipad ¢ = a, b = d ptevedeme na piedchézejici cyklickou
zéménou stran. Pipad ¢ = a, b = d je jasny. Dédle z uvede-
ného postupu vyplyvd, Ze nutnd podminka pro existenci hle-
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daného ¢tyiuhelnika je, aby existoval trojuhelnik o strandch
a —¢|,b+d,d+ b. DokéZeme si nyni, %e tato podminka
je té% postatujici. Jestlize tato podminka je splngna a je-li
¢ =% a, miZeme snadno sestrojit kladné orientovany lichob&z-
nfk ABD'C" o zikladnich AB =a, C'D’ = ¢/, a rame-
nech BD" =b +d’, AC" =d + b (pii tom & = la, b =

=Ab, ¢/ = ke, d’ = i, kde A L ). Na ramenech BD’,
a

resp. AC” najdeme body D, resp. C tak, ze BC = b a je AD =
= d. To je mozné, nebot b < BD', d < AC".
Ptedpoklidejme nejprve, Ze ¢ << a (tedy téz ¢’ < a) a pro-
dluzme strany AC” a BD’, az se protnou v bodé L. Trojthel-
niky EC'D’ a EAB ]qou podobné s pomérem 1)odobnost1
¢ ra=J:a=73 Tedy EC’ = NEA, d+b = (4 =

=FEAd —EC" = (1 — /12) EA, tedy EA — ‘]i—% .
— b4d
Podobné EB wl—— Jsou tedy téz podobné trojuhel-

nfky EAB a ECD, nebot thly u vrcholu E maji spoleéné
a plati

— o~ — b4d A+
EC=EB—BC=1"5 —b="7""77,
__ A4V Wb
ED—~EA~AD—-'1¥—P*<(Z—»—1~_—12—,

tedy EC : ED = (d + Ab) : (b + ) = EA : EB.

Uhly u vrchold 4 a C ve &étyithelnfku 4BOD jsou tedy
vyplikové a proto. bod C lezi na kruznici prochdzejici body
ABD (body C, 4 jsou p¥fmkou BD oddéleny).

Piipad ¢> a pFevede se snadno na piedchdzejici (staci

sestrojit tétivovy étyfuhelnik o strandch a = ¢, b = d, ¢ = q,
d = b; pfedchdzejici podminka pro existenci takového étyi-
thelnfka je totiZz splnéna: z délek |a* — ¢2|, ab + ed, ad + be
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jakozto stran, lze sestrojit tro]uhelnik tyto délky rovna]i se
postupné délkdm |o¢ — a2, od + ab, b6 + ad a pritom je ¢ <
< a. Tedy existuje tétivovy ctyruhelnik o strandch (postupné
vzatych) a, b, ¢, d).

Je-li ¢ = a, je YeSenim nadf lohy lichobéznik o zdkladnich
b, d, o ramenech a = ¢ v piipads, Ze b = d, a obdélnik, kdyZ
a=c b=d.

Poznédmka. Z trojuhelnikovych nerovnosti pro trojuhelnik
o strandch [a2 — 02], ab + cd, ad + bc se snadno zjisti, Ze
tento trojuhelnfk existuje pravé tehdy, plati-li souéasné

a<<b-+ec+d,
b<c¢c+d+ a,
c<d+a-+b,
d<<a-+0b-+ec

To je tedy nutnd a postacujici podminka pro existenci
hledaného étytuhelnika.

4; Rovina je pokryta sfti shodnych rovnostrannych troj-
uhelniki. Dokazte, Ze neexistuje étverec, jehoz viecky vrcholy
by lezely ve vrcholech sité (t. j. ve vrcholech trojihelnfki
sité).

Reseni. Zvolime jeden mifzovy bod za poéitek O souradnic
a osu z polozime do p¥imky obsahujici strany trojuhelniki.
Je-li velikost strany rovnostranného trojuhelnika rovna
jedné, jsou soufadnice kazdého m¥fZového bodu sité ve tvaru

1 1
(En,;anz}/g), kde ny, ny jsou celd &isla téze parity. Obricené

1 1 = .
kazdy bod Enl;—z—nz}@ , kde nq, ny jsou celd ¢isla téze parity,

je m¥fZovym bodem sfté.



Ptedpokladejme, ze mame étverec zddané vlastnosti, jehoz
jeden vrchol je v poéitku soutadnic (toho lze vidy dosdéhnout
vhodnou volbou poéatku). Jsou-li 4, B dva vrcholy tohoto
¢tverce sousedni k bodu O, a mé-li bod 4 soufadnice (z; ¥),
mé bod B soufadnice bud (—y; «) nebo (y; —).*) Jsou-li

1 1 =
body A4, B mifzovymi body sité, je :EnI,y:EnZ}/{%,

Iry . PR
Y= —ng, == —2-n.}'3, kde ny, ny, ng, my jsou celd ¢isla, ne

2
v¥echna rovna nule. To je viak nemoiné.

Jiné feSeni wlohy. Zvolme vrchol jednoho trojihelnika
sité o strané 2a (kde @ == 0) za politek O roviny komplex-
nich éfsel; budiz O4 jedna ze stran tohoto trojahelnika, potom
budiz O4 kladné poloosa z roviny komplexnich é&fsel. Pak
kazdy vrchol sité je vyjddfen komplexnim éfslem tvaru

ka + lai V3, (1)

kde k, / jsou celd ¢isla.

ProtoZe strany ¢étverce jsou si rovny, je mozno jednu z nich
otoéenim pievést v sousedni stranu; stiedem otdcent je vrchol
spoleény obéma strandm, thel otoeni je 90°.

Zvolme vrchol predpoklidaného &tverce v poctitku O rovi-
ny komplexnich &isel, coZ neni na ijmu obecnosti tlohy.
Druhy a sousedni vrchol @ muZe byt kterykoli jiny bod sité;
tento vrchol je urten komplexnim éfslem tvaru (1), kde ¢fsla k&,
/; nejsou soudasné rovna nule.

Otoceni o 90° pitevede bod @ v bod @’ a jemu p¥islusi kom-
plexni éislo

+i(ka +04ai)Y3) = T La)3 + kyai, (2)

*) Skutetné, je-li B==[a’,y’], plati 2* | y* = a2} y2, 0’| yy =
= 0. Asponi jedno z &isel z, y je rtzné od nuly; budiz na pi. y = 0.
Polozme o’ = ty (t. jot = %) adosadme za 2’ do rovnice xx’ - yy’ =

0; vyjde y’ = — tw. Z prvni rovnice pak dostaneme #* = 1, t. j. ¢ =
+ 1.

I
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nebot néasobeni ¢fslem +1 znamend rotaci kolem bodu O
o + 90°. Aby bod @’ byl bodem sité, musi byt redlnd ¢ast
¢éisla (2) celistvym nésobkem éfsla a. To je splnéno jediné

prol; = 0, t. j. bod @ leZf na ose « a strana, ¢tverce 0Q = ka,
nebot &, # 0. Ale na ose y nelef Zidny bod @’ takovy, aby

bylo OQ" = k,a a aby to byl bod sité. (Upravené fefeni s. Boh.
Cenkla, 3b t¥. Slovanského gymnasia v Olomouci.)

D.ULOHY II. KOLA, KATEGORIE B

1. Jsou ddny dvé ruzné p¥imky p, ¢ a bod A. Kazdé otéceni
které pfevddi pifmku p v p¥fmku ¢, pfevddi bod 4 v jisty
bod 4’. Co vyplni viecky tyto body A"?

Reseni. Stied kazdého otaceni, které prevadi pfimku p
v pimku ¢, je stejné vzddlen od obou téchto piimek; lezi
tedy na jedné z os soumérnosti p¥fmek p, ¢, jsou-li riizno-
bézné, nebo na ose soumérnosti p¥imek p, ¢, jsou-li rovno-
bézné. Obricend kazdy bod osy soumérnosti ptimek p, ¢ je
ztejmé stfedem aspon jednoho otdceni, které pfevadi p v ¢.

Budiz X stfed otdéeni, ktery lezi na ose o p¥fmek p, q.
Otédeni rozloZme na dvé osové soumérnosti tak, aby prvni
méla osu v pfimee o; tato soumérnost prevadi p¥imku p v g,
proto musi druhd soumérnost previdét ptimku ¢ v samu sebe.
Nyni jsou mozné dva piipady:

a) lezi-li bod X mimo p¥fmku ¢, je osa o’ druhé soumér-
nosti kolméd k ptimce ¢;

b) lezi-li bod X na pfimce ¢ (a to nastane jediné pro pri-
setik pifmek p, ¢, jsou-li rliznobézné), je bud o’ L ¢, nebo
ol =.4.

Oznaéme A" obraz bodu 4 v osové soumérnosti (o).

Pfipad A. Je-li p || q, vyplni body A4’ p¥imku r rovnobéz-
nou s p¥imkou ¢ a prochdzejici bodem A4”. Kazdd soumér-
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nost (0’) totiz prevede bod 4” v néjaky bod ptimky r a obra-
cené ke kazdému bodu P p¥imky r existuje soumérnost (o’),
kterd previdi 4” v P. Pf{mka » muZe splynout s p¥im-
kou y(p), lezi-li bod 4" na ¢ (p), t.j. lezi-li bod 4 na p (q).

P#ipad B. Jsou-li p, ¢ dvé riznobézky, oznadime o0, 04
jejich osy, A7, A" obrazy bodu 4 v soumérnostech (o,), (0).
Body A4’ vyplni dvé ptimky 7y, 7, rovnobézné s q a proché-
zejici body A7, 45. Pro o’ = ¢ lezf rovnéz obrazy bodu 47,
resp. A; na p¥fmkach r,, resp. r;, nebot body 47, 4 jsou
soumérné sdruzené podle pruseéiku p¥imek p, ¢. Pifmky 7,
7, splynou navzijem a tedy i s pfimkou ¢ tehdy a jen tehdy,
lezi-li oba body A7, A; na p¥imce ¢, t. j. leZf-li bod 4 na
pfimce p.

2. Najdéte vSechna ctyfciferna ¢isla tvaru aabbd (kde a =+
40 a b jsou arabské cifry), kterd jsou &étverci celého &isla!

Regeni. Predpokladejme, 7e takové &islo*) ¢ = n? existuje.
Pak
¢ = 1100a <+ 115,
kde
0<a=9, 0=b=9. (1)

Protoze n* = 11(100a + b), je n délitelné jedendicti, t. j.
n = 1lm
1lm? = 100a + b = 99a + (a -+ b). @)
Je tedy i a 4 b délitelno jedendcti. Aviak ze vztahu (1) vy-

plyva
0<a+b=18,

*) V celém feseni piSeme misto ,,celé ¢islo‘* struéné |, cislo®.

74



takze

a-+b=11. (3)
Dosazenim do (2) dostaneme po zkréceni jedendcti
m? = 9a + 1.

Z &isel 1, 2, ..., 9 md pravé a = 7 vlastnost, Ze 9a + 1
je &tverec, a to ¢fsla 8. Z rovnice (3) je pak b = 4. Existuje-li
tedy Yeeni ¢, je ¢ = T744. Je viak 7744 = (11 - 8)%, takie
éislo 7744 je skuteéné TeSeni.

3. Dokazte, Ze pro v8echna redlnd &isla a, b plati
(a® + b?) ab < a* + bt

Rozhodnéte, kdy plati rovnost!

Resent. Abychom toto tvrzenf dokdzali, staéi ukézat, Ze
hodnota vyrazu V = (a% 4 &%) — ab(a® + b?) je pro vSechna
reilnd a, b &fslo nezdporné.

Upravu jme postupné vyraz

V = (a* + b%) — ab(a® + b?) = a¥(a — b) — b3(a — b) =
—(a = b)(a® — 1) — (a — b)a* + ab + bY) —

= (a — b)z[(%a + 6)2 -+ -zazj.

1. Hodnota vyrazu V je ziejmé ¢islo nezdporné, nebot prvni
¢initel je ¢tverec redlného &isla (coz je vidy éislo nezdporné),
druhy é&initel je roven soudtu dvou nezdpornych &isel, tedy
také ¢éfslo nezdporné; protoze ani jeden z ¢initell nenf ziporny,
je soutin &fslo nezdporné.

2. Aby bylo V = 0, je nutné a stalf, aby jeden z obou &ini-
teltt byl roven nule.
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a) Bud je (¢ —b)* =0, t. . a = b;
b) nebo je druhy éinitel, jimZ je soudet dvou nezdpornych
¢fsel, roven nule; tu je nutné a sta¢i, aby platilo souéasné

1
(Ea + b)2 =0, gaz = 0. Z druhé podminky plyne a = 0

a po dosazenf do prvni podminky je b* = 0, t. j. b = 0, neboli
musi tedy platit @ = b = 0. Ale tento vztah je uz zahrnut
v pifpadé a).

Vyraz V je tedy roven nule tehdy a jen tehdy, je-li @ = b.

4. Ctyistén M NPQ necht ms nejdeldi hranu délky d. Do-
kazte, ze pro kazdé dva body 4, B povrchu étyfsténu plati
nerovnost AB < d, kde 4B je vzdélenost bodu 4, B.

Regeni. V dikazu pouzijeme véty (viz tilohu B 9 I. kola):
Trojbhelnik TUV nechl md nejdelsi stranu délky v. Pak pro
ka#dé dva body X, Y obvodu trojihelnika plati nerovnost XY <
=, kde XY je vzddlenost bodi X, Y. Je-li 4 = B, je tvrzeni
ziejmé. Predpoklidejme tedy %e A == B. Pak aspoi jeden
z vreholu M, N, P, Q nelezi na piimce 4 B. Zvolme oznadeni
tak, aby bod M nelezel na p¥imce 4B. Rovina 4 BM protne
Stytstén v trojuhelniku MK L, nebot priseénice rovin 4BM,
NPQ musi protnout obvod trojuhelnfka NP ve dvou riz-
nych bodech K, L, jinak by totiz leZely body 4, B, M v p¥imce.

Podle citované véty je tsetka 4B men§i nebo rovna nej-
véts] z usedek KL, LM, MK. Aviak podle téze véty je kazdi
z usebek KL, LM, MK men$i nebo rovna nejvétii strané
té stény Ctyfsténu, v niz lezi. Proto je KL <d, LM =< d,
MK < d, a tudiz i AB < d.



E.ULOHY I1l. KOLA, KATEGORIE A

1. Jsou-li @, b kladnd raciondlni ¢isla, dokaZte, Ze ze vztahu

Yo +9b =

kde ¢ je raciondlni ¢islo, plyne, Ze }/a, }/’b— jsou rovnéz racio-
nilni éfsla.

Redeni. Podle ptedpokladu je a>> 0, b> 0 a proto je
i raciondlni ¢&islo ¢ > 0, nebot odmocnina z kladného é&isla

je kladnd a soutet dvou kladnych &fsel }’a_, ﬁje ¢islo opét
kladné.

Z daného vztahu plyne, ze Vﬁ =c — }/;, b=c¢+a—
— 2cYa, takie

ctfa—b —_02-a+b
fa = —g— 1o=—5—

coz jsou ¢isla raciondlni. Vedle toho je a 4 2 }/;l; +b=c
takze je

> a + b
odtud plyne, Ze ¢ +a — b> 2a > 0, ¢* —a+b> 92> 0,
takze &isla Ya, b jsou kladna.

2. Tabulka éisel

a; by ¢
ay by ¢y dy e,

as by ¢y dy ey f5 g5

je sestavena takto: Prvni fddek obsahuje ti#i lichd &isla.
Kazdé &fslo daldich radkd je rovno soudtu t¥{ sousednich
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¢éisel predchdzejiciho ¥adku, z nichz prostfedni je nad uva-
zovanym ¢&islem; schdzi-li v tabulce nékteré z téchto tif
¢isel, doplni se nulou. Dokazte, Ze poéinaje druhym fidkem
kazdy ¥iadek obsahuje aspon jedno sudé éfslo.

Reseni. Pi¥me misto sudého &fsla s, misto lichého /. Pak
poc¢inajic druhym ¥ddkem lze prvn{ éty¥i ¢isla v kazdém Fadku
zapsat schematicky takto:

C¥adek ... Isls ..
Cfadek ... [lsl ...
CYadek .. [sss ...
Ctadek L L[ ls ...

= W o

t

Z prvnich t¥i ¢isel patého Fidku je patrno, Ze ve trech,
dalsich tadeich se budou prvni étyfi éisla opakovat co do
parity (sudost, lichost) jako v fddcich druhém, tfetim a &tvr-
tém; toto schema se tedy po kazdém étvrtém ¥adku opakuje.
ProtoZe se v nafem schematu mezi prvnimi étyfmi &isly od
2. ¥adku poéinajic vyskytuje alesponi jedno sudé ¢&fslo, je
tvrzeni lohy dokézino.

3. Budiz ABCD vypukly riznobéinik, v némi 4B =
= CD a budtez R, S stiedy stran 4D, BC. Sestrojte polo-
p¥imky AU, DV souhlasné rovnobézné s polopfimkou RS.
Dokazte, Ze plati vztah

< BAU = < CDYV.

Reseni. Oznaéme AR — RD — ». Vedme tsecku RM tak,
aby platilo RM tt 4B, RM = AB, takie je M 4= B (BM t1
1t AR, BM = w; &étyiahelnik ARM B je rovnobéinfk podle
poutky: Jestlize ve ty¥ihelniku UVXY je UV YX, UV =
= XY, je to rovnobéznik).
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Déle vedme tsecku BN tak, aby platilo RN 11 DC, RN —
= DC, takze je N 4= C'a NC 11 RD, NC = RD = «.

Je tedy BM = NC = @, BM 1t NC (je totiz AR 1t RD).
Piimky BM, NC nespl)'fvaji, jinak by bylo 4D || BC, coz
je proti pfedpokladu. Také Gsecky RM, RN nesplyvaji, nebot
nenf AB || CD, a tedy RMN je trojihelnik, v ném% je RM =

— AB = DO~RNt]RM RN.

Usetky BM, CN j jsou podle nasi tvahy nesouhlasné rovno-
bézné a proto si navzdjem odpovidaji ve stfedové soumérnosti
o stiedu S, v které je bod C obrazem bodu B. V téZe soumér-
nosti si tedy odpovidaji body M, N, takze bod S je stiedem
zékladny MN rovnoramenného trojuhelnika RMN. Tudiz je

% BAU = <« MRS = < NEKS = < CDYV.

4; Rozméry obdélnika ABCD jsou piirozens ¢isla p, ¢;
obdélnik je rozdélen na pg jednotkovych étverci. Urdete
polet téch jednotkovych &tverct, jejichz vnitfkem prochdzi
uhlop¥icka AC,a to v piipads, Ze éisla p, ¢ jsou a) nesoudélnd,
b) soudélna.

Regeni. (Vyrokem ,,uhlopiitka protini &étverec sfté* rozu-
mime v dal§im, Ze takové uhloptitka obsahuje alespon jeden
bod lezici uvnitt étverce.)

a) Oznadenf zvolme tak, aby bylo p > ¢. Uva%ovan4 thlo-
piicka AC daného obdélnika 4BCD neobsahuje mezi body
4, C zidny vrechol sité. Nebot jinak by existovala p¥irozend
Gisla py, <p, ¢ < q tak, zZe by platilo —; = %1 (podob-

1
nost trojihelniki), ¢ili p,¢ = pgy. Jezto p, ¢ jsou &isla ne-
soudélnd, bylo by éislo p délitelem &isla p,, a to je ve sporu
se vztahem p;, << p.

Uhlopiftka AC protind jeden &tverec v kazdém z p ,,sloup-
cu’, které jsou mezi 4, B. Dva &tverce protind jen v tom
sloupci, kde pfekraduje jednu z ¢ — 1 p¥imek sfté, které jsou
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rovnobézné s. AB. Vice nez dva ‘¢tverce v sloupei nemtize
protinat, nebot by pak platilo 4 > 1, a to Je ve sporu s nadim
P

predpokladem p > g¢.
Celkovy poéet ¢tveret, které protind uhloptitka AC, je tedy

pt+gqg—1 1)
b) Budte p, ¢ éisla soudélnd a d jejich nejvétsi spoleény

délitel; pak éfsla jsou nesoudélni. Pro obdélnik étver-

d’d

cové sité o strandch velikosti -, dostaneme podle (1), ze

d d
jeho thlop¥i¢ka w prochdzi celkem

Tr —

+

WS
=

—1 (2)

Etverel sité.

Uhlopiféka AC daného obdélnika ABCD obsahu]e celkem
d + 1 bodi étvercové sité (véetné boda 4, C) a rozpadéd se
tedy na d tusefek velikosti u, které nemaji zédny spoledny
vnitini bod. KaZdou z téchto usedek povazujeme za thlo-
p¥¢ku obdélnika o rozmerech—g % Pak kazdd z téchto d
uhloptiéek prochazi podle (2) pravé z Ctverci sité; jde tedy
uhlopficka AC celkem - d, neboli

ad=p+q—d ()

¢tverel sité. Vyraz (1) je specidlnf p¥ipad vyrazu (3) prod = 1.
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