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Hassler Whitney a teorie matroida

ANTONIN SLAVIK

Abstract. In the 1930s, Hassler Whitney observed that concepts such as
independent sets, rank, and basis make sense not only in linear algebra, but
also in graph theory. By isolating their key properties, he arrived at the
notion of a matroid, and developed the basics of matroid theory, including
duality. We examine the contents of his landmark paper published in 1935, and
briefly describe some subsequent papers by Takeo Nakasawa, Garrett Birkhoff,
Saunders Mac Lane, and Richard Rado. Along the way, we point out the
relations between matroids and lattices, configurations in projective geometry,
and the greedy algorithm.

Key words. Matroid, matrix, graph, independence, rank, nullity, basis,
circuit, duality, lattice, projective geometry, system of distinct representatives,
greedy algorithm.

1. Uvod

Teorie matroidil je vyznamnou soucasti diskrétni matematiky s pfesahy do
algebry, teoretické informatiky a dalsich disciplin. Pojem matroidu zavedl ve
30. letech 20. stoleti americky matematik Hassler Whitney (1907-1989) v sou-
vislosti s vyzkumem v teorii grafti (vénoval se zejména barveni grafl, problema-
tice rovinnych grafi a dudlnim grafiim). V tomto textu se pokusime pfiblizit
Whitneyovy tvahy a vysledky. Strucéné popiSeme i nékteré navazujici prace
ukazujici souvislosti matroidi s teorii svazli, projektivni geometrii a hlado-
vym algoritmem. Vyklad je koncipovan tak, aby byl srozumitelny i pro ¢tenare
bez predchozich znalosti o matroidech. Ve srovnani s podobné zaméfenym tex-
tem [Vo] zachdzime do vétsich podrobnosti, vénujeme se detailnéji grafovym
matroidim, dualité a zminujeme téz vysledky japonského matematika Takeo
Nakasawy, ktery je povazovan za druhého otce matroidi.

Vyzkum v teorii matroidi pokracuje i v soucasnosti, vychazeji stale nové
publikace vénované tomuto tématu. K zakladnim pramentim patii monografie
[Ran], [Wel], [Wt], [T] a zejména novéjsi [O]. Piehledové ¢lanky [NN], [Wi2]
predstavuji ¢tivy a pfistupny tvod do teorie matroidi. Pro zajemce o historii
je nepostradatelnym pomocnikem kniha [Ku], kde jsou pfetistény a strucné
komentovany klicové casopisecké prace véetné Whitneyova ¢lanku z roku 1935.
O historii teorie grafi, kterd podstatné prispéla ke zrodu teorie matroidd, se
Ize doéist napt. v [BW], [BLW], [S2], [S].
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2. Hassler Whitney

Hassler Whitney byl jednim z prednich americkych matematikt 20. stoleti.
Dosahl vyznamnych vysledkt predevsim v diskrétni matematice, matematické
analyze a algebraické topologii. Uvedeme pouze velmi strucny zivotopis;
podrobnéjsi informace o Whitneyové zivoté a dile lze najit v pékné knize [Ke],
kterd obsahuje i mnoho unikatnich fotografii. Whitney vystudoval Yaleovu
univerzitu, kde ziskal dva bakalaiské tituly — z fyziky a z hudby. Postupné
vsak zacal vice inklinovat k matematice a doktorské studium jiz absolvoval
na Harvardové univerzité u slavného matematika George Davida Birkhoffa.
Whitneyova disertace byla zaméfena na teorii grafii, zejména na barveni grafi
a témata souvisejici s rovinnymi grafy. Po ukonceni doktorského studia ziskal
diky Birkhoffovi misto na Harvardu. Od roku 1952 pisobil na univerzité
v Princetonu a rovnéz ve znamém Institute for Advanced Study. Ziskal fadu
vyznamnych ocenéni, napt. Wolfovu cenu, Steele Prize, Lester R. Ford Award
a National Medal of Science. Béhem 2. svétové valky byl Whitney ¢lenem panelu
aplikované matematiky v National Defense Research Committee, pracoval
na zlepSeni systému zaméfovani neptételskych stroji z letadel (viz [MC]).
V pozdéjsim véku se intenzivné zajimal o vyuku matematiky na zdkladnich
skolach, kde dokonce i sdm vyucoval.

Zminime jesté nékolik dalsich zajimavosti. Po cely zivot byl Whitney
nadsenym horolezcem. Podstatné k tomu pfispél jeho dvoulety pobyt ve
Svycarsku, kam odcestoval ve svych 14 letech spolené s matkou a sourozenci
a jiz v tomto véku zdolaval vrcholky alpskych velikani. Kromé horolezectvi
si Whitney udrzoval kondici i béhdnim (Gdajné béhal obden 6 az 12 mil).
Dalsi jeho vasni byla hra na housle a na violu (byl ¢lenem sboru Princeton
Musical Amateurs). Whitney mél celkem pét déti z prvnich dvou manzelstvi,
tfeti a posledni snatek uzaviel v 78 letech. Po Whitneyove smrti byl jeho popel
prepraven do Evropy a uloZen na vrcholu svycarské hory Dents Blanches.

Obr. 1. Whitney v roce 1973 (Wikimedia Commons, autorka S. Thurston)
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3. Definice matroidu

P1i préaci na své doktorské disertaci si Whitney vSiml nékterych prekvapi-
vych souvislosti mezi grafy (a jejich podgrafy) a koneénymi mnozinami vek-
toril (a jejich podmnozinami). V obou ptipadech lze hovofit o tzv. nezavislych
mnozinach, zavést pojmy baze, hodnost, nulita, kruznice, atd. Své ttvahy Whit-
ney shrnul v ¢lanku On the Abstract Properties of Linear Dependence [Wh3]
z roku 1935. Jeho stru¢ny obsah je néasledujici: V prvni ¢asti nazvané Matroids
zavedl Whitney pojem matroidu, ktery zobecnuje struktury z teorie grafi a li-
nearni algebry. Ukazal, Ze matroidy lze definovat ¢tyfmi ekvivalentnimi zpt-
soby.! Ve druhé ¢asti Separability, Dual Matroids se vénoval tzv. separabilnim
matroidim a zavedl pojem duélniho matroidu, ktery zobecnuje znamou kon-
strukci duédlniho grafu k zadanému rovinnému grafu. Tteti ¢ast ¢lanku nazvana
Matrices and Matroids rozebira vztahy mezi matroidy a maticemi. Clanek uza-
vira Appendiz, kde jsou charakterizovany matroidy reprezentovatelné maticemi
nad télesem Zs. V nasledujicim textu rozebereme Whitneyho ivahy podrobnéji.

Prvni ze ¢tyt ekvivalentnich definic matroidu je zaloZena na pojmu hodnost:

Necht M je koneénd mnozina a kazdé jeji podmnoziné je piifazeno ¢islor(N),
tzv. hodnost N. Tento systém se nazyva matroid, jsou-li splnény nasledujici
podminky:

(1) Hodnost prazdné mnoziny je 0.

(2) Pro kazdou podmnozinu N a prvek e nelezici v N plati r(N + e) =
=7r(N)+k, kde k € {0,1}.

(3) Pro kazdou podmnozinu N a prvky ey, es nelezici v N plati: Pokud
r(N +e1) =r(N +e2) =r(N), pak r(N + e; + e2) = r(N).

Ve formulaci jednotlivych podminek se pfidrzujeme ponékud nestandardniho
Whitneyova zapisu, kde + znaci sjednoceni, napi. N + e znamena sjednoceni
mnoziny N s jednoprvkovou mnozinou {e}. Stejné jako Whitney budeme
matroid ztotoziiovat s mnozZinou M, pirestoze spravnéjsi by bylo definovat
matroid jako dvojici M = (M,r); mnozina M se pak oznafuje jako nosna
mnozina matroidu M.

Patrné nejjednodussim piikladem matroidu je tzv. maticovy matroid, kde
prvky mnoziny M jsou sloupcové vektory libovolné matice.2 Hodnost libovolné
podmnoziny N C M je pak dimenze linedrniho obalu N. Snadno se ovéri,
Ze jsou splnény vSechny tfi podminky z definice matroidu: U prvni z nich
vychézime z toho, ze linearnim obalem prazdné mnoziny je trivialni vektorovy
prostor obsahujici pouze nulovy vektor. Dale je zfejmé, Ze pfidanim jednoho
vektoru se dimenze linedrniho obalu bud nezméni, nebo vzroste o jednicku.
Platnost tfeti podminky plyne z toho, ze pokud (N +e1) = (N +e3) = r(N),
pak vektory ej, ey lezi v linedrnim obalu N, a tudiz r(N + e; + e3) = r(N).

1 Situaci dobte vystihuje citdt z [Ku, s. 18]: A curious feature of matroid theory not
shared by other areas of mathematics is that there are many natural and quite different ways
of defining a matroid.

2 7 tohoto piikladu vychazi i terminologie — termin matroid je odvozen od slova matriz.
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V kazdém matroidu lze zavést nasledujici pojmy:
e Nulita mnoziny N C M je ¢&islo n(N) = |N| —r(N).
o N C M je nezdvisld mnoZzina, pokud n(N) = 0 (neboli r(N) = |N|).
e Bdze je maximalni nezdvisla mnozina (vzhledem k inkluzi).
e KruZnice je miniméln{ zavisld mnozina (vzhledem k inkluzi).

V maticovém matroidu maji pojmy nulita, nezavisld mnozina a béaze stejny
vyznam jako v lineadrni algebfe. Kruznice je pak kazda minimalni linedrné
zévisl4 mnozina vektori.?

Whitney formuluje a dokazuje néktera tvrzeni souvisejici se zavedenymi
pojmy, napf.:

e Pokud A C B C M, pak r(A) < r(B), n(A) < n(B).

e Podmnozina nezavislé mnoziny je nezavisla.

e N C M je nezavisld mnozina, pravé kdyz je obsazena v néjaké bazi, coz
nastava pravé tehdy, kdyz neobsahuje zadnou kruznici.

Jiny zptsob, jak definovat matroidy, je zalozen na tom, ze predepiSeme
axiomy pro nezavislé mnoziny:

Necht M je konecna mnoZina a kazda jeji podmnoZina je bud , nezavisld“,
nebo ,,zavisld“. Necht plati nasledujici podminky:

(1) (Prazdna mnozina je nezavisla.)*

(2) Podmnozina nezévislé podmnoziny je nezavisld.

(3) Pokud N = ey +---+e, a N' =€} +- -+, jsou nezavislé mnoZiny,
pak existuje i takové, Ze e, ¢ N a N + ¢ je nezavisla.

Poznamenejme, Ze v pfipadé maticového matroidu plyne platnost tieti
podminky ze Steinitzovy véty o vyméné. Pokud by totiz kazdd mnozina N + ¢}
byla zavisld, znamenalo by to, Ze €/, ... , e, lezi v linedrnim obalu ey, ... , ey,
a tedy podle Steinitzovy véty plati p 4+ 1 < p, coz je spor.

K ovéreni skutecnosti, ze nova definice matroidu je ekvivalentni s ptivodni
definici, staci polozit

r(N) = pocet prvkl nejvétsi nezavislé podmnoziny N

a ukézat, Ze jsou splnény vSechny tfi pozadavky kladené na hodnost.

Dalsi mozna definice matroidu je zaloZena na tom, Ze predepiSeme axiomy
pro béaze:

3 Existuje tedy netrivialni linearni kombinace téchto vektort, kterd je rovna nulovému
vektoru. Vsechny koeficienty v této linedrni kombinaci musi byt nenulové (jinak by bylo
mozné néktery vektor vynechat). Linedrni kombinaci si lze pfedstavit jako lomenou éaru
slozenou z vektort, kterd zacina a konci ve stejném bodé, coz navozuje predstavu kruznice.

4 Tuto podminku uvadime v zavorce, nebot Whitney ji explicitné nezminuje, ale
z kontextu je ziejmé, ze predpoklada jeji platnost. Ekvivalentné lze pozadovat existenci aspon
jedné nezavislé mnoziny.



251

Necht' M je konecnd mnozina a kazdé jeji podmnozina bud je, nebo neni
,baze“. Necht plati nasledujici podminky:

(1) (Existuje aspori jedna baze.)®

(2) Vlastni podmnozina béze neni bazi.

(3) Pokud B a B’ jsou baze a e € B, pak existuje prvek ¢’ € B’ takovy, ze
B — e+ €' je baze.

Tato definice je ekvivalentni s pfedchozi — stac¢i definovat nezavislé mnoziny
jako mnoziny obsazené v néjaké bazi a ovéfit, Ze jsou splnény vSechny tfi
podminky kladené na nezavislé mnoziny.

Podobné jako v linedrni algebre maji baze v matroidech nésledujici vlast-
nosti:

e Kazdé dvé baze M maji stejny pocet prvki.
e B je baze M, pravé kdyz r(B) = r(M) an(B) = 0.
e Kazdou nezavislou mnozinu Ize doplnit na bazi.

Whitney zminuje jesté ¢tvrtou ekvivalentni definici matroidu zaloZenou na
axiomech pro kruznice:®

Necht M je kone¢nd mnozina a kazd4a jeji podmnozina bud je, nebo neni
,kruznice“. Necht plati ndsledujici podminky:

(1) (Préazdna mnozina neni kruznice.)”

(2) Vlastni podmnozina kruznice neni kruznici.

(3) Jsou-li Py, P, kruznice, ey € PiN Py, e5 € Py \ P, pak existuje kruznice
P; obsazend v P; U P, obsahujici e, a neobsahujici e;.®

Definujeme-li nezavislé mnoziny jako mnoziny neobsahujici zadnou kruznici,
pak lze ovérit, Ze tato definice je ekvivalentni s definici pomoci nezavislych
mnozin.”

4. Matroidy a grafy

Druhym dtlezitym typem matroidt jsou tzv. grafové matroidy. Whitney je
v ¢lanku [Wh3] zmitiuje jen velmi struéné, a to hned v tvodu:

This paper has a close connection with a paper by the author on linear
graphs; we say a subgraph of a graph is independent if it contains no circuit.
Although graphs are, abstractly, a very small subclass of the class of matroids,

5 Whitney tuto podminku explicitné nezmitiuje.

6 Existuji i jiné ekvivalentni p¥istupy, napi. definice zaloZena na operaci uzavéru, viz [O],
[Wel].

7 Whitney tuto podminku explicitné neuvadi.

8 Tato podminka bjva v novéjsich textech uvddéna ve zjednodusené podobé: Jsou-li Pi,
P> dvé rizné kruznice a e € P N P2, pak existuje kruznice P3 obsazena v P; U Ps, ktera
neobsahuje e.

9 Whitney zde postupuje mirné odlisné a dokazuje ekvivalenci s prvni definici zaloZzenou
na hodnosti.
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(see the appendiz), many of the simpler theorems on graphs, especially on non-
separable and dual graphs, apply also to matroids. For this reason, we carry
over various terms in the theory of graphs to the present theory.

Clankem citovanym v prvni vété tiryvku je minéna Whitneyova prace Non-
Separable and Planar Graphs [Wh2] z roku 1932. Byl to pravé vyzkum v teorii
grafu, ktery Whitneyho dovedl k matroidam.

Kazdému neorientovanému grafu G lze priradit grafovy matroid, ve kterém
je M mnozinou vSech hran grafu G a pojem kruznice ma stejny vyznam jako
v teorii grafti — jde o cyklus, tj. uzavienou cestu po hranach grafu, ktera kazdym
vrcholem prochézi nejvyse jednou. Abychom se presvéddili, Ze se skuteéné jedna
o matroid, je potfeba ovérit tfeti podminku kladenou na kruZnice (splnéni
prvnich dvou podminek je zfejmé): Jsou-li P, Py kruznice v grafu G a jsou-li
dany hrany e; € Py N Py, eo € Py \ P, pak existuje kruznice P3 obsazend
v P| U P, obsahujici e a neobsahujici e1. Nechf hrana e; spojuje vrcholy u, v.
Myslenka, jak najit kruznici Ps, je nasledujici: Jdeme z vrcholu v (opaénym
smérem, neZ je u) po kruznici P; tak dlouho, dokud neprojdeme hranou es.
Poté pokracujeme déle, dokud nenajdeme nejblizsi prisecik Py s Py (vime, Ze
kruZnice se musi protnout nejpozdéji ve vrcholu u). Z tohoto vrcholu se po
hrandch P, vratime zpatky do vrcholu v (tak, abychom se vyhnuli «). Tah,
ktery jsme timto zpiisobem zkonstruovali, jesté nemusi byt hledanou kruznici.
Na zacatku a na konci tahu mohou byt shodné hrany, které odstranime. Po této
tpravé ziskdme bud pfimo hledanou kruznici P; (obr. 2 vlevo), nebo sjednoceni
nékolika kruznic (obr. 2 vpravo) — z nich vybereme tu, kterd obsahuje hranu es.

€1 €1
] Y 1 Y
Py 2y h Y
} }
e
Yy 7
Y 1
P Py

Obr. 2. Nalezeni kruznice neobsahujici e; a obsahujici eg
Pied dalsim vykladem o grafovych matroidech je uziteéné pifipomenout
nékolik zakladnich pojmu z teorie grafi:
e Souvisly graf, ktery neobsahuje kruznici, se nazyva strom.

e Graf, ktery neobsahuje kruznici (ale nemusi byt souvisly), se nazyva
les.

e Kostra souvislého grafu je podgraf, ktery je stromem a obsahuje vsechny
vrcholy grafu (ekvivalentné lze fict, Ze jde o maximalni podstrom
daného grafu).
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e Pro kazdy strom plati!® |E| = |V| — 1. Pro kazdy les s k souvislymi
komponentami plati |E| = |V| — k.
Nyni si mzeme rozmyslet, ze v kazdém grafovém matroidu plati nésledujici
tvrzeni:

e Mnozina hran je nezévisla, pravé kdyz neobsahuje kruznici (takové
munoziny se v teoril grafit nazyvaji acyklické).

e Je-li graf souvisly, pak jeho béazi je kazdé kostra grafu a hodnost grafu
je |[V] —1.

e Baze libovolného grafu s k souvislymi komponentami je sjednoceni
koster téchto komponent, hodnost grafu je |V| — k.

o Nulita grafu s k& komponentami je |E| — |V| + k; jde o maximalni
pocet hran, které lze odebrat z grafu tak, aby zustal zachovan pocet
komponent. Tato hodnota je nulova, pravé kdyz jde o les.

s se

[Wh1], ktery by se dal oznacit jako ,,populariza¢ni“. Je vénovan principu inkluze
a exkluze, o kterém Whitney tvrdi, Ze je dobfe znam logiktm, ale zaslouzil by
si, aby se s nim seznamili i matematikové.!! V ¢lanku predstavuje tii aplikace:
1) nalezeni poc¢tu ¢éisel nepfevysujicich dané ¢islo, ktera nejsou délitelnd danymi
¢isly, 2) vzorec pro pocet permutaci bez pevnych bodi, 3) vypocet koeficientt
chromatického polynomu. Je-li dan graf G s n vrcholy, pak pocet zpusobi,
jak je obarvit pomoci A barev tak, aby sousedni vrcholy mély ruzné barvy, je
jisté ¢islo P(\), kde P je polynom stupné n nazyvany chromaticky polynom
grafu G.'2 Whitney ukazal, Ze pro chromaticky polynom plati

P(A) =) (=)™ myan,

i=0 j

kde m;; je pocet podgrafii grafu G' s hodnosti ¢ a nulitou j.

5. Dualita

Hodnost a nulita grafu hrély kli¢ovou roli i ve Whitneyové ¢lanku [Wh2],
jehoz tstfednim tématem jsou dudlni a rovinné grafy. Pfipomenme, ze graf
se nazyva rovinny, pokud jej lze nakreslit do roviny tak, aby se jeho hrany
nektizily. Hrany rovinného grafu déli rovinu na oblasti nazyvané stény.

Existuje standardni geometricka konstrukce, jak k libovolnému rovinnému
grafu G priradit tzv. dudlni graf G*: Do kazdé stény grafu G umistime jeden
vrchol dualniho grafu G*. Pocet hran bude stejny jako v ptvodnim grafu

10 Pouzivime standardni znadeni z teorie grafi: V je mnozina vrcholt a E je mnozina
hran daného grafu.

11 Dnes tato poznamka ptisobi ponékud kuriézné, nebof princip inkluze a exkluze je
bé&znou souéasti tvodnich kurzt kombinatoriky, viz nap¥. [MN].

12 K tomuto vysledku dospél George David Birkhoff v roce 1912, kdyz se zabyval barvenim
rovinnych map a snazil se vyFesit problém Etyf barev, viz [Bil], [BW], [BLW] a [S2].
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a sestrojime je tak, Zze kazda hrana e* v G* kiizi pravé jednu hranu e v G
a spojuje vrcholy odpovidajici sténdm, které oddéluje e. Mame tudiz bijekci
mezi hranami G a G*, viz obréazek 3.

Hovofime sice o dudlnim grafu, spravné bychom vSak méli pouZivat termin
multigraf — jde o zobecnéni grafu, ve kterém dva vrcholy mohou byt spojeny
vice nez jednou hranou. Viz opét piiklad na obr. 3, kde prostfedni dva vrcholy
duélniho grafu jsou spojeny dvojici hran.
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Obr. 4. Jiné nakresleni stejného grafu a jeho dudlni graf (¢arkované)

Duélni graf G* obecné zavisi na nakresleni ptuvodniho grafu G — muze se
stat, Zze dudlni grafy ke dvéma rtznym nakreslenim grafu G nejsou izomorfni.
Na obr. 4 je jiné nakresleni grafu z obr. 3 a jeho dudlni graf. Maximalni
stupen vrcholu v tomto dualnim grafu je 6, zatimco maximéalni stupen vrcholu
v dualnim grafu na obr. 3 je 5; odtud plyne, ze dualni grafy nejsou izomorfni.
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Dualni grafy se pfirozené vyskytuji napt. v tlohach souvisejicich s barvenim
map, jako je znamy problém ¢tyf barev. Misto barveni jednotlivych statd, které
predstavuji stény rovinného grafu, je mnohem jednodussi prejit k dualnimu
grafu a barvit jeho vrcholy.

Kazdy souvisly graf G je izomorfni se svym druhym dudlem G**. Kromé toho
plati, ze pfi vySe popsané bijekci mezi hranami G a G* odpovidaji kruznicim
v G minimalni fezy v G* a naopak. Pfipomenme, Ze fez je mnozina hran, po
jejichz odstranéni se zvétsi pocet komponent grafu (specialné tedy plati, Ze
souvisly graf se stane nesouvislym). Rez se nazyvd minimalni, pokud 7zadna
jeho vlastni podmnozina neni fezem.

Vztah mezi kruznicemi v G a minimélnimi fezy v G* je klicem k nové definici
dudlniho grafu; jde o tzv. algebraicky (nebo téz abstraktni) dual:

Graf G* je algebraickym dualem grafu G, jestlize existuje bijekce mezi jejich
hranami takova, Ze mnozina hran v G je kruznice, pravé kdyz odpovidajici
mnozina hran v G* je minimalni fez.

Whitneyho definice dudlu z roku 1932 vypadéa na prvni pohled odlisné —

je formulovana v feéi nulity a hodnosti, da se vsak ukazat, ze je ekvivalentni
s predchozi definici:

Graf G* je algebraickym dualem grafu G, jestlize existuje bijekce mezi jejich
hranami takova, ze pokud H je libovolny podgraf G a G* \ H* je doplnék
odpovidajiciho podgrafu v G*, pak n(H) + r(G* \ H*) = r(G*).

Whitney zformuloval a dokézal néktera tvrzeni o algebraickych duélech:
e Je-li G* algebraickym dudlem G, pak r(G*) = n(G), n(G*) = r(G).
e Je-li G* algebraickym dudlem G, pak G je algebraickym duéalem G*.
o (G ma algebraicky dual, pravé kdyz je rovinny.

Hlavnim vysledkem ¢ldanku [Wh2] je tedy formulace ¢isté kombinatorické
definice dualniho grafu, kterd pracuje pouze se zadanym grafem, nikoliv jeho
konkrétnim nakreslenim do roviny. Samotné definice ani nepredpoklada, ze G
je rovinny graf — tato skutecnost je dusledkem existence algebraického dualu.

Vratme se v8ak k matroidim. Jsou-li grafy speciadlnimi ptipady matroidd,
bylo by mozné zavést pojem dudlniho matroidu? Whitney v ¢lanku [Wh3]
ukazuje, ze pfechod od grafii k matroidiim je velmi pfimocary:

M* je dualni matroid k M, pokud existuje bijekce mezi jejich prvky takova,
Ze pro kazdy podmatroid N matroidu M plati'3

n(N)+r(M*\ N*) =r(M").

My

Vzapéti dokazuje vétu, kterd byva v novéjsich textech brana piimo za definici
dualniho matroidu:

13 Pouzivame stejné symboly 7, n pro hodnost a nulitu v M i v M*.
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M* je dualni matroid k matroidu M, pokud existuje bijekce mezi jejich
prvky takova, ze baze v M odpovidaji doplitkkiim bazi v M* a naopak.'*

Odtud je jiz zfejmé, Ze (na rozdil od graf!) ke kazdému matroidu existuje
duélni matroid, ktery je urcen jednoznac¢né az na izomorfismus. Zcela jasna je
i skutec¢nost, ze pokud M* je dualni matroid k M, pak M je dualni matroid
k M*. Kromé toho Whitney ukazuje, ze pro hodnost a nulitu dualniho matroidu
plati r(M*) = n(M), n(M*) = r(M).

Je poucné rozmyslet si, jak vypadaji dudlni matroidy k nékterym konkrétnim
matroidiim. Whitney se podrobné vénuje maticovym matroidiim a ukazuje, ze
jejich dudly jsou opét maticové matroidy. Rozebereme jeho tvahy podrobnéji:

Necht je dédna matice A = (a;;) € R™*". Vime, zZe prvky piislusného
maticového matroidu M jsou sloupce matice A. Tvofi-li sloupce na pozicich
Jis...,Jp kruznici, pak existuji koeficienty b1,... ,b, takové, ze

ai1b1+"'+ainbn:07 i€{17'~~7m}7

pfi¢emz b; # 0, pravé kdyz j € {j1,... ,jp}- Obsahuje-li M celkem s kruznic,
pak touto Gvahou ziskdme celkem s sad ¢isel b;1,... ,bin, @ € {1,...,s}, ze
kterych sestavime matici B = (b;;) € R**". Whitney ji nazyva kruznicovou
matici (circuit matriz) matice A a dokazuje, Ze maticovy matroid p¥islusny k B
je dualnim matroidem k M. Dualita maticovych matroidt se d& interpretovat
i geometricky: Pokud maticovy matroid M odpovidd matici, jejiz rfadkové
vektory generuji jisty podprostor U C R”, pak dudlni matroid M* odpovida
libovolné matici, jejiz fadkové vektory generuji ortogonalni doplnék U+,

Whitneyova definice dudlniho matroidu byla piimo inspirovana definici
algebraického dudlu k rovinnému grafu. Jak vSak vypada dudlni matroid ke
grafovému matroidu M (G), ktery vznikne z libovolného (ne nutné rovinného)
grafu G? Uvazujme matroid M*(G), jehoz prvky jsou hrany grafu G a kruznice
jsou pravé vSechny minimélni fezy v G (ekvivalentné lze Fict, ze nezdvislé
mnoziny jsou pravé vSechny mmnoziny hran, které nejsou fezy v G). Matroid
M*(G) se nazyvé kografovy matroid piislusny ke grafu G a lze ukdzat (viz
napf. [Wil, kapitola 32]), Ze jde o dudlni matroid ke grafovému matroidu, neboli
M(G)* = M*(G). Pokud G je rovinny graf a G* jeho duél, pak samozfejmé
plati téz M*(G) = M(G*), nebot pojem dudlniho matroidu zobeciiuje pojem
dudlniho grafu. Poznamenejme, ze G* sice nemusi byt urcen jednozna¢né, rtizné
duélni grafy G* vSak vedou vzdy ke stejnému matroidu M (G*).

Vidime, ze pojem dudlniho matroidu pfedstavuje jednoduchou, pritom vsak
velmi hlubokou myslenku, kterd propojuje na prvni pohled zcela odlisné
koncepty, jako je kolmost ve vektorovych prostorech a dualita v teorii graft. Jiz
jsme pripomnéli uzite¢nost duality v problémech souvisejicich s barvenim map.
Dalsi vyuziti duality spociva v tom, ze kazdé tvrzeni z teorie matroidd plati
nejen v libovolném matroidu M, ale i v jeho dudlnim matroidu M*. Uvedme
jednoduchy priklad. Vime, ze v kazdém matroidu plati nasledujici tvrzeni:

14 Casto se dokonce ztotoziiuji prvky puvodniho a duédlniho matroidu. Baze v M* jsou
pak pfimo doplinky bazi v M.
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Jsou-li Py, P, kruznice, ey € Py N P, e5 € Py \ Pa, pak existuje kruznice Pj
obsazena v Py U P, obsahujici e5 a neobsahujici e .

Toto tvrzeni specialné plati nejen v kazdém grafovém matroidu, ale také
v kazdém kografovém matroidu, kde kruZnicim odpovidaji minimélni fezy.
Zcela bez namahy tak dostavame dalsi vysledek z teorie grafi:

Jsou-li Py, P, minimalni fezy, ey € Py N P2, ea € Py \ Py, pak existuje
minimalni ez P3 obsazeny v Py U P, obsahujici e; a neobsahujici ey .

6. Klasifikace matroidua

Ani dualitou jesté Whitneyho pritkopnicky ¢ldnek [Wh3] nekonéi. Autor
otevira dalsi dilezitou otazku, kterd je dodnes aktualni: Jak vypadaji vsechny
mozné matroidy? Je kazdy matroid izomorfni s néjakym grafovym matroidem,
pfipadné maticovym matroidem, nebo existuji i zcela odlisné typy matroida?
Zatim jsme uvazovali pouze maticové matroidy odpovidajici redlnym maticim,
avSak konstrukce maticového matroidu dava smysl pro matice nad libovolnym
télesem. Muzeme se tedy ptat, zda kazdy matroid je reprezentovatelny matici
nad vhodnym télesem.

Whitney uvadi ptiklad matroidu M’, ktery neni reprezentovatelny zadnou
redlnou matici. Matroid ma sedm prvké oznacenych 1,...,7 a jeho bazemi
jsou pravé vSechny trojice prvkt kromé néasledujicich sedmi (na obr. 5 jsou
znézornény useckami a kruznici):

124, 135, 167, 236, 257, 347, 456.
To znamend, ze kazda k-prvkovd podmnozina matroidu, kde £ < 2, ma
hodnost k. Kazdé alesponn ¢tyfprvkova podmnozina méa hodnost 3 a kazda

tFiprvkova podmnozina ma hodnost 2 nebo 3 podle toho, zda je nebo neni ve
vysSe uvedeném seznamu.

Obr. 5. Matroid M’ (Faniv matroid)
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Whitney nejprve ovéri, ze jde skutecné o matroid, a poté sporem dokéze, ze
M’ neni reprezentovatelny redlnou matici (vyuzivé pfitom jisté diive dokdzané
tvrzeni o kruznicovych maticich). V poznadmce pod ¢arou uvidi zajimavou
informaci:

After the author had noted that M’ ... corresponds to no linear graph,
and had discovered a matroid with nine elements corresponding to no matriz,
Saunders MacLane found that M’ corresponds to no matriz, and is a well
known example of a finite projective geometry (see O. Veblen and J. W. Youny,
Projective Geometry, pp. 3-5).

Souvislost s projektivni geometrii je nésledujici: Interpretujeme-li prvky
matroidu 1,...,7 jako body v roviné a vySe zminéné trojice netvorici baze
jako prfimky, pak dostédvame tzv. Fanovu rovinu z obr. 5, nejmensi kone¢nou
projektivni rovinu.'® Z tohoto dfivodu se Whitneytv matroid M’ nazyva Fantiv
matroid.

Clanek [Wh3] uzavira jesté Appendiz, jehoz hlavnim vysledkem je véta cha-
rakterizujici matroidy reprezentovatelné maticemi nad télesem Zs. Tvrzeni véty
je technicky pomérné komplikované, proto je nebudeme uvadét. Stoji vSak za
zminku, ze v samotném zavéru ¢lanku se Whitney vraci k prikladu matro-
idu M’. Zdivodiuje, pro¢ M’ neni izomorfni s zddnym grafovym matroidem,
je vSak reprezentovatelny matici nad Zs (jeji sloupce tvoii vSechny nenulové
vektory nad Zs, kterych je pravé sedm). Cldnek konéi nésledujicim konstato-
vanim:

The problem of characterizing linear graphs from this point of view is the
same as that of characterizing matroids which correspond to matrices (mod 2)
with exactly two ones in each column.

Skutec¢né, kazdy grafovy matroid je reprezentovatelny matici nad Zg. Z dnes-
niho pohledu jde o jednoduché pozorovani — stac¢i vzit matici incidence prislus-
ného grafu, tj. matici, jejiz fadky odpovidaji vrcholim grafu a sloupce hranam.
V kazdém sloupci jsou pravé dvé jednicky, a to v fadcich odpovidajicich vrcho-
lim, které spojuje piislusnd hrana; v ostatnich fadcich jsou nuly. Snadno se
ovéri, Ze mnozina sloupcu je linedrné nezavisld nad Zs, pravé kdyz prislusna
mnozina hran neobsahuje kruznici.

7. Dalsi publikace o matroidech

Za druhého otce teorie matroidd je povazovan japonsky matematik Takeo
Nakasawa (1913-1946), ktery v letech 1935 az 1936 publikoval sérii t¥{ ¢lanka
Zur Aziomatik der linearen Abhdngigkeit I, II, III [Nal], [Na2] a [Na3]. Nez4-
visle na Whitneyovi a téméf soucasné zavedl pojem tzv. Bi-prostoru, ktery je
ekvivalentni s matroidem.

15 O koneénych projektivnich rovinach se lze doéist napt. v [MN, kapitola 8]. Clanek [Br]
ukazuje dilezitou roli Fanovy roviny v nejriznéjsich oblastech diskrétni matematiky.
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Bj-prostorem je libovolna mnozina, v niz kazda konecna posloupnost prvki
ai,...,as € By je bud ,zavisld“ (pak piSeme ai...as = 0 nebo strucndji
jen ajp ...as), nebo ,nezdvisla“ (piSeme aj ...as # 0), pficemZ jsou splnény
nasledujici podminky:

(1) Pro kazdé a € B; plati aa.

(2) Pokud a; ...as, pak ay ...asx.

(3) Pokud ay ...a;...as, pak a;...ay...as.

(4) Pokud a;...as #0, zay...as aay ...asy, pak ray ...as_1y.

Nakasawa piSe, ze jeho cilem bylo sestavit systém axiomi popisujicich
pojem linearni zavislosti v n-rozmérném projektivnim prostoru. Po definici
Bi-prostoru pokracuje v zavadéni dalsich pojmti, jako je linedrni prostor, baze
a dimenze, a zkoumani jejich vlastnosti. V roce 1936, kdy Nakasawa pracoval
na poslednim ze série t¥i ¢lankd, byl jiz sezndmen s Whitneyovou praci [Wh3].
Pripojil tedy kratkou poznamku, kde vysvétluje, Ze Bi-prostory s koneénym
poctem prvki jsou totozné s Whitneyovymi matroidy.

Nakasawovy c¢lanky byly publikovany v némciné v casopise tokijské uni-
verzity. Jsou psany mnohem méné pristupnym stylem, nez Whitneyova prace
[Wh3]. To jsou nejspiSe hlavni davody, pro¢ ztistaly dlouhou dobu bez povsim-
nuti. Pravdépodobné prvnim zapadnim matematikem, ktery na né upozornil,
byl Joseph P. S. Kung v knize [Ku]. Nakasawtiv Zivotopis,'® reprinty jeho ¢lankt
[Nal]-[Na3| a jejich pieklady do angli¢tiny lze najit v knize [NK]. Je t¥eba po-
dotknout, ze Nakasawova teorie byla ve srovnani s Whitneyovou teorii matroidi
méné propracovand — chybi zde souvislosti s teorii grafa i dualita.

Kratce po otisténi Whitneyova ¢lanku [Wh3] se ve stejném roc¢niku ¢asopisu
American Journal of Mathematics objevil ¢lanek Abstract Linear Dependence
and Lattices [Bi2], jehoz autorem je Garrett Birkhoff (1911-1996), syn George
Davida Birkhoffa a predni odbornik v teorii svazi. Jedna se o kratkou, avsak
zésadni praci, ktera propojila teorii matroidd s teorii svazi.!” Birkhoff ukazal,
ze kazdému matroidu lze pfirozenym zptsobem prifadit svaz, tj. algebraickou
strukturu se dvéma binarnimi operacemi A a V, které maji podobné vlastnosti
jako mnozinovy prunik a sjednoceni. Birkhoffovy myslenky lze snaze popsat,
pokud nejprve v daném matroidu M definujeme uzavér libovolné mnoziny
A C M predpisem

c(A)={zeM:r(Au{z}) =r(A)}.

Rekneme, 7e A je uzaviend mnozina (v Birkhoffové terminologii linearly
complete set), pokud c¢(A) = A. Nyni definujeme svaz L(M): Jeho prvky

16 Nakasawa je autorem pouze &tyf matematickych ¢lankd. V roce 1938 ztratil misto na
tokijské univerzité a prestal se vénovat matematice. Odesel do Mandzukua, kde pracoval
jako urednik. V roce 1945 byla oblast obsazena Sovéty, Nakasawa byl poslan na Sibir
a v nasledujicim roce zemfel ve véku 33 let.

17 Pocatktim teorie svazli se vénuje napi. publikace [Bil].
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jsou pravé vSechny uzaviené podmnoziny matroidu M a operace A, V jsou
definovany vztahy

AANB=ANB, AVB=c(AUB).

Aby byla definice korektni, je potfeba jesté ovérit, ze prunik dvou uzavienych
mnozin je uzaviena mnozina.

Piedchozi konstrukce funguje pro libovolny matroid M, Birkhoff vsak po-
stupuje tak, ze z M nejprve odstrani vSechny prvky s nulovou hodnosti a dale
ztotozni zavislé prvky. Tim ziskd novy matroid M* (hvézdicka zde neznamend
dualitu) a vySe popsanym zpiisobem zkonstruuje svaz L(M™*). Kazda jedno-
prvkova podmnozina matroidu M* méa hodnost 1 a kazda dvouprvkova ma
hodnost 2; matroidy s témito vlastnostmi se nazyvaji jednoduché (ekvivalentné
Ize fict, Ze jde o matroidy neobsahujici kruznici tvofenou jednim nebo dvéma
prvky).18 Je ziejmé, Ze kazd4 jednoprvkova podmnozina jednoduchého matro-
idu je uzavfena.

Birkhoff se dale vénuje otazce, jak vypadaji svazy, které 1ze zkonstruovat vyse
popsanym zpusobem, tj. jako L(M) pro né&jaky jednoduchy matroid M. Kazdy
takovy svaz zjevné musi mit koneény pocet prvkil; tato podminka je nutné,
avsak nikoliv postacujici. Birkhoffovi se podafilo nalézt nutné a postacujici
podminky, které zde nebudeme uvadét; svazy spliujici tyto podminky se
nazyvaji geometrické. Birkhoff tedy ukazal, ze studium jednoduchych matroida
je v zasadé ekvivalentni se studiem geometrickych svazu.

V roce 1936 vysel v American Journal of Mathematics dalsi dilezity ¢lanek
Some Interpretations of Abstract Linear Dependence in Terms of Projective
Geometry [ML], ktery pfimo navazuje na Whitneyovu praci [Wh3]. Jeho
autorem je americky matematik Saunders Mac Lane (1909-2005), ktery v té
dobé ptsobil na Harvardu. Vyznam c¢lanku spocivd v tom, ze propojil teorii
matroid s projektivni geometrii.

Mac Lane nejprve uvazuje tzv. schematické rovinné obrazce (schematic plane
figures) v roving, coZ jsou abstraktni systémy bodi a piimek (které mohou,
ale nemusi odpovidat skute¢nému geometrickému obrazci) spliiujici nasledujici
pozadavky:

e Kazda dvojice bodl urcuje pravé jednu primku.

e Kazda primka obsahuje aspon dva body.

e Z4dna pifmka neobsahuje vSechny body.

e Existuji aspon dva body.
Schematickému rovinnému obrazci lze prifadit matroid, jehoz prvky jsou body.
Prazdnéa mnozina mé hodnost 0 a jednobodové mnoziny hodnost 1. Viceprvkové
mnoziny bodd maji bud hodnost 2, pokud jejich prvky lezi na pfimce, nebo
hodnost 3 v opacném pfipadé. Je zjevné, ze takto zkonstruovany matroid je

18 Piechod od matroidu M k jednoduchému matroidu M* se nazyva simplifikace;
viz [O, oddil 1.7].
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jednoduchy a ma hodnost 3. Obracené plati, ze kazdy jednoduchy matroid
s hodnosti 3 odpovida néjakému schematickému rovinnému obrazci — za primky
sta¢l vzit maximalni (vzhledem k inkluzi) mnoziny bodt s hodnosti 2. Takto
lze ziskat i dfive zminény Fantiv matroid (viz obr. 5).

Predchozi tvahy se snadno zobecni na prostorové, piipadné n-rozmérné
schematické obrazce. Jde o systémy, kde kromé bodu vystupuji téz ,,k-rozmérné
roviny“, kde k € {1,...,n — 1}. V trojrozmérném piipadé n = 3 je tieba
k pfedchozim axiomim pridat jesté nasledujici:

e Kazda trojice bodi nelezicich na pfimce urcuje pravé jednu rovinu.

e Kazda rovina obsahuje tii body nelezici na piimce.

e Z4dna rovina neobsahuje viechny body.

e Obsahuje-li rovina dva body jisté pfimky, pak obsahuje celou pfimku.

Ve vicerozmérném pripadé€ je situace analogickd. Pomoci n-rozmérného schema-
tického obrazce lze zkonstruovat matroid, jehoz prvky jsou body a hodnost li-
bovolné neprazdné mnoziny bodt je nejmensi ¢islo r takové, ze dand mnozina je
obsazena v (r — 1)-rozmérné roviné. Tento matroid je jednoduchy a mé hodnost
n + 1; obracené, kazdy matroid s témito vlastnostmi odpovida n-rozmérnému
schematickému obrazci, ve kterém se k-rozmérné roviny shoduji s maximéalnimi
mnozinami bodl o hodnosti k& + 1.

Tyto tvahy napadné pfipominaji situaci v projektivni geometrii: n-rozmérny
projektivni prostor P, (K) nad télesem K vznikd z (n+ 1)-rozmérného vektoro-
vého prostoru K", ze kterého odebereme nulovy vektor a kazdy nenulovy vek-
tor ztotoznime se viemi jeho nasobky. Jednorozmérnym podprostortim K"*1
odpovidaji v P,(K) body, dvourozmérnym podprostoriim piimky atd.

Od prechozich tvah jiz neni daleko k pozorovani, Ze jednoduchy matroid
o hodnosti n + 1 je reprezentovatelny matici nad télesem K, pravé kdyz
odpovida schematickému obrazci v n-rozmérném projektivnim prostoru nad K
(viz [O, Theorem 6.1.3]). Otazce reprezentovatelnosti matroidd maticemi se
Mac Lane vénuje v dalsi ¢asti ¢lanku, kde pise:

. Whitney has constructed a matroid of rank 3 which cannot be represen-
ted as a matriz. This matroid has 9 elements 1,2,...,9 and the following 20
circuit complements:

712,814,923, 734,836, 945, 756, 825; 16, 19, 69, 13, 15, 24, 26, 35, 46, 78, 79, 89.

Any attempt to represent this matroid yields a figure in which the lines 16, 19,
and 69 coalesce into one line 169. A geometric representation reveals at once
that this is simply Pascal’s theorem for the hexagon 723845 inscribed in the
degenerate conic composed of the two lines 743 and 825. The points 1, 6, and 9
are the intersections of opposite sides of the hexagon.

Re¢ je pravdépodobné o stejném piikladu, ktery Whitney zminil bez dalsich
podrobnosti v ¢ldnku [Wh3] v pozndmce pod ¢arou. Mac Lane si uvédomil,
ze tento piiklad mé jednoduchou geometrickou interpretaci: Jde o matroid
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o hodnosti 3, ktery odpovidd rovinnému schematickému obrazci tvoirenému
9 body, viz obr. 6. Pokud by tento matroid byl reprezentovatelny matici
nad néjakym télesem K, pak zminény schematicky obrazec musi byt obsazen
v projektivni roviné (dvourozmérném projektivnim prostoru) nad K.

8

Obr. 6. Mac Lanetv ptiklad nereprezentovatelného matroidu

V projektivni roviné nad libovolnym télesem vsak plati Pappova véta,'®
podle které by body 1, 6, 9 musely lezet na pfimce, coz je spor. To znamena, ze
dany matroid2® neni reprezentovatelny matici nad zadnym télesem. Mac Lane
jesté dodava, ze podobnym zpiisobem lze vyuzit Desarguesovu vétu k sestrojeni
matroidu o deseti prvcich, ktery rovnéz neni reprezentovatelny zadnou matici.
Dalsi informace o této problematice lze najit v [O, kapitola 6].

8. Matroidy v diskrétni matematice

Po kratké exkurzi do svéta algebry a projektivni geometrie se na zavér
vratme k diskrétni matematice. Zminime jesté dva pékné a snadno formu-
lovatelné vysledky, které ilustruji souvislosti teorie matroida s jinymi Castmi
matematiky.

Nechf jsou dédny mnoziny Ai,...,A,, které jsou podmnozinami koneéné
mnoziny X. Rekneme, Ze prvky z1, ... ,z, tvofi systém riiznjch reprezentantd,
pokud jsou navzajem rtzné a plati x; € A; pro vSechna i € {1,... ,n}. Nutnou

a postacujici podminku pro existenci takového systému udava slavna Hallova
véta publikovand roku 1935 britskym matematikem Philipem Hallem (1904—
1982):

Systém ruznych reprezentantii existuje, pravé kdyz pro kazdém € {1,... ,n}
plati, Ze sjednoceni libovolnych m mnozin z Ay, ... , A, ma aspoii m prvki.2!

19 Pascalova véta, kterou zminuje Mac Lane, tvrdi, Ze priseciky protilehljch stran
Sestitthelniku vepsaného kuZelosecce lezi na jedné pfimce. Pappova véta je jejim specidlnim
pripadem, kdy kuZelosecka degeneruje na dvojici pfimek.

20 V soucasné literatuie se vyskytuje pod nazvem non-Pappus matroid.

21 Historie Hallovy véty a pt¥ibuznjch vysledki je rozebrana v [S1].
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Uvazujme dale situaci, kdy X je matroid. MizZeme se ptat, zda existuje
systém riiznych reprezentantti, ktery tvori nezavislou mnozinu. Odpovéd na
tuto otdzku nalezl némecko-britsky matematik Richard Rado (1906-1989)
a publikoval ji roku 1942 v préci [Rall:

Nezavisly systém riznych reprezentanti existuje, pravé kdyz pro kazdé
m € {1,...,n} plati, Ze sjednoceni libovolnych m mnozin z Ay,... ,A, ma
hodnost aspoii m.??

Dalsi souvisejici vysledky lze najit v [O, oddil 11.2].

Matroidy hraji dilezitou roli i v teoretické informatice, nebot souviseji
s tzv. hladovym algoritmem. Typickym prikladem pouziti hladového algoritmu
je nalezeni minimaln{ kostry grafu. V této tloze je dén souvisly graf G = (V, E)
s ohodnocenim hran w : E — R. Ukolem je najit jeho kostru, pro kterou
je soucet ohodnoceni hran miniméalni. Prvni algoritmus pro feseni tohoto
problému publikoval esky matematik Otakar Bortivka (1899-1995) v roce
1926.2% O néco znaméjsi a myslenkové jednodussi je tzv. hladovy algoritmus,
ktery popsal americky matematik Joseph Bernard Kruskal (1928-2010) v roce
1956. Hladovy algoritmus zacind s prazdnym seznamem hran. Poté zkouméa
jednotlivé hrany grafu v poradi od nejmensiho po nejvétsi ohodnoceni. Pro
kazdou hranu otestuje, zda jejim pfidanim do seznamu nevznikne kruznice —
pokud ne, ulozi ji do seznamu. Po skonceni algoritmu se v seznamu nachazi
|V| — 1 hran, které tvofi minimalni kostru grafu.

Zobecnénim problému miniméalni kostry je nasledujici tloha: Je dan matroid
s ohodnocenim prvkt w : M — R. Najdéte maximalni (vzhledem k inkluzi)
nezévislou podmnozinu, pro kterou je soudet ohodnoceni prvki maximalni.?*
Skutecnost, ze k feSeni tlohy Ize opét pouzit hladovy algoritmus, si nezévisle
na sobé uvédomilo nékolik matematik@ (Richard Rado 1957 [Ra2], Dominic
J. A. Welsh 1968 [We2], Jack Edmonds 1971 [E]). Postup je pfimocéarym zobec-
nénim algoritmu pro hleddni minimalni kostry: Algoritmus za¢ina s prazdnym
seznamem prvki. Poté zkouma jednotlivé prvky matroidu v poradi od nejvét-
$itho po nejmensi ohodnoceni. Pro kazdy prvek otestuje, zda po jeho pridani
zlistane seznam nezavislou mnozinou (tj. zda nevznikne kruznice) — pokud ano,
ulozi prvek do seznamu. Po skonceni algoritmu se v seznamu nachézi hledané
maximalni nezavisld mnozina s maximalnim ohodnocenim.

Pravé popsana tloha mé fadu aplikaci v kombinatorické optimalizaci — jde
o problémy souvisejici s rozvrhovanim tikold (s cilem minimalizovat pokutu za
zpozdéné ukoly), pfifazovani tikol pracovnikiim (s cilem upfednostnit prioritni
ukoly), apod.

22 Hallova véta je specialnim pfipadem tohoto tvrzeni pro matroid, ve kterém jsou viechny
mnoziny nezavislé.

23 O Boruvkové algoritmu pro hledani minimalni kostry a okolnostech jeho vzniku se lze
do¢ist napi. v [FV] a [NMN].

24 Ulohu o hleddni minimélni kostry grafu lze snadno pfevést na maximaliza¢ni problém,
staci zménit znaménko u ohodnoceni vSech hran.
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Zminény maximaliza¢ni problém dava smysl nejen v matroidech, ale obec-
néji v tzv. dédiénych systémech nezdvislych mnozin (hereditary family of in-
dependent sets). Jde o zobecnéni matroidd, kde se nepozaduje platnost tieti
podminky pro nezavislé mnoziny. Predpoklada se tedy pouze to, Ze prazdna
mnozina je nezavisla a podmnozina nezavislé mnoziny je rovnéz nezavisla. Plati
pozoruhodny vysledek, ze hladovy algoritmus nalezne optiméalni feSeni uvede-
ného maximaliza¢niho problému pro kazdé ohodnoceni w : M — R pravé tehdy,
kdyz M je matroid. Matroidy jsou tedy ve t¥idé dédi¢nych systémt charakteri-
zovany pravé tim, ze v nich funguje hladovy algoritmus. Podrobnosti 1ze najit
v [O, oddil 1.8].

9. Zavér

Ptibéh teorie matroidi presvédCiveé doklada vzajemnou provazanost zdanlive
nesouvisejicich ¢asti matematiky. Zaroven ukazuje silu abstrakce — pojmy a vy-
sledky tykajici se riznych matematickych struktur se stavaji prizrac¢néjSimi,
jakmile jsou preformulovany v abstraktnéjsim jazyce matroidi.

Hassler Whitney je jednim z nemnoha matematikt 20. stoleti, jejichz objevy
se staly soucésti zakladnich univerzitnich kurzt v bakalaiském studiu. Jen tézko
mohl tusit, kde vSude najdou matroidy uplatnéni a do jaké Site i hloubky se
celd teorie rozvine.
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