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Zaklady teorie pravdépodobnosti v mezivaleéném

Ceskoslovensku

MAGDALENA HYKSOVA

Abstract. The aim of this chapter is to point out several interesting con-
tributions to the foundations of probability theory published in Czechoslovakia
in the first half of the 20th century. Although they are remarkable both from
mathematical as well as didactic point of view, they have remained almost
unknown by our time. The greatest stress is put on the works of Karel Rychlik
and Otomar Pankraz that illustrate the reactions to the latest development,
its reflection in university education and elaboration of original ideas. Rychlik
published the first textbook in Czechoslovakia (and one of the first textbooks in
Europe at all) based on Kolmogorov’s axiomatic theory, lecture notes of Pan-
kraz contain his contribution to logical probability theory and the proposal of
an axiomatization based on the concept of conditional probability. Finally, con-
tributions of Bohuslav Hostinsky to geometric probability and its foundations
are mentioned.

Key words. Probability theory, Probability axioms, Bohuslav Hostinsky,
Otomar Pankraz, Karel Rychlik.

1. Uvod

Prvni polovina 20. stoleti pfedstavuje z hlediska historie matematiky ne-
obyc¢ejné zajimavé obdobi, v némz byla fada matematickych oblasti postavena
na pevny axiomaticky zaklad a etablovana jako ucelena teorie. Mezi tyto ob-
lasti patfila i teorie pravdépodobnosti, kterd se do té doby potykala s potizemi
spojenymi s klasickou definici, a to pfedevsim s otézkou, které piipady lze
povazovat za ,stejné mozné“. Pfipomenme, Ze pii takovémto rozhodovani se
obvykle pouzival tzv. princip nedostatecného divodu, podle néhoz se za ,stejné
mozné“ povazuji takové jevy, u nichz neni divod predpokladat, Ze jeden na-
stane spiSe nez jiny.! Tento princip vsak vedl k fadé paradoxti, kdy lze na
zékladé principu nedostatecného divodu odvodit pro jeden jev vice rtznych
hodnot pravdépodobnosti; mezi nejznaméjsi patii Bertrandiv paradox, o némz
se zminime ve 4. ¢asti. Dal$i motivaci pro hledani vhodnéjsi definice byl rozvoj
geometrické pravdépodobnosti, k némuz dochézelo v druhé poloviné 19. sto-
leti a ktery vyustil ve snahy o vyuziti teorie mnozin a teorie miry v oblasti

1 Tuto myslenku lze objevit jiz v knize [Ber] Jacoba Bernoulliho (1655-1705) z roku 1713
a potom v konkrétnéjsi podobé v knize [Lap] Pierra Simona de Laplace (1749-1827) z roku
1812.
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teorie pravdépodobnosti. Mezi podnéty k axiomatickému zalozeni patfil i Sesty
ze slavnych 23 Hilbertovych problémia prezentovanych na mezinarodnim kon-
gresu matematiki v Pafizi v roce 1900, v némz David Hilbert (1862-1943)
vyzval k aziomatickému pristupu ve fyzikdlnich disciplindch, kde jiZ nyni hraje
matematika rozhodugici roli; to jsou v pruni radé pocet pravdépodobnosti a me-
chanika. K tomu pak dodal: Co se tyce axiomi teorie pravdépodobnosti, zdd se
mi zZddouct, aby jejich logickd vystavba byla doprovizena exaktnim a uspokoji-
vym rozvojem metody stredni hodnoty v matematické fyzice, zejména v kinetické
teorii plyni.?

Zavrsenim vyvoje teorie miry a pravdépodobnosti prvni tietiny 20. stoleti
a urditou syntézou praci, které v této dobé publikovali kromé jinjch Emile
Borel (1871-1956), Maurice Fréchet (1878-1973), Francesco Cantelli (1875-
1966), Alexandr Alexandrovi¢ Cuprov (1874-1926), Paul Lévy (1886-1971),
Hugo Steinhaus (1887-1972), Stanistaw Ulam (1909-1984) a Richard von Mises
(1883-1953),% byla kniha Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung [Ko]
z roku 1933. Jeji autor, rusky matematik Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov
(1903-1987), zde podal axiomatickou definici, kterd se stala (az na vyjimky,
o nichz se zminime déle) vSeobecné uznanym vychodiskem a zékladem teorie
pravdépodobnosti.

Kolmogorovova axiomaticka definice

Kolmogorov definoval pravdépodobnost nasledujicim zptisobem:*

Definice (Kolmogorov). Bud E mnoZina prvki &,m,v, ..., které se nazgvaji
elementdarni jevy, a § mnoZina podmnozZin mnoZiny E; prvky mnoZiny § se
v dalsim budou nazyvat nahodné jevy.

1. ¥ je mnoZinové téleso.’
II. § obsahuje mnozinu E.

III. KaZdé mnoziné A z § je prifazeno nezdporné redlné éislo P(A). Toto
¢islo P(A) se nazyvd pravdépodobnost (Wahrscheinlichkeit) jevu A.

IV. P(E) =1.
V. Jsou-li A a B disjunkini, pak plati P(A+ B) = P(A) + P(B).

VI. Pro klesajici posloupnost Ay D As D --- D A, D -+ jevi z §, kde
D, A, =05 plati rovnost lim P(A,,) = 0.

Soustava mnozin § spolu s urditym pritazenim cisel P(A), spliujici aziomy
I.-VI., se nazyvd pravdépodobnostni pole.

2 Pielozeno z [Hi], s. 272.

3 Podrobnéji viz ¢lanek [SV] G. Shafera a V. Vovka.

4 Prelozeno z [Ko], str. 2 (axiomy I-V) a s. 13 (axiom VI).

5 Tj. & # 0 a pro libovolné dvé mnoziny A, B € § je rovnéz AN B, AUB, A\ B € §; pro
prunik, sjednoceni a rozdil mnozin Kolmogorov pouzival tehdy obvyklé znaceni AB, A+ B
a A — B. Uvédomme si, ze podminky I a II fikaji, Ze § je algebra podmnozin mnoziny E.

6 Takto Kolmogorov zna¢i mnozinovy souéin AjAs ... Ay, ..., tj. prinik N, An.
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Po zavedeni axiomu VI Kolmogorov dokézal vétu o spocetné aditivité, kterou
lze v dne$nim znaceni prepsat nasledujicim zpusobem.

Jestlize Ay,...,An,... € §, U, A4n € T a A;NA; # 0 pro vSechna i # j,

potom plati:
P (U An> =Y P(Ay).
n=1 n=1

Potom Kolmogorov poznamenal, Ze definici pravdépodobnostniho pole lze
jednoduse vyjadrit slovy:

Bud E libovolnd mnozina, § téleso podmnoZin mnoZiny E, které obsahuje
mnozinu E, a P(A) nezdpornd iplnd aditivni mnoZinovd funkce [tj. o-aditivni
mira] definovand na §; téleso § spolu s mnoZinovou funkci P(A) pak tvoid
pravdépodobnostni pole.”

Nakonec Kolmogorov dokézal, Ze kazdé pravdépodobnostni pole (§, P) lze
jednoznacné rozsifit na pravdépodobnostni pole (Bg, P), kde BF je Borelovo
teleso, tj. téleso uzaviené také na spocetnd sjednoceni; na tato télesa se pak
v dalsim omezil.

Z dnesniho pohledu bychom tedy mohli fici, ze Kolmogorov dosel k obvyk-
lému zavedeni pravdépodobnosti jako realné funkce definované na o-algebie §
podmnozin mnoziny E, kterd pro A € §, A1, As,... € §, kde A; N A; =0 pro
vSechna i # j, spliiuje podminky:

P(E)=1; PA)>0; P ( D Ai> = iP(A,»).

Ohlasy Kolmogorovovy teorie

Hned v roce 1934 vyslo nékolik ¢lankt, které se explicitné hlasily ke Kol-
mogorovove teorii. Mezi né patii mj. pojednani Josepha Lea Dooba, Eber-
harda Hopfa a také spolecna prace Zbigniewa Lomnického a Stanistawa Ulama
(viz [Dol], [Do2], [Hop] a [LU]). Prvni ucebnici zalozenou na Kolmogorovové
axiomatice byla kniha Random Variables and Probability Distributions [Cr]
§védského matematika a statistika Haralda Craméra (1893-1985) z roku 1937.
Z Kolmogorovovy definice vysla také ucebnice Kurs teorii verojatnostej [Gl] so-
vétského matematika a logika Valerije Ivanovice Glivenka (1897-1940) z roku
1939, a potom rada dalSich ucebnic vydanych v obdobi po druhé svétové valce,
kdy se axiomaticka teorie stala takika nedilnou soucésti vysokoskolské vyuky
pravdépodobnosti.

Mezi prvni reakce patfila rovnéz uéebnice Uvod do poctu pravdépodobnosti
[Ry3], kterou v roce 1938 vydal ¢esky matematik Karel Rychlik (1885-1968),
0 némz se podrobnéji zminime v 2. ¢asti.

7 Pielozeno z [Ko], str. 15.
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Ne vSichni matematikové ovsem piijali Kolmogorovovu axiomatickou defi-
nici bez vyhrad. V této souvislosti je tfeba upozornit predevsim na clanky
[Pa8]-[Pal0], které vydal ¢esky matematik Otomar Pankraz (1903-1976) v le-
tech 1939 a 1940 a o nichz se podrobnéji zminime ve 3. ¢asti. Pankraz sou-
hlasil s Kolmogorovovem v tom, Ze pravdépodobnost by méla byt definovina
jako mnozinova funkce, na rozdil od néj se vSak domnival, Ze by méla byt od
zacatku definovana jako funkce dvou argumentt, coz také lépe odpovida ob-
vyklym filosofickym interpretacim — logické, subjektivni i Cetnostni, stejné jako
geometrické pravdépodobnosti. Nazor, ze vychozim pojmem teorie pravdépo-
dobnosti by méla byt pravdépodobnost podminéné, vyslovil jiz d¥ive napiiklad
John Maynard Keynes v knize [Ke] ¢i Hans Reichenbach v monografii [Rei.
Pankraz tyto myslenky spojil s Kolmogorovovym piistupem zaloZenym na teo-
rii miry a podal abstraktni axiomatickou definici zaloZzenou na pojmu podmi-
néné pravdépodobnosti. Vyhrady ke Kolmogorovové definici Pankraz vyjadril
témito slovy:

V' Kolmogorovové systému jest axiomaticky vyjadrena jen véta o scitant pr.-
sti. Vetu o ndasobeni pr.-sti zavddi pomoci dodatecné definice podminéné pr.,
stogict mimo aziomy. Toto rozlisovdni dvou pr.-osti, nepodminené a podminene,
nemd vsak Zdadného logického oprdvnéni a jeho vyznam pro p. pr. jest pouze
konvencéni a mizZe miti odivodnéni jen s hlediska poctdarské techniky, Ze se tim
psani nékterych vzorcu snad zjednodust.

V zdsadé jde tu vsak o otdzku, zda pr. jest definitoricky mnoZinovd funkce
jednoho ¢i dvou argumenti. Kolmogorov se snazi vystaciti s mnozinovou funkci
P(A) o jednom argumentu, kterou wve svych axiomech definuje. Soucasné
ale prichdzi k tomu, Ze pri formulaci Bayesovijch wvzorci s touto jedno-
argumentovou funkci nevystaci, a proto zavddi mnoZinovou funkci

Pa(B) = %

o dvou argumentech A a B, o které dokazuje, Ze rovnéZ axiomum vyhovuje. Pri
tom ovsem musi predpoklddat, Ze mnoZina A jest konstanini, a timto obratem
z funkce dvouargumentové ucini funkci o jednom argumentu, pro kterou pak
samoziejmé zvolené aziomy plati. ([Pa8], s. 56)

Nezavisle na Pankrazovi predstavili podobnou axiomatickou definici v 50. le-
tech 20. stoleti Karl Popper ([Pol], [Po2]) a Alfréd Rényi ([Rul]-[Rn5]); mys-
lenka, ze pravdépodobnost by méla byt definovana jako dvouargumentova
funkce, je ziva i ve 21. stoleti. Pankrazovy prace jsou zajimavé i z hlediska
logické interpretace pravdépodobnosti, v Sir§ich kruzich vsak ztistaly témér ne-
znamé.

Misesova axiomaticka definice — teorie kolektivi

Jinou axiomatickou definici, byt méné obecnou a zaméfenou vyhradné na
¢etnostni pojeti pravdépodobnosti, podal rakousky matematik a fyzik Richard
von Mises (1883-1953) v préaci [Mil] z roku 1919. Zakladnim pojmem této
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teorie byl tzv. kolektiv, ktery byl jiz dfive pouzivan ve smyslu mnoziny objektt
urcitého druhu nebo posloupnosti vysledki ur¢itého ndhodného pokusu, v némz
se sledovala ¢etnost vyskytu sledovanych znaki.®

wevs

Pro nazornost uvedme nejprve citat z pozd&jsi knihy [Mi2] z roku 1928, v niZ
se Mises snazil piiblizit zakladni myslenky své teorie nematematikiim:®

1. O pravdépodobnosti lze hovotit pouze tehdy, je-li ddn dobre uréeny a pres-
né vymezeny kolektiv.

2. Kolektiv je hromadny jev nebo opakovany déj spliugici ndsledujici dva
pozZadavky: relativni cetnosti jednotlivych znaku musi mit urcitou limitu o ta
must zustat nezmeéenéna, kdyZ se z celku vyjme cast prvku, jejichZ pozice je
libovolné zvolend.

3. Splneni posledniho poZadavku se oznacuje jako princip nepravidelnosti
nebo princip vylouceni herniho systému.

4. Limita relativni cetnosti, s niZ se vyskytuje urcity znak, nezdvisle na
volb€ pozic, se nazyvd ,pravdépodobnost vyskytu tohoto znaku v uvaZovaném
kolektivu®. Jestlize se nekdy objevi pouze slovo ,pravdépodobnost”, pak se tak
stane jen pro zestrucnéni a dodatek je treba mit vZdy na paméti.

Konkrétni formulace podminky nepravidelnosti se v riznych Misesovych pra-
cich lisi, zdkladni smysl vsak ziistava stejny: Podle Misese by se teorie pravdé-
podobnosti méla tykat jen ndhodnych jevi a cilem podminky nepravidelnosti
méla byt specifikace toho, co pojem ndhodny znamend. V citované knize [Mi2]
nalezneme vystizny ilustrac¢ni priklad: predstavme si, Ze podél silnice jsou ve
stometrovych rozestupech umistény kamenné patniky, z nichz kazdy desaty,
vyznacujici kilometr, je vétsi. O takovéto posloupnosti bychom urcité nerekli,
Ze je nahodnd; vydame-li se po silnici, pak mizeme snadno predpovédét, zda
pristi patnik bude velky nebo maly. Kdybychom pritom patniky pocitali, pak by
se relativni ¢etnost velkych patnikl s rostouci vzdélenosti pfiblizovala k 1/10.
Jestlize bychom vSak pfi pocitani brali v tivahu napiiklad kazdy druhy patnik,
pak bychom ziskali relativni ¢etnost 1/5 nebo 0 podle toho, zda by v nasi vy-
brané posloupnosti byly velké patniky zahrnuty nebo nikoli. Podobné bychom
mohli dojit k relativni éetnosti 1/2 apod. Naproti tomu pfi opakovaném hodu
dvojici nevychylenych kostek bude limitni relativni ¢etnost vyskytu 12 ok rovna
1/36 a tato hodnota se nezméni, omezime-li se na nekoneénou podposloupnost,
ktera miize byt vybrana libovolné, ale bez zohlednéni vysledki jednotlivych
hodd.

Nyni se vratme k Misesové piivodni axiomatické definici. Jejim zdkladem
byly nekonecné posloupnosti prvkt charakterizovanych riznymi znaky, které
Mises vyjadfoval jako body v k-dimenziondlnim priznakovém prostoru M.

8 Pojem kolektiv se formoval zejména v pracich Roberta Leslie Ellise (1817-1859),
Johna Venna (1834-1923), Gustava Theodora Fechnera (1801-1887), Georga Ferdinanda
Helma (1851-1923), Heinricha Brunse (1848-1919), Emanuela Czubera (1851-1925) a Alexia
Meinonga (1853-1920).

9 Pielozeno z [Mi2], str. 29.
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Naptiklad pro posloupnost hodu jednou kostkou by znakem byl pocet ok, ktery
padl v daném pokusu, pro posloupnost tvorenou tahy ¢iselné loterie by takovym
znakem byla uspofadana pétice konkrétnich vylosovanych cisel, pfi sledovani
pohybu molekuly plynu by byl znakem vektor rychlosti. Mises pak uvadi:'°

Definice (Mises). Nekoneéna posloupnost K = (e, ), kde kazdému prvku e, je
jako znak prifazena usporadana k-tice realnych Cisel, pficemz ne vSechny ¢leny
maji stejny znak (ani po odstranéni libovolného kone¢ného poctu ¢lent), se
nazyva kolektivem, jsou-li splnény nasledujici podminky:

PoZadavek 1: Existence limity. Pro kazdou podmnozZzinu A C M existuje
limita

. Ny
Jim =, o)

kde N4 udéava, kolikrat se mezi prvnimi N ¢leny vyskytuje ¢len se znakem
z mnoziny A.

PoZadavek 2: Nepravidelnost pritazeni. Uvazujme dvé libovolné disjunktni
podmnoziny A, B C M priznakového prostoru a predpokladejme, Ze existuji
limity W4, Wg dané vztahem (M1), které nejsou obé nulové. V posloupnosti
K vynechme vsSechny ¢leny, jejichz znak nepatii ani do A, ani do B, zbyvajici
¢leny oc¢islujme 1, 2, 3, ... a z této posloupnosti pak vyberme podposloupnost
K’ takovym zptsobem, ze volba indexu nezévisi na znaku piislusného prvku.
Potom existuji také limity W/, Wi dané vztahem (1) a plati:

Wi :Wp=Wa:Wg. (M1)
Limita (M1) se pak nazyva pravdépodobnost vyskytu znaku ndleZejictho do
[mnoziny] A v kolektivu K.

Jak Mises dale ukézal, z prvni podminky mimo jiné plyne, Ze takto
definovana pravdépodobnost je realné éislo z intervalu [0, 1] a Ze pro libovolné
disjunktni podmnoziny A, B piiznakového prostoru plati:

Waus =Wa +Wp.

K tomu jen dodejme, Ze posledni zminéné tvrzeni lze zobecnit na sjednoceni
kone¢ného poctu disjunktnich mnozin, spocetna aditivita pozadovana Kolmo-
gorovem vSak obecné neplati.

V pozdéjsich pracich (viz [Mi3] a [Mi4]) Mises vyskyt urcitého sledovaného
znaku vyjadril pomoci posloupnosti nul a jednicek, kde jednicka znaci, ze dany
¢len ma sledovany znak, a nula znamena, Ze nikoli. Hodnota N4 je pak prostym
souctem prvnich N ¢lend uvedené posloupnosti nul a jednicek.

Ohlasy Misesovy teorie

Misesova teorie popsand v citovanych pracich [Mil], [Mi2] a podrobné&ji
pak v monografii [Mi3] z roku 1931 byla mnohymi matematiky vice ¢ méné

10 Volng prelozeno z [Mil], s. 55-56.
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kriticky prejimana, upravovana a komentovana. Jeji modifikace navrhli mj. Karl
Doérge (1899-1977) v pojednéani [Dor], Erich Kamke (1890-1961) v knize [Ka],
Hans Reichenbach (1891-1953) v knize [Rei] a Erhard Tornier (1894-1982)
v ¢lanku [Tol. Byt byl i nadale uznavan jeji vyznam pro praktické aplikace, jako
zéklad teorie pravdépodobnosti se v pribéhu 30. let prosadila Kolmogorovova
obecnéjsi a abstraktni definice, ktera také umoziniovala i jiné nez cCetnostni
interpretace.!!

O reakcich ceskych matematiki se zminime podrobnéji v néasledujicich
dastech. Na tomto misté uvedme jen kratky citdt z recenze Misesovy knihy
[Mi3], kterou napsal Otomar Pankraz pro Casopis pro péstovani matematiky
a fyziky. Recenze priblizuje zakladni myslenky Misesovy teorie a reaguje
na nékteré namitky, které byly proti této teorii vznaseny. Za problematické
bylo povazovano jiz samotné pouziti limity nekoneéné posloupnosti pokusii:
vynechame-li v posloupnosti libovolny konecny pocet clent, jeji limita se
nezméni. Nas zivot je vSak konecény, pii opakovani jakéhokoli pokusu jsme proto
schopni zjistit pravé takovéto ,zbytecéné cleny“. Kromé toho casto hledame
pravdépodobnost urcitého neopakovatelného jevu ¢i domnénky, které Mises ze
své teorie vyloudil.

Na namitku tykajici se vyuziti analytického pojmu limity Pankraz reagoval
slovy, Ze neni oprdvnéna, nebotf z postupu, kterym Mises odvozuje zdkony
velkych cisel, velmi jasné vyplyvd, Ze s analytickou limitou uplné vystacime.
Viznéjsi jsou namitky, kter€ se opiraji o princip nemoznosti herniho systému
a o operaci ,spojeni“. Viychodisko z téchto nesndzi nalézdm v tom, zZe Misesovy
pozZadavky prohldsime za principy, které magji primy vztah ke zkuSenosti,
a nikoliv za cisté logické aziomy (trebas ze zkusenosti odvozené) ... O celkovém
vyznamu knihy postadi vici, Ze jest nezbytnd pro kaidého (pro teoretika i pro
praktika), kdo s poctem pravdépodobnosti pracuje.*?

Sdm Mises reagoval v praci [Mi4] na ndmitku, Ze ve skutecnosti jsou vSechny
pokusy koneéné, prirovnanim ke geometrii: ... kaZdd primka, s niZ se se-
tkame v realité, mad konecnou délku, ale geometrie je zaloZena na pojmu neko-
necné primky a pouZivd napriklad pojem rovnobezek, ktery nemd Zddny smysl,
omezime-li se na usecky konecné délky. Jind ndmitka vidi rozpor mezi existenci
limity cetnosti a tzv. Bernoulliho vétou, kterd Tikd, Ze posloupnost libovolné
délky, reknéme 1/4, se miZe objevit také v pripadech, kdy se pravdépodobnost
rovnd 1/2. Bylo vSak dokdzdno, ... Ze obé turzeni jsou navzdjem slucitelnd, a to
dokonce explicitni konstrukci nekonecné posloupnosti spliujici obé podminky.
Dokonce bych tekl, Ze skutecny vijznam Bernoulliho véty je nepristupny jakékoli
teorii, kterd nezacind cetnostni definici pravdépodobnosti.t3

Dodejme, ze pfes mnohou kritiku je obecné ¢etnostni pojeti pravdépodob-
nosti zédkladem dnes Siroce vyuzivanych statistickych metod, napriklad inter-
valli spolehlivosti odhadu stfedni hodnoty ndhodné veli¢iny aj.

11 Podrobnéji viz napiiklad Lambalgentiv ¢lanek [Lam].
12 Casopis pro péstovani matematiky a fyziky 61 (1932), s. 362-363.
13 Ptelozeno z [Mi4], s. 192-193.
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2. Karel Rychlik

7 didaktického hlediska jsou neobycejné zajimavé ,pravdépodobnostni®
aktivity Ceského matematika Karla Rychlika (1885-1968), ktery pusobil jako
fadny profesor matematiky na Ceské technice, resp. na CVUT v Praze, a k tomu
jako soukromy docent pravidelné vypisoval volitelné prednasky na razna témata
na Ceské univerzité, resp. na Karlové univerzité v Praze.'* Ve svjch odbornych
matematickych pracich se Rychlik vénoval piedevSim teorii ¢isel a tehdy
se formujici abstraktni algebfe. Protoze vsak na technice vyucoval zakladni
matematicky kurz a prednasel o po¢tu pravdépodobnosti pro studenty pojistné
matematiky, zivé se zajimal o aktudlni déni i v oblasti matematické analyzy
a teorie pravdépodobnosti.

Nepravidelné posloupnosti

Kréatce po vydani Misesovy knihy Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre
Anwendung in der Statistik und theoretischen Physik [Mi3] z roku 1931,
hned v letnim semestru Skolniho roku 1931/32, Rychlik vypsal na univerzité
prednasku Pocet pravdépodobnosti (Misesova teorie). V roce 1933 uvefejnil
recenzi'® Kamkeovy knihy Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie [Ka),
vydané o rok d¥ive, a publikoval dvojici ¢lanki [Ry1] a [Ry2] vénovanych studiu
funkci komplexni proménné definovanych pomoci mocninnych fad

f(Z) = Zauzya
v=0

kde A = (a,,)iozo je nepravidelna posloupnost ve smyslu Kamkeovy teorie,
tj. posloupnost splnujici nasledujici podminky: Kazdy jeji ¢len je roven jednomu

z kone¢ného poc¢tu navzajem ruznych redlnych ¢isel Aq, Ao, ..., Ay, existuji
limity
N,(A A
lim Na(4, 4) =p,, v=12...,h,
n— oo n
a limity
N, (A A
lim NolAkr, Av) =p,, v=12,...,h,
n—oo n

kde symbol N, (A, A,) znadi relativni Getnost hodnoty A, mezi prvnimi n ¢leny
posloupnosti A a Ay, znaél vybranou posloupnost (ar, Grik, Gryok, ... ), kde
k,r jsou prirozend Cisla, pro kterda k > 1, 0 < r < k — 1. Za predpokladu, ze se
navic v posloupnosti A vyskytuji asponi dvé z ¢isel Ay, ..., Ap v nekoneéném
poctu, Rychlik prostfedky matematické analyzy dokézal, ze pro analytickou
funkci definovanou mocninnou fadou

flz) = Z ayz”
v=0

14 Podrobné informace o zivoté a dile Karla Rychlika lze nalézt v knize [Hyl].
15 Casopis pro péstovani matematiky a fysiky 62 (1933), s. 65.
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je pfirozenou hranici jednotkova kruznice.'® Rychlik pfitom navéazal na pojed-
néni [B6] Paula Eugena Béhmera (1877-1958), ktery obdobné tvrzeni dokazal
pro nepravidelné posloupnosti sestavajici z nul a jednicek ve smyslu Misesovy
teorie.

V zévéru Rychlik jesté vySetioval chovani funkce f(x) na jednotkové kruznici
a dokdzal, ze pro k-ty kofen z jednotky e plati pri radidlnd limité [tj. pro limitu
vzhledem k mnoziné {re, r € (0,1)}]: 17

lim(e — 2)f(2) = 0.

zZ—E

Kolmogorovova axiomaticka teorie

V roce 1933, kdy vysla citovand Kolmogorovova kniha [Ko], Rychlik zrusil
univerzitni vybérovou prednasku z linearni algebry, puvodné vypsanou na
zimni semestr $kolniho roku 1933/34, a nahradil ji pfednaskou Uvod do
poctu pravdépodobnosti (se stanoviska axiomatického). Piednasku s podobnym
nazvem Pocet pravdépodobnosti s hlediska axiomatického na univerzité vypsal
také v zimnim semestru Skolniho roku 1936/37. V roce 1936, jesté pfed vydanim
zminéné Cramérovy ucebnice [Cr], byla do vydavatelského programu Jednoty
Ceskoslovenskych matematikii a fyzikii zafazena Rychlikova ucebnice Uvod
do poctu pravdépodobnosti [Ry3]'® zalozena na Kolmogorovové axiomatické
teorii. Tiskem tato kniha vysla v roce 1938 a zaradila se mezi prvni ucebnice
vykladajici teorii pravdépodobnosti podle Kolmogorova.

Rychlik v knize [Ry3] nejprve zavadi zdkladni pojmy pomoci teorie mnozin —
napfiklad elementarni jev, mnozina elementarnich jevii, ndhodny jev jako pod-
mnozina mnoziny elementarnich jevi apod. Po kratké diskusi klasické definice
pravdépodobnosti se pak obraci k axiomtim pro rozlozeni pravdépodobnosti
v mnozinovém télese, dale se vénuje zobrazeni a ekvivalenci pokust, podmi-
néné pravdépodobnosti a odvozeni Bayesovych vzorctli, nezavislosti rozkladt
a ndhodnych jevi, pojmim matematické nadéje, rozptylu a vytvorujici funkce.
Potom se zabyvé spojitym rozlozenim pravdépodobnosti na pfimce (neobje-
vuje se zde v8ak pfimo pojem spojité ndhodné velic¢iny), spocetnym rozloZenim
pravdépodobnosti a zakonem velkych cisel. Zbyvajici ¢ast prace je vénovana
posloupnostnim modeldim pro rozlozeni pravdépodobnosti a jejich aplikacim.
V dodatku Rychlik uvadi piehled zakladnich pojmi teorie mnozin a doplnuje
velmi podrobny seznam literatury.

Oproti Kolmogorovové védecké praci [Ko|, kde bylo zadouci podat teorii
v plné obecnosti, se Rychlik omezil v podstaté jen na koneéné mnoziny,
a tedy axiomy I-V, a az na konci vykladu zavedl ndhodnou veli¢inu na
spocetné mnoziné a ocitoval axiom VI. To vsak bylo dano odlisnym tcelem

16 Tj. funkce f(z) je uvnitf jednotkového kruhu analyticka, neni ji véak mozné analyticky
rozsirit.

17 [Ryl], s. 2.

18 Viz Casopis pro péstovani matematiky a fysiky 66 (1937), s. D57.
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prace — Rychlikova kniha [Ry3] byla napsana jako udebni text pro studenty
pojistovnictvi na technice, byt autor pravdépodobné myslel i na studenty
z univerzity, kde rovnéz prednasel. Na druhé strané se Rychlik snazil vSechny
pojmy peclivé objasnit a dikazy podrobné rozepsat a vysvétlit, aby byly pro
studenty dobfe pochopitelné.

Rychlikova kniha byla svou aktuélnosti v tehdejsi ceské literatute zcela oje-
dinéla a ojedinélou jesté pomérné dlouho ztstala. Kromé toho, ze zahy po jejim
uvefejnéni zpristupnila studentim Kolmogorovovu axiomatickou teorii pravdé-
podobnosti, spoc¢iva jeji pfinos i v tom, zZe vedle této abstraktni a skutecnosti
ponékud vzdalené teorie vénovala pomérné velkou pozornost také o néco starsi
a v té dobé jiz prevazné kritizované teorii Misesové a ukazala jeji pouzitelnost
v praktickych aplikacich, naptiklad v souvislosti s imrtnostnimi tabulkami. Ne-
povazoval ji vSak za zaklad teorie pravdépodobnosti, ale jen za jednu z moznych
interpretaci abstraktni axiomatické definice. Lze se domnivat, Ze zafazenim této
¢asti se Rychlik také snazil ukazat, ze pfijeti Kolmogorovovy axiomatiky ne-
brani tomu, aby byl i nadale pouzivan v praxi obvykly ¢etnostni pFistup.

Posloupnostni model Rychlik preformuloval rovnéz do feci teorie mnozin:
Stejné jako v axiomatické definici uvazoval pokus €&, jehoz mozné vysledky
jsou vyjadfeny mnozinou E elementarnich jevi, dale tzv. mnozinové téleso §,
tj. neprédzdnou mnozinu podmnozin mnoziny F uzavienou na prunik, sjedno-
ceni a rozdil libovolnych dvou mnoZin (viz pozn. 5), a mnozinovou funkci P
definovanou v § jako pravdépodobmnost. Potom postupoval takto: Opakujme
pokus € a zaznamenejme si vzdy jeho vysledek. P¥i neomezeném opakovani
dostavame posloupnost

Z: &,8, .. &, ..., kde&, € E.

Cetnosti (frekvenci) mnoziny A C E, tedy ndhodného jevu, v prvnich n ¢lenech
posloupnosti Z se rozumi hodnota R, (4; Z) udévajici, kolikrdt se mezi prvky
&,8&, ..., &, vyskytuje prvek z mnoziny A. Existuje-li limita

A Z
lim Ln( 1 Z)

n—oo n

= R(4A; 2),

nazyva se jeji hodnota limitni cetnosti mnoziny A v posloupnosti Z. Jestlize
pro kazdou mnozinu A € § existuje R(A4; Z) a je-li

R(A; Z) = P(A),
pak se Z nazyva posloupnostnim modelem pro dané€ rozloZeni pravdépodobnosti.

Hned v roce vydani ucebnice [Ry3] vysla pozitivni recenze, kterou napsal
Rychlikiv asistent na technice Otomar Pankraz, jenz zde ocenil jak Rychlikovo
zpracovani problematiky, tak i Kolmogorovovo pojeti. Vyzdvihl zde naptiklad
samotnou definici ndhodného jevu jako mnoziny elementarnich jevd, popsal
Rychlikovy axiomy a jeho posloupnostni model rozlozeni pravdépodobnosti
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a kromé jiného poznamenal:'? Prikaznost novijch metod jest nespornd a zdleZ(
nyni na didaktickych vykladech, které by nejjednoduseji umoznily presunouti
mysleni ze starsich forem k novym smeérum. To jest jiZ jen otdzkou Skol
a jest sympatické, Ze Ceské vysoké uceni technické v Praze tyto nové metody
podporuje. Spis prof. Rychlika, ackoli jest skromné oznacen jako Uvod, poddvd
na Cetngch mistech puvodni autorovy tvahy a naznacuje, v jakém sméru jest
mozno studium p. p. prohloubiti. To se déje pribranim dalstho axiomu, ktery
vede k zavedeni Lebesgueovy miry do p. p.

3. Otomar Pankraz

Jak jiz bylo zminéno v ivodni ¢asti, z hlediska zakladt teorie pravdépodob-
nosti jsou obzvlast zajimavé prace Otomara Pankraze (1903-1976). Zatimco
Karel Rychlik se pravdépodobnosti vénoval zejména kvuli své pedagogické ¢in-
nosti, pro Pankraze to byl jeden z hlavnich pfedméti védeckého zajmu; s prav-
dépodobnosti a statistikou souvisela vétsina jeho odbornych publikaci i pracov-
nich aktivit pfed druhou svétovou valkou. Otomar Pankraz pisobil kratce jako
pojistny matematik ve VSeobecném penzijnim tstavu, v roce 1931 byl jmenovan
asistentem II. Gstavu matematiky na Vysoké skole strojniho a elektrotechnic-
kého inzenyrstvi Ceského vysokého uceni technického v Praze pravé u Karla
Rychlika, o ¢tyfi roky pozdéji se habilitoval na Prirodovédecké fakulté Univer-
zity Karlovy pro obor pojistnd matematika a matematické statistika a az do
uzavieni vysokych Skol na zacatku 2. svétové valky zde jako soukromy docent
konal prednasky na rizna témata, zejména z oblasti statistiky a pravdépodob-
nosti. V roce 1938 byl Pankraz povéren, aby konal dvousemestralni prednasky
o poctu pravdépodobnosti v ramci cyklu prednasek o pojistné matematice a ma-
tematické statistice. Ve stejném roce se habilitoval pro obor matematika na
CVUT a i zde zacal ptisobit jako soukromy docent. V poloviné tiicatych let
Pankraz podnikl nékolik zahrani¢nich studijnich cest; pobyval mj. na Insti-
tut fir Konjukturforschung v Berliné, na univerzité v Kodani, na univerzité
ve Stockholmu (u profesora Haralda Craméra) a v tamni Sweriges Riksbank,
a konec¢né na London University College a London School of Economics and
Political Science. Pankrazovu akademickou kariéru predc¢asné ukoncilo uzavieni
ceskych vysokych skol na zacatku druhé svétové valky a povaleéné udalosti —
podrobnéji viz [Hy?2].

Teorie kolektivu

V habilita¢ni praci Zur Grundgleichung fir den zeitlichen Zerfall der
statistischen Kollektivs [Pal] vydané v roce 1933, Pankraz studoval Gasovy
viyvoj statistickych kolektivii a podal Feseni nésledujiciho problému:2° Necht je
déna koneénd mnozina (kolektiv) jedinct, z nichz kazdému je pfifazeno n znaku.
V urcitém okamziku muze kazdy jedinec ztratit ¢i znovu ziskat jen jeden znak.
Ztrata znaku ma za néasledek vystoupeni jedince z kolektivu, jeho opétovné

19 Casopis pro péstovani matematiky a fysiky 67 (1938), s. D301-D303.
20 Pankraz navazal na vysledky, které ve dvacatych a na pocatku t¥icatych let publikovali
René Risser, Emil Schoenbaum a Renato Taucer v pracich [Ri], [Sch] a [Ta].
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ziskani navrat zpét. Pankraz zkoumal zavislost poctu ¢lent kolektivu [ na case t,
kde 0 < ¢t < 1, a to jednak pro tzv. uzavieny kolektiv, do néhoz v ¢ase t > 0
nemuze vstoupit zadny novy jedinec, jednak pro kolektiv otevieny, do néhoz
mohou novi jedinci vstupovat kdykoli. V obou pifipadech pfedpokladal, ze je
zndm pocet ¢lend v ¢ase t = 0 a ze o tom, zda dany jedinec v daném okamziku
z kolektivu vystoupi ¢i do néj vstoupi, lze rozhodnout jen s urcitou znamou
pravdépodobnosti. Pro kazdého jedince pak jesté uvazoval celkovy cas 7, ktery
tento jedinec v ¢asovém intervalu [0, ¢] stravi mimo kolektiv, a hledal vztah pro
pocet l(t, ) jedincd, kteri se v okamZiku t nachdzeji v daném kolektivu a predtim
mimo néj stravili ¢as 7. Jestlize pocet [ nezéavisi na 7, tj. [ = I(t), pak se jedna
o tzv. jednodimenziondlni problém, jinak se problém nazyva dvoudimenziondlni.
V prvnim piipadé Pankraz odvodil zékladni integrodiferencidlni rovnici pro
popis rozpadu kolektivu; k jejimu feSeni pak vyuzil Stieltjesiv integral, coz mu
umoznilo uvazovat obecnéjsi predpoklady, nez tomu bylo u dfivéjsich feseni.
V pripadé dvoudimenzionalniho problému Pankraz jako prvni podal tplné
feSeni parcialni integrodiferencialni rovnice, k niz tento problém vede. Vybrané
Césti habilitaéni préce byly ve stejném roce vydany také v italsting — viz [Pa2],
[Pa3] a [Pad]. Dalsi vysledky obsahuje ¢lanek [Pa5], v némz Pankraz studoval
situace, kdy je moznost opétovného navratu do kolektivu vylouc¢ena, a podrobné
zkoumal piipady, kdy ke zméndm ve sloZeni kolektivu dochdzi bud spojité,
anebo v koneé¢ném poctu predem danych okamzikt. Témuz druhu rozpadu
jsou vénovany také ¢lanky [Pa6] a [Pa7] publikované v némciné a italsting.
S uvedenym tématem souvisi i fada praci z oblasti matematické analyzy, v nichz
se Pankraz zabyval integralnimi a integrodiferencialnimi rovnicemi — jejich
prehled je uveden v [Hy2].

Celkem lze Tici, Ze jako pojistny matematik se zdjmem o praktické aplikace
Pankraz uznaval ¢etnostni pojeti pravdépodobnosti. Na rozdil od Misese, jehoz
knize [Mi3] vénoval recenzi v Casopise pro péstovani matematiky a fysiky,?!
ji vS8ak povazoval skutecné jen za jednu z interpretaci, nikoli za vlastni zaklad
teorie pravdépodobnosti. V ¢lanku [Pa8] napiiklad poznamenal:

Jakkoli vsak frekvencni pr. ndm zjedndvd bezprostiedni vztah k empirickému
svetu, zdaleka nevycerpdvd cely obor statistiky a nevystacime s ni prdvée
v rozhodujicich pripadech exaktni prirodovedy. Kromé toho nelze ji pouZit
casto ani na pripady pozorované v béziném Zivoté, kde md ndm zachytiti
a objektivisovati aspon ¢dst onoho subjektivniho pocitu jistoty resp. nejistoty,
se kterym vyslovujeme vyroky o zkoumanych jevech. ([Pa8], str. 44)

Axiomaticka definice pravdépodobnosti

O axiomatické definici pravdépodobnosti Pankraz napsal: Nebudeme pi ni
pouZivati Zddné predem dan€ obsahové interpretace pr.-sti, tedy nebudeme se
tazati, ,co jest pr.“, nybrz vyjdeme z otazky, ,jaké vlastnosti (znaky) md miti
pr.“. Vybéreme jeji nejdilezitéjsi znaky a prohldsime, Ze kazZdy pojem, ktery
md tyto vybran€ znaky, jest pr.-sti. Pri vybéru vlastnosti budeme prihliZeti jen

21 Casopis pro péstovani matematiky a fysiky 61 (1932), s. 362-363.
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k vlastnostem formdlnim, ¢imz si zarucime co nejsirsi rozsah pojmu pr. ...
V disledku toho, Ze axiomy vyjadiuji jen a jen formdlni vlastnosti pojma, vznikd
otazka interpretace toho, co md vlastnosti v axiomech vyslovené. Tu snadno
zjistime, Ze danému axiomatickému systému vyhovuji vSechny interpretace,
které jsou navzdjem isomorfni. ([Pa8], str. 44-45)

V druhé casti jsme vidéli, ze v roce 1938, kdy vysla Rychlikova ucebnice
[Ry3], Pankraz napsal recenzi, v niZz ocenil jak tuto knihu, tak i Kolmogoro-
vovu axiomatiku jako takovou. V nasledujicim roce vsak byl ke Kolmogoro-
vovym axiomtm kriti¢téjsi — hlavni namitky jsou citovany v prvni ¢asti této
kapitoly. Pankraz se domnival, Ze z hlediska vnitini logiky je spravné, aby
byla pravdépodobnost hned v prvotnich axiomech definovina jako podminénd,
tedy jako funkce dvou argumenti. To pak také usnadni nejriznéjsi interpretace
a aplikace. Napriklad v tzv. logické interpretaci je pravdépodobnost povazo-
vana za miru racionalniho presvédceni o platnosti urc¢ité hypotézy nebo pred-
povédi pti dané evidenci, kdy pfi stejnych znalostech by vSechny myslici bytosti
vzdy dospély ke shodné hodnoté pravdépodobnosti. V interpretaci subjektivni
je pravdépodobnost rovnéz povazovana za miru presvédcéeni; vychazi se vSak
z nazoru, ze jeji vyhodnocovani je vice ¢i méné subjektivni, takze pii shodné
evidenci mohou ruzné bytosti dospét k riiznym hodnotam pravdépodobnosti.
V obou piipadech se ovsem jedna o pravdépodobnost podminénou, zéavisejici
na dostupné evidenci, popf. navic i na subjektivnim hodnoceni. Ostatné i prav-
dépodobnost 1/6, ze pii hodu kostkou padne Sestka, je podminéna dokonalou
symetrii kostky. V neposledni fadé uvazujme geometrickou pravdépodobnost,
kde jsou studovany vyhradné podminéné pravdépodobnosti: kdybychom se na-
priklad zeptali, jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné zvoleny bod v prostoru
lezi uvnitt zadané koule, pak by pro kazdou kouli s koneénym polomérem byl
vysledek nulovy, protoze jako mira mnoziny bodt v prostoru se uvazuje ob-
jem této mnoziny, a ten by byl pro cely prostor nekonecny. V ulohach tohoto
typu je proto vzdy tfeba mnozinu ,,vSech moznych pripadi® néjakym zpisobem
omezit, a tim pravdépodobnost podminit.

Podivejme se nyni podrobnéji na obsah Pankrazovych praci vénovanych axio-
matické definici pravdépodobnosti. Clanek O aziomech poctu pravdépodobnosti
[Pa8] zac¢ind obecnym vykladem o védeckych teoriich a logické syntaxi, o riiz-
nych pfistupech k teorii pravdépodobnosti a vyznamu jeji axiomatické definice.
Dale pfipomina zékladni pojmy teorie mnozin a jako motivaci pojeti pravdé-
podobnosti coby dvouargumentové funkce popisuje logickou interpretaci prav-
dépodobnosti. Potom uvadi nasledujici definici:?2

Definice (Pankraz 1). Necht R jest soustava édstecngch mnoZin mnoZiny E.
Budeme pro soustavu R poZadovati:

I. R jest mnoZinové téleso s E jako nejvetsi mnozinou.
II. Ke kazdym dvéma mnoZindm A a B z R jest pritazeno jedno redlné ¢islo

P(A,B) > 0.

22 Viz [Pa8)], s. 56-57.
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Il P(A,A)=1.

IV. Aziom souctovy:® Jsou-li mnoziny B a C disjunktni, plati
P(A,B+C)=P(A,B)+ P(A,QC).
V. Aziom ndsobeni pravdépodobnosti:?*
P(A,BC)=P(A,B)- P(AB,C)
za predpokladu P(A, B) > 0.

Pankraz poznamenava, 7e uvedeny systém axiomil je bezesporny.?® Pro
P(A, B) pouziva také Kolmogorovovo oznaceni?® P4(B); misto vyrazu podmi-
nénd pravdepodobnost v§ak dava prednost pojmenovani pravdépodobnost jevu
B se zretelem k jevu A, které nebudi zdani kauzalni souvislosti. Dale podotyka:

Toto pojmenovani uplné souhlasi s ostatnimi teoriemi p. pr., jako ma pr.
s Misesovou teorii a s logickymi teoriemi p. pr., podle nichZ pr. jest vyjddrenim
vztahu mezi dvéma vyroky, to zn. turdi se tim, Ze jeden vyrok jest v urcitém
stupni pravdépodobny ve srovndni s udaji obsaZenymi v jiném vyroku. Z toho
plyne, Ze mluviti o pr. jevu B bez udani jevu A postrada smyslu. Jestlize tak
presto nékdy cinime, jde o pouhou brachylogii, pri které dodatek ,vzhledem
k jevu A“ mlicky predpokliddme jako samoziejmyi. ([Pa8], s. 57)

Pankraz rovnéz ukazuje, ze souctovy axiom IV plati pro libovolny koneény
pocet scitanci. Potom definici upravuje tak, aby platila i aditivita spocetna:
Od mnoziny K pozaduje, aby byla uzaviena také vzhledem ke spocetnym
sjednocenim, tj. aby byla o-algebrou, a sou¢tovy axiom nahrazuje tzv. axiomem
absolutni scitatelnosti:?”

IV’. Jsou-li A, By, By, B3,... v konetném nebo nekoneném spocetném
po¢tu mnoziny z télesa K, pfi ¢emz B, By, Bs,... jsou navzajem
vesmés disjunktni, potom plati:

P(A,By+By+B3+---)=P(A,By) + P(A,By) + P(A,B3) + - -

Jako definitivni pak Pankraz podava nasledujici definici.

23 Pankraz znaéil podobné jako napiiklad Kolmogorov prinik a sjednoceni mnozin
jako soucin a soucet. Pouzijeme-li k tomu pozdéjsi oznaceni podminéné pravdépodobnosti,
mizeme axiom IV piepsat ve tvaru: P(B + C|A) = P(B|A) + P(C|A).

24 Tj. P(BC|A) = P(B|A) - P(C|AB) za predpokladu, Zze P(B|A) > 0.

25 Teprve v ¢lanku [Pal0] viak z axiomu IIT vyloudil p¥ipad A = 0, ktery vede ke sporu.

26 Dnes bychom psali P(B|A).

27 Pankraz rovnéz poznamenava, ze axiom IV’ lze v duchu Kolmogorovovy definice
nahradit axiomem IV spolu s tzv. aziomem spojitosti (viz Kolmogoroviv axiom VI): Pro
kazdou klesajici posloupnost R D R2 D -+ D Ry, D -+ mnozin z K, kde II, R, = 0, je
lim P(A, Rp) = 0. Z axiomu IV totiz plyne: P(A,Y 02, B,) = 23;11 P(A,By) + P(A,Ry),
kde R, = >_,2, B.,. Posloupnost mnozin R, ziejmé spliiuje vyse uvedené podminky. Plati-li

tedy axiom spojitosti, pak je také lim P(A, Ry,) = 0 a plati i axiom IV’.
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Definice (Pankraz 2). BudiZ R Borelovo mnoZinové téleso s E jakoZto nejuétsi
mnozinou. Pak necht v R jest definovdna jednoznacnd funkce P(A, B) dvou
argumentu A, B vyhovujici podminkdm:

1. P(A,B) >0 pro kaZdé A a B z &.

2. P(AJA) =1.

3. Plati axiom absolutni scitatelnosti pravdépodobnosti.

4. Plati axiom ndsobeni pravdépodobnosti. ([Pa8], str. 58)

Pankraz se podrobné vénoval také logické interpretaci pravdépodobnosti.
Pripomnél, Ze kazdé vyrokové formé Vx o jedné proménné jednoznacné odpo-
vidd mnozina My, ktera je jejim oborem pravdivosti, a naopak, kazdé mnoziné
My jednoznalné (az na ekvivalenci) odpovida vyrokova forma Vx (napf. ,z je
prvkem mnoZiny Mx“). Konjunkci, resp. disjunkci, dvou vyrokovych forem po-
tom odpovida prunik, resp. sjednoceni, jejich obort pravdivosti. Axiomaticka
definice pravdépodobnosti je pfitom zalozena na mySlence, Ze kazdy ndhodny
jev X lze popsat jako podmnozinu M x ur¢ité mnoziny Mg elementarnich jevi,
pricemz soucasnému vyskytu dvou jevi opét odpovida prunik prislusnych mno-
zin, a situaci, kdy nastane aspon jeden ze dvou jevil, odpovida sjednoceni pti-
slusnych mnozin. Kone¢né libovolny nahodny jev X lze popsat vyrokovou for-
mou Vx s oborem pravdivosti Mx (,,vyskytne-li se z, nastane jev X*). Jak
Pankraz zduraznuje, z formalniho hlediska nezélezi na tom, zda pracujeme s je-
vem X, vyrokovou formou Vx nebo mnozinou My, a vSechny proto mutzeme
znacit tymz symbolem X. Nahradime-li pak v definici pravdépodobnosti libo-
volnou mnozinu X € R odpovidajici vyrokovou formou X (§): £ md vlastnost X,
to jest & patri do mnoZiny X, ziskdme logickou interpretaci pravdépodobnosti,
v niz je pravdépodobnost chapéana jako urcitd ,mira vyplyvani“ jedné vyrokové
formy z jiné.

V souvislosti s definici Pankraz zduraziuje, Ze pozadavek uzavienosti na
prunik, sjednoceni a rozdil daného systému mnozin plyne z isomorfismu mezi
timto systémem a mnozinou vyrokovych forem tykajicich se daného myslen-
kového oboru, protoze klasicky predikatovy kalkul vychéazi z predpokladu, ze
vysledkem negace, konjunkce a disjunkce libovolnych vyrokovych forem je opét
vyrokova forma tykajici se daného oboru.

Bude-li v8ak uvazovanym myslenkovym oborem kvantova fyzika, pak je po-
zadavek bezvyhradné spojovatelnosti vyrokovych forem omezen Heisenbergo-
vym principem neurcitosti. Pro kvantovou teorii proto Pankraz podava obec-
néjsi definici, v niz se i nadéle pozaduje, aby systém mnozin £ obsahoval nejvétsi
mnozinu, upousti se vsak od pozadavku uzavienosti na pruniku:

Definice (Pankraz 2K).
1. Defini¢nim oborem jest kaZdd mnoZina isomorfni k mnoZiné projektiv-
nich operdtorii.
2. Aziomy 1., ..., 4. [z definice 2] zistdvagi v platnosti.
3. Treba pribrat dalsi axiom t. zv. existencni: Je-li podle axiomi vypoctena
hodnota P(X,Y), pak md vjznam, t. j. existuje, jen tehdy, kdyz X a Y
magi vjznam. ([Pag], s. 67)
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Axiomatické definici pravdépodobnosti Pankraz vénoval také ¢lanek O poj-
mu pravdépodobnosti [Pa9], ktery vysel roku 1940 v Casopise pro péstovani ma-
tematiky a fysiky a byl uréen mj. posluchac¢im prednések o poctu pravdépodob-
nosti, které Pankraz konal na Univerzité Karlové pred uzavienim vysokych skol.

Pravdépodobnost je zde opét definovana jako funkce dvou argumenti, jimiz
jsou mnoziny z urcitého mnozZinového téelesa K. Pro tzv. obycejné rozdéleni
pravdépodobnosti P v R jsou uvedeny axiomy I az IV z definice 1, posledni
axiom je vynechan. Pro tzv. kvantové rozdeéleni pravdépodobnosti pak Pankraz
opét upousti od pozadavku uzavienosti dané mnoziny a k axiomtm II az IV
pridava existencéni axiom uvedeny v definici 2K.

Pankraz podotyka, ze predstaveny systém axiomu neni Uplny, a proto mu
vyhovuje vice riznych pojm, specidlné absolutni (nepodminénd) pravdépodob-
nost jevu A jako ¢islo P(A) = P(FE, A), kde A je prvek mnozinového télesa 8
s nejvétsim prvkem F, a déale pravdépodobnost podminénd, definovand vztahem

Patm) = Pla,) = ol = SREE.

Ve stejném roéniku Casopisu pro péstovani matematiky a fysiky vysel
jesté dodatek Pozndmka k mému clanku ,,O pojmu pravdépodobnosti® [Pal0],
v némz Pankraz odstranil nedopatfeni, o nichZ poznamenal, Ze do jeho
axiomd wvnikla vlivem Reichenbachovych problematickych vykladi v jeho knize
Wahrscheinlichkeitslehre [Rei]. Hlavnim problémem je skute¢nost, ze axiom III
nevylucéuje A = (), coZ spolu s axiomem IV vede ke sporu. Podle axiomu IV
totiz plati:

P(A,0) = P(A,0) + P(A,0);

pro P(0,0) = 1 by pak vychazelo 1 = 1 + 1. Pankraz proto omezuje definiéni
obor pravdépodobnosti P(A, B) na mnozinu & \ M, kde

B=Rx8/  M={0 B),BcA.

Druhym problémem je skutecnost, ze z vlastnosti nezadpornych aditivnich
funkei pro 0 # A C B plyne: P(A,B) > P(A,A) = 1. Nerovnost je sice
neostra, Pankraz vsak axiom III upravuje tak, aby v uvedeném piipadé platilo
definitoricky P(A, B) = 1. Systém axiomt tak ziskdva nasledujici tvar.?

Definice (Pankraz 3). (&, P) se nazyva obycejné rozloZent pravdépodobnosti P
v R, jsou-li splnény tyto podminky:
I. R jest téleso mnozin A, B, C,... s nejvétsi mnozinou E.
II. Ke kaZdé dvojici (A, B) elementi A € R, B € R s vyjimkou dvojic
(0, B), jest jednoznacné pritazeno rediné céislo P(A, B) > 0.
III. Pro kaZdou dvojici (A, B) nenulovych elementi A € R B € R
s podminkou B O A plati P(A, B) = 1.

28 Ponechavame zde stejné oznaceni jako v ¢lanku [Pa8]; Pankraz psal Q, X,Y, Z misto
R A B,C.
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IV. Pro libovolny nenulovy element A € R a pro libovolné dva alternativni
elementy B € 8, C' € R plati P(A,B+ C) = P(A,B) + P(A,C).

([Pal0], s. D162)

V souvislosti s cetnostni interpretaci Pankraz poznamenavé, ze pokud
bychom chtéli funkci P(A, B) na 8\IM specialisovati tak, aby byla vidy schopna
statistické (t. j. frekvencni) interpretace, museli bychom jako V. axiom ptidat
podminku, Ze pro kazdou dvojici (A4, B) € & \ M plati

P(AB) P(E,AB)

Pankraz poznamenava, ze otazka platnosti tohoto axiomu pro kvantovou fyziku
zatim zustava nerozhodnuta, a proto sviij axiomaticky systém ponechal v tomto
sméru otevieny.

Dale Pankraz zminuje, Zze bez pfidaného axiomu jest mozZno wvybudovat
pocet pravdépodobnosti analogicky obvyklému poctu tim, Ze bychom podminéné
pravdépodobnosti (a tim t. zv. vétu o ndsobent pravdépodobnosti) zrelativisovali
vzhledem k elementu A definici

P(A,BC)
P(A,B) ’
Vyznam tohoto poctu pravdépodobnosti dal by se charakterisovati takto: Do-
savadni pocet pravdépodobnosti urcuje ¢isla P(A, B) vzhledem k nejvétsi mno-
zin€é E jakozto k universdlnimu oboru diskuse. Zrelativisovany pocet pravdeé-
podobnosti uréoval by P(A, B) vzhledem k diskusnim oborim A, které jsou
podobory universdlniho oboru E, ¢imZ by se pravdépodobnostni vyroky objevily
v novém a hlubsim svétle.?”

Pg(A,C) = P(A, B) > 0.

Jak bylo zminéno vyse, Pankraz se v citovanych ¢lancich podrobné vénoval
mj. logické interpretaci pravdépodobnosti. V této souvislosti upozornil na to,
Ze popsana korespondence mezi mnozinami, vyrokovymi formami a ndhodnymi
jevy ukazuje, Ze na rozdil od teorie pravdépodobnosti postihuje klasicka vyro-
kova logika jen velmi méalo vzajemnych vztahti mezi pfisluSnymi mnozinami.
Pro libovolné dvé vyrokové formy lze pomoci ,klasické“ implikace vyjadrit tyto
pripady:

My My My My
My My
Mq Mo Mg, Mg
MxNMy =0 Mx C My
VX = ﬁVy VX = Vy

29 Viz [Pal0], s. D164. Ve vztahu Pp(C) = P(BC)/P(B) tedy Pankraz vsechny
pravdépodobnosti podminuje jevem A. PovSimnéme si, Ze prepiSeme-li posledni vzorec ve
tvaru P(BC|A) = P(B|A)P(C|AB), obdrzime axiom V z Pankrazovy prvni definice.
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Budeme-li vsak pracovat s ndhodnymi jevy a vztah mezi nimi vyjadfime
pomoci podminéné pravdépodobnosti, budou si odpovidat:

My My My My
My
M, Mo Mq Mq
Mx N My =0 0#MxNMy C Mx Mx "My = Mx
P(Y|X)=0 0< P(Y|X)<1 PY|X)=1
Vx = Wy Vx = Vy

Nyni se zda prirozené vyplnit tuto ,mezeru“ ve svété vyrokovych forem
pomoci teorie pravdépodobnosti a ,mezistupné“ mezi implikacemi Vx = —Vy
a Vx = Vy vyjadrit slovy: ,,Vy plyne z Vx s pravdépodobnosti p,“ popft.

symbolicky: Vx =, Vy, kde pravdépodobnost p je definovana jako zlomek

p(Mx N My)
p(Mx)

v némz p zna¢i vhodnou miru dané mnoziny. Intuitivné, ¢im vétsi je mira
priniku Mx N My vzhledem k celé mnoziné My, tim vétsi je pravdépodobnost,
ze ndhodné zvoleny prvek x € Mx bude lezet také v mnoziné My , neboli kromé
vyroku Vx(x) bude pravdivy i vyrok Vy ().

p=PY|X)=

Dodejme, ze myslenku rozsitit klasickou vyrokovou logiku pomoci pravdépo-
dobnosti na logiku induktivni, zaloZenou na pojmu ¢asteéného vyplyvani, pred-
stavil jiz Bernard Bolzano (1781-1848) ve spise Védoslovi [Bol] z roku 1837.
Mezi dalsi zastance tohoto sméru patfili ve 20. stoleti kromé jinych Ludwig
Wittgenstein (1889-1951) a Rudolf Carnap (1891-1970).

Jiné své dulezité prace Pankraz publikoval i némecky, anglicky ¢i fran-
couzsky. Lze se proto domnivat, ze kdyby nebylo druhé svétové valky a povéa-
leénych udélosti, predstavil by v cizim jazyce i popsanou axiomatickou definici
pravdépodobnosti. BohuZel k tomu nedoglo. Cesky psané prace [Pa8]-[Pal0]
zustaly dlouho témétr zapomenuty a v zahranici zcela nepovsimnuty. Nezavisle
na Pankrazovi pak v padesatych letech 20. stoleti podobnou axiomatiku,
vychdazejici z dvouargumentové funkce, pfedstavil Alfréd Rényi (1929-1970).
V jeho préci [Rnl] nalezneme (pouze v jiném znadeni) Pankrazovu definici 2,
v niZ je defini¢éni obor pravdépodobnosti omezen ve smyslu dodatku [Pal0] na
mnozinu & \ M. Podobnou definici nalezneme i v pracich [Rn2]-[Rn5].

Nezéavisle na Rényiovi i Pankrazovi predstavil axiomatickou definici pravdé-
podobnosti jako dvouargumentové funkce také Karl Popper (1902-1994) v po-
jednénich [Pol] a [Po2]. K zastanciim axiomatiky zaloZené na podminéné prav-
dépodobnosti jako primitivnim pojmu patii také naptiklad Alan Hajek, Hugues
Leblanc, Peter Roeper a Wolfgang Spohn, jejichz préce [Hal, [RL] a [Sp] vysly
na konci 20. a na poc¢atku 21. stoleti.
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4. Bohuslav Hostinsky

Zakladni prehled praci tykajicich se pravdépodobnosti a spadajicich do
sledovaného obdobi, 1ze nalézt v knize [Ma] Karla Madaka; z hlediska rtiznych
filosofickych pojeti pravdépodobnosti je téma zpracovdno v autorCité knize
[Hy2]. V této kapitole jsme se proto zaméfili na vlastni zdklady teorie
pravdépodobnosti. Pfitom je tfeba upozornit jesté na jednu osobnost, totiz
na Bohuslava Hostinského, ktery byl v obdobi pfed druhou svétovou valkou
nejvyznamnéjsSim ceskym matematikem zabyvajicim se teorii pravdépodobnosti
a ktery v tomto oboru sehral vyznamnou roli i ve svétovém métitku.

Bohuslav Hostinsky (1884-1951) kratce vyucoval na stfednich skoldch v No-
vém Bydzové, Roudnici a Praze, v roce 1912 se habilitoval pro vyssi matematiku
na Filosofické fakulté Ceské univerzity v Praze a zacal zde prednaset jako sou-
kromy docent. Od roku 1920 az do konce Zivota potom pusobil jako profesor
teoretické fyziky na Prirodovédecké fakulté Masarykovy univerzity v Brné, kde
zavedl a 31 let Fidil Ustav teoretické fyziky.

Svétového vyznamu jsou zejména jeho prace tykajici se markovskych pro-
cestt z obdobi 1928-1935, jejichz rozbor lze spolu s pfehledem dalsich praci
nalézt v citované knize [Ma]. Z pohledu této kapitoly jsou zajimavé zejména
Hostinského publikace zabyvajici se geometrickou pravdépodobnosti. Jak bylo
zminéno jiz v ivodni ¢asti, rozvoj této teorie vyznamné prispél tomu, ze teorie
pravdépodobnosti byla nakonec zalozena na teorii mnozin a teorii miry. V geo-
metrické pravdépodobnosti je zfejmé vyuziti pojmu a vysledkt z téchto obori
zcela nezbytné — jiz pri samotné formulaci problémt je treba hovofit o mnozi-
néch ur¢itych geometrickych objekti (bodt v roviné & prostoru, pfimek apod.);
tyto mnoziny jsou navic obvykle nekonec¢né, takze nelze hovorit o poctu jejich
prvku, ale je nutné vyuzit néjakou vhodnou miru.

Konkrétni vysledky Bohuslava Hostinského v oblasti geometrické pravdépo-
dobnosti a jejich pozice v historickém vyvoji této discipliny jsou popsany v knize
[Hy2]. Zde jen poznamenejme, Ze i v této oblast se Hostinskému dostalo mezi-
narodniho uznani. Dodnes je napiiklad jeho jméno spojovano s tzv. Crofton-
Hostinského formuli, jejiz prostorovou verzi Hostinsky dokézal v knize Sur les
probabilités géométriques [Ho3] z roku 1925. Tato prostorova verze udava vztah
pro stfedni hodnotu ¢tvrtych mocnin délky tétivy C' dané uzaviené konvexni
plochy S o obsahu S a objemu vnitini oblasti V:

12 V2
4:—._
¢ T S

O rok pozdéji Hostinsky vydal knizku Geometrické pravdépodobnosti [Hod],
prvni a na dlouhou dobu jedinou ¢eskou knihu vénovanou této teorii. Postupoval
zde od mnozin bodt pfes mnoziny pfimek v roviné az po mnoziny piimek
a rovin v prostoru a studoval jejich interakce s raznymi kiivkami a plochami.
Miry pfislusnych mnozin pfitom zavedl explicitné na zékladé pojmu invariance
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vzhledem k translaci a rotaci, tedy zpusobem, ktery ve 20. stoleti nahradil
ptivodni intuitivni avahy.39

Hostinsky se rovnéz zapojil do diskuse o tzv. Bertrandové paradozru, ktery
v uvodu ke knize Calcul des probabilités [Be] zformuloval francouzsky matema-
tik a fyzik Joseph Bertrand (1822-1900) jako jeden z piikladd, jimiz varoval
pred neopatrnym zachézenim s nekone¢nem a s principem indiference. Bertrand
se zde pta, jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrana tétiva v kruhu bude
delsi nez strana a vepsaného rovnostranného trojihelniku, a podava tii rizné
odpovédi.

V prvnim piipadé je povazovan za zndmy jeden z koncovych bodu tétivy
(bod B na obrazku vlevo; ze symetrie plyne, Ze tato znalost by neméla zménit
vysledek) a ndhodné je zvolen smér tétivy, uréeny thlem « od teény ve zvoleném
koncovém bod& B tétiva je dels nez a pro a € (7/3,27/3), pozadovana
pravdépodobnost je proto P; = 1/3 (stejny vysledek bychom ziskali i v pFipadé,
ze by se volily nezévisle na sobé koncové body s rovnomérnym rozdélenim
na obvodu kruhu). V druhém piipadé je za zndmy povazovin smér tétivy
a nédhodné se voli jeji vzddlenost od stiedu kruhu (na obrazku uprostied); tétiva
je delsi nez a, je-li uvedena vzdalenost mensi nez polovina poloméru kruhu r, coz
vede k pravdépodobnosti P, = 1/2. Ve tfetim pifipadé je pak ndhodné zvolen
stred tétivy; ta je delsi nez a pravé tehdy, kdyz jeji stfed lezi uvnitt soustredného
kruhu o poloméru /2 (na obrazku vpravo). Hledand pravdépodobnost je nyni
rovna podilu obsahti uvazovanych kruht, tedy P = 1/4.

Tlustrace Bertrandova paradoxu

Emanuel Czuber (1851-1925) v knize [Cz] poukdzal na to, Ze pouze druhd
z Bertrandovych alternativ, kterd vede k hodnoté P> = 1/2, odpovida pojmu
nahodné zvolené piimky v roviné tak, jak je zaveden v teorii geometrické
pravdépodobnosti. Budeme-li tedy ndhodné zvolenou tétivu povazovat za cast
nahodné zvolené prfimky protinajici dany kruh, obdrzime pravdépodobnost
P, = 1/2. Dnes bychom dodali, Ze toto feSeni rovnéz splituje zminény pozadavek
pohybové invariance. Ani tak vSak neni problém povaZovan za uzavieny.
Napiiklad Louis Marinoff v ¢lanku [Mar] ukazuje, Ze Bertrandova FeSeni jsou ve

30 pPozadavek invariance vzhledem k translaci a rotaci zformulovali nezavisle na sobé Henri
Poincaré (1854-1912) a Elie Cartan (1869-1951) v pracich a [Poi] a [Ca].
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skutecnosti odpovédmi na t¥i rtizné otazky: ndhodné tétiva je generovana bud
procesem na obvodu kruhu, vnéjsi procedurou, anebo procedurou uvnitt kruhu.
Potom ukazuje, zZe jasné zformulované variace vedou k riznym, ale teoreticky
a empiricky konzistentnim feSenim.

V podobném duchu se vyjadtil i Bohuslav Hostinsky, ktery v knize [Ho4]
zduraznil, Ze rozumny vypocet pravdépodobnosti mize byt uskuteénén jen
ve vztahu k experimentalnim podminkam, za nichz se volba nahodné tétivy
provadi.?! Upozornil na to, Ze kazd4 moznost mé své opodstatnéni a kazda
z nich odpovidd jinému experimentu. V prvnim piipadé uvazoval pevnou
piimku AB a pfedstavil si, Zze se kotoué¢ rozto¢i kolem bodu B. V druhém
pripadé uvazoval vrh kotouce na rovinu s ekvidistantnimi rovnobézkami a ve
tfetim uvazoval seminko vrzené na dany kruh — kam padne, tam bude stied
tetivy.

Bertrandtuv paradox: experimenty B. Hostinského

V kazdém ptipadé lze Tici, ze Bertrandtv paradox patftil k prikladtm, jez
matematiky motivovaly k hledani pevnych zakladu teorie pravdépodobnosti.
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