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Teorie matic mezi svétovymi valkami

(v Sirsim kontextu)

JINDRICH BECVAR

Abstract. The chapter first briefly recalls the birth and development of
matrix theory from the beginning of our era to the end of the 19th century.
Then, the attention is paid to the birth of matrix language and the successful
establishment of matrix theory in the first three decades of the 20th century,
especially in the period between the world wars. The whole chapter contains
brief information about contemporary textbooks and monographs, which were
partly or fully devoted to matrices. A very interesting topic is the penetration
of matrices into quantum mechanics in the 1920s (so-called matrix quantum
mechanics).!

Key words. Matrices, matrix theory, monographs and textbooks devoted
to matrices, quantum mechanics, matrix mechanics.

1. Uvod — vznik teorie matic a jeji vyvoj do konce 19. stoleti

Vyvoj teorie matic je pozoruhodny. Matice se objevily jiz pred dvéma
tisiciletimi ve staré Ciné jako obdélnikova schémata ¢isel sestavena na poéitaci
desce. UZivany byly (v dnesni feci) k FeSeni nehomogennich soustav linearnich
rovnic s reguldrni matici nejvyse patého fadu postupem, ktery se v moderni
matematice nazyva Gaussiv eliminac¢ni algoritmus. Poznamenejme, ze ,,¢insky
Gausstiv algoritmus® nazyvany Fang dcheng (Fang cheng), byl vici naSemu
stransponovany“, Cifiané tedy své matice upravovali ,sloupcové“. Podrobnéji
se o ¢inské matematice a o metodé Feseni tlloh vedoucich na soustavy linearnich
rovnic metodou Fang &cheng muzeme doéist v [Berl], [Ber2], [Ber3|, [Hud],
[ChG], [KCL], [Mik] a [Vo].

Ctvercova ¢i obdélnikova schémata Gisel se zacala Castéji a vyraznéji obje-
vovat az v 18. stoleti, zejména v souvislosti

— se soustavami linedrnich rovnic a teorii determinant,

— s transformacemi (resp. substitucemi), jejich reprezentacemi a jejich
skladanim,

— s bilinearnimi a kvadratickymi formami, jejich reprezentacemi a jejich
kanonickymi tvary (transformace rovnic kuzeloseéek a kvadrik k hlav-
nim osam, klasifikace symetrickych bilinearnich, resp. kvadratickych fo-
rem, FeSeni soustav linedrnich diferencidlnich rovnic apod.),

s teoril hyperkomplexnich cisel.

I Tato kapitola vyuziva fady informaci podanych struéné v monografii [Be3].
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Pfipomenime nejprve nékolik vyraznéjsich okamziki, v nichz se pracovalo se
¢tvercovymi schématy, které dnes nazyvame maticemi.

Neékteré maticové vysledky se objevily pfi zkoumani determinantd jiz ve
druhé poloviné 18. stoleti. Jednalo se zejména o vé€tu o nasobeni determinant,
v niz se skryva nasobeni matic, o vétu o determinantu reciproké matice apod.
Viz napf. [Knl] a [Kn2].

Leonhard Euler (1707-1783) vySetfoval roku 1771 ¢tvercova schémata (ma-
tice t¥etiho a étvrtého Fadu) v souvislosti s problematikou magickych étvercti.
Studoval i étvercova ,,ortogonalni schémata“ a nésobil fadky uvazovaného sché-
matu se sloupci schématu transponovaného.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) reprezentoval roku 1801 linedrni transfor-
mace kvadratickych forem ¢tvercovymi schématy a pii jejich skladani dospél
k nasobeni matic. Zajimavé je, ze pritom neobjevil vyjadfeni kvadratické formy
¢tvercovym schématem, a tedy ani maticové vyjadreni jeji transformace.

Obdobnym zpusobem postupoval v letech 1844 az 1847 Ferdinand Gotthold
Max Eisenstein (1823-1852) pfi zkoumdani binarnich, resp. terndrnich kvadra-
tickych a kubickych forem. Pracoval s linedrnimi transformacemi, které repre-
zentoval ¢tvercovymi schématy, skladal je a nékteré dokonce invertoval.

Charles Lutwidge Dodgson (Lewis Carroll, 1832-1898) rozvijel nékteré
maticové avahy v knize FElementary Treatise on Determinants z roku 1867.
Velkou pozornost vénoval linedrnim rovnicim. Podal nutnou a postacujici
podminku fFeSitelnosti soustavy linearnich rovnic, ale zna¢né komplikovanym
zpusobem. Jesté nemél k disposici pojem hodnosti.

Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886) pracoval v letech 1867 az 1876
s tzv. linearnimi systémy, zavedl jejich s¢itani a nasobeni, uvazoval symetrické
i antisymetrické systémy. S jejich pomoci formuloval transformaci rovnice
plochy tfetiho stupné.

Pojem i termin matice (matriz) se rodil ve GtyFicatych a padesétych le-
tech v pracich Arthura Cayleyho (1821-1895) a Jamese Josepha Sylvestera
(1814-1897), viz napft. [Tv]. Zrod teorie matic je ¢asto spojovan pravé s praci
A Memoir on the Theory of Matrices, kterou roku 1858 publikoval Cayley. Vel-
kou roli sehral patrné nazev této prace, obsahujici atraktivni nazev Theory of
Matrices. Cayley v ni zavedl pojem matice, definoval operace s maticemi (s¢i-
tani, ndsobeni, nasobeni skaldrem), vyjad¥il inverzni matici pomoci algebraic-
kych doplikt, bez obecného dikazu uvedl tzv. Cayleovu-Hamiltonovu vétu
a podal reprezentaci algebry kvaternionu algebrou urcitych komplexnich matic
druhého radu. Pfipojil i nékolik odstaved o obdélnikovych maticich. Maticim
se vénoval i v osmdesatych letech. Viz napt. [Hal] a [Ha3|.

Pojem hodnosti se rodil dlouho. Hodnost byla definovdna pomoci nulovosti
a nenulovosti subdeterminantd, ovSem jako hodnost determinantu, resp. hod-
nost schématu, resp. hodnost formy. Pochopeni role, kterou hraje linearni za-
vislost a nezavislost sloupci, resp. fadkt matice, nepfiSlo ani okamzité a ani
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snadno. Pojem hodnost determinantu, resp. hodnost systému exaktné zavedl
roku 1879 ve dvou €lancich (pro ¢tvercové i obdélnikové schéma) Georg Fer-
dinand Frobenius (1849-1917). James Joseph Sylvester roku 1882 definoval
alternativni pojem nulita (u ¢tvercové matice se jedna o doplnék hodnosti do
jejiho ¥adu), Leopold Kronecker (1823-1891) pfisel roku 1884 s pojmem hod-
nost obdélnikového systému realnych cisel.

Matematiky pfitahovala problematika Cayleovy-Hamiltonovy véty, ktera
byla v Cayleové praci roku 1858 publikovana bez obecného dikazu. Jeji fadny
dikaz podali nezavisle Arthur Buchheim (1859-1888) a Andrew Russell Forsyth
(1858-1942) roku 1883/1884 a Cesti matematici Ludvik Kraus (1857-1885)
a Eduard Weyr (1852-1903) roku 1884; dalsi dikazy publikovali nap¥. Moritz
Pasch (1843-1930) roku 1891 a Georg Frobenius roku 1896.

Zavaznym a znacné sirokym tématem, které hraje v teorii matic zcela zasadni
roli, je problematika kanonickjch tvart, vlastnich ¢isel a vlastnich vektort.
Tyto otazky fesili jiz v 17. stoleti v urc¢ité podobé napiiklad René Descartes
(1596-1650) a Pierre de Fermat (1601-1665). Obdobnou problematikou se
zabyvali Leonhard Euler roku 1748 pii transformaci rovnice kvadratické plochy
k hlavnim osdm, Joseph Louis Lagrange (1736-1813) roku 1859 pii studiu
extrému funkci vice proménnych, Carl Friedrich Gauss roku 1801 v souvislosti
s teorii ¢éisel, Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) v letech 1827 a 1834 pii
transformaci rovnice kvadratické plochy, pozdéji Julius Pliicker (1801-1868),
Ludwig Otto Hesse (1811-1874) a dalsi matematici.

Tyto otézky byly velmi tizce spjaty s nebeskou mechanikou. Na zakladé
praci Johanna Keplera (1571-1630) a Issaca Newtona (1643-1727) byla roz-
pracovéavéna teorie pohybt jednotlivych téles sluneéni soustavy (planet i jejich
satelitd) a jeji vysledky konfrontovany s pozorovanimi. Zjisténé odchylky od vy-
poctenych hodnot motivovaly k dalsimu teoretickému badani a k upresnovani
vypoctl i pozorovani.

Velkym tématem astronomi, fyziki a matematika 18. stoleti byla otazka,
zda dlouhodobé zmény pohybti planet jsou periodické, tj. problém stability
slune¢ni soustavy. Studium pohybt planet vedlo k Feseni soustav obycejnych
linearnich diferencidlnich rovnic, pfi némz hrala zasadni roli tzv. sekuldrni
rovnice (pozdéji tzv. charakteristickd rovnice) det(A — AE) = 0, v niz je
matice A sestavena z parametri dané situace. Pro tehdy zndmych Sest planet se
jednalo o rovnici 6. stupné. Problematikou charakteristické rovnice, vlastnich
¢isel a prislusnych vlastnich vektorid se intenzivné zabyvali jiz Leonhard Euler,
Jean Baptiste le Rond d’Alembert (1717-1783) a dalsi astronomové, fyzici
a matematici. Joseph Louis Lagrange a Pierre Simon Laplace (1749-1827)
dospéli v sedmdesatych a osmdesatych letech k nazoru, Ze slunecni soustava
stabilni je. P¥i FeSeni téchto otazek nardZeli (v dnesni feci) na problém realnosti
vlastnich cisel realné symetrické matice — tento fakt zdtivodiiovali fyzikalné
filozofickymi uvahami, jejich podstatnym argumentem byla pravé stabilita
slune¢ni soustavy.
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Situaci do jisté miry zkomplikoval roku 1781 objev planety Uran — nyni
bylo tfeba studovat charakteristickou rovnici 7. stupné; touto problematikou se
zabyvala fada astronomd, fyzikti a matematiki, napi. Jacobi. Vyrazné odchylky
v pohybu planety Uran oproti vypoc¢tenym polohdm vedly k tvahdm o néjaké
dalsi planeté, kterd pohyb Uranu ovliviiuje. Nezavisle na sob€ se slozitymi
vypocty pokusili situaci fesit Urbain Jean Joseph Le Verrier (1811-1877) a John
Couch Adams (1819-1892). Byli tspésni, v letech 1843 az 1845 vypodetli
drahu hypotetické planety a urcili polohu, kde by se méla na obloze nachazet.
Velmi piekvapiva byla shoda ve vysledcich jejich vypocti. Nedaleko mista,
které oznadili, byla roku 1846 skutecné nové planeta objevena a pojmenovana
Neptun. V disledku tohoto prirtistku do sluneéni soustavy bylo tfeba ve druhé
poloviné 19. stoleti studovat charakteristickou rovnici 8. stupné.

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) se v letech 1829 a 1830 zabyval pfevo-
dem kvadratické formy n proménnych na kanonicky tvar pomoci ortogonalni
transformace. Pt této prilezitosti dokazal, ze redlna symetrickd matice ma real-
na vlastni ¢isla. Zcela exaktné tak podal matematicky diikaz skutecnosti, kterou
Laplace a Lagrange zduavodnovali ,fyzikalné-filozoficky“. Cauchyho vysledek
zobecnil roku 1855 Charles Hermite (1822-1901), kdyz dokézal (v dnesni feéi),
7e hermitovské matice maji redlnd vlastni ¢isla. Podrobnéji viz [Ha2].

Sylvester roku 1852 zformuloval tzv. zdkon setrvacnosti kvadratickyjch forem
(dikaz neuvedl, povazoval jej za ziejmy). I on dokazal, Ze vlastni ¢isla relné
symetrické matice jsou redlna.

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) velmi tspésné fesil roku
1858 problém soucasného pfevedeni dvou kvadratickych forem na kanonicky
tvar; o deset let pozdéji vypracoval tzv. teorii elementdrnich déliteli, v niz podal
nutné a postacujici podminky pro podobnost matic i pro diagonalizovatelnost
matice. Resil téz klasicky problém — transformaci rovnice kvadratické formy
na jednoduchy tvar (soudet &tverctl). Veskeré své vysledky formuloval pro
bilinearni a kvadratické formy, nikoli pro matice. Na Weierstrassovy prace
reagoval svymi vysledky Leopold Kronecker v roce 1874. Podrobnéjsi pohledy
na tuto problematiku podava ¢lanek [Had].

Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922) se podobnosti a kanonickymi
tvary zabyval roku 1870 ve své slavné monografii Traité des substitutions et
des équations algébriques. Ani on neuzival maticovou fe¢. Georg Frobenius
studoval roku 1878 obecny pojem ekvivalence matic, charakteristickou rovnici,
teorii elementarnich déliteltt a podobnost, to vSe pro bilinearni a kvadratické
formy. Eduard Weyr nac¢rtnul roku 1885 jiny, modernéjsi pfistup k problematice
kanonického tvaru.

Alfredo Capelli (1855-1910) a Giovanni Garbieri (1849-1931), dva italsti
matematici, dofesili zcela modernim zpisobem ve svych pracich z konce
19. stoleti otazku Fesitelnosti a tvaru mnoziny vSech feseni soustavy linearnich
rovnic.
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Soubézné s teorii nekoneénych determinantt se koncem 19. stoleti zacala in-
tenzivneé rozvijet problematika nekone¢nych matic, zejména v souvislosti se stu-
diem prostor nekonecné dimenze a s vysSetfovanim soustav nekone¢né mnoha
linearnich rovnic s nekonec¢né mnoha neznamymi. Vysledky tykajici se vlastnich
¢isel a vlastnich vektor® byly pfendSeny na nekonec¢né dimenzionalni piipad,
zacala se rozvijet spektralni teorie linedrnich operatort. Této problematice se
vénovala fada matematikt, fyzikti a astronomi, mezi nimi zaujimali nejda-
lezitéjsi misto George William Hill (1838-1914), Ernst Theodor Kotteritzsch
(1841-7), Jules-Henri Poincaré (1854-1912), Paul Emile Appell (1855-1930),
David Hilbert (1862-1943), Niels Fabian Helge von Koch (1870-1924), Otto
Toeplitz (1881-1940), Ernst Hellinger (1883-1950). Podrobnéji se o problema-
tice nekone¢nych matic a o zajimavé historii této problematiky docteme v roz-
sdhlém ¢lanku Michaela Bernkopfa A History of Infinite Matrices [B], fadu
informaci najdeme i v knih4ch (zejména Dieudonné [Die], Pietsch [Pie]).

Zakonceme tvodni ¢ast této kapitoly o vyvoji teorie matic do konce 19. sto-
leti dvéma vystiznymi citaty. Prvni je z knihy History of Functional Analysis
[Die|, kterou roku 1981 vydal francouzsky matematik Jean Alexandre Eugene
Dieudonné (1906-1992), druhy je z recenze Wedderburnovy knihy Lectures on
Matrices [Wed], kterou publikoval roku 1935 Cyrus Colton MacDuffee.

Between 1850 and 1880 are proved the main theorems of linear algebra,
concerning what are called the “reductions” of square matrices. One of these is
the problem of finding, for a given square matriz U, an invertible matrixz P such
that PUP~! has a “reduced” unique canonical form, which here (for complex
matrices U) means a diagonal array of Jordan matrices; this is the way Jordan
himself treats the problem, improving on a previous result of Grassmann, who
had proved the existence of a “reduced” triangular matric PUP™! for any U
(using already the intrinsic notion of endomorphism instead of the notion of
square matriz).

(|Die], s. 72-73)

An evident fact in the history of matric theory is that the important theorems
are not due to any small group of men. A few names stand out prominently,
of course, but it has taken close to a thousand distinct contributions to bring
the theory to its present state. Why this was so is not evident, but it must be
true that the theorems which now seems so clear to us were not intuitive to
mathematicians at the time of their discovery. It has been the common history
of the important theorems that they were discovered first in special cases, then
generalized and laboriously proved, and finally furnished with neat direct proofs.
In the book under review most of the theorems have reached the last stage of
development, and the reader is apt to be unaware of the amount of publication
which it renders obsolete.?

2 Bulletin of the American Mathematical Society 41(1935), s. 471-472.
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2. Matice v knihach — konec 19. stoleti

Heinrich Weber

Velmi vyznamnou ucebnici algebry konce 19. stoleti a zacatku 20. stoleti
byla dvoudilnd monografie Heinricha Webera® Lehrbuch der Algebra [Web],
jejiz prvni vydani je z let 1895 az 1896, druhé z let 1898 az 1899 a dotisk z roku
1912.

V prvnim vydani se pojem matice zcela okrajové objevuje na nékolika
mistech prvniho dilu v partiich o determinantech a soustavach linearnich rovnic
(s. 82, 83, 86, 87, 96), v souvislosti s linedrnimi transformacemi a invarianty se
nevyskytuje. Ve druhém dilu se sice zapisy matic (v soucasné podobé) objevuji,
ale termin matice nepadne, hovoii se pouze o substitucich. V rejstfiku obou
dild prvniho vydani je u hesla matice pouze jediny odkaz tykajici se nasledujici
paséaze:

Ein solches Schema,* das fiir sich noch keine numerische Bedeutung hat,
heisst eine Matriz, insofern es als Quelle einer grosseren Anzahl von Determi-
nanten betrachtet wird. ([Web], dil L, s. 82)

Ve druhém vydéni prvniho dilu se matice objevuji jen vyjimecéné (s. 97,
99, 101, 102, 103, 108, 114). Ve druhém vydani druhého dilu byl ptivodni
6. oddil Gruppen linearen Substitutionen (s. 151-183), ktery se o maticich viibec
nezmitioval, vyrazné upraven a rozdélen na oddily dva (s. 163-243):

6. Gruppen linearen Substitutionen,

7. Gruppeninvarianten.

Néktera mista prvniho vydani byla pro druhé vydani nepatrné upravena tak,
aby problematika substituci byla dana do souvislosti s maticemi. Jedna z takto
provedenych tprav vypada takto:

3 Heinrich Martin Weber (1842-1913), némecky matematik. Po vysokoskolskych studi-
ich v Heidelbergu a Lipsku vystfidal vétsi pocet pusobist: Kralovec (Koénigsberg, nyni Ka-
liningrad), Heidelberg (habilitace r. 1866, mimotfadnym, resp. fddnym profesorem r. 1869,
resp. r. 1870), Curych, Kralovec (rektorem 1880), Berlin-Charlottenburg, Marburg (rekto-
rem 1890/1991), Géttingen, Strasburk (rektorem 1900/1901). Byl univerzalnim matematikem
(algebra, teorie ¢isel, algebraickd geometrie, analyza, aplikace ve fyzice), sepsal fadu praci
a knih. Spolu se svym zadkem Josephem Wellsteinem (1869-1919) vydal rozsahlé a uspésné dilo
Enzyklopddie der Elementarmathematik (1903-1907). Od roku 1893 byl editorem ¢asopisu
Mathematische Annalen, v letech 1895 a 1904 prezidentem Némecké matematické spolec-
nosti, roku 1904 prezidentem tfetiho Mezinarodniho kongresu matematiki v Heidelbergu.
Viz F. Rudio: Nekrolog. Heinrich Weber (1842-1918, Mitglied der Gesellschaft seit 1870.
Ehrenmitglied seit 1896), Naturforschende Gesellschaft (Zurich) 58(1913), s. 437-453,
A. Voss: Heinrich Weber, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 23(1914),
s. 431-444, G. Frei: Heinrich Weber (1842-1913), s. 509-520, in D. Rauschning et al. (eds.):
Die Albertus-Universitat zu Konigsberg und ihre Professoren. Aus Anlass der Grindung der
Albertus-Universitat vor 450 Jahren, Duncker & Humblot, Berlin, 1995, 860 stran, N. Schap-
pacher, K. Volkert: Heinrich Weber; un mathématicien & Strasbourg, 1895-1913, L’Ouvert
89(1997), s. 1-18, B. Schoeneberg: Weber, Heinrich, in [Gi]-XIV, s. 202-203.

4 Jedna se o matici sestavenou z koeficientti soustavy linedrnich rovnic.
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Man benutzt zuweilen auch zur Bezeichnung einer Substitution einen einfa-
chen Buchstaben, etwa A, und setzt dann ...

([Web), dil IL., 1. vydéni, s. 151-152)

Man bezeichnet die Substitution also durch eine quadratische Matriz, fir die
man auch einen einzelnen Buchstaben, etwa A, braucht, und setzt dann ...

([Web], dil I1., 2. vydani, s. 163)

Na jiném misté byl do ptvodniho textu prvniho vydani vloZen tento
odstavec:

Statt von der Zusammensetzung der Substitutionen kénnen wir auch von der
Zusammensetzung der Matrices reden, fir die dieselben Gesetze gelten.

([Web], dil IL., 2. vydéni, s. 166)

Nékteré odstavce i celé paragrafy druhého vydani druhého dilu jsou vSak
zcela nové a odrazeji postupné silici teorii matic. Napf. paragrafy

42. Normalform linearer Substitutionen,

43. Vertauschbare Matrices

jiz s maticemi vyrazné pracuji (viz s. 171-180).

V partiich, které pfepracovany nebyly, se autor o maticich viibec nezminuje,
vSe zUstava prezentovano v Feci substituci nebo transformaci, i kdyz se k jejich
zapisu matice uzivaji:

Wir missen ... noch die bindren Collineationen

(Y1,92) = (: g) (1, 22)

betrachten ... wir beide Arten von Substitutionen tbereinstimmend durch ein
Symbol wie
_ (o B
©= (7 5)

([Web], dil I1., 2. vydani, s. 265-266)

bezeichnen ...

Eugen Netto

Eugen Netto® vydal v letech 1896 a 1900 dva svazky textu Vorlesungen
iber Algebra [Nel]. V paragrafu Die quadratischen Formen prvniho dilu je

5 Eugen Otto Erwin Netto (1846-1919), némecky matematik. Studoval na univerzité
v Berliné, kde byli mezi jeho uciteli Kronecker, Kummer a Weierstrass, roku 1870 promoval.
Négjakou dobu uéil na gymnaziu, od roku 1879 byl mimofaddnym profesorem ve Strasburku,
od roku 1882 v Berliné. V letech 1888 az 1913 byl fadnym profesorem v Giessenu.
Vénoval se algebie a teorii ¢isel, zejména teorii grup. Je autorem fady ucebnic a tii
delsich prehledovych ¢lank, které jsou soucasti uznavané Enzyklopadie der mathematischen
Wissenschaften [EMW].
Viz A. Beutelspacher: Netto, Eugen, Neue Deutsche Biographie. Band 19, Duncker & Hum-
blot, Berlin, 1999, s. 89-90, K.-R. Biermann: Netto, Eugen, in [Gi]-X, s. 24.
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uvedeno maticové vyjadfeni transformace kvadratické formy (nehovoii se vSak
o maticich):

Wir fiihren nun in f statt der x neue Variable y durch die Substitutionsglei-
chungen

(8) Ty = axuy Ap=1,2 ...n)
A

ein, machen aber dabei die Voraussetzung, dass die Determinante
A:|a)\u| Ap=1,2,...n)

von Null verschieden ist, damit man die Substitution umkehren, und, wenn oy,
den Coefficienten von ay, in A bedeutet,
Qpr
Yy = %mx M\p=12 ...n)
A
setzen konne. Durch diese Umdanderung (8) erhalten wir die transformirte,
quadratische Form

g(y) = deuy/\yu ()\,,LL =12, ... n),
Ap
NS Zanuakycyu (/i,)\,/l,l/ = 172, P n),
IR

wobei dann auch wieder d,.) = dy, sein wird.

Man erkennt sofort die Richtigkeit der Gleichung

oder kiirzer
A-C-A=D,

aus der hervorgeht, dass C und D gleichzeitig Null oder gleichzeitig von Null
verschieden sind. ([Nel], dil I., s. 183-184)

Terminologie v knize jesté kolisa, jak doklada nasledujici citat:

Ist irgend eine Matriz vorgelegt, so sagen wir, dieselbe besitze den Rang r,
wenn alle in thr enthaltenen Determinanten der Ordnung (r+1) verschwinden,
dagegen nicht alle der Ordnung r. Das giebt dann fiir unseren Fall, mit Hinblick
auf das soeben Bewiesene: Die Determinanten C' und D der urspringlichen und
der transformirten quadratischen Form haben denselben Rang.

Hat die Determinante einer quadratischen Form den Rang r, so sagen wir,
die Form selbst sei vom Range . ([Nel], dil L., s. 185)
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Ve druhém dile této Nettovy ucebnice, ktery vysel roku 1900, se opét definuje
pojem hodnosti, tentokrat vSak v souvislosti s feSenim soustav linedrnich
rovnic.

Es sei ein System constanter Gréssen a;; gegeben (i = 1,2, . . . p;
k =1,2, ... q), welche in p Zeilen und q Spalten angeordnet sind; r sei
die grasste Zahl, fiir welche nicht alle Determinanten verschwinden, deren
Elemente durch die Schnitte von r Zeilen und r Spalten des Systems geliefert
werden. Dann heisst r der Rang des Systems. ([Nel], dil 1., s. 188)

Ernesto Pascal

Ernesto Pascal® vydal roku 1897 knihu I determinanti. Teoria ed applica-
zioni con tutte le pit recenti ricerche [P1], kterd vySla o t¥i roky pozdéji
v némeckém piekladu. S maticemi v této knize pracoval, objevuji se v celé
knizce, problematika determinanti vSak vyrazné prevlada. Pojem ctvercové
matice zavedl na samém pocatku knihy, pojem obdélnikové matice o néco
pozdéji:

L’assieme degli n® elementi disposti in quadrato forma cio che si suol
chiamare la matrice quadrata.

Chiamiamo matrice rettangolare una tabella nella quale sieno scritti, disposti
in rettangolo, mn elementi; cioé vi sieno m linee ognuna risultante di n
elementi. Se m = n allora si ha la matrice quadrata ... ([P1], s. 3, 35)

Pascal zavadi nasobeni matic stejného typu po fadcich (per linee), vysledek
je chapan jako determinant:

Per definizione chiameremo prodotto per linee delle due matrici rettangolari,
il determinante ... ([P1], s. 36)

Hodnost matice (caratteristica della matrice) je zavedena pomoci nulovosti
a nenulovosti subdeterminanti (s. 249). V partii o soustavach linearnich rovnic
je hodnost matice dana do souvislosti s linearni zavislosti a nezavislosti jejich
radka.

V letech 1898 az 1900 vydal Pascal ve dvou svazcich velmi uzite¢nou
knihu nazvanou Repertorio di matematiche superiori (Definizioni — Formole —
Teoremi — Cenni bibliografici) [P2], ktera vysla v letech 1900 a 1902 v némecké
verzi. Dodnes je velmi uziteénou pomitckou. O maticich najdeme jen malé
zminky na strandch 53 az 72 v kapitole Teoria dei determinanti (étvercova
matice, obdélnikovd matice, ndsobeni matic zavedené po fddcich).

6 Ernesto Pascal (1865-1940), italsky matematik. Studoval na univerzitidch v Neapoli,
v Pise a v Gottingenu, pusobil v Pavii a Neapoli. Publikoval fadu praci a nékolik knih. Po
tii desetileti vedl pfedni italsky casopis Giornale di matematiche.
L. Berzolari: Commemorazione di Ernesto Pascal, Rendiconti del reale istituto lombardo di
scienze e lettere 73(1939/1940), ¢. 2, s. 162-170.
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Alfred North Whitehead

Roku 1898 byla vydana ucebnice A Treatise on Universal Algebra [Wh],
kterou sepsal Alfred North Whitehead.” Objevily se v ni i partie o deter-
minantech, maticich a tenzorech. Jeji pojeti bylo ovlivnéno dily nékolika
vyznamnych matematika 19. stoleti, jakymi byli hlavné Hermann Giinther
Grassmann (1809-1877), William Rowan Hamilton (1805-1865), George Bo-
ole (1815-1864), Arthur Buchheim a James Joseph Sylvester.

Po létech Whitehead napsal ve své velmi zajimavé knizce Mathematics and
the Good, kterou mame v Ceské verzi:

Moje pruni kniha, Pojedndni o obecné algebre, vysla v unoru 1898. Zacal
jsem na ni pracovat v lednu 1891. Jeji myslenky se do znacné miry opiraly o dvé
knihy Hermanna Grassmanna, Ausdehnungslehre z r. 1844 a Ausdehnungslehre
z 1862. Pruni z nich je daleko zdvaznejsi. BohuZel, kdyz wvysla, nikdo ji
nerozumel; predbéhla svou dobu o stoleti. Skoro stejny vliv na mé myslent
meélo také dilo sira Williama Rowana Hamiltona Quaternions z r. 1853, spolu
s predbéznou publikaci z 1844, a Boolova Symbolickd logika z r. 1859. Celé moje
pozdéjst dilo o matematické logice je vyvozeno z téchto pramend. ... Pojedndni
o0 obecné algebre zpiisobilo, Ze jsem byl r. 1903 zvolen do Krdlovské akademie.®

Whiteheadova monografie A Treatise on Universal Algebra [Wh] se déli na
sedm knih, které se dale ¢leni na kapitoly; je velmi rozsdhla, celkem ma 586
stran. Vyklad postupuje od obecnych principi, pres algebru symbolické logiky,
¢etné geometrické partie az k vektorim. Matice jsou predmétem Sesté kapitoly
¢tvrté knihy (s. 248-269) a ¢tvrté kapitoly pété knihy (s. 316-346); pojem
matice je zaveden v uzkém vztahu k pojmu operator.

The operator ¢ — called by Grassmann a quotient — may be identified with
Cayley’s matriz. For assume

a1 = a11€1 + ag1€2 + - - + Qpiey,
az = (2€1 + Qigez + -+ + o€y,

ay, = Q1pe1 + Qgpez + -+ ey

7 Alfred North Whitehead (1861-1947), anglicky (pozdéji americky) matematik, fyzik
a filozof. Absolvoval Trinity College v Cambridge, kde poté ptsobil jako profesor matematiky,
v letech 1911 az 1924 vyucoval aplikovanou matematiku a fyziku na univerzité v Londyné,
od roku 1924 zil v USA, kde byl profesorem filozofie na Harvardské univerzité v Cambridgi
(Massachusetts). Vénoval se pivodné matematice, logice a fyzice, pozdéji hlavné filozofii.
Spolu s Bertrandem Russellem (1872-1970) vydal v letech 1910 az 1913 t¥isvazkové dilo
Principia mathematica.
Viz W. W. Hammerschmidt: Obituary: Alfred North Whitehead, Scripta Mathematica
14(1948), s. 17-23, G. C. Henry Jr.: Whitehead’s Philosophical Response to the New Mathe-
matics, The Southern Journal of Philosophy 7(1969/1970), s. 341-349.

8 A. N. Whitehead: Matematika a dobro a jiné eseje, edice Vahy, Mlada fronta, Praha,
1970, 125 stran, citat viz s. 13-14.
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Then

or = (a11&1 + aeée + -+ anéy)er
+ (2181 + agéo + -+ a2,6))er

+ (aulfl + au2€2 + -+ Oéwlé-u)elw

Hence if we put ¢x = me1 +n2es + -+ + nye,, then the usual notation for
matrices,

(M2 - 771/):( Q11 , Q2 ... Qly Qél,& ...51,).
Q21 , Q22 L. Qo
ap1 , [e%%P) . Ay
Thus we may identify ¢ with the matriz ||aye||. ([Wh], s. 249)

Na dalsich stranach je rozvijena teorie matic od elementarnich poznatkt
o maticovych operacich, o nulité apod. az k charakteristické rovnici, vlastnim
¢islam a jejich vlastnostem, symetrickym a antisymetrickym maticim. Matice
se vSak objevuji i v dalsich kapitolach Whiteheadovy knihy.

Whiteheadova symbolika tykajici se matic je zna¢né osobité, vyvoj a uznani
teorie matic patrné neovlivnila.

Peter Muth

Roku 1899 vydal Peter Muth® knihu Theorie und Anwendung der Elementar-
theiler [M2]. Volné navazal na problematiku své predchozi knihy Grundlagen
fir die geometrische Anwendung der Invariantentheorie [M1].

V avodu knihy Theorie und Anwendung der Elementartheiler Muth napsal:

Sowohl in der Analysis, als auch vornehmlich in der analytischen Geometrie
tritt uns hdufig das algebraische Problem entgegen, zwei quadratische Formen
¢ und ¥ von jen Variabelen durch eine lineare Substitution gleichzeitig in eine
einfache oder kononische (Normal-) Form uberzufihren. Man denke z. B. nur
an das analytisch-geometrische Problem des Fulles n = 3 oder n = 4, wenn
es sich darum handelt, zwei Kegelschnitte derselben Ebene oder zwei Fldchen
zweiter Ordnung auf ihre gegenseitige Lage zu untersuchen. (IM2], s. vii)

Peter Muth se v knize mnohokrat odvoléval na vysledky Weierstrassovy,
Kroneckerovy a Frobeniovy, pfipominal vSak c¢asto i prace fady dalSich mate-

9 Peter Muth (1860-1909), némecky matematik. V letech 1874 az 1880 studoval na
gymnaziu ve Wormsu, v letech 1880 az 1882 na univerzité v Heidelbergu a od roku 1883
v Giessenu, kde roku 1890 ziskal doktorat. Od tfinacti let byl vaZné nemocen, nemoc mu
silné komplikovala studium i zivot.

M. Pasch: Peter Muth, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 18(1909),
s. 454-456.
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matik?.'9 Ve prezentoval v fe¢i bilinearnich a kvadratick§ch forem. Kniha je
¢lenéna do 18 paragrafi, orientaci v ni umoznuje vystizné podany obsah a kom-
binovany rejstiik (vécny a jmenny). Zdtraznéme, Ze se v knize nevyskytuje ani
termin matice ani jméno Cayley. Nékolikrat se vSak objevuje termin ,systém*.

Druhy paragraf Symbolisches Rechnen mit bilinearen Formen zaCina takto:

Wir betrachten ein System
ajy. - -Ain

anpl. - -Qpn

von n? Elementen a;;, beliebiger, aber unter sich gleicher Art. Die a;;, brauchen
also jetzt micht mehr ganze Grossen zu sein, es kénnen irgendwelche Zahlen
eines algebraischen Zahlenkorpers — z. B. irgendwelche rationale Zahlen —
oder beliebige Funktionen einer oder mehrerer Variabelen, u.s.w., sein. Dieses
System von n? Elementen fassen wir mit Frobenius im Bilde einer bilinearen
Form

A:Zaikxiyk (i,k=1,2,...n)

zusammen, deren Koefficientensystem eben jenes System der a;, wvorstellt,
deren Determinante also mit der Determinante

|air| (i,k=1,2,...n)
identisch ist. ([M2], s. 20)

Muthovu knihu ocenil v obsirné recenzi anglicky matematik Thomas John
I’Anson Bromwich (1875-1929), ktery zafadil Muthovu knihu do $irokého od-
borné historického kontextu (Cauchy, Jacobi, Sylvester, Cayley, Weierstrass,
Lagrange, Laplace, Kronecker, Hermite, Hamilton, Grassmann, Gibbs, White-
head, Frobenius, Taber, Buchheim atd.). Mimo jiné napsal:

The work under review covers an important subdivision of general invariant
theory, a branch which deserves to be more widely known than it is. No doubt
the cause of this meglect has been the lack of a text book, and Dr. Muth’s
monograph will help to remedy the defect. ...

Dr. Muth’s book is the first published account of the theories which we have
sketched above; our thanks are due to the author for having collected so many
useful results into one convenient volume.

... I may say that Dr. Muth’s book is of great interest and very useful in
extending one’s knowledge of certain branches of the subject. I hope that it may
induce other readers to take up this part of invariant theory, which is important
on account of its applications as well as for its intrinsic interest.'!

10 Jeden odkaz je na ¢lanek Geského matematika Eduarda Weyra, ktery byl otistén roku
1890 ve videnském casopise Monatshefte fiir Mathematik und Physik.

117, J. ’A. Bromwich: Muth’s Elementartheiler, Bulletin of the American Mathematical
Society 7(1901), ¢. 7, s. 308-316, citaty viz s. 308, 313, 316.
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3. Maticova re¢ — prelom 19. a 20. stoleti

Pozoruhodné je, jak dlouho trvalo pfijeti maticové feci. Britska a ame-
rickd matematickd komunita ji ¢astecné akceptovala jiz béhem druhé poloviny
19. stoleti, patrné pod vlivem Cayleyho a Sylvestera, ktefi s maticemi pracovali
jiz ve CtyTicatych a padesatych letech. Ovlivnéni byli zejména Cayleovou praci
A Memoir on the Theory of Matrices z roku 1858.

V posledni ¢tvrtiné 19. stoleti teorie matic jesté bojovala o existenci,
maticovou fe¢ uzivalo pouze nékolik matematikt.'? Teprve v samém zavéru
19. stoleti zacali o maticich psat dalsi matematici.!> Koncem stoleti publikoval
skotsky matematik Thomas Muir ve stati List of Writings on the Theory of
Matrices (1857-1893) [Mul] pfehled padesati praci t¥inacti autori, které byly
vénovany maticim.

Eduard Weyr

Matematici kontinentalni Evropy maticovou fe¢ prijimali pozvolna az na
prelomu 19. a 20. stoleti. Vyraznou vyjimkou byl ¢esky matematik Eduard
Weyr,!* ktery s maticemi pracoval jiz v poloviné osmdesatych let. Roku
1885 publikoval v c¢asopisu Comptes Rendus hebdomadaires des séances de
I’Académie des sciences dvé kratké prace, v nichz velmi stru¢né prezentoval
svoji teorii charakteristickiyjch cisel a typickych matic, ktera se svym pristupem
odlisuje od klasické teorie Jordanova kanonického tvaru. Soubor vlastnich ¢isel
matice a k nim pfislusnych Weyrovych charakteristickych ¢isel je tplnym
systémem invariant@ podobnosti, dnes se nazjyva Weyrova charakteristika.®

Vyklad Weyrovy teorie nasledné podali William Henry Metzler roku 1892
v praci On the Roots of Matrices z roku 1892, Kurt Hensel (1861-1941) v praci
Theorie der Korper von Matrizen z roku 1904 a Julius Wellstein (1888-1978)

12 Kromé Cayleyho a Sylvestera to byli hlavné britsti matematici William Kingdon
Clifford (1845-1879), Arthur Buchheim, Andrew Russell Forsyth, Thomas John I’Anson
Bromwich (1875-1929), americky matematik Henry Taber (1860-1936), skotsky matematik
Thomas Muir (1844-1933), japonsky matematik A. Kumamoto a francouzsky matematik
Georges Edouard Auguste Brunel (1856-1900).

13 Byli to zejména T. B. van Wettum, L. van Elfrinkhof, J. Brill, L. Ravut, J. B. Shaw,
Theodor (Fjodor Eduardovi¢) Molien (1861-1941) a William Henry Metzler (1863-1943).

14 Eduard Weyr (1852-1903), ¢esky matematik. Studoval na prazské technice, roku 1873
ziskal doktorat na univerzité v Gottingenu, v roce 1873/1874 byl na studijnim pobytu v Parizi.
Roku 1976 se stal mimofadnym a roku 1881 radnym profesorem prazské techniky. Od roku
1891 puisobil rovnéz na Ceské univerzité v Praze. Vénoval se hlavné geometrii, bilinearnim
formam a maticim.

O zivoté a dile Eduarda Weyra viz [Bel].

15 Weyrova teorie charakteristickych éisel je modernim zptisobem podrobné vylozena
v 19. paragrafu ucebnice Linedrni algebra [Be2] z roku 2000 (s. 265-281). O Weyrovych
vysledcich tykajicich se matic se lze docist v kapitolach Eduard Weyr, linedrni algebra
a teorie hyperkomplexnich ¢isel a Weyrova teorie charakteristickych c¢isel knihy Eduard Weyr
(1852-1903) [Bel] (viz s. 91-119, 121-127). Viz téz [Sh] a [3).
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v praci Uber symmetrische, alternierende und orthogonale Normalform von
Matrizen z roku 1930.

Roku 1887 publikoval Eduard Weyr élanek O binarngch matricich (40 stran),
v némz pro Ceské ¢tenafe teorii matic popularizoval. O dva roky pozdéji vydal
spis O theorii forem bilinearngch, v jehoZ uvodu zduraznil svij alternativni
pristup ke kanonickym tvartim matic témito slovy:

Prednim ucelem tohoto spisu jest uvedeni nové pomicky do theorie bilinear-
nych forem, t. theorie soustav, hlavné normalnych soustav prislusngch dané
matici. ... novd methoda stacila m. j. na uplné reseni zdkladniho problemu
soucasné transformace dvou bilinearnych forem pro pripad Weierstrassem
reSeny. (s. 5)

Roku 1890 publikoval némeckou verzi tohoto spisu pod nazvem Zur Theorie
der bilinearen Formen v Casopisu Monatshefte fiir Mathematik und Physik.

Georg Frobenius

Georg Frobenius publikoval fadu praci s maticovou problematikou v Feéi
bilinearnich a kvadratickych forem, maticovou fe¢ zacal uzivat az od roku
1896, a to v pracich Uber vertauschbare Matrizen [Frl] a Uber Gruppencharak-
tere [Fr2]. Uvedme z nich dva krétké aryvky, které tento fakt dokumentuji:

Ich werde mich daher hier der symbolischen Bezeichnung fir die Zusam-
mensetzung der Matrizen (Formen) bedienen, die ich in meiner ... Arbeit Uber
lineare Substitutionen und bilineare Formen ... auseinandergesetzt habe.

([Fr1], Abhandl. 1L, s. 705)

Mit Hiilfe der Sdtze iber die Matrizen (linearen Systeme), die ich in meiner
Arbeit Uber lineare Substitutionen und bilineare Formen ... entwickelt habe, ...

([Fr2], Abhandl. III., s. 18)

Nasledovaly dalsi Frobeniovy prace, které byly rovnéz psany ,maticové“.
Jeho publikace vénované maticim s kladnymi & nezépornymi prvky — Uber
Matrizen aus positiven Elementen a Uber Matrizen aus positiven Elementen IT
z let 1908 a 1909, resp. Uber Matrizen aus nicht negativen Elementen z roku
191216 — jsou velmi vyznamné. Zminéna Frobeniova prace z roku 1912 spolu
se stati Oskara Perrona Zur Theorie der Matrices [Pel] se stala zékladem tzv.
Perronovy-Frobeniovy teorie (o vlastnich ¢islech matic s nezdpornymi prvky),
ktera je vyuzivana v radé aplikaci.

Na Frobeniovy vysledky navazovala v nasledujicich letech a desetiletich
fada matematikt. Byl to pravé Frobenius, ktery na pfelomu 19. a 20. stoleti
podstatné prispél nejen k rozvoji maticové problematiky, ale i k rozsifeni
a vSeobecnému pfijeti maticové feéi. O Frobeniovi a teorii matic viz [Hab].

16 G. Frobenius: Gesammelte Abhandlungen III., Springer, Berlin, Heidelberg, New York,
1968, s. 404-409, 410-414, 546-567.



27

Matematické encyklopedie

Zajimavy obraz o postaveni matic v matematice na prelomu 19. a 20. sto-
leti poskytuji némeckd matematickd encyklopedie a francouzskd matematicka
encyklopedie. Byly s velkym usilim vytvafeny od konce 19. stoleti az do t¥ica-
tych let 20. stoleti. Snazily se poskytnout co nejuplnéjsi obraz o jednotlivych
matematickych disciplinach.

Rozsahla némeckd FEncyklopddie der mathematischen Wissenschaften mit
Einschluss ihrer Anwendungen [EMW] vychézela v letech 1898 az 1935.
S pojmem matice se v ni nesetkavame pfili§ Casto, urcité vyjimky predstavuji
nasledujici staté.

— Clanek Kombinatorik (svazek 1.1, 1898), ktery sepsal Eugen Netto, se
o maticich zminil v partii vénované determinantim jen na 14 fadcich
(s. 45-46).

— Rozsahly clanek Theorie der gemeinen und héheren complexen Grossen
(svazek 1.1, 1898), jehoz autorem je Eduard Study (1862-1930), sice
dal ¢tvercové matice do vzajemné jednoznac¢ného vztahu s linedrnimi
transformacemi a bilinedrnimi formami v partii nazvané Specielle
Systeme mit n? Einheiten. Bilineare Formen (s. 168-171), ale piilis
s nimi nepracoval.

— Cldnek Rationale Funktionen mehrerer Verdnderlichen (svazek L.1,
1899), ktery sepsal Eugen Netto, uvedl v souvislosti s feSenim soustav
linearnich rovnic tzv. hodnost systému, ale o maticich se nezminil:
Liegen die pq Gréssen ay (i = 1,2,...p;k =1,2,...q) vor, so heisst
das System der a;;, vom Range r, wenn r die grésste Zahl ist, fir welche
nicht alle aus r Zeilen und r Spalten der a;j, gebildeten Determinanten
verschwinden. (s. 269)

— V ¢lanku Invariantentheorie (svazek 1.1, 1899) od Friedricha Wilhelma
Franze Meyera (1856-1934) se s pojmem matice téméf nesetkame;
zminén je v8ak Cayleytv maticovy p¥istup z roku 1855 (s. 329, 361).

— Ve stati Arithmetische Theorie der Formen (svazek 1.2, 1900) definoval
Karl Theodor Vahlen (1869-1945) hodnost systému koeficientt linedr-
nich forem, ale termin matice se tu opét neobjevil (s. 582-583).

— V rozsédhlém ¢lanku Systeme geometrischer Analyse (svazek III1.1.2,
1916-1923) Hermanna Rothe (1882-1923), Alfreda Lotze (1882-1964)
a Christiana Betsche (1888-1934), ktery se tyka barycentrického poétu,
metody ekvipolenci, kvaternioni a jejich zobecnéni a Grassmannovy
teorie, se s maticemi okrajové setkame.

Po némecké encyklopedii nasledovala francouzska Encyclopédie des sciences
mathématiques pures et appliquées [ESM]. Vychdzela v letech 1904 az 1916,
vyuzila z vétsi ¢i mensi ¢asti nékteré staté z encyklopedie némecké. S maticemi
se v ni vSak nesetkdvame castéji nez v encyklopedii némecké.



28

— Clanek Analyse combinatoire et théorie des déterminants (svazek L.1,
1904) je pfepracovanym a rozsifenym prekladem Nettovy stati z encyk-
lopedie némecké. Jeho autorem je Henri Gustave Vogt (1864-1927).
O maticich se v ném okrajové hovoii v paragrafech Relations entre les
mineurs d’un déterminant ou d’une matrice. Généralisations (s. 103—
106), Rang d’un déterminant ou d’une matrice. Déterminants bordés
(s. 107-108).

— Clanek Les fonctions rationelles (svazek 1.2, 1907) je pfepracovanym
a rozsifenym piekladem druhé Nettovy stati z némecké encyklopedie.
Jeho autor Raymond Le Vavasseur (1862-1930) se o hodnosti matice
nesméle zminuje v paragrafu Equations linéaires homogénes (s. 36-38),
jinak s maticemi prakticky nepracuje.

— Stat Theorie des formes et des invariants (svazek 1.2, 1907-1912) je
prepracovanym ¢lankem F. W. F. Meyera z némecké matematické encyk-
lopedie. Jeho autorem je Jules Joseph Drach (1871-1949). Prezentuje
sice fadu témat z teorie forem, ale nikoli v maticové feci.

— Clanek Théorie arithmétique des formes (svazek 1.3, 1906), ktery
napsali Theodor Vahlen a Eugéne Cahen (1865-1941), informoval
o maticich pouze v souvislosti se soustavami lineadrnich rovnic — zminéna
je hodnost matice a feSitelnost nehomogenni soustavy linearnich rovnic
(s. 80-82).

K némecké a francouzské matematické encyklopedii lze priradit rozsahem
podstatné mensi, dvousvazkovou knihu Ernesta Pascala nazvanou Repertorio
di matematiche superiori (Definizioni — Formole — Teoremi — Cenni bibliogra-
fici) [P2] z let 1898 a 1900. Jak uZ bylo d¥ive uvedeno, o maticich se v ni p¥ili§
nedozvime.

Némecké verze Pascalova kompendia, vyrazné rozsifend, vysla pod nazvem
Repertorium der héheren Mathematik [P3] v letech 1900 a 1902. Jeji druhé,
pfepracované a opét rozsifené vydani z let 1910 az 1929 ma jiz pét svazki.
V prvnim svazku tohoto kompendia s podtitulkem Algebra, Differential- und
Integralrechnung je o maticich pojednano v druhé kapitole Kombinatorik,
Determinanten und Matrices (s. 43-167), kterou zpracoval Alfred Loewy
(1873-1935). S pojmy ¢tvercova, resp. obdélnikovd matice a hodnost matice
se Ctenal setkd jiz v druhém paragrafu této kapitoly nazvaném Historisches
und Allgemeines tiber Determinanten. Dalsi poznatky o maticich jsou v Sestém
paragrafu nazvaném Das Rechnen mit Matrices. Zusammenhang zwischen
Matrices, linearen Substitutionen und bilinearen Formen. Mimo jiné je zde
rozvijen vztah mezi hodnosti matice a linearni zavislosti fadkd, resp. sloupci.
Matice jsou zde jiz provazany s teorii bilinearnich a kvadratickych forem a jejich
transformacemi, s otdzkami kanonickych tvart, s teorii elementarnich déliteli,
s ortogonalnimi substitucemi atd. Cely text je na mnoha mistech doplnén fadou
bibliografickych informaci. Navic se matice okrajové objevuji i na stranach
403-405 v paté kapitole nazvané Invariantentheorie (s. 358-420), kterou sepsal
Heinrich Emil Timerding (1873-1945).
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Prijeti matic a maticové rec¢i a symboliky

V prvnich desetiletich 20. stoleti se matice postupné dostaly do povédomi
matematiki a fyzikd, maticova FeC se tispésné Sitila a byla stéle vice vyuZivana
a uznavana. Diulezité vysledky teorie bilinedrnich a kvadratickych forem byly
pocatkem 20. stoleti postupné piekldddny do maticové feéi (problematika
kanonickych tvarti, vysledky tykajici se vlastnich ¢isel a vlastnich vektord,
spektralni teorie matic). Soucasné byly v maticové feci stéle ¢astéji vyjadfovany
substituce a transformace. Matice pronikaly jako dulezity apardt do dalSich
matematickych disciplin, a tim i do univerzitnich kurzi zakladti matematiky
a do ucebnic. Ve tricatych letech se staly predmétem samostatnych monografii.

Cenné informace o vyvoji teorie matic v prvni tfetiné 20. stoleti ziskame
z druhého bibliografického piehledu The Literature of Cayleyan Matrices [Mu2]
Thomase Muira a zejména z monografii, které pocatkem tficatych let vydali
Cyrus Colton MacDuffee a Joseph Henry Maclagan Wedderburn — Theory of
Matrices [MD1], Lectures on Matrices [Wed].

Velmi zajimavé je, jak dlouho trvalo, nez se ustéalila definice ndsobeni matic
(ndsobeni fadkd prvni matice se sloupci druhé matice). Je pravdépodobné,
ze k tomuto ,zdrzeni“ pfispélo dlouhotrvajici sepéti jiz etablované teorie
determinantii s rodici se teorii matic, zejména véta o nasobeni determinanti,
kdy nezalezi na tom, zda ndsobime Fadky s fadky ¢&i sloupci apod., nebot
determinanty navzdjem transponovanych matic se rovnaji. Teprve hlubsi
pochopeni maticové reprezentace bilinearnich a kvadratickych forem a maticovy
popis linearnich transformaci téchto forem a jejich skladani, ptispélo k ukonceni
nejasnosti souvisejicich se zavedenim maticového nasobeni.

Ve 20. stoleti se teorie matic zacala bouflivé vyvijet, jednim z velkych témat
byla problematika rtiznych specidlnich typ matic. Vyznamné jsou v tomto
sméru napf. Frobeniovy prace o maticich s kladnymi ¢i nezapornymi prvky
(viz naptiklad Perronova-Frobeniova véta). Obrovskou roli hraji matice v teorii
algeber, v teorii reprezentaci apod.

Zakonceme tento paragraf slovy Thomase W. Hawkinse Jr. (nar. 1938) z jeho
dlouhé a zasvécené stati Weierstrass and the Theory of Matrices [Had] z roku
1977:

Although the origins of the theory of matrices can be traced back to the 18"
century and although it was not until the 20" century that it was absorbed
into the mainstream of mathematics, it was a creation of the 19" century.
During that fertile epoch in the history of mathematics, basic theorems on
matriz similarity, congruence and equivalence were established and canonical
matriz forms introduced. The properties of the characteristic roots of various
types of matrices (symmetric, Hermitean, orthogonal, unitary, etc.) were also

discovered. ([Had], s. 155)
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4. Uclebnice a monografie — prvni tfi desetileti 20. stoleti

Prvni ucebnice a monografie, v nichz hraji matice nezanedbatelnou roli, byly
sepisovany az v prvnich tfech desetiletich 20. stoleti. V té dobé€ jiz matice zvolna
pronikaly do zékladnich matematickych kurzti na vysokych skolach.

V nésledujicich odstavcich se pokusime ukézat, jaké misto v té dobé ma-
tice zaujimaly v matematické knizni literatufe, tj. v ucebnich textech a mono-
grafiich.

Leopold Kronecker

Roku 1903 byl vydan — jako soucéast vétsiho celku univerzitnich prednasek
Leopolda Kroneckera'” — text Vorlesungen iiber die Theorie der Determinan-
ten [Kr]. Sepsan byl na zdkladé jeho ucitelského ptisobeni v letech 1883 az 1891,
k tisku jej p¥ipravil Kurt Hensel.'®

Predposledni, 20. pfednaska je vénovana zdkladiim teorie matic, zavérecna
prednéska problematice maticovych ekvivalenci (celkem 42 stran). Matice se
vsak okrajové vyskytuji jiz v predchozich pfednaskach. Zarazeni tohoto tématu
zdtvodnil Kronecker takto:!?

. wollen wir jetzt Vorschriften fir das Rechnen mit Systemen oder Ma-
trizen aufstellen ... die Betrachtung der Matrizen nichts anderes ist als eine

Erweiterung der elementaren Arithmetik.
([Kx], s. 348)

17 Leopold Kronecker (1823-1891), némecky matematik. Kroneckertv zdjem o matema-

tiku probudil jeho gymnazidlni profesor Ernst Eduard Kummer (1810-1893). Po studiu na
berlinské univerzité (1841-1845), kde byli mezi jeho uditeli Johan Peter Gustav Lejeune Di-
richlet (1805-1859) a Jakob Steiner (1796-1863), studoval Kronecker kratce v Bonnu a Vra-
tislavi (Breslau, Wroclaw), poté se zhruba deset let vénoval obchodnim aktivitdm. V pade-
satych letech napsal fadu uznavanych praci, roku 1861 se stal ¢lenem berlinské akademie
a ziskal pravo prednaset na berlinské univerzité, na niz od roku 1855 pusobil Kummer. Po
jeho penzionovani roku 1883 byl Kronecker jmenovan na uvolnéné profesorské misto. Vé-
noval se algebfe a teorii Cisel, ale i analyze a teorii funkci. Reprezentoval tzv. finitismus,
z néhoz vyrostl intuicionismus. Byl velkym odpircem Georga Cantora (1845-1918) a jeho
teorie mnozin.
Viz H. Weber: Leopold Kronecker, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
2(1893), s. 5-31, H. Rohrbach: Kronecker, Leopold, Neue Deutsche Biographie, Band 13,
Duncker & Humblot, Berlin, 1982, s. 82-83, K.-R. Biermann: Kronecker, Leopold, in [Gi]-VII,
s. 505-509.

18 Kurt Wilhelm Sebastian Hensel (1861-1941), némecky matematik. Pochézel z Krélovce,
studoval v Berliné a v Bonnu, k jeho ucitelim patfili Kronecker a Weierstrass. V letech 1901 az
1930 pracoval na univerzité v Marburgu. Vénoval se teorii ¢isel, zejména algebraickym ¢islim,
zavedl p-adicka c¢isla. Sepsal monografie o teorii ¢isel, editoval pét svazki Kroneckerovych
praci a nékteré cykly jeho prednasek, editoval téz prednasky svého ucitele Gustava Roberta
Kirchhoffa (1824-1887).

H. Hasse: Kurt Hensel zum Geddchtnis, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik
187(1949), s. 1-13.
19 Poznamenejme, %e Kronecker ¢astéji hovofil o ,systémech®.
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Kronecker prezentoval zékladni fakta o operacich s maticemi a jejich vlast-
nostech, o invertovani (resp. ,déleni“ matic), o hodnosti matice, zdménnych
maticich atd. Pozornost rovnéz vénoval maticim, jejichz prvky jsou racionalni
funkce. Uvedme dva pfiklady Kroneckerova pojeti a jeho terminologie:

Sind also B und A vertauschbare Systeme, und ist |A| < 0, so gibt es ein
und nur ein System %, fiir welches die beiden Gleichungen

B B
A-—=—-A=8B
A A
erfillt sind. ...

Ist ein System wvon nicht verschwindender Determinante aus mehreren
Faktoren zusammengesetzt, so ist das reziproke System aus den reziproken
Systemen der Faktoren, aber in der umgekehrten Reihenfolge zusammengesetzt.

(IKx], s. 355, 360)

Gustav Bauer

V rozsdhlé udebnici Gustava Bauera?® z roku 1903, kterd se jmenuje
Vorlesungen iber Algebra [Ba], se matice vyskytuji jen zcela okrajové; objevuji
se az v kapitole o determinantech v souvislosti s problematikou soustav
linedrnich rovnic. Nejprve je uvedeno obdélnikové schéma n(n + 1) prvki, za
nimz nasleduje tento text:

Eine solche Anordnung von Elementen in Horizontal- und Vertikalreihen
nennt man eine Matriz. Hier besteht dieselbe aus n Horizontal- und n + 1
Vertikalreihen. Aus dieser Matriz lassen sich durch Weglassung je einer
Vertikalreihe n Determinanten n'®" Ordnung bilden ...

([Ba], s. 280)

Pojem hodnosti neni zaveden pro matice, ale pro determinanty a pro
kvadratické formy (s. 338-339). Matice se vyskytuji pouze jako schémata,
z nichz jsou tvofeny determinanty (napt. s. 283, 285, 314-318), pii nésobeni
determinantii se nasobi navzajem fadky odpovidajicich matic (s. 294).

20 Gustav Conrad Bauer (1820-1906), némecky matematik. Studoval na polytechnice
v Augsburgu, na univerzitdach v Erlangenu a v Berliné, roku 1842 promoval v Erlangenu.
V nésledujicim roce byl v Pafizi, kde ho ovlivnil Joseph Liouville (1809-1882). V letech 1845
az 1853 byl soukromym ucitelem-vychovatelem, roku 1847 stravil t¥i mésice v Erlangenu. Od
roku 1857 pusobil na univerzité v Mnichové, nejprve jako soukromy docent, od roku 1865,
resp. 1869 jako mimotadny, resp. fadny profesor matematiky. Vénoval se zejména algebte,
geometrii, sférickym harmonickym funkcim, gama funkci a problematice fetézovych zlomku.
Viz A. Voss: Zur Erinnerung an Gustav Bauer, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung 16(1907), s. 54-75, C. von Voit: Gustav Bauer, Sitzungsberichte der mathema-
tisch-naturwissenschaftlichen Klasse der Bayerischen Akademie der Wissenschaften zu
Miinchen 37(1907), s. 249-257, G. Faber: Bauer, Gustav, Neue Deutsche Biographie, Band 1,
Duncker & Humblot, Berlin, 1953, s. 638—639.
V uéebnici [Ba] z roku 1903 je p8kna Bauerova fotografie.
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Eugen Netto

V ucebnim textu Elementare Algebra. Akademische Vorlesungen fiir Studie-
rende der ersten Semestr [Ne2] z roku 1904, jehoz autorem je Eugen Netto,
se s pojmem matice setkdvame jiz v 11. paragrafu (matice 2 X m, z niz se tvori
determinanty druhého fadu). V kapitole o determinantech nachézime matice
typu m X n, pomoci subdeterminanti je zaveden pojem hodnost matice. Matice
jsou uzivany v partii o soustavach linearnich rovnic.

V Nettové kniZce Gruppen- und Substitutionentheorie [Ne3] z roku 1908 se
matice nevyskytuji. V jeho knize Die Determinanten [Ned] z roku 1910 je mati-
cim vénovana kratka kapitola Matrizen, Rang einer Matrix, Rang einer Deter-
minante, Matrizen mit gleichem Range, Komposition von Matrizen (s. 58—63).

V jeho ucebnici Algebra [Neb| z roku 1915 je exaktni definice obdélnikové
matice jiz na 18. strané (s odkazem na Cayleyovu praci Remarques sur la
notation des fonctions algébriques z roku 1855, v niz matice zavedl):

Unter einer Matrix von m-n Elementen x;;, verstehen wir ein in Form eines
Rechtecks angeordnetes Elementensystem von m Zeilen und n Spalten

Zi1  T12 Lin
T2y  T22 Ton .

_(xzk) (7/:1727 5 TS k:1727 7”)
Tml Tm2 Tmn

([Ne5], s. 18)

Nésleduje definice hodnosti matice (pomoci nulovosti a nenulovosti subde-
terminantii) s odkazem na Frobeniovu préaci Theorie der linearen Formen mit
ganzen Coefficienten z roku 1879.2! Stale vSak pfevlada terminologie teorie
determinantt. Jesté pred definici matice je ukdzdna nekomutativita matico-
vého néasobeni a komentovana z dnesniho hlediska nepochopitelnym zptsobem,
nebot jsou sméSovany pojmy matice a determinant i jejich symbolika.

Man tberzeugt sich leicht davon, dafS im allgemeinen
| - |&ak | # |Gl - |

hinsichtlich der Form der Produktdeterminante ist, wdhrend natirlich der
numerische Wert beider Seiten der gleiche ist. Fiir die Produktbildung von
Determinanten ist also das Kommutationsgesetz nicht giiltig.

([Ne5], s. 18)

S maticemi se v této knize setkavame jesté v souvislosti s fesitelnosti soustavy
linedrnich rovnic (s. 79-99).

21 Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 86(1879), s. 146208, téz in Gesam-
melte Abhandlungen I., s. 482-544.
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Salvatore Pincherle

Ve dvojdilném ucéebnim textu Lezioni di algebra complementare [Pi] z let
1906 a 1909 zavedl Salvatore Pincherle?? v partii o determinantech nejprve
pojem matice, a teprve potom definoval determinant. Zajimavé je, Ze jesté
roku 1926 jsou ve tfetim vydani jeho ucebniho textu zavedeny c¢tyri druhy
nasobeni matic — moltiplicazione per linee, per colonne atd. Hodnost matice
(caratteristica, rango) je zavedena pomoci subdeterminantu.

Lo specchio cost formato da questi mn numeri, in cui é pertanto essenziale
lordine dei numeri stesst, si dice matrice. ...

. il quale viene chiamato determinante corrispondente alla matrice.

dati due determinanti di uguale ordine, il loro prodotto si puo fare
indifferentemente per linee o per colonne, e poiche é lecito ... mutare le linee
in collone, al determinante prodotto si possono dare quattro forme diverse. ...

Con caratteristica s’intende 'ordine del determinante non nullo di ordine

massimo che si possa estrarre dalla matrice.
([Pi], dil IL., s. 48-49, 76, 92)

Maxime Bécher

Velkou pozornost maticim vénuje ucebnice Introduction to Higher Algeb-
ra [Bo] z roku 1907, kterou sepsal Maxime Bécher.?® Byla velmi tispésna, jeji
dalsi vydani ¢ reprinty vychazeji dodnes. Roku 1910 (a téz r. 1925, 1932)

22 Salvatore Pincherle (1853-1936), italsky matematik. V letech 1869 az 1874 studoval na

univerzité v Pise, kde byli jeho ugditeli Enrico Betti (1823-1892) a Ulisse Dini (1845-1918),
ve Skolnim roce 1877/1878 poslouchal v Berliné pfednasky Kummera, Kroneckera a Weier-
strasse. Po kratkém ptsobeni na univerzité v Palermu prednasel v letech 1880 az 1928 na
univerzité v Bologni. Je jednim z tvirct funkcionalni analyzy, autorem fady praci a néko-
lika knih. Roku 1922 zalozil italskou matematickou spole¢nost (Unione matematica italiana)
a jeji casopis Bolletino dell’Unione matematica italiana. V letech 1924 az 1936 byl preziden-
tem Mezinarodni matematické unie, roku 1928 predsedal osmému mezindrodnimu kongresu
matematikt v Bologni.
Viz L. Berzolari: Salvatore Pincherle, Bollettino dell’Unione matematica italiana 15(1936),
s. 149-152, E. Bortolotti: Salvatore Pincherle, ibid., 16(1937), s. 37-60, L. Tonelli: Salva-
tore Pincherle, Annali della Scuola normale superiore di Pisa, Classe di scienze, Série 2,
6(1937), ¢. 1, s. 1-10, U. Amaldi: Salvatore Pincherle, Annali di matematica pura ed appli-
cata 17(1938), s. 1-21, A. Natucci: Nel primo centenario della nascita di Salvatore Pincherle,
Giornale di matematiche 82(1954), s. 335-342, F. G. Tricomi: Pincherle, Salvatore, in [Gi]-X,
s. 610.

23 Maxime Bécher (1867-1918), americky matematik. V letech 1883 az 1888 studoval
na Harvardu (University of Cambridge), kde byl zdkem Benjamina Peirceho (1809-1880),
v letech 1888 az 1891 byl v Gottingenu, kde navstévoval pfednasky Felixe Kleina (1849—
1925) a Hermanna Amanduse Schwarze (1843-1921). Pak se vréatil na Harvard, kde
pusobil nejprve jako instruktor, od roku 1904 jako profesor. Vénoval se matematické
analyze, teorii potencidlu, teorii funkci, diferencidlnim a integralnim rovnicim, harmonickym
funkcim, trigonometrickym fadam, diferencidlnim operatoriim a matematické fyzice, ale
rovnéz algebfe a geometrii. Je autorem fady praci a nékolika oblibenych ucebnich textu,
elementarnich i pokroéilych. Byl ¢lenem American Mathematical Society (viceprezidentem
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vysla némecky v prekladu Hanse Becka pod nazvem FEinfihrung in die héhere
Algebra, roku 1933 vysla rusky jako Vwvedenie v vyssuju algebru.

Podstatnou ¢ast Bocherovy ucebnice tvori — z dnesniho pohledu — linearni
algebra, velkd pozornost je vénovana maticim, které prostupuji celym textem.
Druhé kapitola A Few Properties of Determinants, za¢ina vysvétlenim pojmu
matice a jeho exaktni definici. Z této paséze je vidét, Ze pojem determinantu
byl tehdy zcela béZny, zatimco pojem matice bylo tfeba podrobné objasnit.

We assume that the reader is familiar with the determinant notation, and
will merely recall to him that by a determinant of the nth order

a1 ai12 e A1n
az1  G22 G2n
Gnl  QAn2 Ann

we understand a certain homogeneous polynomial of the nth degree in the n>
elements a;;. By the side of these determinants it is often desirable to consider
the system of the n? elements arranged in the order in which they stand in
the determinant, but not combined into a polynomial. Such a square array of
n? elements we speak of as a matriz. In fact, we will lay down the following
somewhat more general definition of this term:

DEFINITION 1. A system of mn quantities arranged in a rectangular array
of m rows and n columns is called a matriz. If m = n, we say that we have
a square matriz of order n. ([Bd], s. 20-21)

, S.

Bocher zduraznil rozdil mezi matici a determinantem a objasnil, jak se na
matice divat. Ctenafe odkazal na 21. paragraf své knihy, kde jsou jiz matice
chapany jako nové objekty, které jsou hodny samostatné existence.

Even when a matriz is square, it must be carefully noticed that it is not
a determinant. In fact, a matriz is not a quantity at all, but a system of
quantities. ...

1902, prezidentem 1909/1910) a nékolika odbornych spole¢nosti (American Philosophical
Society, American Academy of Arts and Sciences, National Academy of Sciences). Vyrazné
prispél k rozvoji americké matematiky. Dlouhou dobu byl editorem prestizniho Casopisu
Annals of Mathematics, podilel se na zaloZeni Casopisu Transactions of the American
Mathematical Society (1910). Od roku 1923 udéluje na jeho podest Americkd matematickd
spole¢nost Bocherovu cena (Bécher Memorial Prize).

Viz W. F. Osgood: The Life and Services of Maxime Bdcher, Bulletin of the American
Mathematical Society 25(1919), s. 337-350, G. D. Birkhoff: The Scientific Work of Mazime
Bécher, ibid., 25(1919), s. 197-215 [reprint in P. L. Duren, R. A. Askey, U. C. Merzbach
(eds.): A Century of Mathematics in America, Part II., AMS, Providence, RI, 1989, x+585
stran, s. 59-78], W. F. Osgood: Mazime Bécher, ibid., 35(1929), s. 205-217, C. Eisele: Bécher,
Maazime, in [Gi]-II, s. 217-218.
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A matriz of m rows and n columns being merely a set of mn quantities ...
arranged in a definite order, is, ... a complex quantity with mn components;
and it is only a special application of the theory of complex quantities ...

([B&), s. 21, 61)

Bocherova kniha se vénuje linearni zavislosti, soustavam linearnich rovnic,
linearnim transformacim a jejich maticovému vyjadreni, invariantim, linedr-
nim, bilinearnim a kvadratickym formam, teorii ekvivalenci forem, kanonic-
kym tvarim atd. Nachazime zde klasickou definici hodnosti matice i nutnou
a postacujici podminku fesitelnosti soustavy linearnich rovnic:

DEFINITION 3. A matriz is said to be of rank r if it contains at least one
r-rowed determinant which is not zero, while all determinants of order higher
than r which the matrix may contain are zero.

A matriz is said to be of rank 0 if all its elements are zero.

THEOREM 1. A necessary and sufficient condition for a system of linear
equations to be consistent is that the matriz of the system have the same rank
as the augmented matriz. ([Bd), s. 22, 46)

Bocherova kniha, v niz se s maticemi v fadé kapitol soustavné pracuje,

vvvvv

k jejimu vSestrannému uznani.

Cuthbert Edmund Cullis

Rozsahla t¥idilnd monografie Matrices and Determinoids [Cu] Cuthberta
Edmunda Cullise?* je patrné prvni knihou, kterd mé slovo matice ve svém
nazvu. Jednotlivé dily vychézely postupné v letech 1913 (xii+430 stran), 1918
(xxiv+555 stran) a 1925 (xviii+681 stran), druhd ¢ast tietiho dilu ztstala
v rukopise. Cullis toto rozsahlé dilo sepsal na zakladé svych prednasek, které
mél na univerzité v Kalkaté. Podrobné shrnul celou teorii matic a determinanti,
a to od vysledki Cayleyovych a Sylvesterovych az po prace Frobeniovy. Navic
rozsifil teorii determinant® na obdélnikové matice.

Cullisovu monografii v letech 1920 a 1927 podrobné recenzoval James Byrnie
Shaw (1866-1948). Ve své prvni recenzi diskutoval mimo jiné chapani pojmu
matice:2

Further it should be noticed that a matriz of m long rows and n short rows is
as much an assemblage of m vectors in an n-dimensional space, or of n vectors

24 Cuthbert Edmund Cullis (? ~1954), britsky matematik. Studoval v Anglii (Caius
College, Cambridge), v Jené a v Berling, kde byl v kontaktu s Frobeniem. Od roku 1910
pusobil na univerzité v Kalkaté. K jeho odbornym zajmtm patfily zejména matice.

H. W. Turnbull: Cuthbert Edmund Cullis, Journal of the London Mathematical Society
30(1955), s. 252-255.

25 Viz Bulletin of the American Mathematical Society 26(1920), s. 224-233, 33(1927),

s. 618-621. Nasledujici citaty jsou ze stran 225-226 a 233.
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in an m-dimensional space, as it is of mn-elements. A matrix may be looked
upon as a linear homogeneous substitution, which converts certain variables
into others, or it may be considered as a linear vector operator which converts
all vectors from the origin into others from the origin, or it may be considered
as a dyadic, the sum of several dyads, — all useful definitions and yielding very
important results. As a linear vector operator the particular elements entering
the matriz are not of so much importance as other features of the matrix. ...

The treatment is quite detailed, with numerous numerical examples, rather
loose in its development, and lacking in synthesis, so that the reader becomes
bewildered with the multitudinous formulas and other details. A synopsis of it
would be useful.

Cullisovo rozsahlé dilo o maticich velky ohlas nemélo. Anglicky matematik
Herbert Westren Turnbull vsak vzpominal, Ze do vydani Cullisovy monografie
nemeél o maticich hlubsi znalosti, ze v té dobé jesté nebyl vyznam maticového
poctu dostateéné rozpoznan.2® Poznamenal rovné, ze Cullis uzival terminolo-
gii, ktera nebyla jednoduché a ztézovala proto pfistupnost tématu.

Leonard Eugene Dickson

Roku 1923 vydal Leonard Eugene Dickson?” monografii Algebras and their
Arithmetics [D1], kterd vysla roku 1927 v némeckém pfepracovani Johanna
Jakoba Burckhardta (1903-2006) a Emila Schubartha (1902-1978) pod néa-
zvem Algebren und ihre Zahlentheorie.?® S maticemi se v ni setkavame jiz ve
3. paragrafu Matrices (s. 5-9), jejich zavedeni je motivovéno praci s linedrnimi
transformacemi (charakteristickd matice, charakteristicky a minimélni poly-
nom, vlastni ¢éisla apod.). Matice a maticové algebry hraji v této knize vy-
znamnou roli.

26 Viz vyse uvedeny Turnbulltv ¢lanek Cuthbert Edmund Cullis.

27 Leonard Eugene Dickson (1874-1954), americky matematik. Studoval na univerzitach
v Texasu, doktorat ziskal v Chicagu roku 1896, poté rozsifoval své znalosti na studijnich
pobytech v Lipsku a Pafizi. Od roku 1900 pusobil v Chicagu, kde se po deseti letech stal fad-
nym profesorem. V roce 1917/1918 byl prezidentem Americké matematické spole¢nosti. Byl
velkym specialistou na teorii ¢isel a algebru, zabyval se vsak i algebraickou geometrii a teorii
invariantu. Je autorem velké fady praci a knih z teorie ¢isel, algebry a linearni algebry. Slavna
a stale Siroce vyuzivana je jeho tfidilnd monografie History of the Theory of Numbers z let
1919, 1920, 1923. Abraham Adrian Albert vydal roku 1975 Dicksonovy The Collected Mathe-
matical Papers (Chelsea, Bronx, New York, 1975, xvii+680+766+580+636+4644 stran).
Viz A. A. Albert: Leonard Eugene Dickson. 1874-1954, Bulletin of the American Mathema-
tical Society 61(1955), s. 331-345, D. D. Fenster: Leonard Eugene Dickson and His Work
in the Arithmetics of Algebras, Archive for History of Exact Sciences 52(1998), s. 119-159,
D. D. Fenster: Leonard Eugene Dickson (1874—1954): An American Legacy in Mathematics,
The Mathematical Intelligencer 21(1999), ¢. 4, s. 54-59, D. Dumbaugh, A. Shell-Gellasch:
The ,Wide“ Influence of Leonard Eugene Dickson, Notices of the American Mathematical
Society 64(2017), s. 772-776, D. D. Fenster: Research in Algebra at the University of Chi-
cago: Leonard Eugene Dickson and A. Adrian Albert, in [GP], s. 179-197, R. S. Calinger:
Dickson, Leonard Eugene, in [Gi]-IV, pp. 82-83.

28 Doplnéna byla zavéreénou kapitolou Idealtheorie in rationalen Algebren, kterou sepsal
Andreas Speiser (1885-1970).
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I v némecké verzi této monografie je maticovy aparat hojné vyuzivan,
s pojmem matice se Ctenal setkd v souvislosti s linedarnimi transformacemi
jiz v prvni kapitole nazvané Korper, Polynome, Matrizen, a to v 8. paragrafu
Matrizen (s. 14-17). Ve druhé kapitole nazvané Finfihrung in die Algebren
je v 18. paragrafu Vollstindige Matrizalgebren zavedena tzv. iplnd maticova
algebra (s. 29-31).

Roku 1926 vydal Dickson knihu Modern Algebraic Theories [D2] sestavajici
ze 14 kapitol, které jsou déleny na 147 clankd. Sepsal ji na zakladé svych
prednasek z predchozich let. O tfi roky pozdéji vysla némecky v piekladu
Ewalda Bodewiga (1902—7 ) pod ndzvem Hdéhere Algebra. Roku 1959 byl vydéan
reprint pavodni knihy se zkracenym nazvem Algebraic Theories.

V Gvodu své ucéebnice Dickson napsal:

This book ... presupposes calculus and elementary theory of algebraic equat-
ions. Its aim is to provide a simple introduction to the essentials of each of the
branches of modern algebra, with the exception of the advanced part treated in
the author’s Algebras and Their Arithmetics. The book develops the theories
which center around matrices, invariants, and groups, which are among the
most important concepts in mathematics.

The book provides adequate introductory courses in (i) higher algebra,
(#) the Galois theory of algebraic equations, (iii) finite linear groups, inclu-
ding Klein’s “icosahedron” and theory of equations of the fifth degree, and
(iv) algebraic invariants. ([D2], p. iii)

Radu témat Dicksonovy knihy bychom dnes fadili do line4rni algebry (ma-
tice, determinanty, linearni transformace, bilinearni, kvadratické, hermitovské
formy, kanonické tvary, elementarni délitelé, linearni zavislost a nezavislost, li-
nearni rovnice, dvojice bilinedrnich, kvadratickych a hermitovskych forem, ...).
Dalsi témata vSak patfi do obecné algebry (grupy, télesa, fesitelnost algebraic-
kych rovnic v radikalech, konstrukce pravitkem a kruzitkem, rovnice vyssich
stupni, reprezentace koneénych grup linedrnimi grupami, ...).

Matice se v této knize objevuji ve tteti kapitole nazvané Matrices, Bilinear
Forms, Linear Equations (s. 39-63), kterd za¢ind témito slovy:

Chapters III-VI, which are independent of I-II, give a new exposition of
the subject usually called higher algebra. We first develop Cayley’s calculus of
matrices, and the essentially equivalent subject of bilinear forms. The main
theorems on the solution of systems of linear equations are not presupposed,
but are deduced as corollaries. ([D2], s. 39)

Dickson matice zavedl v souvislosti s popisem souboru m linedrnich forem
o n proménnych, resp. s popisem linearnich transformaci. Definoval maticové
operace, charakteristickou rovnici matice, hodnost matice zavedl pomoci subde-
terminantti. Matice vyuzil k popisu bilinearnich forem a k formulaci zakladnich
vysledkl z teorie soustav linearnich rovnic. Predpokladal znalost elementéar-
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nich poznatkli o determinantech; determinanty se totiz objevily v jeho knize
bez jakéhokoli vysvétleni jiz v prvnim paragrafu. V dalsich kapitolach vyuzival
maticovy aparat v partiich o kvadratickych a bilinearnich formach, o linearnich
transformacich, kanonickych tvarech, podobnosti atd.

Richard Courant a David Hilbert

Roku 1924 byl vydan prvni dil mimofadné zajimavé a uzitecné monografie
Methoden der mathematischen Physik [CH], kterd pfinési Siroky matematicky
aparat urceny zejména fyziktim. Sepsali ji dva némec¢ti matematici ptsobici
v Gottingenu — Richard Courant?® a David Hilbert.? V jejim tivodu je napsano:

Diesem Ziele soll fiir das Gebiet der mathematischen Physik das vorliegende
Buch dienen. Es entwickelt mathematische Methoden, die im AnschlufS an klas-
sische physikalische Fragestellungen des 18. und 19. Jahrhunderts ausgebildet
worden sind und sucht die gewonnenen Ergebnisse zu einheitlichen mathema-
tischen Theorien auszugestalten. ([CH], s. v)

Kniha je ¢lenéna tematicky na sedm kapitol. Prvni kapitola Die Algebra der
linearen Transformationen und quadratischen Formen zaCiné timto odstavcem:

Zahlreiche Fragen der mathematischen Analysis, die uns in diesem Bande
beschdftigen werden, sind durch Analogie und innere Verwandtschaft aufs
engste mit der Theorie der linearen Transformationen und quadratischen
Formen verknipft; wird wolen daher dieses Gebiet einleitend in aller Kirze
unter den hier fir uns wichtigen Gesichtspunkten durchmustern, indem wir
beim Leser eine gewisse Vertrautheit mit den berihrten Fragen voraussetzen.

(ICH], s. 1)

29 Richard Courant (1888-1972), némecky matematik. Ukonéil studium na univerzité
v Gottingenu, kde byl asistentem Davida Hilberta. Byl nasazen v prvni svétové valce, poté
pusobil dva roku v Miinsteru, od roku 1922 byl profesorem v Gottingenu, pozdéji zde vedl
matematicky institut. Roku 1933 opustil Némecko, jeden rok pusobil v Cambridge, poté
odesel z Velké Britanie do New Yorku, kde ziskal roku 1936 profesorské misto. Vénoval se
hlavné numerické matematice, aplikované matematice a matematické fyzice.

Viz C. Reid: Richard Courant. 1888—1972 — der Mathematiker als Zeitgenosse, Springer,
1979, 382 stran, C. Reid: Courant in Géttingen and New York. The Story of an Improbable
Mathematician, Springer, New York, Heidelberg, Berlin, 1976, 314 stran.

30 David Hilbert (1862-1943), némecky matematik, jeden z nejvyznamnéjsich reprezen-

tantd moderni matematiky. Absolvoval univerzitu v Kralovci, kde se roku 1886 stal docentem
a roku 1892, resp. 1893 mimotradnym, resp. fadnym profesorem. V letech 1895 az 1930 pu-
sobil na univerzité v Gottingenu. Svymi vysledky inspiroval matematiky pracujici v mnoha
matematickych smérech. Na mezindrodnim kongresu matematikd v Pafizi roku 1900 piedlo-
7il 23 problémt, které mély byt feSeny ve 20. stoleti. Snahy o jejich FeSeni vyrazné ovlivnily
vyvoj matematiky.
Viz H. Weyl: David Hilbert and his Mathematical Work, Bulletin of the American Mathe-
matical Society 50(1944), s. 612-654, K. Reidemeister (ed.): Hilbert — Gedenkband, Springer,
Berlin, Heidelberg, 1971, viii4+86 stran, reprint: 2012, C. Reid: Hilbert, Copernicus Books,
Springer Science+Business Media, New York, 1996, 272 stran, L. Corry: David Hilbert and
the Aziomatization of Physics (1898-1918): From Grundlagen der Geometrie to Grundlagen
der Physik, Springer, New York, 2004, xvii4+-513 stran.
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Prvni kapitola sestava z péti paragrafi:

1. Lineare Gleichungen und lineare Transformationen (s. 1-14).
2. Lineare Transformationen mit linearem Parameter (s. 14-19).

3. Die Hauptachsentransformation der quadratischen und Hermiteschen
Formen (s. 19-26).

4. Die Minimum-Mazimum-Eigenschaft der Eigenwerte (s. 26-29).
5. Erginzungen und Aufgaben zum ersten Kapitel (s. 29-38).

V prvni kapitole autofi doporudili ke studiu (kromé nékolika ¢asopiseckych
praci) némecky pieklad Bocherovy uéebnice [B6] z roku 1910, Kowalewského
knihu [Kow] o determinantech z roku 1909 a Hilbertovu knihu Grundzige einer
allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen z roku 1912. Ve druhém
vydani pfipojili jesté Wintnerovu knihu [Wi] z roku 1929 (viz dale).

Uvedme jesté zajimavy citat z 1. paragrafu:

Viele Tatsachen der linearen Algebra“ lassen sich besonders prédgnant
ausdricken, wenn man sie als Aussagen tber Matrizen formuliert und sich
dabei einiger als Matrizenkalkil bezeichneter einfacher Definitionen und Regeln
bedient. Wir gelangen zundchst zum Begriff der Matrizenmultiplikation, ...

([CH], 5. 6)
Hans Beck

Hans Beck,?' ktery pielozil do néméiny vise uvedenou Bocherovu uéebnici
Introduction to Higher Algebra [B6], je autorem zajimavé a moderné pojaté
ucebnice Einfihrung in die Aziomatik der Algebra [Bec] z roku 1926. Touto
knihou vyrazné prostupuji matice, z dvanacti kapitol je jim plné vénovana
¢tvrtd kapitola Matrizes (s. 31-40) a devata kapitola Proportionalitit der
Matrizes (s. 111-126).

Zduraznéme, 7e v Beckové knize [Bec] matice pfedchazeji determinantiim,
kterym je vénovana az desata kapitola. Nasobeni matic je definovano jiz tak, jak
je dnes zname, tj. fadky prvni matice se skalarné nasobi se sloupci druhé matice
(viz s. 33). Hodnost matice jiz neni definovana pomoci subdeterminanti, autor
zavedl ekvivalentni soustavy linearnich rovnic, kterym odpovidaji ekvivalentni
matice:

FEine n-reihige Matrix heifst nicht singuldr oder vom Range n, sobald sie der
Finheitsmatrix aquivalent ist ...

31 Hans Heinrich Rudolf Beck (1876-1942), némecky matematik. Stiedni skolu a uni-
verzitu vystudoval v Greifswaldu, néjakou dobu pracoval na technice v Hannoveru, pozdéji
pusobil jako profesor matematiky na univerzité v Bonnu. Je autorem ucebnic o soufadnicové
a elementarni geometrii.

Viz E. Salkowski: Hans Beck zum Geddchitnis, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung 53(1943), s. 91-103.
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Die Zahl r der in der Normalform einer Matriz auftretenden Einsen heifit

der Rang der Matrix.
([Bec], s. 55, 64)

Hodnost matice je dale dana do souvislosti s linearni zavislosti a nezavislosti
vektorti, véta vyjadiujici hodnost matice pomoci subdeterminanti se v knize
objevi daleko pozdéji:

Die k Vektoren ai,as,...,ar sind dann und nur dann linear unabhdngig,
wenn thre Matriz den Rang k hat.

Der Rang einer Matrix ist die Dimensionszahl des aus ihren Vektoren auf-
gebauten linearen Vektorgebildes, oder also die Anzahl ihrer linear unabhdngi-
gen Vektoren.

Notwendig und hinreichend dafiir, dafi eine Matrixz den Rang r hat, ist, dafl
alle ihre (r + 1)-reihigen, nicht aber alle r-reihigen Determinanten verschwin-

den.
([Bec], s. 74, 81, 142)

Oskar Perron

Roku 1927 vysla dvoudilna ucebnice Algebra [Pe2] Oskara Perrona.?? Jeji
prvni dil Die Grundlagen je vénovan ivodnim partiim této discipliny (vychozi
pojmy, polynomy, determinanty, symetrické funkce, délitelnost, algebraické
rovnice a jejich soustavy).

Zakladni informace o maticich jsou obsaZzeny ve tfeti kapitole nazvané
Determinanten, a to v souvislosti s problematikou soustav linearnich rovnic,
vétou o nasobeni determinantil a maticovymi reprezentacemi bilinearnich,
kvadratickych a hermitovskych forem. Témto otazkdm jsou vénovany tii
paragrafy:

32 Oskar Perron (1880-1975), némecky matematik. Studoval v Mnichové, kde roku 1902

promoval u Ferdinanda Lindemanna (1852-1939). Ve studiich pak pokracoval v Tibingenu
a Gottingenu, roku 1906 se habilitoval na univerzité v Mnichové. V nasledujicich letech pt-
sobil v Tibingenu, od roku 1914 pak jako fadny profesor v Heidelbergu. Za prvni svétové
valky byl nasazen na frontu, v letech 1922 az 1950 pracoval na univerzité v Mnichové. V dobé
fasismu se neohrozené stavél proti jeho reprezentantiim, matematiktim Ludwigu Bieberba-
chovi a Karlu Theodoru Vahlenovi. Perron se vénoval hlavné matematické analyze (obycejné
a parcialni diferencidlni rovnice, harmonické funkce, fady), teorii integrace (Perronuv in-
tegral, resp. Perrontiv-Henstocktiv-Kurzweiliv integral), teorii potencidlu, analytické teorii
¢isel, algebfe, zakladtim geometrie a matematické fyzice. Je autorem skvélych monografii Die
Lehre von den Kettenbrichen (1913) a Irrationalzahlen (1921), které vysly v mnoha vyda-
nich, a uéebnice Nichteuklidische Elementargeometrie der Ebene (1962).
J. Heinhold: Oskar Perron, Jahrbuch Uberblicke Mathematik 1980, s. 121-139; E. Frank:
Oskar Perron (1880-1975), Journal of Number Theory 14(1982), s. 281-291, J. Heinhold:
Oskar Perron, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 90(1988), s. 184-199,
F. Litten: Oskar Perron. Ein Beispiel fiur Zivilcourage im Dritten Reich, Mitteilungen der
Deutsche Mathematiker-Vereinigung 2(1994), ¢. 3, s. 11-12.
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23. Lineare Gleichungen. Der allgemeine Fall (s. 101-111).
24. Produkt zweier Determinanten und Matrizes (s. 111-117).
25. Bilineare, quadratische und Hermitesche Formen (s. 117-127).

Poznamenejme, Ze v piipadé soustavy linedrnich rovnic se ¢tvercovou
regularni matici vystacil Oskar Perron s determinanty, pojmy matice a hodnost
matice zavedl az v 23. paragrafu (s. 101-102) v souvislosti se soustavou
k linearnich rovnic s [ nezndmymi. Hodnost matice definoval tehdy stéle jesté
obvyklym zptisobem pomoci nulovosti a nenulovosti jejich subdeterminantii.
Nésobil matice stejného typu, a to ,po Fadcich® (s. 115).

Ve druhém vydani prvniho dilu z roku 1932 je tato problematika zpracovana
podrobnéji:

24. Lineare Gleichungen. Der allgemeine Fall (s. 99-108).

25. Lineare Transformation (s. 108-110).

26. Produkt zweier Determinanten und Matrizes (s. 110-115).

27. Bilineare, quadratische und Hermitesche Formen (s. 116-124).

Ve druhém dile prvniho vydéni Perronovy ucebnice [Pe2] z roku 1927
nazvaném Theorie der algebraischen Gleichungen (algebraické i numerické
feSeni algebraickych rovnic, permutace, grupy, Galoisova teorie) se s maticemi
setkdme v prvni kapitole nazvané Numerische Auflésung von Gleichungen, a to
v paragrafu:

3. Die Sikulargleichung (s. 13-15).

Podéna je stru¢na informace o rovnicich det(A—Ex) = 0 a det(A— Bz) =0,
kde A, B jsou realné, resp. komplexni ¢tvercové matice a E matice jednotkova;
struéné je na tomto misté poznamenano, ze pro hermitovskou matici A mé
rovnice det(A— Ex) = 0 redlné kofeny.

Ve druhém vydani z roku 1933 je tato partie podstatné rozsifena:

4. Die Sikulargleichung (s. 19-21).
5. Das Hauptachsenproblem (s. 21-30).
7. Die charakteristische Gleichung einer Matriz (s. 35—41).

V téchto paragrafech je prezentovina stéZejni problématika teorie matic
(charakteristickd rovnice, vlastni €isla, ortogonalni matice, unitarni matice
atd.), objevily se zde i vysledky tykajici se vlastnich ¢isel matic s kladnymi
prvky, resp. unitarnich matic:

Satz 27. Sind alle Elemente einer Matrix positiv, so hat die charakteristische
Gleichung eine einfache positive Wurzel, die gréfier ist als der absolute Betrag
einer jeden andern Wurzel. [Perronova vétal
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Satz 28. Die charakteristischen Wurzeln einer unitdren Matrix, also speziell
auch die einer reellen orthogonalen Matrix, haben sdmtlich den absoluten

Betrag 1. ([Pe2], dil IL., s. 40-41)

Ludwig Bieberbach

Ludwig Bieberbach?® vydal roku 1928 ucebnici Vorlesungen iiber Algebra
[BB], kterd vznikla podstatnym pfepracovanim tietiho vydani (z roku 1921)
vyse zminéné stejnojmenné Bauerovy knihy [Ba]. Matice se v ni objevuji v sou-
vislosti s determinanty v druhé ¢asti nazvané Theorie und Anwendung der
Determinanten (s. 41-98). Setkdvame se vSak s nimi aZz od strany 58 (obdél-
nikovd matice, subdeterminanty, hodnost zavedend pomoci subdeterminanti,
problematika soustav linearnich rovnic atd.). Nasobeni obdélnikovych systému
stejného typu je zavedeno az na strané 69 (po odstavci o ndsobeni determi-
nantidl) — tyto systémy se zde nésobi ,po Ffadcich, vysledkem je tedy ¢tvercovy
systém. Definovdna je reciprokd matice (adjungierte Matriz) a uvedena véta
0 jejim determinantu:

Die aus der Matriz der A gebildete Determinante ist folglich die(n—1)-te
Potenz der urspringlichen Determinante R. (BB, s. 71)

Maticové néasobeni — jiz v dnesni podobé — je zavedeno az v kapitole
Quadratische und bilineare Formen v odstavci Matrizenkalkil (s. 78):

o=m
Dik = § aiabok .
o=1

Ukéazéna je asociativita a nekomutativita nasobeni matic, matice jsou vyuzi-
vany v teorii bilinedrnich a kvadratickych forem, definovana je inverzni ma-
tice (reziproke Matriz), hodnost matice (pomoci subdeterminanti), kvadra-
tické formy jsou transformovany na kanonicky tvar (na soucet ¢tvercit), pre-
zentovan je Sylvesteruv zakon o setrvacnosti, rozliSovany jsou pozitivné defi-
nitni a negativné definitni formy, zkoumdany ortogonalni transformace (téz tzv.
Hauptachsentransformation), zavedena jsou vlastni ¢isla matice, vySetfovany
hermitovské formy, unitarni transformace atd.

33 Ludwig Georg Elias Moses Bieberbach (1886-1982), némecky matematik. Studoval
v Heidelbergu a v Gottingenu, v letech 1913 az 1915 byl profesorem na univerzité v Basileji,
v letech 1915 az 1921 ve Frankfurtu nad Mohanem a v letech 1921 az 1945 v Berliné.
Vyznamné podporoval faSisticky rezim; v letech 1936 az 1942 byl redaktorem neblaze
proslulého ,arijského* casopisu Deutsche Mathematik. Po valce zil v astrani. Vénoval se
hlavné matematické analyze a geometrii, je autorem rady uspésnych a vicekrat vydavanych
ucebnic.
Viz H. Grunsky: Ludwig Bieberbach zum Geddchtnis, Jahresbericht der Deutschen Mathe-
matiker-Vereinigung 88(1986), s. 190-205, H. Mehrtens: Ludwig Bieberbach and Deutsche
Mathematik, s. 195-241, in E. R. Phillips (ed.): Studies in the History of Mathematics,
Washington, D.C., 1987, 308 stran.
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Herbert Westren Turnbull

Velmi oblibenou ucebnici The Theory of Determinants, Matrices and Inva-
riants [T] vydal roku 1928 Herbert Turnbull.?* Jejim zakladem byly autorovy
prednasky na univerzité St. Andrews. Je to patrné druhé kniha, kterd ma v né-
zvu slovo matice. V tivodu autor uvedl:

... It was the aim of those lectures to present in outline the salient features
of the Invariant Theory, from its origins in the early forties of last century to
the present day. ...

... I have followed the method of Salmon in opening with an account of
determinants. This also made it desirable to introduce the rudiments of another
great department of algebra — the theory of matrices. These will chiefly be found
in the first seven chapters, which have been written mainly with a view to their
applications in what follows. ... (IT), s. v)

Kniha mé 21 kapitol (celkem 334 stran), kromé matic a determinantt jsou
vySetfovany linearni, bilindrni a multilinedrni formy, linedrni transformace,
linedrni rovnice a invarianty. Jiz prvni kapitola Matrices and Determinants
(12 stran) doklada, ze pojem matice je vychozim a zdkladnim pojmem této
knihy. Sedm kratkych paragrafi této kapitoly charakterizuje jeji obsah:

1. Notation (s. 1-2).
Definition of Matriz (s. 2-5).
The Transposed Matriz (s. 5-6).
System of Linear Equations (s. 6-8).

A i

Linear Combinations of Rows or Columns. Number Field. Rank
(s. 8-10).

Linear Equations which are not Homogeneous (s. 10-11).

7. Condition of Solubility (s. 11-12).

&

Americky matematik Oliver Edmunds Glenn (1878-7) ocenil autortv pfistup
i vysledek jeho snazeni v dvoustrankové recenzi:

We think that the author of this admirable book was not concerned primarily
to produce a text-book. He probably was more interested in a scientific question;
that of creating a logically developed exposition of the portion of invariantive
algebra which has its foundations largely in linearity and the linear properties
of determinants and matrices.?®

34 Herbert Westren Turnbull (1885-1961), anglicky matematik. Studoval na Trinity
College v Cambridge, po absolutoriu prosel fadu mist (Cambridge, Liverpool, Hong Kong,
Repton, Oxford), v letech 1921 az 1950 pracoval na St. Andrews University. Jeho hlavnim
zdjmem byla algebra, ale i historie matematiky, zejména Newtonovo matematické dilo;
ptipravil k vydani dva svazky jeho korespondence. Byl skvély klavirista a vasnivy alpinista.
Viz A. C. Aitken: Herbert Westren Turnbull, 1885-1961, Biographical Memoirs of Fellows
of the Royal Society 8(1962), s. 149-158.

35 Bulletin of the Mathematical Society 36(1930), s. 2930.
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5. Matice a kvantova mechanika — dvacata léta

Velmi zajimavou partii historie matematiky (a rovnéz fyziky) je proniknuti
teorie matic do kvantové mechaniky, k némuz doslo ve dvacatych letech
20. stoleti. V kapitole Matriz theory [GL], kterou sepsali Ivor Grattan-Guinness
a Walter Ledermann®® pro Companion Encyclopedia of the History and
Philosophy of the Mathematical Sciences, nalezneme tuto vystiznou poznamku:

... diffusion and education of matriz theory was slow; for example, when, in
the mid-1920s, the creators of quantum mechanics were looking for techniques,
matriz theory was still not widely known ... (IGL], s. 784)

Matice do fyziky pronikly pomérné pozdé. Nejprve byly chapany pouze jako
tabulky prvkt. Maticové operace (zejména ndsobeni matic) se na pocatku
20. stoleti ve fyzikalnich pracich jesté neobjevily. Uvedme dva piiklady.

Vsestranny fyzik Gustav Mie3” v letech 1912 a 1913 pouze okrajové
uzil matice v pracich z nelinedrni elektrodynamiky publikovanych v ¢asopise
Annalen der Physik, které nazval Grundlagen einer Theorie der Materie [Mil],
[Mi2] a [Mi3].

Teoreticky fyzik Max Born3® pracoval s matici koeficient? algebraické formy

36 Tvor Owen Grattan-Guinness (1941-2014), anglicky historik matematiky a logiky.
Zalozil a v letech 1979 az 1992 editoval casopis History and Philosophy of Logic, v letech 1974
az 1981 editoval ¢asopis Annals of Science, pracoval i pro ¢asopis Historia mathematica. Pod
jeho vedenim byla roku 1993 vydana dvoudilnd Companion Encyclopedia of the History and
Philosophy of the Mathematical Sciences (2. vydani: 2003) a roku 2005 objemné publikace
Landmark Writings in Western Mathematics.

Walter Ledermann (1911-2009), britsky matematik némeckého (a Zidovského) puvodu.
Vénoval se hlavné algebie, teorii ¢isel a statistice, sepsal fadu praci a ucebnic. Editoval
nékolik svazkt rozsdhlého dila Handbook of Applicable Mathematics.

37 Gustav Adolf Feodor Wilhelm Ludwig Mie (1868-1957), némecky teoreticky, ale i ex-
perimentalni fyzik. Pusobil na univerzitdch v Greifswaldu, Halle a Freiburgu. Jeho nejvy-
znamnéjsi vysledek se tyka rozptylu elektromagnetického zafeni (Mieova teorie rozptylu).
Viz H. Rechenberg: Mie, Gustav, Neue Deutsche Biographie, Band 17, Duncker & Humblot,
Berlin, 1994, s. 465-466, J. Mehra: Mie, Gustav, in [Gi]-IX, s. 376-377.

38 Max Born (1882-1970), némecky fyzik a matematik Zidovského ptivodu. Studoval ve

Vratislavi, Heidelbergu, Curychu a Goéttingenu, roku 1909 se v Gottingenu habilitoval. Od
roku 1919 byl fadnym profesorem ve Frankfurtu a o dva roky pozdéji v Gottingenu. Po roce
1933 opustil Némecko, kratce pracoval ve Velké Britanii na univerzité v Cambridgi a v letech
1936 az 1953 na univerzité v Edinburghu. Odmitl se podilet na vyvoji atomové bomby. Do
Némecka se vratil az roku 1953. Max Born a Walther Wilhelm Bothe (1891-1957) ziskali
roku 1954 Nobelovu cenu za zasadni pfinos pro kvantovou mechaniku, hlavné za statistickou
interpretaci vlnové funkce.
Viz N. T. Greenspan: Maxz Born — Baumeister der Quantenwelt. Eine Biographie, Spektrum
Akademischer Verlag, Miinchen, 2006, 416 stran, 2008, xvii4+380 stran, 2011, 380 stran
[anglicky: The End of the Certain World: The Life and Science of Maz Born, Basic Books,
Wiley, Chichester, 2005, 400 stran], J. Bernstein: Maz Born and the Quantum Theory,
American Journal of Physics 73(2005), ¢. 11, s. 999-1008, N. Kemmer, R. Schlapp: Maz
Born 1882-1970, Biographical Memoirs of Fellows of the Royal Society 17 (1971), s. 17-52,
A. Hermann: Born, Maz, in [Gi]-15, s. 39-44.
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ve stati Uber elektrostatische Gitterpotentiale [Bol] z teorie krystalovych
miizek, kterd byla roku 1921 otisténa v asopise Zeitschrift fiir Physik.3°

Pocatkem 20. stoleti se v pracich nékolika vynikajicich fyzik postupné rodila
kvantovd mechanika. Byli to hlavné Max Planck,*® Arnold Sommerfeld,*!
Ernest Rutherford,*? Albert Einstein*® a Niels Bohr.**

39 Viz napft. [Bol], s. 129.

40 Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858-1947), némecky fyzik a filozof, jeden ze zakla-

datelt kvantové teorie, nositel Nobelovy ceny za fyziku za rok 1918. Vyznamné jsou jeho
prace z termodynamiky, zejména o problematice spektra absolutné ¢erného télesa (1900),
kdy predpokladal, Ze energie zafeni je vysilana v celo¢iselnych nasobcich tzv. kvanta a ze
toto kvantum je nepfimo umérné vinové délce svétla.
Viz W. Gerlach: Die Quantentheorie: Max Planck, sein Werk und seine Wirkung, Univer-
sitatsverlag, Bonn, 1948, 36 stran, D. Hoffmann (ed.): Maz Planck und die moderne Physik,
Springer, Berlin, 2010, 248 stran, I. Jex: Maxz Planck — hledac¢ absolutna. Velké postavy védec-
kého nebe, svazek 8, Prometheus, Praha, 2000, 56 stran, H. Kangro: Planck, Max Karl Ernst
Ludwig, in [Gi]-11, s. 7-17, D. Hoffmann, C. Gearbart: Planck, Maz, in [Ko]-6, s. 111-115.

41 Arnold Johannes Wilhelm Sommerfeld (1868-1951), némecky matematik a teoreticky

fyzik, prikopnik rozvoje atomové a kvantové fyziky. Vychoval velké mnozstvi studentt pro
dalsi éru teoretické fyziky (Heisenberg, Pauli, ...). V kvantové mechanice je dtlezity jeho
objev konstanty jemné struktury. Byl mnohokrat nominovan na Nobelovu cenu, ale nikdy ji
neziskal.
Viz M. Eckert: Arnold Sommerfeld, Atomphysiker und Kulturbote, 1868—1951. Eine Bio-
grafie, Wallstein, Gottingen, 2013, 604 stran (anglicky: Arnold Sommerfeld. Science, Life
and Turbulent Times 1868-1951, Springer, New York, 2013, xiv+471 stran), M. Eckert:
Sommerfeld, Arnold Wilhelm Johannes, Neue Deutsche Biographie, Band 24, Duncker &
Humblot, Berlin, 2010, s. 568-569, M. Eckert: Sommerfeld, Arnold Johannes Wilhelm, in
[Ko]-6, s. 489-492.

42 Ernest Rutherford (1871-1937), britsky fyzik novozélandského puvodu, zakladatel
jaderné fyziky (radioaktivni rozpad prvki, polo¢as rozpadu, zafeni «, 3, v, jaderna reakce,
transmutace prvku), nositel Nobelovy ceny za chemii z roku 1908.

D. Wilson: Rutherford: Simple Genius, The MIT Press, Cambridge, MA, 1984, 639 stran,
L. Badash: Rutherford, Ernest, in [Gi]-12, s. 25-36.

43 Albert Einstein (1879-1955), némecky fyzik Zidovského pivodu. Od roku 1909 byl

mimofddnym profesorem v Curychu, puldruhého roku (1911-1912) f4dnym profesorem na
Némecké univerzité v Praze, poté kratce rddnym profesorem v Curychu, a od roku 1914
v Berliné. Roku 1933 emigroval do USA. Pracoval v Princetonu (Institute for Advanced
Studies). Je povazovan za jednoho z nejvyznamnéjsich fyzikt vSech dob (specidlni teorie
relativity, obecnd teorie relativity). Pfisel s myslenkou, Ze svétlo je sloZeno z ¢&astic, které
jsou nehmotné, ale maji energii a hybnost, které jsou nepfimo imérné vinové délce svétla
(kvantova hypotéza svétla). Roku 1921 ziskal Nobelovu cenu za objasnéni fotoelektrického
jevu a zasluhy o teoretickou fyziku.
Viz K. Kleinknecht: Einstein und Heisenberg: Begrinder der modernen Physik, Kohlhammer
Verlag, Stuttgart, 2017, 221 stran, B. G. Kuznécov: Einstein — Zivot — Smrt — Nesmrtelnost,
SPN, Praha, 1984, 423 stran, J. Neffe: Finstein. Zivotopis, Argo, Praha, 2006, 359 stran,
J. Horsky: Albert Einstein — genius lidstva. Velké postavy védeckého nebe, svazek 4, Pro-
metheus, Praha, 1998, 48 stran, K.-R. Biermann: Finstein, Albert, in [Gi]-IV, s. 312-343,
J. Stachel: Einstein, Albert, in [Ko]-1I, s. 363-373.

44 Niels Henrik David Bohr (1885-1962), dénsky fyzik. K Rutherfordovu planetarnimu
modelu atomu pfipojil ideu stacionarnich orbitt a pfechodu elektrontt mezi nimi (Bohrav
model atomu). Vysvétlil tak spektrum atomu vodiku. Roku 1922 ziskal Nobelovu cenu za
fyziku (vyzkum struktury atomu a jejich zafeni).

Viz E. P. Fischer: Niels Bohr. Physiker und Philosoph des Atomzeitalters, Siedler Verlag,
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Zdtraznéme, ze do roku 1925 byly vSechny problémy kvantové mechaniky
vyjadfovany a Teseny jazykem klasické fyziky, tj. kinematiky a dynamiky.

Werner Heisenberg

Roku 1925 publikoval ¢tyfiadvacetilety Werner Heisenberg®® v &asopise
Zeitschrift fiir Physik praci Uber quantentheoretische Umdeutung kinematischer
und mechanischer Beziehungen [Hel]. Oprostil se v ni od dosavadniho popisu
pohybu jazykem klasické fyziky, ktery byl reprezentovan pojetim Nielse Bohra,
a zaménil jej popisem pomoci pozorovatelnych veli¢in. Zvolil zcela novy pristup,
ktery vedl ke vzniku maticové mechaniky (prvni formulace pozdéjsi kvantové
mechaniky). Jeho praci doporuéili k otisténi Wolfgang Pauli*® a Max Born,
prijata byla 29. Cervence 1925.

Heisenbergtiv ¢lanek [Hel] byl roku 1926 referovin bez vétsiho porozumeéni
v casopise Science Abstracts (pouze 9 fadki)*” a o rok pozdéji v asopise

Miinchen, 2012, 272 stran, U. Roseberg: Niels Bohr. 1885-1962. Leben und Werk eines
Atomphysikers, Wissenschaftliche Verlagsgesellschaft, Stuttgart, 1985, 344 stran, 3. vydéni:
Spektrum Akademischer Verlag, Berlin, 1992, A. Pais: Niels Bohr’s Times. In Physics,
Philosophy, and Polity, Clarendon Press, Oxford, 1991, 604 stran, L. Rosenfeld: Bohr,
Niels Henrik David, in [Gi]-II, s. 239-254, S. Tanona: Bohr, Niels Henrik David, in [Ko]-I,
s. 326-328.

45 Werner Karl Heisenberg (1901-1976), némecky teoreticky fyzik, matematik a filozof.

Studoval na univerzité v Mnichové (Sommerfeld) a v Gottingenu (Born), roku 1923 ziskal
v Mnichové doktorat. Roku 1924 se habilitoval v Gottingenu. V letech 1924 az 1927 pracoval
na univerzité v Kodani (Bohr) a v Gottingenu, od roku 1927 byl profesorem na univerzité
v Lipsku, od roku 1941 v Berliné. Za valky fidil némecky atomovy vyzkum (Uranprojekt
des Heereswaffenamtes), byl loajalni k faSistickému rezimu, vé¥il v Hitlerovo vitézstvi. Po
vélce pracoval v Gottingenu a Mnichové. Jeho nejvyznamnéjsim vysledkem je tzv. princip
neurditosti (1927), ktery dnes nese jeho jméno. Roku 1932 Heisenberg obdrzel Nobelovu cenu
za fyziku (rozvoj kvantové mechaniky).
Viz D. C. Cassidy: Uncertainty: The Life and Science of Werner Heisenberg, W. H. Free-
man, 1993, 688 stran, A. Hermann: Die Jahrhundertwissenschaft — Werner Heisenberg und
die Physik seiner Zeit, Deutsche Verlags-Anstalt, Stuttgart, 1977, 275 stran, K. Kleinknecht:
FEinstein und Heisenberg: Begrinder der modernen Physitk, Kohlhammer Verlag, Stuttgart,
2017, 221 stran, D. C. Cassidy: Heisenberg, Werner Karl, in [Gi]-17, s. 394-403. Viz téz
M. Bednai: Odesel Werner Heisenberg — jeden ze zakladateli moderni fyziky, Pokroky
matematiky, fyziky a astronomie 22(1977), s. 1-9, F. Grygar: Role Wernera Heisenberga
v predvdlecném nacistickém Némecku, Vesmir 91(2012), s. 604-607, F. Grygar: Ke zrodu
a padu legendy o némeckych atomovych védcich, kteri z mordlnich divodu nechtéli sestrojit
atormovou bombu pro nacistické Némecko, DVT 45(2012), s. 251-271.

46 Wolfgang Ernst Pauli (1900-1958), §vycarsky teoreticky fyzik (rakouského a zidovského
pivodu). K nejvyznamnéjsim vysledkim dospél v teorii relativity a kvantové mechanice.
Nobelovu cenu za fyziku ziskal roku 1945 za formulaci tzv. Pauliho vylucovaciho principu
(1925).
Viz C. P. Enz, K. von Meyenn (eds.): Wolfgang Pauli — Das Gewissen der Physik, Vieweg
Verlag, 1988, xii+548 stran (mit Nachdruck einiger Arbeiten Paulis und Bibliographie),
K. von Meyenn, A. Hermann: Wolfgang Paulis Beitrag zur Géttinger Quantenmechanik,
Physikalische Blatter 32(1976), s. 145-150, K. von Meyenn: Pauli, Wolfgang, Neue Deutsche
Biographie, Band 20, Duncker & Humblot, Berlin, 2001, s. 118-121, M. Fierz: Pauli,
Wolfgang, in [Gi]-X, s. 422-425, C. Carson: Pauli, Wolfgang, in [Ko]-6, s. 34-36.

47 Science Abstracts — A. Physics 29(1926), s. 14.
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Physikalische Berichte dokonce jen jedinou vétou:

Verf. versucht, Grundlagen fir eine quantentheoretische Mechanik zu gewin-
nen, die ausschliefilich auf Beziehungen zwischen prinzipiell beobachtbaren
Griflen basiert ist.8

Heisenbergtiv neobvykly pfistup prinasejici nové vysledky a novy matema-
ticky aparat nebyl v referativnich ¢asopisech vibec zduraznén. Niels Bohr vSak
tuto Heisenbergovu praci ocenil jiz na Sestém Skandinidvském matematickém
kongresu v Kodani v srpnu roku 1925. Jesté vice vsak zaujala Maxe Borna. Hei-
senberg totiz prekvapivym zpusobem reprezentoval fyzikalni veli¢iny pomoci
souborti komplexnich ¢isel zavisejicich na case a zavedl velmi Gcelné pravidlo
nasobeni téchto soubora.

Heisenbergova prace Uber quantentheoretische Umdeutung kinematischer
und mechanischer Beziehungen [Hel] byla prvni ze slavné trojice praci,
které pfinesly formulaci kvantové mechaniky pomoci matic (tzv. maticovd
mechanika). Autory druhé prace byli Max Born a Pascual Jordan, spolu
s Heisenbergem pak sepsali praci teti. Jsou povazovani za zakladatele maticové
kvantové mechaniky — popisu atomu v relativistickém pojeti fyziky (téz Hei-
senbergova-Bornova-Jordanova mechanika).

Max Born a Pascual Jordan

Jak jiz bylo fedeno, Heisenbergtiv ¢lanek [Hel] velice zaujal Maxe Borna,
ktery po letech vzpominal, jak ho Heisenbergovo podivné pravidlo pro nasobeni
souborti komplexnich ¢isel fascinovalo. Po delsich tvahach si uvédomil, Ze
se jednd o nasobeni matic. Rozpomnél se totiz na sva studia, zejména na
prednésky, které absolvoval roku 1903 ve Vratislavi. V knize Mein Leben [Bo9]
z roku 1975 napsal:

Meine Lehrer waren Rosanes und London, ... Rosanes ... war Schiler von
Kronecker und ein Freund des berihmten Frobenius. Seine Vorlesungen tber
analytische Geometrie der Ebene und des Raumes waren brillant, ebenso die
dber Algebra. Er fihrte uns sehr frih in die Ideen der Gruppentheorie und
der Matrizenrechnung ein, und ich verdanke ihm mein Wissen dber diese
vielseitig verwendbare Methode, die ich spdter erfolgreich auf physikalische
Probleme anwendete, zuerst in der Theorie der Kristallgitter und dann in der
Quantenmechanik. ...

Nachdem ich Heisenbergs Arbeit zur Verdffentlichung an die >Zeitschrift
fiir Physik< gesandt hatte, begann ich, tiber seine symbolische Multiplikation
nachzugribeln, und bald war ich so davon gefesselt, dafi ich den ganzen Tag
dariber nachdachte und nachts kaum noch schlafen konnte. Denn ich hatte das

48 Viz Physikalische Berichte 8(1927), s. 1205. Posuzovatel podepsany jako Giintherschulze
pouze viceméné opsal Heisenbergiv abstrakt ([Heil], s. 879): In der Arbeit soll versucht
werden, Grundlagen zu gewinnen fir eine quantentheoretische Mechanik, die ausschliefSlich
auf Beziehungen zwischen prinzipiell beobachtbaren Grofien basiert ist.
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Gefiihl, dafl etwas Grundsdtzliches dahintersteckte und daf es das Ziel unserer
Bemiihungen vieler Jahre war. FEines Morgens, etwa am 10. Juli 1925, sah
ich plotzlich Licht: Heisenbergs symbolische Multiplikation war nichts anderes
als das Matrizenkalkil, das mir seit meinen Studententagen aus Rosanes
Vorlesungen in Breslau bekannt war. ([Bo9], s. 86, 299)

Max Born intenzivné uvazoval o budovani matematickych zakladt kvantové
mechaniky a hledal vhodného spolupracovnika, ktery by dobfe znal prislusny
matematicky aparat. Wolfgang Pauli Bornovu nabidku odmitl. Born na to
pozdéji vzpominal:

Doch statt des erwarteten Interesses erhielt ich eine kiihle und sarkastische
Absage: >Ja, ich weifl, Sie sind ein Anhdnger solch langwieriger und kom-
plizierter Formalismen. Sie werden Heisenbergs physikalische Ideen mit Ihrer
unnitzen Mathematik zerstéren <, usw. ([Bo9)], s. 300)

Bornovym spolupracovnikem se stal Pascual Jordan,*? ktery byl velmi dobie
seznamen s moderni matematikou. Teorii matic studoval zejména z Bocherovy
ucebnice Introduction to Higher Algebra [B6], maticovy aparat tedy dobfe
ovladal. Pomahal rovnéz se zavéreénymi ipravami prvniho dilu knihy Methoden
der mathematischen Physik [CH], ktery ptipravoval k vydani Richard Courant
na zakladé prednasek a praci Davida Hilberta. V tomto svazku, ktery vysel
roku 1924, byly mimo jiné obsazeny pravé ty partie algebry a matematické
analyzy, které rodici se kvantova mechanika potiebovala.?°

Plodna spolupriace Maxe Borna a Pascuala Jordana vedla velmi rychle
k sepsani spolené prace nazvané struéné Zur Quantenmechanik [BJ1], kterd
byla prijata k otisténi v Casopise Zeitschrift fir Physik 27. zafi 1925, tj. jiz dva
mésice po praci Heisenbergové. Ma ¢tyfi ¢asti, v prvni z nich, kterd se nazyva
Matrizenrechnung (7 stran), je vyloZzen potfebny matematicky aparat tykajici
se teorie nekonecnych matic. V pozndmce pod c¢arou jsou odkazy na Beckiv

49 Ernst Pascual Jordan (1902-1980), némecky teoreticky fyzik. Studoval na technice

v Hannoveru a na univerzité v Gottingenu, roku 1924 ziskal doktorat pod vedenim Maxe
Borna. Roku 1926 se habilitoval, o rok pozdéji se stal mimoradnym a roku 1935 fadnym
profesorem na univerzité v Rostocku. Byl aktivnim fasistou, od roku 1933 byl ¢lenem NSDAP
a SA, za valky se vénoval aplikacim védy ve vojenstvi, pracoval pro Luftwaffe v Peenemiinde.
V letech 1957 az 1961 byl poslancem Spolkového snému za CDU, podporoval myslenku
vyzbrojeni Bundeswehru jadernymi zbranémi. Nékdy se uvadi, ze nebyt Jordanova ¢lenstvi
v NSDAP, ziskal by s Maxem Bornem v roce 1954 Nobelovu cenu.
Viz B. Schroer: Pascual Jordan, his Contributions to Quantum Mechanics and his Legacy in
Contemporary Local Quantum Physics, Cornell University, 2003, 37 stran, J. Bernstein: Maz
Born and the Quantum Theory, American Journal of Physics 73(2005), ¢. 11, s. 999-1008.
K. von Meyenn: Jordan, Ernst Pascual, in [Gi]-17, s. 448-454, R. H. Beyler: Jordan, Ernst
Pascual, in [Kol]-4, s. 55-58.

50 Jedn4 se zejména o prvni kapitolu nazvanou Die Algebra der linearen Transformationen
und quadratischen Formen (31 stran); v literatufe k této kapitole jsou uvedeny dvé ucebnice
— Bocherova ucebnice algebry [Bo] a Kowalewského monografie o determinantech [Kow].
Poznamenejme jesté, Ze teorie nekone¢nych determinantt byla vyborné zpracovana pravé
v této Kowalewského knize z roku 1909.
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némecky pfeklad Bocherovy ucebnice [Bd] z roku 1910 nazvany Finfihrung
in die hohere Algebra a na prvni dil Courantovy a Hilbertovy monografie
Methoden der mathematischen Physik [CH] z roku 1924. V tvodu autoii pisi:

Die mathematische Grundlage der Heisenbergschen Betrachtung ist das
Multiplikationsgesetz der quantentheoretischen Grifen, das er durch eine geist-
reiche Korrespondenzbetrachtung erschlossen hat. Die Ausgestaltung seines
Formalismus, die wir hier geben, beruht auf der Bemerkung, daff diese Regel
nichts ist, als das den Mathematikern wohlbekannte Gesetz der Multiplikation
von Matrizen. Das nach zwei Seiten unendliche, quadratische Schema (mit
diskreten oder kontinuierlich laufenden Indizes), die sogenannte Matriz, ist
der Reprdsentant einer physikalischen Gréfle, die in der klassischen Theorie
als Funktion der Zeit angegeben wird. Die mathematische Methode der neuen
Quantenmechanik ist daher gekennzeichnet durch Benutzung einer Matrizen-
analysis an Stelle der gewdéhnlichen Zahlenanalysis. ([BJ1], s. 859)

Tato spoleénd Bornova a Jordanova préice podala prvni exaktni formulaci
maticové mechaniky. Pivodni Heisenbergiv maticovy pristup byl podstatné
rozsifen.

Max Born, Pascual Jordan a Werner Heisenberg

V poloviné listopadu roku 1925 vznikla dalsi vyznamna prace — Zur Quanten-
mechanik II [BHJ1], kterou sepsali Born, Heisenberg a Jordan. Max Born ji
nazyval , Drei-Méanner-Arbeit“. OtiSténa byla roku 1926 opét v Casopise Zeit-
schrift fiir Physik. Pfinesla obecnou metodu feseni tloh kvantové mechaniky
a ukézala souvislosti mezi matematickym aparadtem maticové mechaniky a vy-
sledky moderni algebry a analyzy. Predstavovala prvni podrobny vyklad za-
kladt tehdejsi kvantové mechaniky v jeji maticové formulaci. Fyzikalni pro-
blémy byly pfevedeny na ulohy algebry a analyzy, které mély feSeni a které
studovala soucasnd matematika.

Prvni kapitola prace Zur Quantenmechanik II zacind objasnénim maticové
reprezentace kvantové veliciny:

FEine quantentheoretische Grifle a — sei es Koordinate oder Impuls oder
irgend eine Funktion beider — wird reprasentiert durch die Gesamtheit der

Gréflen

a(nm)e27riu(nm)t

oder auch unter Weglassung des fir alle zum System gehdrigen Grofien gleichen
(nur von den Indizes m und m abhdngigen) Faktors e* (™t durch die
Gesamtheit der Zahlen

a(nm) .

Wir konnen also von einer (ibrigens unendlichen) ,, Matriz® a sprechen.
([BHJ1], s. 561)
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Pascual Jordan v knize Die Physik des 20. Jahrhunderts [Jo2] z roku 1936
uvedl:

Das mathematische Darstellungsmittel, dessen sich diese Theorie bedient,
ist die sogenannte Matrizentheorie, ein Kapitel der Mathematik, das von den
Mathematikern schon seit langem um seiner selbst willen gepflegt worden war,
ohne daffl man die Bedeutung ahnte, welche dieses Kapitel der Mathematik

einmal fir die Atomphysik gewinnen sollte.
([Jo2], 3. vydani, s. 98)

Erwin Schroédinger

7 jiné strany piistoupil k problémtim &4sticové fyziky Erwin Schrodinger.5?

V roce 1926 publikoval v casopise Annalen der Physik rozséhlou préci
Quantisierung als Eigenwertproblem [Sch1]-[Sch4], kterou rozdélil do ¢ty¥ ¢asti.
Zvetejnil v ni své nové predstavy o kvantové teorii. Jeho vysledky byly ovlivnény
clankem A Tentative Theory of Light Quanta [Brl], ktery zvefejnil roku
1924 v &asopisu Philosophical Magazine Louis de Broglie,’? autor nékolika
pojednéni vénovanych problematice kvant.?® De Broglie piigel s myslenkou,
Ze s pohybem elektronu je spjata jakdsi hmotovd vina (teorie hmotnych vin),
jejiz vlnovou délku je mozno vypocitat z jeji hybnosti pomoci Planckovy
konstanty. Schrédinger uvazoval, Ze s Castici je spojeno vilnové klubko, zavedl

51 Erwin Rudolf Josef Alexander Schrédinger (1887-1961), rakousky teoreticky fyzik.
Studoval na univerzité ve Vidni, kde roku 1910 ziskal doktorat a o ctyfi roky pozdéji
se habilitoval. Po prvni svétové valce, v niz byl nasazen, pusobil na nékolika evropskych
univerzitadch, pocdatkem roku 1927 mél prednaskové turné v USA, kritce poté se stal
profesorem na univerzité v Berliné. Po nastupu fasismu v roce 1933 puisobil tfi roky v Oxfordu,
od roku 1936 ve Styrském Hradci (Graz) a od roku 1939 v Dublinu. Do Rakouska se
vratil az roku 1956. Roku 1933 obdrzel Nobelovu cenu. Je autorem proslulého myslenkového
experimentu (Schrédingerova kocka, 1935), ktery asi nejlépe vystihuje jeho (a nejen jeho)
skepticky postoj k obecné pfijimané pravdépodobnostni interpretaci kvantové mechaniky.
Viz W. J. Moore: Schrédinger. Life and Thought, Cambridge University, 1989, 528 stran
(némecky: Erwin Schrodinger: Eine Biographie, Primus Verlag, 2012, 423 stran, 2. vydani:
2015), J. Gribbin: Erwin Schrédinger and the Quantum Revolution, Wiley, 2013, 336
stran, D. Hoffmann: Erwin Schrédinger, Biographien hervorragender Naturwissenschaftler,
Techniker und Mediziner 66, Teubner, Leipzig, 1984, 94 stran, K. von Meyenn: Schrédinger,
Erwin Rudolf Josef Alexander, Neue Deutsche Biographie, Band 23, Duncker & Humblot,
Berlin, 2007, s. 578-580, A. Hermann: Schrédinger, Erwin, in [Gi]-12, s. 217-223.

52 Louis Victor Pierre Raymond vévoda de Broglie (1892-1987), francouzsky teoreticky

fyzik. Pochézel ze staré italské slechtické rodiny. Studoval v Pafizi na Sorbonné a na Faculté
des sciences. Roku 1928 se stal profesorem teoretické fyziky na Institutu Henriho Poincaré,
v letech 1932 az 1962 pisobil na Sorbonné (Faculté des sciences). Od poc¢atku dvacatych let
prosazoval princip duality ¢astic a vinéni. Je autorem rady praci a knih. Roku 1929 dostal
Nobelovu cenu za fyziku za objev vlnové povahy elektronu.
Viz A. Abragam: Louis Victor Pierre Raymond de Broglie. 15 August 1892 — 19 March
1987, Biographical Memoirs of Fellows of the Royal Society 34(1988), s. 22-26, A. Abragam:
Louis de Broglie: la grandeur et la solitude, La Recherche 245(1992), s. 918-923, J. Mehra:
Louis de Broglie and the Phase Waves Associated with Matter, in [Meh], s. 546-570.

53 Viz napi. drobné ¢lanky v ¢asopise Comptes Rendus — 175(1922), s. 811-813, 177(1923),
s. 507-510, 548-550, 630-632 — a rozsahl4 prace Recherches sur la théorie des quanta [Br2].
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pojem vlnova funkce 1, nalezl pro ni linedrni parcialni diferencidlni rovnici
(Schrddingerova rovnice) a za zvolenych vhodngch okrajovych podminek ziskal
jejim FeSenim diskrétni mnozinu energetickych stavi; pro atom vodiku vypocetl
stejné energetické hladiny, jaké davala Bohrova teorie atomu. Myslenku vin tak
propojil s ¢asticovymi predstavami, zavedl novou teorii — vlnovou mechaniku.

Uvedme citdt z Jordanovy knihy Die Physik des 20. Jahrhunderts, ktery se
tyka pravé Schrodingera:

Schréodinger konnte nun zeigen, daff mit der Losung des wvon ihm in
seiner Weise formulierten mathematischen Problems gleichzeitig auch die
mathematische Losung fir das scheinbar ganz andere mathematische Problem
gewonnen war, welches durch die Quantenmechanik in Gestalt der Matrizen-
theorie formuliert war. Man kann also, wenn man nach den Anweisungen der
Schréodingerschen ,, Wellenmechanik® ein Problem geldst hat, durch eine ma-
thematische Umrechnung daraus auch die Resultate der , Quantenmechanik®
betreffs dieses Problems gewinnen. Dieser mathematische Zusammenhang bei-
der Theorien, der zundchst ungeheuer tuberraschend erscheinen mufte ange-
sichts der volligen Verschiedenheit der beiden Wege, die hier zum gleichen Ziele
fiihrten, gab nun auch die sichere Unterlage fiir die physikalisch-begriffliche
Deutung der Schrodingerschen Wellen. ...

... die Schridingerschen Wellen sind ndmlich in diesen Fdllen gar nicht
mehr Wellen im gewohnlichen dreidimensionalen Raume, sondern sind lediglich
eine mathematische Konstruktion, die sich der Mathematiker als Wellen in
Rdumen von mehr als drei Dimensionen ,veranschaulichen® kann.

([Jo2], 3. vydani, s. 98-99)
Dalsi vyvoj

Myslenky Heisenbergovy prace Uber quantentheoretische Umdeutung kine-
matischer und mechanischer Beziehungen [Hel] byly upraveny a zpracoviny
do srozumitelné podoby diky pfinosu Maxe Borna a Pascuala Jordana (viz
[BJ1], [BHJ1]). Na Heisenbergovu préaci [Hel] (a rovnéz na jeho d¥ivéjsi vy-
sledky) reagoval Paul Dirac v pracich The Fundamental Equations of Quantum
Mechanics [Dil] (pfijata do tisku jiz 7. 11. 1925) a Quantum Mechanics and
a Preliminary Investigation of the Hydrogen Atom [Di2] (pfijata 22. 1. 1926).54

54 Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984), britsky teoreticky fyzik a matematik.

Stfedoskolské a vysokoskolské vzdélani ziskal v Bristolu, doktorat na St. John’s College
v Cambridgi. Absolvoval studijni pobyty v Kodani (Bohr), Gottingenu (Born) a Leidenu
(Ehrenfest). Od roku 1927 pusobil v Cambridgi, kde roku 1932 ziskal profesuru. Roku 1933
obdrzel za vysledky v kvantové mechanice (spolu se Schrédingerem) Nobelovu cenu. Roku
1969 z Cambridge odesel na Floridu, kde jesté nékolik let ptsobil na tamnich univerzitach.
Po cely zivot se zabyval kvantovou mechanikou, teorii relativity a kosmologii. Jeho Zenou
byla sestra Eugena Wignera (viz déle).
Viz N. Mukunda: The life and work of P. A. M. Dirac, s. 260—282, in Recent Developments
in Theoretical Physics, World Scientific, 1987, 352 stran, H. Kragh: Dirac: A Scientific
Biography, Cambridge University Press, Cambridge, 1990, O. Darrigol: Dirac, Paul Adrien
Maurice, in [Gi]-17, s. 224-233.
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Jeho vysledky prispély k dotvoreni tzv. maticové mechaniky. Dirac prispél ke
sjednoceni kvantové mechaniky a specialni teorie relativity a odvodil relativis-
tickou rovnici elektronu.

Wolfgang Pauli ukézal v praci Uber das Wasserstoffspektrum vom Stand-
punkt der neuen Quantenmechanik [Pa] (pfijata 17. 1. 1926) zvefejnéné roku
1926 v casopisu Zeitschrift fiir Physik, ze abstraktni formalismus maticové
mechaniky déava spravna priblizeni k atomové teorii fesici problém struktury
atomu vodiku, tj. Gstfedni problém atomové teorie.

Erwin Schrédinger, v dobé, kdy publikoval své prace [Schl] az [Sch4], rea-
goval na Bornovu, Heisenbergovu a Jordanovu praci [BHJ1] ¢ldnkem Uber
das Verhdltnis der Heisenberg-Born-Jordanschen Quantenmechanik zu der mei-
nen [Schb]. Ukdzal, Ze jeho vlnova mechanika je ekvivalentni s Heisenbergovou
maticovou mechanikou, Ze jsou matematicky rovnocenné, Ze se jedna pouze
o rizné pristupy. Schrodinger tedy vytvoril druhé vyjadieni kvantové mecha-
niky. Ekvivalenci maticové a vinové mechaniky ukézali rovnéz Wolfgang Pauli,
Paul Dirac, Pascual Jordan i John von Neumann.

Rovnéz Fritz London®® pFenesl maticovou mechaniku roku 1926 transformaci
na Schrodingerovu vlnovou mechaniku. Své vysledky prezentoval v praci
Uber die Jacobischen Transformationen der Quantenmechanik [Lo] otisténé
v Casopise Zeitschrift fiir Physik (pfijata 22. 5. 1926).

Ve druhé poloviné dvacatych let a ve t¥icatych letech se kvantové mechanice,
kromé vysSe uvedenych osobnosti, vénovala fada dalsich fyziki. Bouflivé se
rozvijel vyzkum struktury hmoty.

O kvantové mechanice a jeji historii

Zakladni pouceni o kvantové mechanice a jejich matematickych zakladech
lze najit napt. v nasledujicich ucebnicich:

— R. H. Dicke, J. P. Wittke: Introduction to Quantum Mechanics [DW],
1960.

— A. Messiah: Quantum Mechanics I., II. [Me], 1961, 1962.
— J. Klima, B. Velicky: Kvantovd mechanika I., II. [KV], 2015, 2018.
— D. J. Griffiths: Introduction to Quantum Mechanics [Gri], 2004-2018.

55 Fritz Wolfgang London (1900-1954), némecko-americky teoreticky fyzik zidovského
puvodu. Stfedni Skolu absolvoval v Bonnu, kde zacal studovat na univerzité. Ve studiich
pokracoval ve Frankfurtu nad Mohanem, v Go&ttingenu a Mnichové. Jako asistent pusobil
na technice ve Stuttgartu. Roku 1928 se na berlinské univerzité habilitoval a jako soukromy
docent tam prednasel kvantovou mechaniku. Spolupracoval se Schrodingerem. Roku 1933
emigroval do Velké Britdnie, v letech 1936 az 1939 pisobil v Pafizi, poté emigroval do USA.
Tam pracoval na Dukeové univezité (Severni Karolina), byl profesorem teoretické chemie a od
roku 1953 profesorem fyzikalni chemie.

Viz H. Rechenberg: London, Fritz, Neue Deutsche Biographie, Band 15, Duncker & Humblot,
Berlin, 1987, s. 145-146, C. W. F. Everitt, W. M. Fairbank: London, Fritz, in [Gi]-VIII,
s. 473-479.
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— S. Weinberg: Lectures on Quantum Mechanics [W], 2013, 2015.%¢
— H. S. Green: Matriz Mechanics in Quantum Mechanics [G], 1965.

O historii a filozofickych aspektech kvantové mechaniky se lze dodist
napiiklad v nasledujicich knihach:

— H. Reichenbach: Philosophische Grundlagen der Quantenmechanik
[Rei], 1949.
— R. Dugas: A History of Mechanics [Du], 1957.

— B. L. Cline: The Questioners: Physicists and the Quantum Theory [Cl],
1965, nové vydani: 1987.

— M. Jammer: The Conceptual Development of Quantum Mechanics
[Jal], 1966.

F. Hund: Geschichte der Quantentheorie [Hul, 1967.
B. L. van der Waerden: Source of Quantum Mechanics [Wad], 1967.

— M. Jammer: The Philosophy of Quantum Mechanics. The Interpretati-
ons of Quantum Mechanics in Historical Perpective [Ja2], 1974.

J. Bub: The Interpretation of Quantum Mechanics [Bu], 1974.

— C. A. Hooker (ed.): The Logico-Algebraic Approach to Quantum Me-
chanics, Volume 1. The Historical Fvolution [Ho|, 1975.

— J. Mehra, H. Rechenberg: The Historical Development of Quantum
Theory [MR], 1982-2001.

— J. Mehra: The Golden Age of Theoretical Physics I., II. [Meh], 2001.

— B. S. Dewitt, N. Graham: The Many Worlds Interpretation of Quantum
Mechanics [DG], 2015.

— R. D. Purrington: The Heroic Age. The Creation of Quantum Mecha-
nics, 1925-1940 [Pu], 2018.

G. Ludyk: Quantum Mechanics in Matriz Form [Lu], 2018.

Upozornéme rovnéz na casopisecké prace, které se vénuji vyvoji kvantové
mechaniky a uvadéji fadu kniznich i ¢asopiseckych bibliografickych zdroji:
— E. MacKinnon: Heisenberg, Models, and the Rise of Matriz Mecha-
nics [MK], 1977.

— M. Beller: Matriz Theory Before Schridinger. Philosophy, Problems,
Consequences [Be], 1983.

S. Perovic: Schrodingers Interpretation of Quantum Mechanics and the
Relevance of Bohrs Experimental Critique [Perl], 2006.

— S. Perovic: Why were Matriz Mechanics and Wave Mechanics Consi-
dered Equivalent? [Per2], 2008.

56 Steven Weinberg (nar. 1933), nositel Nobelovy ceny za rok 1979, je autorem velmi
zajimavé knizky Dreams of a Final Theory, kterou mame v ¢eském prekladu — Snéni o findini
teorii, edice Krov, svazek 2, Hynek, Praha, 1996, 293 stran.
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6. Matematicka podpora fyziky — prelom dvacatych a t¥icatych let

Bourlivy rozvoj fyziky pocatkem 20. stoleti vyvolal mimofadny zajem
o otazky makrosvéta — motivovala jej zejména specidlni a obecnd teorie re-
lativity — a rovnéz o problematiku mikrosvéta — prineslo jej studium struktury
hmoty, velkou roli sehrala pravé kvantova mechanika. Fyzika v prvnich desetile-
tich 20. stoleti poutala pozornost vefejnosti, pfirodovédct i filozofd. Mimotradné
silné inspirovala nékteré matematiky.

Moderni matematika se rodila v bezprostiedni vazbé na fyziku a astronomii.
Stac¢i pripomenout vznik a néasledny vyvoj infinitesimalniho poc¢tu v 17. stoleti
a jeho tspésné vyuziti v nebeské mechanice. Matematika se stala mocnym
aparatem, ktery pfindsel cenné vysledky v fadé disciplin.

Poznamenejme, ze diferencialni a integralni pocet byl jazykem klasické dy-
namiky a tenzorovy pocet jazykem teorie relativity. Pro kvantovou teorii se
velmi brzy jako vhodny aparat ukézala teorie matic (charakteristickd rovnice,
vlastni ¢isla, vlastni vektory, transformace k hlavnim osam, hermitovské matice
atd.), zejména aparat pracujici s nekoneénymi maticemi a nekoneénymi sou-
stavami linedrnich rovnic (téz transformace k hlavnim osdm p¥i nekonecném
poc¢tu proménnych apod.), skaldrni soucin, unitadrni prostory, unitdrni trans-
formace, funkcionalni analyza, operatory na Hilbertové prostoru, kvaterniony,
Jordanovy algebry atd.

Pripomenme, Ze prostory, které se dnes nazyvaji Hilbertovy, byly intenzivné
studovény poc¢atkem 20. stoleti (D. Hilbert, E. Schmidt, F. Riesz, E. Hellinger,
O. Toeplitz a dalsi). Termin Hilbertiv prostor se objevil jiz u Hermanna
Weyla, nedlouho poté jej John von Neumann pouzival v dnesnim slova smyslu.
Hilbertovy prostory jsou jednim z hlavnich témat funkcionalni analyzy, uziviny
jsou v teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic a v nejruznéjsich aplikacich.
Vyznamnou roli hraji pravé v kvantové mechanice, kdy jsou stavy kvantové
soustavy popsany vektorem Hilbertova prostoru.

V nasledujicich odstavcich se zminime o nékolika monografiich, které pre-
zentovaly matematické teorie a metody urcené hlavné pro teoretickou fyziku,
zejména ty, které rozvijely matematické zaklady kvantové mechaniky. Zcela
zasadni roli v nich hraje teorie grup, teorie reprezentaci, maticovy pocet, neko-
necné dimenzionalni prostory atd. Jedné se o knihy Hermanna Weyla (1928),
Aurela Wintnera (1929), Eugena Paula Wignera (1931), Bartela Leenderta van
der Waerdena (1932) a Johna von Neumanna (1932).

Béhem péti let tedy vyslo pét knih o matematickych zakladech kvantové
mechaniky. Svym zaméfenim a cilem volné navazaly na prvni dil vySe zmi-
néné knihy Methoden der mathematischen Physik [CH], ktery roku 1924 vydali
Richard Courant a David Hilbert. Vydani téchto knih dokldda jednak mimo-
tfadnou silu inspirace kvantovou mechanikou, jednak uzite¢nost tésného sepéti
fyziky a matematiky. Fascinujici je prudky vyvoj, ktery v této problematice
nastal béhem nékolika mélo let.
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Hermann Weyl

Otazkami prostoru, ¢asu a hmoty se intenzivné zabyval Hermann Weyl,>”
fyzikalni problematiku chépal tzce spjatou s matematikou. Vnimal ji navic
v Sirokém filozofickém smyslu. Proslulou se stala jeho kniha Raum, Zeit,
Materie — Vorlesungen tber allgemeine Relativitatstheorie [Wel] z roku 1918;
roku 1923 vyslo jiz jeji paté vydani. Velmi zajimavy, zejména z hlediska zaklada
matematiky, je jeho drobnéjsi spis Das Kontinuum — kritische Untersuchungen
iber die Grundlagen der Analysis [We2] z roku 1918 i jeho knihy Was ist
Materie? — Zwei Aufsdtze zur Naturphilosophie [We3] z roku 1924 a Philosophie
der Mathematik und Naturwissenschaft [Wed] z roku 1927.

Hermann Weyl se ve druhé poloviné dvacatych let zacal intenzivné zabyvat
kvantovou mechanikou a jejim matematickym podlozenim. V cCasopisu Zeit-
schrift fiir Physik publikoval delsi ¢lanek Quantenmechanik und Gruppentheo-
rie [Web]. Roku 1928 podal matematické zdklady kvantové mechaniky v mono-
grafii Gruppentheorie und Quantenmechanik [We6], roku 1931 vyslo jeji druhé
vydani a anglicky pteklad The Theory of Groups and Quantum Mechanics.
Ukazal zcela zasadni roli, kterou hraji grupy ve fyzice. Weylova kniha je prvni
knihou, ktera ukazuje tzkou souvislost mezi matematickym aparatem teorie
grup a reprezentaci unitarnich a ortogonalnich grup na jedné strané a fyzikou
na strané druhé. Je to rovnéz jedna z prvnich knih o matematickych zakladech
kvantové mechaniky vibec. Od té doby se teorie grup a reprezentaci pouziva
ve fyzikdlnim vyzkumu (krystalickd struktura pevnych latek, kvantova teorii
pole atd.).

V tvodu Herman Weyl uvedl motivy, které ho vedly k sepsani knihy:

The importance of the standpoint afforded by the theory of groups for
the discovery of the general laws of quantum theory has of late become
more and more apparent. Since I have for some years been deeply concerned
with the theory of the representation of continuous groups, it has seemed to
me appropriate and important to give an account of the knowledge won by
mathematicians working in this field in a form suitable to the requirements of

quantum physics. ([We6], s. vii)

57 Hermann Klaus Hugo Weyl (1885-1955), némecky matematik, teoreticky fyzik a filozof.
Studoval na univerzité v Géttingenu a Mnichové, v Gottingenu navstévoval prednasky Davida
Hilberta a Edmunda Husserla (1859-1938). V letech 1909 az 1913 piusobil v Géttingenu,
v letech 1913 az 1930 na technice v Curychu, kde se sezndmil s Albertem Einsteinem
a Erwinem Schrodingerem, v obdobi 1930 az 1933 byl opét v Gottingenu a v letech 1933
az 1952 v Princetonu (Institute for Advanced Study). Vénoval se mnoha matematickym
tématum, teoretické fyzice a filozofii. Zabyval se problémy zakladi matematické analyzy,
otazkami kontinua. Pivodné mél blizko k intuicionismu, odmital axiom vybéru, pozdéji od
téchto nazoru ustoupil.

E. Scholz (ed.): Hermann Weyl’s Raum-Zeit-Materie and a General Introduction to his
Scientific Work, DMV Seminar, Band 30, Birkh&user, Basel, 2001, vii+402 stran, P. Pesic
(ed.): Hermann Weyl. Mind and Nature: Selected Writings on Philosophy, Mathematics,
and Physics, Princeton University Press, Princeton, 2009, 272 stran, J. Dieudonné: Weyl,
Hermann, in [Gi]-14, s. 281-285, E. Scholz: Weyl, Hermann Claus Hugo, in [Kol-7, s. 276-279.
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Strukturu Weylovy knihy The Theory of Groups and Quantum Mecha-
nics [We6] zachytime jejim struénym obsahem.

I. Unitary Geometry (s. 1-40).
II. Quantum Theory (s. 41-109).
ITI. Groups and their Representations (s. 110-184).

IV. Application of the Theory of Groups to Quantum Mechanics
(s. 185-280).

V. The Symmetric Permutation Group and the Algebra of Symmetric
Transformations (s. 281-391).

Appendix. Bibliography. List of Operational Symbols. List of Letters
Having a Fized Significance. Index (s. 393-422).

V prvni kapitole autor pripravil zakladni matematicky aparat: n-dimenzio-
nalni vektorovy prostor, linedrni transformace, maticovy pocet, dualni vekto-
rovy prostor, skalarni soucin, unitarni transformace, hermitovské formy, vlastni
¢isla a vlastni vektory, transformace k hlavnim osam, infinitesiméalni transfor-
mace, prostory nekone¢né dimenze (zde se nesméle objevil termin Hilbertiv
prostor).

Druhé kapitola zac¢ina stru¢nymi tvodnimi informacemi o kvantové mecha-
nice a o stézejnich myslenkach jejich tvirci. Zavéreéné odstavce prvniho para-
grafu prezentuji mimo jiné stanovisko autora:

In 1925 Heisenberg discovered a way in which such an alteration can be
naturally accomplished; in order to do this, however, it was necessary to give
up the picture of an atom with its electronic orbits. The quantities with which
the Heisenberg theory deals are only the frequencies and intensities of radiation
associated with transitions between the various states of the atom. ...

Another approach to quantum mechanics was discovered by L. de Broglie and
E. Schrodinger. This approach seems to me less cogent, but it leads more quickly
to the fundamental principles of quantum mechanics and to the most important
consequences for experimental science. We shall therefore follow it ...

([Web], s. 48)
Aurel Friedrich Wintner

Monografie Spektraltheorie der unendlichen Matrizen [Wi] Aurela Wint-

nera®® z roku 1929 ma znaéné specidlni charakter. Naznacuje jej jak nazev

58 Aurel Friedrich Wintner (1903-1958), americky matematik madarského ptvodu.
Vystudoval matematiku a astronomii v Budapesti a Lipsku, kde ziskal doktorat pod vedenim
Leona Lichtensteina (1878-1933). Po ro¢nim pobytu v Rimé a Kodani pracoval od roku 1930
na Johns Hopkins University v Baltimore, pozdéji v Princetonu a v Cambridge. Zabyval
se astronomii, nebeskou mechanikou, spektralni teorii linedrnich operatorti v souvislostech
s kvantovou mechanikou (Hilbertovy prostory), diferencidlnimi rovnicemi, diferencidlni
geometrii a poctem pravdépodobnosti. Je autorem vice nez ctyf stovek praci a nékolika
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knihy, tak jeji podtitul Einfihrung in den analytischen Apparat der Quanten-
mechanik. Byla sepsana na zakladé autorovych prednasek v zimnim semestru
1927/1928, které konal na univerzité v Lipsku na malém semindfi uréeném pro
kolegy — fyziky a matematiky — ktefi svymi pfanimi témata prednasek ovliv-
novali. Fyzikiim poskytovala dtlezity matematicky aparéat.

Autorem dvoustrankového tivodu Wintnerovy monografie je Leon Lichten-
stein, Wintnertv ucitel z Lipska, ktery zde mimo jiné napsal:

Durch die neueste an Werner Heisenberg ankniipfende Entwicklung der
Quantentheorie hat die von Hilbert begriindete, von Hellinger und Toeplitz er-
folgreich fortgefiihrte Theorie der unendlichen Matrizen eine erneute Aktualitdt
gewonnen. Wihrend fiir die Anwendungen bis dahin in erster Linie die Theo-
rie vollstetiger Formen von Bedeutung war, tritt jetzt gerade die tiefliegende
Hilbert-Hellingersche Spektraltheorie beschrankter Formen in den Vordergrund.
Die Hermiteschen Formen der Matrizenmechanik sind ibrigens nicht einmal
beschrdankt. Fine lickenlose, mathematisch befriedigende Theorie der quanten-
theoretischen Matrizen ist zurzeit noch ein Desideratum. An der Weiterent-
wicklung der Theorie sind, wie wir sehen, Analysis und theoretische Physik in
gleichem MafSe interessiert. ...

Mit den halbbeschrinkten Matrizen ist eine mathematisch befriedigende
Theorie der quantenmechanischen Matrizen von wasserstoffdhnlichem Spek-
trum gewonnen, wahrend die fastperiodischen Matrizen die klassische Mechanik
in die Sprache der unendlichen Matrizen tibersetzen. ([Wi], s. vii-viii)

Wintnerova monografie mé Sest kapitol, které se déle ¢leni na 120 paragrafi,
a dodatek. Zakladni fakta o maticich, bilinearnich forméch, kanonickych
tvarech, hermitovskych maticich, unitarnich maticich, spektru atd., to vse
v koneéné mnoha dimenzich, je predmétem prvni kapitoly. Problematika
nekonecnych matic za¢ina ve tfeti kapitole uvozujici vétou:

Unter einer unendlichen Matriz wollen wir ein quadratisches Schema ver-
stehen, in welchem beide Zeiger von 1 bis +oo laufen. ([Wi], s. 121)

Obsah Wintnerovy monografie je podrobny, umoznuje dobrou orientaci
v knize, kterd bohuzel nemé rejstrik. Uvedeme zde jen nazvy kapitol:
1. Algebraische und formale Grundlagen (s. 1-73).
II. Analytische Hilfsmittel (s. 74-120).
III. Die beschrinkten unendlichen Matrizen (s. 121-153).
IV. Theorie der Spektralmatriz (s. 154-168).
V. Spektraltheorie der beschrankten Matrizen (s. 169-218).

knih, pfipomenme jeho monografii The Analytical Foundations of Celestial Mechanics, ktera
vysla roku 1941 (téz roku 1947 a znovu roku 2014).

Viz P. Hartman: Aurel Wintner, Journal of the London Mathematical Society 37(1962),
s. 483-503, S. Sternberg: Wintner, Aurel, in [Gi]-14, s. 453-454.



58

VI. Hermitesche nicht beschrinkte Matrizen (s. 218-250).

Anhang. Skizze einer Spektraltheorie der fastperiodischen Funktionen
(s. 251-272).

Kniha je zakoncéena zhusténym osmistrankovym komentovanym prehledem
prament a dalsi literatury, ktery je rozdélen na ¢tyfi odstavce: Endliche Matri-
zen, Stieltjessche Integrationstheorie u. dgl., Unendliche Matrizen, Radonsche
Integrale und normale Spektraltheorie.

Eugene Paul Wigner

Dalsi vyznamnou monografii poskytujici matematicky aparat pro kvantovou
mechaniku je kniha Gruppentheorie und ihre Anwendung auf die Quanten-
mechanik der Atomspektren [Wigl], jejimZ autorem je Eugene Wigner.5"
Vysla roku 1931, méa 24 kapitol, z nichz prvni tfi obsahuji zédkladni partie
maticového poctu:

I. Vektoren und Matrizen (s. 1-13).
II. Veralgemeinerungen (s. 13-22).
III. Hauptachsentransformation (s. 22-33).

V zasvéceném ¢&lanku Eugene Paul Wigner — A Tribute z roku 1995 ocenil
indicky teoreticky fyzik Narasimhaiengar Mukunda (nar. 1939) Wignerovy
vysledky a zminil se i o jeho knize [Wigl]:

To quote John A. Wheeler: ‘In the work of Eugene Wigner one sees the basic
harmony between the conceptual framework of physics and the structure of the
mathematics associated with that physics.” ...

In his book on group theory, Wigner formulated and proved a fundamental
theorem concerning the representation of symmetry operations in quantum

mechanics. This is a very deep and subtle result ...
(s. 376, 377)

59 Eugene Paul Wigner (Wigner Jend Pal, 1902-1995), americky fyzik a matematik
madarského a zidovského ptivodu. Studoval na technikdch v Budapesti a v Berliné, poté
pracoval jako chemik v Berliné (Kaiser-Wilhelm-Institut), roku 1927 se stal na doporudeni
Arnolda Sommerfelda asistentem Davida Hilberta v Gottingenu. Roku 1928 se na technice
v Berliné habilitoval a o dva roky pozdéji se stal mimorddnym profesorem. Od roku 1930
byl v Princetonu, vzhledem k néastupu fasismu se do Némecka jiz nevratil. Roku 1937/1938
pusobil ve Wisconsinu, v letech 1938 az 1971 byl fddnym profesorem matematické fyziky
na univerzité v Princetonu. Je autorem ¢&i spoluautorem monografii Nuclear Structure
(s Leonardem Eisenbundem, 1958), The Physical Theory of Neutron Chain Reactors
(s Alvinem M. Weinbergem, 1958), Symmetries and Reflections — Scientific Essays (1967).
Nobelovu cenu za vysledky tykajici se atomového jadra, elementarnich castic a studium
principu symetrie v kvantové mechanice ziskal roku 1963.

Viz N. Mukunda: Eugene Paul Wigner — A Tribute, Current Science 69(1995), s. 375-385,
A. Szanton: The Recollections of Eugene P. Wigner as Told To Andrew Szanton, Springer
Science+Business Media, LLC, 2013, xxiv+335 stran.
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Wigner se intenzivné zabyval matematickym vyjadienim principu kvantové
mechaniky, zejména jejimi algebraickymi aspekty. Spolupracoval s Johnem von
Neumannem a Pascualem Jordanem, pripomerime jejich spole¢nou praci On an
Algebraic Generalization of the Quantum Mechanical Formalism [JNW], ktera
vysla roku 1934 v Annals of Mathematics.

V ¢&lanku The Unreasonable Effectiveness of Mathematics in the Natural
Sciences [Wig2] z roku 1960 Wigner zdiraznil, ze matematickd struktura
fyzikalni teorie ¢asto ukazuje nejen cestu k dalsimu jejimu pokroku, ale dokonce
vede k empirickym predpovédim.

Bartel Leendert van der Waerden

Matematickymi zaklady kvantové mechaniky se zabyval i Bartel Leendert
van der Waerden.%° V letech 1930 a 1931 vydal ve znamé edici Die Grundlehren
der Mathematischen Wissenschaften dva dily své monografie Moderne Algeb-
ra [Wal], kterd vyznamnym zpisobem ovlivnila vyvoj algebry ve 20. stoleti.
Je mimoradné zajimavé, ze jiz v nasledujicim roce, tehdy devétadvacetilety,
vydal ve stejné edici monografii Die gruppentheoretische Methode in der Quan-
tenmechanik [Wa2]. V predchozich letech se totiz vénoval nejen matematice
(hlavné algebfe), ale i teoretické fyzice. Intenzivné sledoval problémy bouflivé
se rozvijejici kvantové mechaniky, kterd ho uchvétila.

V predmluvé své monografie doporucil pro hlubsi sezndmeni s teorii re-
prezentaci symetrické grupy druhé vydani Weylovy knihy Gruppentheorie und
Quantenmechanik [We6] z roku 1931.%1 Zminil se i o neddvném vydani Wigne-
rovy knihy Gruppentheorie und ihre Anwendung auf die Quantenmechanik der
Atomspektren [Wigl].

Strukturu van der Waerdenovy knihy vystihuji nazvy jejich Sesti kapitol:

1. Quantenmechanische Einleitung (s. 1-23).

2. Gruppen und ihre Darstellungen (s. 23-57).

3. Drehungsgruppe und Lorentzgruppe (s. 57-87).
4. Das Spinning Elektron (s. 87-108).

60 Bartel Leendert van der Waerden (1903-1996), holandsky matematik a historik

matematiky. V letech 1919 az 1927 studoval na univerzitdch v Amsterdamu, v Gottingenu
a v Hamburku, kde se roku 1928 habilitoval. Od roku 1928 byl profesorem v Groningenu,
v letech 1931 az 1945 v Lipsku. Nacistické Némecko neopustil, i kdyz mél moznost odejit
do Princetonu, resp. Utrechtu. Od roku 1950 ptsobil na univerzité v Amsterdamu, od roku
1951 na univerzité v Curychu. Vénoval se hlavné moderni algebre, algebraické geometrii,
pravdépodobnosti a statistice a kvantové mechanice.
A. Soifer: The Scholar and the State. In Search of Van der Waerden, Birkh&user, Basel, 2015,
xxix+471 stran, A. Soifer: The Mathematical Coloring Book, Springer-Verlag, New York,
2009, xxx+607 stran. O zZivoté a dile van der Waerdena, zejména pak o jeho prednaskach
o teorii idealt na matematickém institutu v Gottingenu, viz [BeB].

61 Van der Waerden napsal na tuto Weylovu knihu kratkou recenzi — viz Zentralblatt der
Mathematik und ihre Grenzgebiete 1(1931), €. 2, s. 175 (Zbl 0001.17501).
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5. Die Permutationsgruppe und das Pauliverbot (s. 109-135).
6. Molekilspektren (s. 135-157).

Van der Waerden ve své knize pracuje kromé jiného s unitarnim prosto-
rem, linedrnimi operétory, kterym pfifazuje matice, s hermitovskymi formami
a jejich diagondlnim tvarem (transformace k hlavnim osdm), s unitdrnimi ma-
ticemi, s charakteristickou rovnici atd. V poznamkéch pod c¢arou je uvedena
fada bibliografickych odkazt na vysledky praci Borna, Diraca, Heisenberga,
Heitlera, Hunda, Jordana, Kramerse, de Kroniga, Londona, von Neumanna,
Pauliho, Slatera, Schrodingera, Weyla, Wignera a dalsich fyziki.

Poznamenejme, ze van der Waerden vydal roku 1967 knihu Sources of Quan-
tum Mechanics [Wad], v niz soustfedil (v anglické verzi) dilezité prace tyka-
jici se vzniku kvantové mechaniky. Prvni ¢ast nazvand Towards Quantum Me-
chanics obsahuje jedenact praci (Einstein, Ehrenfest, Bohr, Ladenburg, Bohr-
Kramers-Slater, Kramers, Born, Kramers, Van Vleck, Kramers-Heisenberg,
Kuhn), drubd ¢ast The Birth of Quantum Mechanics je kolekcl Sesti praci
([Hel], [BJ1], [Dil], [BHI1], [Pa], [Di2]). V tivodni stati (s. 1-59) van der Waer-
den podal podrobny a zasvéceny komentar k pretisténym sedmnécti pracim,
ktery rovnéz reflektuje komunikaci mezi jednotlivymi autory (osobni i kores-
pondené¢ni). Zajimavé je, ze v druhé &asti The Birth of Quantum Mecha-
nics shromazdil a komentoval pouze maticovu mechaniku; prace de Broglieovy
a Schrodingerovy, na nichz byla postavena vlnova mechanika, zde nejsou.

O odbornych zajmech van der Waerdena vysla nedavno zajimava kniha
Zwischen zwei Disziplinen: B. L. van der Waerden und die Entwicklung der
Quantenmechanik [Schn], kterou sepsala Martina Schneider.

John von Neumann

Matematickd podpora kvantové teorie byla vyjadfena i v knize Johna von
Neumanna®? Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik [vN]. Vysla

62 John (Janos) von Neumann (1903-1957), americky matematik madarského ptivodu.
Od roku 1921 studoval chemii v Berlin€, poté v Curychu, kde absolvoval roku 1926, souc¢asné
ziskal v Budapesti doktorat z matematiky. Na studijnim pobytu v Goéttingenu poznal
tehdejsi elitu matematiky a fyziky. V letech 1927 az 1933 pusobil jako soukromy docent
v Berliné a Hamburku. Roku 1930 hostoval v Princetonu, o tfi roky pozdéji ho zde prijali
na profesorské misto na nové zalozeny Institute for Advanced Study. Od roku 1943 byl
konzultantem projektu atomové bomby. V obdobi 1951/1952 byl prezidentem Americké
matematické spolecnosti. Vyrazné zasahl do nékolika matematickych disciplin. Vénoval se
otazkam zakladi matematiky, kvantové mechanice, teorii her, neuronovym sitim, funkcionalni
analyze, matematickym metodam ekonomie, automatim, pocitacim atd.

Viz S. Ulam: John von Neumann, 1903-1957, Bulletin of the American Mathematical Society
64(1958), s. 1-49, L. van Hove: Von Neumann’s Contributions to Quantum Theory, ibid.,
64(1958), s. 95-99, F. Smithies: John von Neumann, Journal of the London Mathematical
Society 34(1959), s. 373-384, P. R. Halmos: The Legend of John von Neumann, The American
Mathematical Monthly 80(1973), s. 382-394, T. Legendi, T. Szentivanyi (eds.): Leben und
Werk von John von Neumann. Ein zusammenfassender Uberblick, Bibliographisches Institut,
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roku 1932 jako 38. svazek edice Grundlehren der mathematischen Wissenschaf-
ten, v niz byla vydana jako 36. svazek, a to ve stejném roce, kniha Die
gruppentheoretische Methode in der Quantenmechanik [Wa2] van der Waer-
dena. Tato skutecnost ukazuje tehdejsi mimoradny zajem o matematické za-
klady teoretické fyziky, zejména kvantové mechaniky. Von Neumannova kniha
byla pozdéji vydéna v anglickém a ruském ptekladu.

V vodu John von Neuman napsal:

Der Gegenstand dieses Buches ist die einheitliche, und, soweit als moglich
und angebracht, mathematisch einwandfreie Darstellung der neuen Quanten-
mechanik, die im Laufe der letzten Jahre eine in ihren wesentlichen Teilen
voraussichtlich definitive Form gewonnen hat: die sog. ,Transformations-
theorie“. ...

Anderseits wird eine Darstellung der fir die Zwecke dieser Theorie notwen-
digen mathematischen Hilfsmittel gegeben, d.h. eine Theorie des Hilbertschen
Raumes und der sog. Hermiteschen Operatoren desselben. Dabei ist ein genaues
FEingehen auch auf unbeschrinkte Operatoren notwendig, d.h. eine Erweiterung
der Theorie uber ihren klassischen ... Umfang hinaus. Zur Methodik dieser
Behandlungsweise sei Folgendes gesagt: es soll in der Regel mit den Opera-
toren selbst (die physikalische Griofien reprdsentieren) gerechnet werden, und
nicht mit den Matrizen, welche erst nach Einfihrung eines (speziellen und
willkirlichen) Koordinatensystems im Hilbertschen Raume aus ihnen entste-
hen. Diese ,koordinatenfreie“, d.h. invariante, und stark geometrisch orien-
tierte Behandlungsweise ist mit betrachtlichen formalen Vorteilen verbunden.

([vN], s. 1-2)
Kniha ma Sest kapitol, které se ¢leni na paragrafy.

I. Einleitende Betrachtungen (s. 4-18).
II. Allgemeines iber den abstrakten Hilbertschen Raum (s. 18-101).
II. Die quantenmechanische Statistik (s. 101-157).
IV. Deduktiver Aufbau der Theorie (s. 157-184).
V. Allgemeine Betrachtungen (s. 184-222).
VI. Der Mefiprozef8 (s. 222-237).
Anmerkungen. Indez (s. 238-366).

Zdtraznéme, ze John von Neumann postavil matematické zaklady kvantové
mechaniky na pojmech Hilbertiv prostor a hermitovsky operator, jak uvedl jiz
v wodu své knihy (viz vyse).

Mannheim, Wien, Ziirich, 1983, 150 stran, N. MacRae: John Von Neumann: The Scientific
Genius Who Pioneered the Modern Computer, Game Theory, Nuclear Deterrence, and Much
More, Pantheon Books, 1992, 405 stran, 2. vydani: American Mathematical Society, 1999,
406 stran, D. Szasz: John von Neumann, the Mathematician, The Mathematical Intelligencer
33(2011), ¢. 2, s. 42-51, J. Dieudonné: Von Neumann, Johann (or John), in [Gi]-14 1981,
s. 88-92.
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7. Tvurci kvantové mechaniky o kvantech a moderni fyzice

Nedlouho po zverejnéni praci obsahujicich vyznamné vysledky kvantové me-
chaniky (Heisenberg, Born, Jordan, Dirac, de Broglie, Schrodinger a dalsi —
viz pfedchozi text) byly vydény monografie shrnujici a rozsifujici dosaZené
poznatky, uvadéné navic v Sir§im kontextu. Byly nékdy vice, nékdy méné po-
staveny na potfebnych matematickych zakladech, podstatnou roli v nich hraje
moderni matematika: maticovy pocet, teorie grup, teorie reprezentaci, opera-
tory v Hilbertové prostoru atd. Tvurci maticové i vilnové kvantové mechaniky
prezentovali intenzivné a velmi pohotové nové myslenky v monografiich, u¢ebni-
cich i knihach populariza¢nich. Siroka fyzikalni obec i odborné vefejnost dych-
tila po novych vysledcich a novych, mimotradné prekvapivych a vzrusujicich
pohledech na svét, ktery nas obklopuje.

Werner Heisenberg

Roku 1930 byla vydana kniha Wernera Heisenberga nazvana Die physika-
lischen Prinzipien der Quantentheorie [He2], kterd vychézela z jeho neddvnych
prednasek. V ivodu autor uvedl motivy, které ho k jejimu sepsani vedly:

Die Vorlesungen, die ich im Frihjahr 1929 an der Universitat in Chicago
zu halten hatte, gaben mir die Gelegenheit, noch einmal die Prinzipien der
Quantentheorie zusammenfassend zu behandeln. ... manche neue Experimente
haben wichtige Konsequenzen der Theorie bestdtigt ... Trotzdem findet man
noch heute bei vielen Physikern mehr eine Art Glauben an die Richtigkeit der
neuen Prinzipien, denn ein klares Verstindnis, und deswegen schien es mar
gerechitfertigt, die in Chicago gehaltenen Vorlesungen in Form eines kleinen
Buches herauszugeben. ([He2], 5. v)

Na pocatku ¢tvrté kapitoly Die statistische Deutung der Quantentheorie je
srovnan matematicky aparat kvantové fyziky a teorie relativity:

Es ist lehrreich, den mathematischen Apparat der Quantentheorie mit
dem der Relativitdtstheorie zu vergleichen. In beiden Fdllen handelt es sich
um die Anwendung der linearen Algebra; man kann also die Matrizen der
Quantentheorie vergleichen mit den symmetrischen Tensoren der speziellen
Relativitatstheorie; als die wesentlichsten Unterschiede mufl man hervorheben,
daff der Raum, der zu den quantentheoretischen Tensoren gehdrt, unendlich
viele Dimensionen hat; ferner, daf$ dieser Raum nicht reell ist, an Stelle der
orthogonalen Transformationen treten die sog. unitdren Transformationen.

([He2], s. 42)

Heisenberg pracuje s maticemi, a to v celé zaverecné casti nazvané Der
mathematische Apparat der Quantentheorie (s. 78-113). Vrcholi pfedposlednim
paragrafem Beweis der mathematischen Aquivalenz der Quantentheorie des
Partikelbildes und der Quantentheorie des Wellenbildes, ktery konci takto:



63

Obwohl die klassischen Theorien von Partikelbild und Wellenbild absolut
verschieden sind, sowohl in ihrem mathematischen wie in ithrem physikalischen
Gehalt, sind die Quantentheorien der beiden Vorstellungen mathematisch und
physikalisch identisch. ([He2], s. 112)

Pripomenme jesté nékteré pozdéjsi Heisenbergovy inspirativni knizky:

— Wandlungen in den Grundlagen der Naturwissenschaft [He3| z roku
1935,

— Vortrage tiber kosmische Strahlung [Hed] z roku 1943,

— Die Physik der Atomkerne: acht Vortrage [Heb] z roku 1943, jejimz
zékladem byly prednéasky konané na popud Sdruzeni némeckyjch elek-
trotechniki,

— Physics and Philosophy. The Revolution in Modern Science [He6]
z roku 1958, kterd vysla v nésledujicim roce némecky a roku 1966 (a téz
roku 2000) v ¢eském piekladu,

— Die kopenhagener Deutung der Quantentheorie [HeT] z roku 1963,

— Introduction to the Unified Field Theory of Elementary Particles [He8]
z roku 1966,

— Der Teil und das Ganze: Gesprache im Umbkreis der Atomphysik [He9]
z roku 1969, kterou mame rovnéz od roku 1997 v ¢eském prekladu,

— Schritte Gber Grenzen. Gesammelte Reden und Aufsdtze [Hel0] z roku
1971.

Max Born

Max Born vydal roku 1926 knihu Probleme der Atomdynamik, 1. Die struktur
des Atoms, 2. Die Gittertheorie des festen Zustandes [Bo2|, v niZ zpracoval
tficet prednaSek ze zimniho semestru akademického roku 1925/1926, které
pronesl na Massachusetts Institute of Technology.®?

Roku 1930 publikoval spolu s Pascualem Jordanem knihu FElementare
Quantenmechanik [BJ2]. Byla druhym dilem k ucebnimu textu Vorlesungen
iiber Atommechanik [BH], ktery Born vydal roku 1925 s Friedrichem Hundem.%*

63 Poznamenejme, e jiz roku 1920 publikoval Born knihu Die Relativititstheorie Einsteins
und ihre physikalischen Grundlagen gemeinverstandlich dargestellt.

64 Friedrich Hermann Hund (1896-1997), némecky fyzik. Studoval v Marburgu a Gottin-
genu, pusobil na univerzitach v Rostocku, Lipsku, Jené, Frankfurtu nad Mohanem a v Gottin-
genu. Spolupracoval s fadou vyznamnych fyzika (Schrodinger, Dirac, Heisenberg, Born, Bothe
atd.). Vénoval se zejména kvantové teorii. Je autorem pé&tisvazkové udebnice Einfihrung
in die theoretische Physik, 1. Mechanik, 2. Theorie der Elektrizitit und des Magnetismus,
3. Optik, 4. Theorie der Warme, 5. Atom- und Quantentheorie, Meyers Kleine Handbiicher,
Bibliographisches Institut, Leipzig, 1945 az 1951, a uspésné, vicekrat vydavané trisvazkové
monografie Theoretische Physik, 1. Mechanik, 2. Theorie der Elektrizitdt und des Lichts,
Relativitatstheorie, 3. Wdrmelehre und Quantentheorie, Teubner, Stuttgart, 1956, 1957.
Viz H. Rechenberg: Obituary: Friedrich Hund, Physics Today 50(1997), ¢. 10, s. 126-127.
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Roku 1933 Born publikoval uéebnici Moderne Physik [Bo3], kterou sepsal
na zdkladé svych prednések na technice v Berliné-Charlottenburgu. Anglicky
vySla pod nadzvem Atomic Physics roku 1935; byla mimofadné tspésna, jak
doklada rada dalsich vydani a dotisk®. Maticové a vilnové mechanice je vénovan
3. a 4. paragraf paté kapitoly Atomic Structure and Special Lines. Zéakladni
myslenka maticové mechaniky je prezentovana takto:

On this account we do not consider matrix mechanics in any detail, but
content ourselves with some brief indications. If we start from the frequencies

E, En

as observable quantities, it is a natural suggestion that we arrange them in
square array as follows:

v =0 V12 V13
Va1 vy =0 Va3
V31 V32 v33 =10

If now we adhere to the arrangement in this scheme once for all, so that, say,
the place in the fourth row and the second column is always associated with the
transition from the fourth to the second quantum state, then we can also set out
in similar square array the amplitudes a,.,, of the “virtual resonators”associated
with the various frequencies emitted, where a2,, then denotes the intensity of
the frequency emitted:

Similarly we can insert in an array of this kind other quantities connected with
the transition n — m.

The question now is: how do we calculate with these arrays? Here the
following remark of Heisenberg’s is useful: if we multiply two vibrational factors
i = €2kt and by, = e?™Wimt then by Ritz’s combination principle we get

2Vt 2Wivmt _  2TWi(Vnk+Vem )t __ 2WiVpmt
ATVt 2TVt _ 2Tk Vi)t _ 2RVt

which is a vibrational factor belonging to the same array, so that by the method
specified for forming a product, we merely pass to another place in the square
array, in conformity with the rule assigning places. We can proceed to define
the product of two such arrays, in such a way that product is again a square
array of the same type. The multiplication rule, which Heisenberg deduced solely
from experimental facts, runs:

(anm)(bm) = ( Z ankbkm) .
k
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It was remarked by Born and Jordan that this rule for multiplication is identical
with one which has long been known in mathematics as the rule for forming the
product of two “matrices”, such as occur in the theory of linear transformations
and the theory of determinants. We may therefore regard Heisenberg’s square
arrays as infinite matrices, and calculate with them by the known rules of the

theory of matrices. ([Bo3], 6. vydani, s. 128-130)

Roku 1956 vydal Born knizku Physics in my Generation: a Selection of
Papers [Bod], v niz shromézdil n&které své diivéjsi eseje: Introduction to
‘Einsteins Theory of Relativity’, Physical Aspects of Quantum Mechanics, On
the Meaning of Physical Theories, Cause, Purpose and Economy in Natural
Laws a Finsteins Statistical Theories. O rok pozdéji publikoval knizku Physik
im Wandel meiner Zeit [Bob], v niz kvantové mechanice vénoval nékolik kapitol:

— Quantenmechanik und Statistik (s. 6-14).

— Uber die Bedeutung der Stofvorginge fir das Verstindnis der Quanten-
mechanik (s. 15-17).

— Die Interpretation der Quantenmechanik (s. 132-144).

— Die statistische Deutung der Quantenmechanik (s. 173-184).

Roku 1962 Max Born publikoval knihu Zur statistische Deutung der
Quantentheorie [Bo6], roku 1975 knihy Zur Begrindung der Matrizenmecha-
nik [Bo7] a Mein Leben. Die Erinnerungen des Nobelpreistragers [Bo9]. Ve dvou
svazcich byly roku 1963 vydany nékteré jeho prace pod ndzvem Ausgewdhlte
Abhandlungen [Bo8|.

Pascual Jordan

Rovnéz Pascual Jordan je autorem nékolika knih o moderni fyzice. Jiz jsme
pfipomnéli titul Elementare Quantenmechanik [BJ2] z roku 1930, ktery se-
psal s Maxem Bornem. Roku 1962 vydal s Bornem a Heisenbergem knihu Zur
Begrindung der Matrizenmechanik [BHJ2]. Samostatné publikoval nékolik za-
jimavych knizek v edici Die Wissenschaft v nakladatelstvi Vieweg v Braun-
schweigu (svazky 87, 88, 95, 99, 107, 110, 124):

— Statistische Mechanik auf quantentheoretischer Grundlage [Jol], 1933.

— Die Physik des 20. Jahrhunderts. Finfihrung in den Gedankeninhalt
der modernen Physik [Jo2], 1936.

— Die Physik und das Geheimnis des organischen Lebens [Jo3], 1941.

— Physik im Vordringen [Jo4], 1949.

— Schwerkraft und Weltall. Grundlagen der theoretischen Kosmologie
[Jo5], 1952.

— Atom und Weltall. Einfihrung in den Gedankeninhalt der modernen
Physik [Jo6], 1956 [jedné se o rozsifeny svazek Die Physik des 20. Jahr-
hunderts].
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— Die Ezxpansion der Erde: Folgerungen aus der Diracschen Gravitations-
hypothese [Jo7], 1966.

Roku 1971 vydal Jordan knihu Begegnungen [Jo8] vénovanou vyznamnym
fyziktim, které poznal (Albert Einstein, Karl Heim, Hermann Oberth, Wolfgang
Pauli, Walter Heitler, Max Born, Werner Heisenberg, Max von Laue a Niels
Bohr).

Paul Dirac

Uplny vyklad obecného formalismu kvantové mechaniky v axiomatickém po-
jeti, ktery byl zalozen na prvotnich pojmech pozorovatelnd veli¢ina a stav, podal
roku 1930 Paul Dirac v monografii Die Prinzipien der Quantenmechanik [Di3],
ktera byla sou¢asné vydana anglicky. Méla velky tispéch, vysla v nékolika vyda-
nich a pfekladech. I tato kniha pracuje s maticemi. V predmluvé autor uvedl:

Hinsichtlich des mathematischen Gewandes, in dem die Theorie dargebo-
ten werden kann, muf sich der Verfasser eines Buches tber die Quantenme-
chanik von vornherein zwischen zweir Moglichkeiten entscheiden. Es gibt ei-
nerseits eine symbolische Darstellung der Theorie, die unmittelbar mit den
Grundgrofien (den Transformationsinvarianten usw.) arbeitet, die sie durch
abstrakte Symbole bezeichnet, und es gibt die Darstellung mit Hilfe von Koor-
dinaten, in der Zahlensysteme gebraucht werden, die den GrundgriofSen zuge-
ordnet werden. Dieses zweite Verfahren ist fir gewéhnlich benutzt worden, um
die Quantenmechanik zu entwickeln (es ist sogar, von Weyls Buch ,,Gruppen-
theorie und Quantenmechanik® abgesehen, fast ausschliefllich benutzt worden).
Dies Verfahren wird entweder als Wellenmechanik oder als Matrizenmechanik
bezeichnet, je nachdem auf welche physikalischen Dinge die betreffende Abhan-
dlung mehr Nachdruck legt, auf die Zustinde der physikalischen Gebilde oder
thre dynamischen Variablen. Diese Art der Darstellung hat den Vorzug, dajf
die dabei benutzte Mathematik dem Durchschnittsstudenten vertrauter ist, und
aufSerdem ist sie die Form, in der sich die Theorie historisch entwickelt hat.

(IDi3], s. vi)

Dirac v této monografii elegantné shrnul jak Heisenbergovu maticovou me-
chaniku, tak Schrodingerovu vlnovou mechaniku a dal jim jednotici matema-
ticky popis, v némz jsou méfitelné fyzikalni veli¢iny reprezentovany operatory
ptsobicimi na Hilbertové prostoru vinovych funkci — v kvantové teorii popi-
suji stav fyzikalniho systému. Nejdulezitéjsi informace o zakladnich myslen-
kéch maticové i vinové mechaniky jsou s nezbytnym matematickym aparatem
v nésledujicich paragrafech:

20. Allgemeine FEigenschaften (s. 57—-62).
21. Orthogonale Darstellungen (s. 62—65).

34. Die Schridingersche Form der Quantenbedingungen (s. 103-109).
38. Die Heisenbergschen Matrizen (s. 119-122).
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Na Diracovu monografii velmi dobfe navazala a vhodné ji doplnila von
Neumannova kniha Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik [vN],
ktera vysla o dva roky pozdéji.

Roku 1964 publikoval Paul Dirac drobnéjsi knizku Lectures on Quantum
Mechanics [Did]. O deset let pozdéji vydal atlou knizku Spinors in Hilbert
Space [Dib], kterd je vénovana matematickému tématu nezbytnému pro kvan-
tovou teorii. Prednasky, které mél v 1été roku 1975 v Australii a na Novém
Zélandu, vysly roku 1978 pod nézvem Directions in Physics [Di6].

Paul Dirac se cely zivot zabyval moderni fyzikou, kromé kvantové mechaniky
hlavné teorii relativity a kvantovou teorii pole. I tyto dvé discipliny zpracoval
v knizni podobé — jedna se o tituly Lectures on Quantum Field Theory (1966)
a General Theory of Relativity (1975).

Dopliime jesté prehled kniznich publikaci tvirct kvantové mechaniky o titul
Die moderne Atomtheorie [MoAt] z roku 1934. Jednd se o prednésky, které
pronesli Werner Heisenberg, Erwin Schrédinger a Paul Dirac ve Stockholmu
roku 1933 u piilezitosti prevzeti Nobelovy ceny.%

— W. Heisenberg: Die Entwicklung der Quantenmechanik.
— E. Schrodinger: Der Grundgedanke der Wellenmechanik.

— P. Dirac: Theorie der Elektronen und Positronen.

Louis de Broglie

Louis de Broglie byl velmi aktivni a tispésny fyzik, ktery vnimal $irsi filozo-
ficky kontext své védy. Napsal asi 150 védeckych praci, vydal nékolik desitek
svych prednasek, stati obecnéjsiho charakteru, nejriznéjsich drobnéjsich ¢lanki
a navic fadu knih. Nékteré, pfestoze byly vénovany moderni fyzice, mély vy-
razny presah do filozofie védy. Zajimavé je, ze prave ty byly prekladany castéji
nez jeho knihy vénované vyhradné fyzice. Uvedme alespoii nékteré tituly, které
Louis de Broglie vydal béhem svého dlouhého a plodného zivota.

V prvni fadé pfipomenme jeho inspirativni doktorskou praci Recherches sur
la théorie des quanta [Br2] z listopadu roku 1924, kterd byla publikovana
v nasledujicim roce a roku 1927 vydana némecky v Lipsku pod néazvem
Untersuchungen zur Quantentheorie.

V druhé poloviné dvacatych let de Broglie sepsal a vydal knihy Ondes et
mouvements [Br3], La mécanique ondulatoire [Brd] a Recueil d’exposés sur les
ondes et corpuscules [Br6], roku 1930 uéebnici Introduction o letude de la
mecanique ondulatoire [Brb], jejiz némeckd verze vysla v Lipsku roku 1929 pod
nazvem FEinfihrung in die Wellenmechanik, a anglickd An Introduction to the
Study of Wave Mechanics jiz roku 1928. Mimotadné plodny byl i v dalsich
letech. Uvedme pouze nékolik titul, zejména ty, které byly prelozeny do
angli¢tiny ¢i jinych jazyku:

65 Hirzel, Leipzig, 1934, i+45 stran.
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— De la mécanique ondulatoire. A la théorie du noyau I., II., III. [Brl0],
1943 az 1946.

— Une tentative d’interprétation causale et non linéaire de la mécanique
ondulatoire: la théorie de la double solution [Brl3], 1956.

— Introduction a la nouvelle théorie des particules de M Jean-Pierre
Vigier et de ses collaborateurs [Brl6], 1961.

— Etude critique des bases de Uinterprétation actuelle de la mécanique
ondulatoire [Brl7], 1963.

De Broglie rovnéz sepsal fadu knih na rozhrani fyziky, filozofie a popularizace
fyziky i védy. Vychazely opakované, byly pirekladany do dalsich jazyki:

— Matiere et lumiere [Br7], 1937.

— La physique nouvelle et les quanta [Br8], 1937.

— Continu et discontinu en physique moderne [Br9], 1941.
— Physique et microphysique [Brll], 1947.

— Savants et decouvertes [Brl2], 1951.

— Perspectives nouvelles en microphysique [Br14], 1956.

— Sur les sentiers de la science [Brl5], 1960.

— Certitudes et incertitudes de la science [Br19], 1966.

— Recherches d’un demi-siécle [Br19], 1976.

Jak jiz bylo uvedeno, roku 1937 vydal Louis de Broglie knihu La physique
nouvelle et les quanta [Br8|, kterd vysla roku 1953 (mirné aktualizovana
a doplnénd) v anglické verzi pod ndzvem The Revolution in Physics. A Non-
Mathematical Survey of Quanta. Vysla téz italsky a rusky. Nejdilezitéjsi fakta
o vyvoji kvantové mechaniky shrnul Louis de Broglie v jeji osmé a devaté
kapitole — Wave Mechanics a Heisenberg’s Quantum Mechanics. Ocitujme
zajimavé odstavce z anglické verze této knizky:

To Erwin Schrédinger came the distinction of being the first, in his magni-
ficent papers that appeard in 1926, to write out explicitly the wave equation of
wave mechanics and to have deduced from it a rigorous method of studying the
problems of quantization.

We must introduce into our calculations only those elements related to
these observable realities. This was the program which Heisenberg wanted to
accomplish. In his matrices, the elements are arranged in rows and columns,
each one of them being specified by two indices which give the number of the row
and the number of the column. The diagonal elements, i.e., those whose indices
are equal, correspond to a stationary state; the non-diagonal elements, whose
two indices are different, correspond to the transition between the stationary
states defined by these indices. ...
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Heisenberg, then, started out with the idea of substituting tables of numbers,
matrices, for the physical quantities that are usually dealt with in atomic theory.
Guided by the method of correspondence, he first sought to establish rules
for the addition and multiplication of these various matrices, each of which
is considered as a single mathematical entity. He found that these rules for
addition and multiplication are exactly the same as those for the matrices that
mathematicians had been used to using in the theory of algebraic equations or
in that of linear substitutions. ...

The idea which directed Schrddinger in his work was that it must be possible
to construct, by means of the wave functions of wave mechanics, quantities ha-
ving the properties of the matrices of quantum mechanics. Quantum mechanics
will then seem to be a method permitting us to calculate these quantities and
to operate on them without passing explicitly through the intermediary of the
wave function. ...

Thus, the two forms of the new mechanics turn out to be reducible to each
other, and it is not longer surprising that they lead to the same results in
problems of quantization. The method of quantum mechanics, which works
directly with matrices without passing through the intermediary of the wave
functions, is more compact and often leads more quickly to the desired results.
But the method of wave mechanics, better fitted to the intuition of physicists
and more in agreement with their habits of thought, seems more natural at first,
and easier to handle. Actually, more physicists make use of the wave method
and make their calculations by using explicitly the wave functions.

([Br8], s. 168, 189, 190, 192-193, 195)

U prilezitosti devadesatych narozenin Louise de Broglie byla vydana — jako
tfeti svazek edice Fundamental Theories of Physics — velkd publikace The
Wave-Particle Dualism. A Tribute to Louis de Broglie on his 90th Birth-
day [DFLS].

Erwin Schrodinger

Erwin Schrodinger, stejné jako ostatni tvarci kvantové mechaniky, je auto-
rem fady kniZnich publikaci. Jeho prvnim vét§im dilem je kniha Abhandlungen
zu Wellenmechanik [Sch6] z roku 1927, kterd se o rok pozdéji dockala druhého,
rozsiteného vydani. O rok pozdéji vysla jeho atla brozura Four Lectures on
Wave Mechanics [Sch7] s pfednaskami, které proslovil v bieznu roku 1928 na
Royal Institution v Londyné, a to i v némecké verzi jako Vier Vorlesungen tiber
Wellenmechanik.

Roku 1932 vydal Schrodinger texty dvou prednasek tykajicich se kritiky
pfirodovédnych poznatkll pod nazvem Uber Indeterminismus in der Physik.
Ist die Naturwissenschaft milieubedingt? [Sch8|, roku 1946 text semindrnich
prednasek Statistical Thermodynamic [Sch10] a roku 1963 knihu Die Wellen-
mechanik [Schl7].
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Schrédinger je autorem vysoce podnétnych stati z popularizace fyziky,
prirodovédy a filozofie védy. Rodily se mimo jiné z prednasek, které mél pro
vefejnost v Dublinu. Dodnes jsou velmi zajimavé jeho pohledy, tj. nazory
vynikajiciho fyzika a filozofa, na fyziku, pfirodni zakony, védu, svét a Zivot.
Jedna se o néasledujici tituly, které vysly v rozpéti dvou desitek let, byly
opakované vydavany a prekladany.

— What is Life? The Physical Aspect of the Living Cell [Sch9], 1944.
— Space-time structure [Sch11], 1950.

— Science and Humanism. Physics in Our Time [Sch12], 1951.

— Nature and the Greeks [Sch13], 1954.

— Ezpanding Universes [Sch14], 1956.

— Mind and Matter [Sch15], 1958.

— Was ist Naturgesetz? Beitrige zum naturwissenschaftlichen Weltbild
[Sch16], 1962.

— Meine Weltansicht [Sch18], 1963.
— Mein Leben. Meine Weltansicht [Sch19], 1985.

vvvvvv

v knizce Co je Zivot. Duch a hmota. K mému Zivotu.%°

Upozornéme jesté na objemnou publikaci Michela Bitbola Erwin Schrédin-
ger: Philosophy and the Birth of Quantum Mechanics [Bi] z roku 1992, v niz ¢te-
nar kromé biografickych informaci najde fakta o pfinosu Schrédingerovych praci
z atomové fyziky, o vzniku vlnové mechaniky, o dialogu mezi Schrédingerem
a fyziky pusobicimi v Gottingenu apod.

Roger Penrose (nar. 1931), svétozndmy anglicky matematik a teoreticky
fyzik (obecné teorie relativity, astrofyzika, kosmologie, pseudoinverzni matice,
Penroseovo dlazdéni atd.), nositel Nobelovy ceny z roku 2020, o Schrédingero-
vych pracich napsal:

Kdyz jsem byl pocdtkem padesdtych let mladym studentem matematiky,
necetl jsem mmnoho, ale co jsem cetl — aspon pokud jsem knihu docetl —, bylo
obuykle od Erwina Schrédingera. Jeho psani jsem shledaval vidy presvédcive,
vyvoldvajici objevné vzruseni a doprovdzené vyhledem na zcela mové chdpdant
zdhadného svéta, v némz Zijeme. Zddny z jeho spisti nepredci v tomto ohledu
jeho strucné klasické dilo Co je Zivot?, které patti — jak nyni vidim — nepochybné
mezi nejulivnéjsi védeckée spisy tohoto stoleti. Je to pusobivy pokus pochopit
nékteré z podstatnych zdhad Zivota .. .57

66 VUTIUM, Brno, 2004, 2006, 254 stran, 2. vydani: 2018, 289 stran.
67 E. Schrédinger: Co je Ziwot? Duch a hmota. K mému Zwvotu, Vutium, Brno, 2004, 254
stran, citat ze s. 27.
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8. Uéebnice a monografie — tficata léta

V prvnich tfech desetiletich 20. stoleti se zakladni fakta o maticich objevila
jen v nékolika udebnicich (zejména [Bo|, [Bec], [D1], [D2]). Byly tspé&sné,
oblibené a Siroce uzivané, proto povédomi o maticich a o maticovém vyjadfeni
vysledkt, které byly dfive formulovany v Feci bilinearnich a kvadratickych forem
¢i v Teci transformaci, postupné nartstalo. Termin matice se v nazvu ucebnic
a monografii do poloviny dvacatych let nevyskytoval — vyjimkou je snad jen
Cullisova t¥idilna rozsdhla monografie Matrices and Determinoids [Cu] z let
1913 az 1925. Od poloviny dvacatych let byly zdkladni poznatky o maticich
obsazeny rovnéz v ucebnicich a monografiich prezentujicich matematicky
apardt potfebny zejména ve fyzice, ale i v jinych aplikacich (zejména [CH],
[Wa2], [Wil, [Wigl]).

Ve tricatych letech jiz bylo vydano nékolik monografii vénovanych vyhradné
teorii matic ([TA], [ScSp2], [MD1], [Wed]). Mély velky ohlas, vychazely v dalsich
vydanich a dotiscich, uzivany jsou dodnes. Dokumentuji vyznamny fakt: teorie
matic se ve tficatych letech 20. stoleti stala klasickou matematickou disciplinou.

Bohumil BydzZovsky

Pro cCeského ctendfe je zajimavé, ze se roku 1930 objevila na kniznim
trhu ptivabna knizka Zdklady teorie determinanti a matic a jich uZiti [By]
od Bohumila Bydzovského.®® Autor tehdy povaZzoval za nutné zdivodnit,
pro¢ vedle determinanti vénuje ve své ucebnici pozornost rovnéz maticim.
V predmluvé uvedl:

Od béznych ucebnic jednagicich o determinantech se list tato tim, Ze obsahuje
zaklady poctu maticového; je to oduvodneno velkou duleZitosti, které nabyl tento
pocet v poslednich letech svou uc¢innou a hospoddrnou symbolikou.

([By], s. iii)

Determinanty vsak v Bydzovského knizce dominuji; je jim vénovano vsech je-
denact paragraft prvni ¢asti knihy, zatimco zaklady teorie matic jsou obsazeny
az ve Ctyfech paragrafech druhé ¢asti:

1. Poédet maticovy (s. 141-154).

2. Formy linedrni a bilinedrni (s. 154-166).

68 Bohumil Bydzovsky (1880-1969), cesky matematik. V letech 1903 az 1918 vyudoval na

stiednich gkolach, roku 1909 se habilitoval na, Ceské univerzité v Praze a o dva roky pozdéji na
Ceské technice v Praze. Roku 1917 se stal mimofadnym profesorem Ceské univerzity, v letech
1921 az 1957 byl fadnym profesorem Univerzity Karlovy. Vénoval se hlavné geometrii, teorii
konfiguraci a pedagogickym aktivitdm. Je autorem ¢i spoluautorem fady stfedoskolskych
ucebnic a autorem vysokoskolskych ucebnic analytické a algebraické geometrie.
Viz K. Koutsky: Sedmdesdtiny prof. Dr Bohumila Bydzovského, Casopis pro péstovani
matematiky a fysiky 75(1950), s. D349-D357, J. Metelka: K 80. narozenindm akademika
Bohumila BydZovského, Pokroky matematiky, fyziky a astronomie 5(1960), s. 603-612,
K. Sindelai: Pamdtce akademika Bohumila Bydzovského, Casopis pro péstovani matematiky
95(1970), s. 100-113.



72

3. Formy kvadratické I. (s. 166-178).
4. Formy kvadratické II. (s. 178-196).

V zavéru knizky je piipojen kratky historicky piehled a bibliografické
pozndmky (s. 196-206), v nichZ je mimo jiné uvedeno, Ze zakladni informace
o determinantech a jejich aplikacich najde ¢tenar v fadé aktualnich ucebnic
algebry. Pro obsirnéjsi pouceni o maticovém poctu jsou doporuceny vyse
uvedené knihy Maxima Bochera (2. vyddni némeckého prekladu) a Hanse
Becka, tedy knihy [B6] a [Bec].

Poznamenejme, ze druhé vydani Bydzovského knizky vyslo roku 1947 pod
mirné pozménénym nazvem Uvod do teorie determinantii a matic a jich uZiti.

Bartel Leendert van der Waerden

V letech 1930 a 1931 vysla ve dvou dilech monografie Moderne Algebra [Wal]
van der Waerdena, kterd vyrazné ovlivnila vyvoj algebry ve 20. stoleti. Pro
studium linedrni algebry van der Waerden v tvodu prvniho dilu doporudil
Bocherovu knihu Introduction of Higher Algebra [Bo] z roku 1908 (resp.
jeji némecky pieklad z roku 1910) a Dicksonovu knihu Modern Algebraic
Theories [D2] z roku 1926 (resp. jeji némecky pieklad z roku 1929).

S maticemi se setkdme az v druhém dile v kapitole Lineare Algebra, ktera
sestava z osmi paragrafi:

104. Moduln. Linearformen. Vektoren. Matrizes (s. 109-116).

105. Moduln in bezug auf einen Kérper. Lineare Gleichungen (s. 116-120).

106. Moduln in Hauptidealringen. Elementarteiler (s. 120-125).

107. Der Hauptsatz iber Abelsche Gruppen (s. 126-131).

108. Darstellungen und Darstellungsmoduln (s. 131-135).

109. Normalformen fiir eine Matriz in einem kommutativen Kérper
(s. 135-139).

110. Elementarteiler und charakteristische Funktion (s. 139-143).
111. Quadratische und Hermitesche Formen (s. 142-148).

Pojem matice je zaveden az na strané 112. Na nasledujicich stranach je mo-
dernim zptisobem prezentovana standardni latka o maticich, operacich s ma-
ticemi, o jejich vztahu k linedrnim transformacim, bilinedrnim, kvadratickym
a hermitovskym formém, o podobnosti matic, kanonickych (normélnich) tva-
rech atd. Kapitola kon¢i tvrzenim o soucasném prevedeni dvou hermitovskych
forem, z nichZ jedna je pozitivné definitni, na kanonicky tvar (tj. pfevedeni
jejich matic na diagonélni tvar):

Jedes Paar von Hermiteschen Formen G, H, von denen eine, etwa G,
positiv-definit ist, lafit sich gleichzeitig durch eine einzige Transformation auf
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die Gestalt
G(u,u) = > ¢,

H(u,u) =3 ech,

bringen. Die \; sind die charakteristischen Wurzeln der Matriz A = G™'H
oder, was dasselbe ist, die Wurzeln der Sakulargleichung

|Agjk — hjk| = 0.
([Wall, s. 148)

Vzapéti je tento fakt v nasledujicicm tvrzeni pfenesen do redlného oboru.

Pfipomenme jesté, ze van der Waerden vydal roku 1935 v edici Ergebnisse
der Mathematik und ihrer Grenzgebiete tenkou monografii Gruppen von linea-
ren Transformationen [Wa3|, v niz s maticemi rovnéz pracuje. V poznamkach
pod ¢arou uvedl fadu bibliografickych odkazti. Mnohokrat zde citoval Dickso-
novu knihu Linear Groups with an Ezxposition of the Galois Field Theory z roku
1901, odkazoval i na jeho knihu Modern Algebraic Theories [D2] z roku 1926
a MacDuffeeho monografii Theory of Matrices [MD1].

Herbert Westren Turnbull a Alexander Craig Aitken

Mimotadné tspéSnou monografii vénovanou maticim se stala kniha An
Introduction to the Theory of Canonical Matrices [TA], kterou sepsali Herbert
Turnbull a Alexander Aitken.%® Vysla v Londyné roku 1932. Volné navazala
na Turnbullovu predchozi knihu The Theory of Determinants, Matrices and
Invariants [T] z roku 1928, je vSak na ni prakticky nezéavislad. Predpoklada
sice elementérni znalosti o determinantech, nikoli vSak o maticich. Stala se
velmi brzy klasickym textem o kanonickjch tvarech matic. Vychazela v dalsich
vydanich, uzitecna je i v dnesni dobé. Hlavnim divodem jejiho uspéchu je
jeji zaméfeni na téma redukce matice na kanonicky tvar, tj. na problematiku,
ktera ma cetné a dulezité aplikace. Historické poznamky v jednotlivych
kapitolach davaji struény prehled vyvoje dané problematiky, pripominaji
autory nejdulezitéjsich vysledkt a inspiruji k dalsimu studiu a praci. Autofi
se odvolali na nékolik pfedchozich knih, zejména na knihy Mutha [M2],
Bochera [B6] a Dicksona [D2]. V Gvodu napsali:

69 Alexander Craig Aitken (1895-1967) pochézel z Nového Zélandu, kde ziskal univerzitni

vzdélani (University of Otago, Dunedin), poté pusobil ¢tyti roky jako ucitel. Roku 1925 ziskal
doktorét na univerzité v Edinburghu, zacal tam pracovat, roku 1946 byl jmenovan profesorem.
Vénoval se pfevazné numerické matematice, statistice, linearni algebfe, aplikacim maticového
poctu ve statistice a metodé nejmensich ¢tvercii. Je autorem nékolika ucebnic.
Viz J. M. Whittaker, M. S. Bartlett: Alexander Craig Aitken, 1895-1967, Biographical
Memoirs of Fellows of the Royal Society 14(1968), 14 stran, W. W. Ledermann: A. C. Aitken’s
Work in Pure Mathematics, Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society, 16(1968),
s. 162-165, M. L. Hunter: An Ezceptional Talent for Calculative Thinking, British Journal of
Psychology 53(1962), s. 243-258, G. J. Tee: Mathematics in the Pacific Basin, British Journal
for the History of Science 21(1988), s. 401-417, A. C. Aitken, P. C. Fenton: To Catch the
Spirit: The Memoir of A. C. Aitken: With a Biographical Introduction, University of Otago
Press, Dunedin, 1995, 123 stran.
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This book has been written with the object of giving an account of the various
ways in which matrices of finite order can be reduced to canonical form under
different important types of transformation. ...

The subject-matter of the canonical reduction of matrices, which has nume-
rous and tmportant applications, has received attention in several treatises and
a large number of original papers. The historical notes which we have appended
to each chapter are intended to give a brief review of what has been done on
each topic, to apportion due credit to pioneers, and to stimulate the, student to
further reading. ... We have preferred to follow the lead of Cullis, who deve-
lops the theory in terms of the structure and properties of matrices — in matriz
idiom, as it were, rather than in terms of bilinear and quadratic forms, or of
linear substitutions. [TA], s. v, v—vi)

Uvedme nyni nazvy vsech jedendcti kapitol Turnbullovy a Aitkenovy mono-
grafie, které dobre charakterizuji jeji obsah i koncepci:

I. Definitions and Fundamental Properties of Matrices (s. 1-9).
II. Elementary Transformations. Bilinear and Quadratic Forms (s. 10-18).
III. The Canonical Reduction of Equivalent Matrices (s. 19-31).
IV. Subgroups of the Group of Equivalent Transformations (s. 32—-44).
V. A Rational Canonical Form for the Collineatory Group (s. 45-57).
VI. The Classical Canonical Form for the Collineatory Group (s. 58-81).
VII. Congruent and Conjuctive Transformations: Quadratic and Hermitian
Forms (s. 82-99).
VIII. Canonical Reduction by Unitary and Orthogonal Transformations
(s. 100-113).
IX. The Canonical Reduction of Pencils of Matrices (s. 114-142).
X. Applications of Canonical Forms to Solution of Linear Matriz Equat-
ions. Commutants and invariants (s. 143-166).
XI1. Practical Applications of Canonical Reduction (s. 167-179).

Jednotlivé kapitoly jsou dale ¢lenény na kratsi ¢lanky; posledni ¢lanek kazdé
kapitoly obsahuje historické poznamky.

V avodu prvni kapitoly je vystizné nastinéna problematika, které je kniha
vénovana

The theory of canonical matrices is concerned with the systematic investi-
gation of types of transformation which reduce matrices to the simplest and
most convenient shape. The formulation of these various types is not merely
useful as a preliminary to the deeper study of the properties of matrices them-
selves; it serves also to render the theory of matrices more immediately available
for numerous applications to geometry, differential equations, analytical dyna-
mics, and the like. Quite early, for example, in co-ordinate geometry, when
the equation of a gemeral conic is simplified by reference to principal azes, or
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again when two general conics are referred to their common self-conjugate tri-
angle, the procedure involved is really equivalent to the canonical reduction of

a matriz. ([TA], S. 1)

Pfipomernime, Ze Aitken vydal roku 1939 ucebnici Determinants and Matri-
ces [Ai]. I ta byla velmi oblibend, svéd¢i o tom jeji ¢etnd dalsi vydani a né-
mecky preklad. Vyniké elegantnim podanim, zdtiraziuje silu teorie matic a jeji
vyznam pro ostatni matematické discipliny. Hlavnim tématem jsou soustavy li-
nearnich rovnic, okrajové je zachycena problematika vlastnich c¢isel a vlastnich
vektort, ukizano je vSak uZiti matic ve statistice. Zajimavé je, Ze v Aitkinové
ucebnici Statistical Mathematics, kterou vydal ve stejném roce jako ucebnici
Determinants and Matrices [Ai], matice nefiguruji.

O Aitkenové pfinosu k teorii matic napsal roku 1997 Richard William
Farebrother ¢lanek A. C. Aitken and the Consolidation of Matriz Theory [F];
najdeme v ném cCetné uzitecné odkazy tykajici se vyvoje teorie matic.

Otto Schreier a Emanuel Sperner

Roku 1931 vysel prvni dil u¢ebniho textu Einfihrung in die analytische Geo-
metrie und Algebra [ScSpl], jehoz autory jsou Otto Schreier’® a Emanuel Sper-
ner.”’ Je vénovan afinnimu prostoru, soustavam linedrnich rovnic, eukleidov-
skému prostoru, determinantiim, teorii téles a zakladni vété algebry. S maticemi

70 Otto Schreier (1901-1929), rakousky matematik Zidovského piivodu. Studoval na

videriské univerzité, kde ziskal roku 1923 doktorat, pak pracoval jako asistent na univerzité
v Hamburku, kde se roku 1926 habilitoval. Roku 1929, kratce pfed smrti, ziskal misto
mimoradného profesora na univerzité v Rostocku. Vénoval se zejména teorii grup, teorii
téles a teorii ¢isel.
Viz K. Menger: Otto Schreier. Nachruf, gehalten in der Wiener mathematischen Gesellschaft
am 8. November 1929, Monatshefte der Mathematik und Physik 37(1930), s. 1-6, Ch. Binder:
Schreier, Otto, Neue Deutsche Biographie, Band 23, Duncker & Humblot, Berlin, 2007, s. 537,
Ch. Binder: Schreier Otto, Osterreichisches Biographisches Lexikon 1815-1950, Band 11,
Verlag der Osterreichischen Akademie der Wissenschaften, Wien, 1997, s. 202.

7l Emanuel Sperner (1905-1980), némecky matematik a filozof. Studoval na univerzitach

ve Freiburgu a Hamburku, kde ukoncil studium a posléze se habilitoval. Pak pisobil dva roky
jako hostujici profesor v Ciné, poté jako profesor na univerzité v Kralovci a ve Strasburku, po
valce na univerzitach ve Freiburku, Bonnu a Hamburku. Zabyval se funkcionalni analyzou,
algebrou, topologii a teorii dimenze, jeho jméno se v matematice dodnes objevuje (Spernerovo
lemma, Spernerova algebra, Spernerovy prostory).
Viz F. Bachmann: Emanuel Sperner: in memoriam, Jahresbericht der Deutschen Mathema-
tiker-Vereinigung 84(1982), s. 45-55, H. Karzel: Erinnerungen an Emanuel Sperner aus
den Jahren 1948-1968 und Emanuel Sperners Beitrage zur metrischen Geometrie und ihre
Bedeutung fir die Entwicklung der Geometrie, Mitteilungen der Mathematische Gesellschaft
in Hamburg 11(1983), s. 217-231, H. Zeitler: Der Didaktiker Emanuel Sperner, ibid.,
25(2006), s. 5-13, H. Karzel: Emanuel Sperner: Leben und Werk, ibid., 25(2006), s. 23-32,
H. Karzel: Emanuel Sperner: Begrinder einer neuen Ordnungstheorie, ibid., 25(2006),
s. 33-44, H. Zeitler: Emanuel Sperner und die Schulmathematik, Praxis der Mathematik
23(1981), ¢. 8, s. 237-243, H. J. Arnold: Zum Gedenken an Emanuel Sperner, Resultate der
Mathematik — Results in Mathematics 4(1981), €. 2, s. 123-127.
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se pracuje hlavné v partiich o soustavach lineadrnich rovnic, o determinantech
a o transformacich kartézské soustavy soutradnic.

Nasledujici Schreierovou a Spernerovou knizkou je ttla ucebnice Vorlesungen
iber Matrizen [ScSp2] z roku 1932; m& jen 133 stran. Do tisku ji pfipravil
Emanuel Sperner, nebot Otto Schreier byl v té dobé jiz po smrti. V pfedmluvé
Emanuel Sperner napsal:

Dieses Bandchen enthdlt die Vorlesungen Otto Schreiers () tdber Elemen-
tarteilertheorie. Die Auswahl des Stoffes ist im wesentlichen dieselbe, wie sie
Otto Schreier fir die Verdffentlichung geplant hatte. Anordnung und Beweis-
fihrung dagegen habe ich teilweise gedndert, wodurch ich hoffe, noch einige
Vereinfachungen erreicht zu haben. ([ScSp2], s. 3)

Stru¢ny obsah knizky obou autort i jeji pojeti dobfe vystihuji nazvy kapitol:
1. Das Rechnen mit linearen Transformationen (s. 5-17).

Das Rechnen mit Matrizen (s. 18-43).

Minimalpolynom. Invariante Teilgebilde (s. 43-64).

Die Diagonalgestalt (s. 64-72).

Die Normalform (s. 72-107).

FEinige Anwendungen der Theorie (s. 107-133).

S otk W N

Vyznam kanonickych tvard matic vystizné naznacuji tvodni slova Sesté
kapitoly:

Wir werden zeigen, dafl zu jeder linearen Transformation o eine Basis von
£ existiert, beziglich der die Matrix von o eine besonders einfache und fiir o
charakteristische Gestalt, die sogenannte Normalform, hat. Diese Normalform
wird uns unmittelbar eine Reihe neuer Erkenntnisse tber lineare Transformat-
ionen liefern. So werden wir als erste Anwendung die Frage entscheiden, wann
zwei lineare Transformationen bzw. zwei Matrizen ineinander transformierbar

sind ... ([ScSp2], s. 72-73)

Druhy dil vyse zminéného ucebniho textu FEinfihrung in die analytische
Geometrie und Algebra [ScSpl] vysSel az roku 1935. Vénovan je zdkladim
teorie grup, linedrnim transformacim a maticim (Lineare Transformationen und
Matrizen, s. 35-131) a projektivni geometrii. V pfedmluvé Emanuel Sperner
objasnil vztah tohoto svazku a jejich predchozi knihy o maticich z roku 1932:

Im zweiten Abschnitt hat das schon friher verdffentlichte und inzwischen
vergriffene Bandchen ,Vorlesungen iber Matrizen® ... wieder Aufnahme gefun-
den. Allerdings sind daran einige Umstellungen und Kiirzungen vorgenommen

worden, um es besser in das Ganze einzufiigen.
([ScSp1], dil 2., s. 3)
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Cyrus Colton MacDuffee

Velmi stru¢nym, ale obsaznym textem o teorii matic je tla monografie The
Theory of Matrices [MD1], kterou publikoval roku 1933 Cyrus Colton Mac-
Duffee™ ve znamé edici Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete.
V Gvodu vystizné objasnil, z jakych problému se teorie matic zrodila:

Matric algebra is a mathematical abstraction underlying many seemingly
diverse theories. Thus bilinear and quadratic forms, linear associative algebra
(hypercomplex systems), linear homogeneous transformations and linear vector
functions are various manifestations of matric algebra. Other branches of
mathematics as number theory, differential and integral equations, continued
fractions, projective geometry etc. make use of certain portions of this subject.
Indeed, many of the fundamental properties of matrices were first discovered
in the notation of a particular application, and not until much later recognized

in their generality. (IMD1], s. iii)

V deseti kapitoldch hutného textu ¢lenénych do 57 paragrafi (pouze 110
stran) obsahuje MacDuffeeho monografie velké mnozstvi materidlu a mnoho
bibliografickych informaci uvedenych v textu a v poznamkach pod ¢arou; pro
poznani vyvoje teorie matic a jejiho stavu kolem roku 1930 je tento text stale
velmi cenny. Tematické zaméfeni knizky lze dobfe odhadnout z nazvu jejich
deseti kapitol (knizka bohuZzel nem4 index):

I. Matrices, Arrays and Determinants (s. 1-17).
II. The Characteristic Equation (s. 17-29).
III. Associated Integral Matrices (s. 29-40).
IV. FEquivalence (s. 40-51).
V. Congruence (s. 51-68).
VL. Similarity (s. 68-81).73
VIL. Composition of Matrices (s. 81-88).
VIII. Matric Equations (s. 89-97).
IX. Functions of Matrices (s. 97-104).
X. Matrices of Infinite Order (s. 104-110).

72 Cyrus Colton MacDuffee (1895-1961), americky matematik. Roku 1922 obh&jil po
vysokoskolskych studiich (Colgate University, University of Chicago) diserta¢ni praci o ne-
asociativnich algebrach vedenou Leonardem Eugenem Dicksonem. Nejprve byl instruktorem
a asistenten na Princeton University, od roku 1925 asistentem, pozdéji docentem a profeso-
rem na Ohio State University. Od roku 1935 pisobil az do smrti jako profesor na univerzité
ve Wisconsinu. Vénoval se zejména abstraktni algebfe, napsal fadu praci, nékolik monografii
a ucebnic. Byl ¢lenem vyznamnych instituci (National Research Council, American Asso-
ciation for the Advancement of Science), zastaval elné funkce (Council of the American
Mathematical Society, president of the Mathematical Association of America 1945/1946),
byl editorem casopisu Transactions of the American Mathematical Society, vychoval fadu
doktorand.

73 40. paragraf se jmenuje Weyr’s Characteristic.



78

Roku 1940 vydal MacDuffee ucebnici An Introduction to Abstract Algebra
[MD2], v niz je algebra prezentovana jako nauka o strukturdch (grupy, okruhy,
obory integrity, télesa, linedrni algebry). I tato kniha byla velmi tspésna,
vychézela v dalsich vydéanich. Jeji pfedposledni, sedmé kapitola pojednéava
o maticich (s. 203-250), osm4 o linedrnich asociativnich algebrach (s. 251-296).
Matice jsou v této knize chapany zejména jako prvky tzv. algebry matic:

A mathematical system 9 whose elements are n X n arrays which are subject

to the additional operation of multiplication ... is called a total matric algebra
over R of order n?. A matriz is an element of a total matric algebra.
(IMD2], s. 214)

Pomeérné efektivné jsou v knize prezentovana zékladni fakta, napf. charak-
teristicky polynom, Cayleyova-Hamiltonova véta, teorie elementarnich déliteli,
podobnost matic, Jordantiv kanonicky tvar apod.

MacDuffee je rovnéz autorem tspésné knizky Vector and Matrices [MD3],
ktera vysla roku 1943.7* Knizka malého formatu ma 203 stran, devét kapitol,
které se déli na 65 paragrafii. Pojem matice je zaveden jiz v 9. paragrafu (s. 23),
algebra matic je chapana jako systém hyperkomplexnich ¢isel (viz 18. paragraf
Matrices as Hypercomplex Numbers).

Poznamenejme na okraj, ze MacDuffee publikoval roku 1943 v ¢asopise The
American Mathematical Monthly ¢lanek What is a Matriz? [MD4], v némz
objasnil pojem matice a zduraznil jeho dva dtlezité aspekty:

To define a matriz as a rectangular array of numbers is as inadequate as
to define a single particle of matter or a single complex number. A matriz is
a number of a total matriz algebra.

A matrix over a field F may be defined as an endomorphism of a vector
space V over F or, alternatively, as the operator which produces this endomor-

phism. ([MD4], s. 361, 364)

Dnes se zd4 pozoruhodné, ze jesté roku 1943 bylo uzitecné publikovat v pres-
tiZznim matematickém casopise ¢lanek objastiujici pojem matice a jeho vyznam.

Joseph Wedderburn

Dalsi ucebnici vénovanou teorii matic je kniha Lectures on Matrices [Wed],
kterou roku 1934 vydal Joseph Wedderburn.” Sepsal ji na zakladé prednasek,

74V seznamu 26 titult literatury je uvedena prace ¢eského matematika Karla Petra
(1868-1950) nazvana Rationale kanonische Form einer linearen Substitution z roku 1940
[v originalu O raciondlném kanomnickém tvaru linedrni substituce, Casopis pro péstovani
matematiky a fysiky 69(1939/1940), s. 9-22], 55. paragraf je nazvan The Weyr Characteristic
(o Weyrové charakteristice je zminka i v tivodu).

75 Joseph Henry Maclagan Wedderburn (1882-1948), americky matematik skotského
puvodu. Studoval v Edinburghu, Lipsku, Berliné a Chicagu, poté pisobil v Edinburghu
a zejména v Princetonu (od r. 1928 profesorem). Byl vyznamnym algebraikem (abstraktni
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které od roku 1920 konal na univerzité v Princetonu. Byla velmi dspésna,
dodnes patii k titulim, které se objevuji v dalsich vydanich.

Ve srovnéni s pfedchozim MacDuffeeovym textem [MD1] je Wedderburnova
kniha obsirnéjsi. V deseti kapitoldch podéva zaklady teorie matic a jejich
aplikaci. Navic obsahuje rozsahlou bibliografii teorie matic (549 praci z let 1853
a7 1933), kterd byla v dal§im vydéni z roku 1949 podstatné doplnéna o dalsich
129 tituld. O koncepci a obsahu knihy si 1ze udélat dobrou pfedstavu z jejiho
strué¢ného obsahu:

1. Matrices and Vectorss (s. 1-19).

II. Algebraic Operations with Matrices. The Characteristic Equation
(s. 20-32).

III. Invariant Factors and Elementary Divisors (s. 33-46).
IV. Vector Polynomials. Singular Matric Polynomials (s. 47-62).
V. Compound Matrices (s. 63-87).
VI. Symmetric, Skew, and Hermitian Matrices (s. 88-101).
VII. Commutative Matrices (s. 102-114).
VIII. Functions of Matrices (s. 115-139).
IX. The Automorphic Transformation of a Bilinear Form (s. 140-146).
X. Linear Associative Algebras (s. 147-168).

Cyrus Colton MacDuffee v recenzi na Wedderburnovu knihu Lectures on
Matrices [Wed] napsal:

For the past seventy-five years matric theory has been growing in stature and
in favor among men. Many branches of mathematics have been more promising
infants, but few have shown such sustained growth and ever widening field of
application. The concept of matriz, like that of group, extends its roots under
algebra, number theory, geometry, differential and integral equations, wave
mechnics — a fairly representative cross-section of modern mathematics. This

teorie téles, linearni asociativni algebry, jednoduché algebry, hyperkomplexni ¢isla, teorie
grup, teorie matic), zabyval se vSak i diferenciadlnimi rovnicemi. Dokazal, ze kazdé kone¢né
téleso je komutativni (tzv. Wedderburnova véta).

Viz A. C. Aitken: J. H. Maclagan Wedderburn, F.R.S., 1882-1948, Edinburgh Mathematical
Notes 38(1952), s. 19-22, H. S. Taylor: Obituary: Joseph Henry Maclagen Wedderburn
(1882-1948), Obituary Notices Royal Society 6(1949), s. 619-625, E. Artin: The Influence
of J. H. M. Wedderburn on the Development of Modern Algebra, Bulletin of the American
Mathematical Society 56(1950), s. 65-72, K. Parshall: In Pursuit of the Finite Division
Algebra Theorem and Beyond: Joseph H. M. Wedderburn, Leonard Dickson, and Oswald
Veblen, Archives Internationales d’Histoire des Sciences 33(1983), s. 274-299, K. Parshall:
Joseph H. M. Wedderburn and the Structure Theory of Algebras, Archive for History of Exact
Sciences 32(1985), s. 223-349, K. Parshall: New Light on the Life and Work of Joseph Henry
Maclagan Wedderburn (1882-1948), s. 523-537, in S. S. Demidov, M. Folkerts, D. E. Rowe,
Ch. J. Scriba (eds.): Amphora: Festschrift fir Hans Wufing zu seinem 65. Geburtstag,
Birkhauser, Basel, Boston, Berlin, 1992, xi+782 stran, H. Nathan: Wedderburn, Joseph Henry
Maclagan, in [Gi]-14, s. 211-212.
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fundamental nature of matrix theory has never been so generally appreciated by
mathematicians as at present. Thus Wedderburn’s book is timely. ...

In recent years Wedderburn has been one of the most important contributors
to matriz theory. ...

In brief, this book consolidates the gains of the last seventy-five years, filling
in gaps and simplifying proofs, and laying a firm foundation on which the matric
theory of the next century will arise.”

Abraham Adrian Albert

Pomérné velkou pozornost vénuje maticim ucebnice Modern Higher Alge-
bra [A1] z roku 1937, kterou publikoval Abraham Adrian Albert.”” Sepsal ji
jako zéklad pro prezentaci moderni teorie algebraickych ¢isel a teorie linearnich
asociativnich algeber. Motivovan byl Dicksonovymi uéebnicemi [D1] a [D2], van
der Waerdenovou dvoudilnou knihou [Wal], Wedderburnovou monografii [Wed]
a knihou Die Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung. Mit Anwendungen
auf algebraische Zahlen und Gleichungen sowie auf die Krystallographie An-
drease Speisera z roku 1923.

Vyklad o maticich je v Albertové knize prezentovdn zejména ve &tyfech
z dvanécti kapitol (partie o determinantech, linedrnich rovnicich a bilinearnich
formach jsou soudésti tfeti kapitoly):

III. Matrices (s. 46-74).

IV. Similarity of Square Matrices (s. 75-95).
V. Symmetric and Skew Matrices (s. 96-125).
X. Algebras of Matrices (s. 217-250).

Kniha je sepsdna modernim zpusobem, vyklad je strucny, jasny a efektivni,
abstraktnost prezentované latky vsSak jiz znacné narostla, jak je poznamenano
v uvodu:

76 Bulletin of the American Mathematical Society 41(1935), s. 471-472.

77 Abraham Adrian Albert (1905-1972), americky matematik. Studoval na univerzité
v Chicagu, jeho ucitelem byl Leonard Eugene Dickson, pod jehoz vedenim ziskal roku 1928
doktorat. Jeden rok stravil v Princetonu u Josepha Wedderburna, v letech 1929 az 1931 byl
instruktorem na Columbia University, od roku 1931 ptisobil az do smrti na univerzité v Chi-
cagu, v letech 1933/1934 a 1961/1962 navstivil opét Princeton. Vénoval se hlavné algebre,
algebram nejrizngjsich typd, teorii matic a algebraické geometrii. V roce 1965/1966 byl pre-
zidentem Americké matematické spole¢nosti.
Viz D. Zelinsky: A. A. Albert, The American Mathematical Monthly 80(1973), s. 661-665,
I. Kaplansky: Abraham Adrian Albert, 1905-1972, A Biographical Memoir, National Aca-
demy od Sciences, Washington, 1980, s. 1-22, I. Kaplansky: Abraham Adrian Albert: No-
vember 9, 1905 — June 6, 1972, s. 244264, in P. L. Duren (ed.): A Century of Mathematics
in America I., American Mathematical Society, Providence, R.I., 1988, 477 stran, N. Jacob-
son: Abraham Albert, Bulletin of the American Mathematical Society 80(1974), s. 1075-1100,
I. N. Herstein: A. Adrian Albert, Scripta Mathematica 29(1973), s. 185-189, K. H. Parshall:
Albert, Abraham Adrian, in [Gi]-17, s. 6-8, D. D. Fenster: Research in Algebra at the Uni-
versity of Chicago: Leonard Eugene Dickson and A. Adrian Albert, in [GP], s. 179-197.
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. in Chapters III, IV, and V with the theory of matrices with elements in
a completely general field. Recent trends in algebraic investigation have made
it important to know the extent of the wvalidity of the classical theorems on
matrices. It is no more difficult to carry out the proofs, where they are valid,
for general fields instead of the classical case of subfields of the field of all
complex numbers. But it is true that the proofs and results of the classical
theory are not always valid. This is brought out clearly in Chapter V, where it
is mecessary to restrict the types of fields considered. ...

The theory of linear associative algebras is a fundamental, if quite advanced,
branch of modern algebra. It is natural, however, to introduce this subject from
the matriz point of view and we do so in Chapter X. Many quite abstract notions
are made concrete by such a treatment, and quite adequate introduction to the
theory is made in this way without going at all deeply into the abstract structure
theorems on algebras. ([A1], s. vii-viii)

Pfipomerime, ze Albert je autorem dalSich uspésnych knih — Structure of
Algebras [A2] z roku 1939, Introduction to Algebraic Theories [A3] z roku 1941
a Fundamental Concepts of Higher Algebra [A4] z roku 1956, v nichZ se s mati-
cemi rovnéz pracuje.

9. Zavér

Teorie matic se ve tricatych letech 20. stoleti stala samostatnym plnohod-
notnym oborem. Jeji zdklady utvorily dilezitou partii linearni algebry, ktera se
ve stejné dobé konstituovala jako vstupni soucast vysokoskolského matematic-
kého vzdélani, jako disciplina, na které stavi algebra, geometrie, matematicka
analyza, funkcionalni analyza, numerické metody, linedrni programovani atd.

Postaveni teorie matic ve tficatych letech 20. stoleti dokumentuje i refera-
tivni Casopis Zentralblatt fiir Mathematik und ihre Grenzgebiete, ktery zacal
vychézet roku 1931. Od roku 1932 bylo tematické tfidéni referovanych praci
dano rejstfikem — jedno ze zakladnich témat bylo charakterizovano heslem
Matrizen und Determinanten s podrobnéjSim vymezenim FEigenwerte, Elemen-
tarteiler, Funktionaldeterminanten, Infinitesimalkalkil der Matrizen, Matrizen-
kalkul, Spezielle Determinanten und Matrizen, Unendliche Matrizen. V letech
1933 az 1968 bylo zakladnim heslem Lineare Algebra, Matrizen und Determi-
nanten, které bylo rovnéz podrobnéji ¢lenéno a specifikovano. Soucasné je vidét,
Ze teorie matic Sla od tficatych let ruku v ruce s linearni algebrou.

Ve druhé poloviné 20. stoleti byla jiz teorie matic plné uznavanou disciplinou
rozpracovavanou do hloubky i do $ifky, ktera byla vyuzivana v fadé dalsich
oblasti. Neni divu, Ze byla v té dobé vydavana fada ucCebnic a monografii
zCasti nebo uplné vénovanych teorii matic. Nékteré byly zcela elementérni,
nékteré velmi rozsahlé a diikkladné, mnohdy byly doplnény obsahlymi piehledy
literatury a dikladnymi rejst¥iky. Specialni otazky teorie matic byly pfedmétem
fady casopiseckych praci i vyznamnych monografii.



82

O vzniku a vyvoji teorie matic se mizeme z nejriznéjsich hledisek docist
v pracich [Hal] az [Hab], v kapitolach Quaternions, Vectors, and Linear Asso-
ciative Algebras a Determinants and Matrices, které jsou soucdsti mohutné
monografie [K] (s. 772-794, 795-812), v obecnéjSim kontextu v monografiich
vénovanych historii matematiky (napf. [ALG]). Prvni informaci o fadé zcela
konkrétnich otazek, vécnych, historickych i bibliografickych, 1ze tspésné vyhle-
dat v monografiich [Wed] a [MD1], v ¢lancich [Mul] a [Mu2]. O historii teorie
matic a jejim postaveni v linearni algebfe 1ze najit podrobnéjsi informace v mo-
nografii [Be3].

[A]

[A1]

[A2]

[A3]

[A4]

[ALG]

[Ba]

[Bec]

[Bel]

[Be2]
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