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4 Katarina Jankova: Dalsie vybrané vysledky *

Vo viacerych pracach Tibora Neubrunna a jeho Ziakov sa vyuziva metdda,
ktort mozno pouzit pri dokazoch viet pre meratelnost funkcii dvoch pre-
mennych, ak sa predpokladaju isté vlastnosti o rezoch. Ukazalo sa, Ze tato
metdda je dobrym prostriedkom aj pre skimanie konvergencie systémov
{ft} meratelnych funkcii, kde parameter ¢ sa meni v dost’ vSeobecnom to-
pologickom priestore. V suvislosti s tym uvddzame vysledky T. Neubrunna
tykajtice sa Jegorovovej vety (pozri [7, 8, 6]). O tom, Ze problémy tykajuce
sa tejto vety patrili k prvym oblastiam, ktoré skamal, sved¢i praca [4].

K problematike teérie mnozin sa T. Neubrunn dostal na viacerych mies-
tach, okrem popularizacych prac, aj v praci [5], ktorej vysledok uvedieme.

Z vacsej skupiny prac, ktoré vznikli v rdmci Semindru z redlnych fun-
kcif v spoluautorstve s T. Salatom, P. Kostyrkom a J. Smitalom uvedieme
vysledky prac o mnozindch vzdialenosti [9, 10].

4.1 K Jegorovovej vete

Nech (X, S, i) je priestor s mierou. Pre postupnost’ funkcii z X s hodnotami
v metrickom priestore su zndme vztahy medzi konvergenciou skoro vSade
a skoro rovnomernou konvergenciou. Lahko sa dokaze nasledujuci vysle-
dok.

Veta 4.1. Ak {f,} je postupnost’ meratelnych funkcii, ktord konverguje skoro
rovnomerne k meratelnej f, tak {f,} konverguje k f skoro vsade.

Obrdtene tvrdenie vo vSeobecnosti neplati. Sta¢i zobrat’ postupnost

_Jlakx € [n,n+1]
fnlz) = {0 inak

# Text vznikol s podporou VEGA 2,/0047/15.
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na priestore X = R s Lebesgueovou mierou. Takdto postupnost zrejme
konverguje k f(z) = 0 v kazdom z € R, avSak nekonverguje skoro rov-
nomerne. Ak vSak uvazujeme priestor s konecnou mierou, tvrdenie mozno
obrétit, vysledok je znamy v tedrii miery ako Jegorovova veta ([3]).

Veta 4.2. (Jegorovova). Ak f, konverguje ku f skoro vsade pre x € B, kde
w(B) < oo, tak f,, konverguje k f na B skoro rovnomerne.

Jegorovova veta neplati automaticky pre spojity parameter. Ak miesto
postupnosti vezmeme systém {f;},t € T, kde f! st t-rezy danej funkcie
definovanej na X x T, st zname viaceré kontrapriklady([15, 14], pozri tiez
[11]), z ktorych vidno, Ze na platnost podobného tvrdenia su potrebné do-
dato¢né podmienky na funkciu f. Takéto boli pre dost vSeobecny priestory
X aT dané v praci [7]. V praci [7] sa uvazuje nasledujuce zovseobecnenie
pojmu skoro rovnomernej konvergencie.

Definicia 4.1. Nech f : X x T — R, T topologicky priestor, tg € T. Systém
{f:}, kde ft(x) = f(x,t), skoro rovnomerne konverguje ku funkcii ¢ : X —
R, ak pre kazdé ¢ > 0 existuje E € S tak, ze u(E) < e a f; konverguje
rovnomerne ku ¢ na X \ E pre t — t.

V préci [7] sa predpokladd, Ze p(X) < oo (inak povedané, y je tplne ko-
netnd) a 7T je topologicky priestor s prvou axidmou spocitatelnosti.
T spfﬁa 1. axiému spocitatelnosti, ak kazdy bod md spocitatefni bazu
okoli. Ukazuje sa, ze predpoklad kvazispojitosti (Definicia 2.1 z predoslej
Casti) je postacujuci pre zovSeobecnenie Jegorovovej vety v nasledujicom
zmysle.

Veta 4.3. Nech f : X xT — R, X s uplne konecnou mierou p a T separabilny
topologicky priestor s prvou axidomou spocitatelnosti. Nech pre to € T plati
limy_y, f(x,t) = ¢(x) skoro vSade na X a pre kazdé x € X je f, kvdzispojitd.
Potom pre t — tg, f' konverguje k ¢ skoro rovnomerne.
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Ind postacujica podmienka je v [7] sformulovand pomocou tzv. P sys-
tému, vzhladom ku ktorému je f, regularna. Nasledujtce definicie su pre-
vzaté z [7], pozri tiez [11]. P systém je vlastne systém pokryti moziny X
a ukdzal sa uzito¢ny napr. pri dokazovani meratelnosti funkcii dvoch pre-
mennych (pozri [1]) alebo pri otdzkach meratelnosti grafu funkcii. V tomto
smere nadvazuju prace [2] a [1].

Definicia 4.2. Ak X # (, tak systém neprdzdnych mnozin P = {P}'},
k=1,2,...;n € N(k), kde N (k) je bud konecnd mnozina {1, ...,n;} alebo
N (k) je mnoZina prirodzenych Cisel a |J,, P’ = X pre k = 1,2,... , bu-
deme nazyvat’ P systém na X. Ak (X,S) je meratelny priestor a P C S, tak
hovorime, Ze P je meratelny P systém.

Definicia 4.3. Ak P je P systém na X, tak funkcia f definovand na X je
reguldrna v bode x( vzhladom na P, ak pre kazdu otvorent mnoginu G ob-
sahujiicu f(xo) existuje ko tak, Ze pre k > ko plati:

Ak x,xo € P]' pre nejakén, tak f(z) € G.

Funkcia f je reguldrna na X vzhladom na P, ak je je reguldrna v kazdom
bode x € X vzhladom na P.

Definicia 4.4. Ak X je topologicky priestor s topoldgiou T a P je P systém
na X, tak budeme hovorit, Ze P je reguldrny vzhladom na T, ak pre kazdé
U € T apre kazdé x € U existuje kg tak, Ze plati:

Prek > ko, akx € P, tak P! C U.
Veta 4.4. Nech f : X x T — R. Nech existuje P systém na T taky, Ze f, je
reguldrna na T vzhladom na P pre kaZdé x € X a f* je meratelnd pre kazdé

t € T. Potom, ak lim;_,;, f(x,t) = ¢(x) pre skoro kazdé x, tak konvergencia
{f'} k ¢ je skoro rovnomernd pre t — t.
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Pre konvergenciu skoro vSade sa méze existova t tzv. kontrolnd funkcia,
ktor4 je v v praci [8] definovand nasledovne.®

Definicia 4.5. Nech f : X x T' — R je takd, Ze f' je meratelnd pre kazdé
t € T alimgyy, f'(x) = ¢(x) skoro vSade na X. Nezdporni skoro vSade
konecnu meratelnil funkciu 6 taku, Ze pre kazdé ¢ > 0 existuje okolie U bodu
to tak, Ze pre vsetky t € U a pre vsetky x € X:

(@) = d(2)] < ed(x).

budeme nazyvat kontrolnou funkciou konvergencie skoro viade pre f*.

Existencia kontrolnej funcie zaruci, zZe konvergencia bude skoro rovno-
merna.

Veta 4.5. ([81). Nech f!, t € T st meratelné a lim;_,y, f'(x) = ¢(x) skoro
vSade na X. Ak pre f! existuje kontrolnd funkcia, tak konvergencia je skoro
rovnomerndpre t — t.

Nie je prekvapivé, ze mozno dat’ postacujucu podmienku pre existenciu
kontrolnej funkcie pomocou kvazispojitosti f,.

Dal$ie moZnosti nahradenia kvazispojitosti v uvedenych tvrdeniach boli
Studované v prdci [1].

Veta 4.6. ([8]). Nech f : X x T — R je ohranifend na X x T a takd, e f*
je meratelnd pre kazdé t € T a f, je kvdzispojitd na T pre kazdé x € X. Nech
limy_y¢, fY(x) = ¢(z) skoro vade na X. Potom existuje kontrolnd funkcia pre
konvergenciu skoro vsade pre { ft}.

® Kontrolnou funkciou pre konvergenciu skoro véade pre postupnosti funkeif sa zaoberal
Yoneda v [16].
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Jegorovova veta sa objavuje v praci T. Neubrunna aj v stvislosti s trans-
finitnou konvergenciou na priestoroch s mierou. V tomto pripade sa uka-
zuje, ze nie je potrebné zavadzat pojem skoro rovnomernej konvergencie.
Plati totiz nasledujice tvrdenie.

Veta 4.7. Postupnost’ {f¢}c<q konverguje skoro rovnomerne ku f vtedy
a len vtedy, ak konverguje ku f rovnomerne skoro vsade.

Konvergencia skoro vSade pre transfinitna postupnost neimplikuje kon-
vergenciu rovhomernu skoro vSade ani v pripade, ze uvazujeme konvergen-
cie na mnozine konec¢nej miery. (Priklad 1 v [5].)

Veta 4.8. ([6]). Nutnou podmienkou pre platnost’ Jegorovovej vety na pries-
tore (X,S, ) je: Pre kazdu mnoginu E € S konecnej miery a lubovolnu
transfinitni postupnost’ (E¢)¢<q meratelnych mnogin takych, Ze |JE: = E
plati hm§<Q m(Eg) =m(E).

V préaci [6] je d’alej uvedend charakterizacia konvergencie transfinit-
nych postupnosti podla miery.

4.2 Problematika tedrie mnozin

Problematika stivisiaca s axiomatikou teérie mnozin T. Neubrunna prita-
hovala, aj ked’ v nej pracoval len okrajovo. Okrem toho, Ze suvisela s jeho
pedagogickou ¢innostou (vela rokov predndsal teériu mnozin), pozri napr.
populariza¢nu publikdciu [12], velmi peknym vysledkom je ekvivalencia
tzv. exhaustacného principu pouzivaného v tedrii miery s axiémou vyberu
z prace [5].

Veta 4.9. (Exhaustactny princip). Nech (X, S, i) je priestor s konecnou mie-
rou. Existuje mnozina E € S takd, ze ak F € S,F C X \ E, tak u(F) = 0.
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4.3 Mnoziny vzdialenosti a podielové mnoziny

V spoluautorstve s Tiborom Saldtom publikoval Tibor Neubrunn viacero
prac. Mnozinami vzdialenosti, resp. podielov mnozin redlnych ¢isel sa za-
oberaju prdce [9, 10]. Pre neprdzdnu podmnozinu A C E1, kde F; je mno-
zina redlnych ¢isel, nech D(A) je mnozina vzdialenosti, teda mnozina vset-
kych ¢&isel |z — y|, kde x,y € A. Podobne R(A) oznacuje mnozinu vsetkych
podielov (podielovii mnozinu) % pre z,y € A. Pre kazdé w € €, kde Q) je
metricky priestor, autori uvazuju transforméciu 7, : £ — £, kde L je sys-
tém vSetkych lebesgueovsky meratelnych mnozin v ;. Nech tieto transfor-
madcie spl'ﬁajl'l podmienky

(i) Existuje wy € € tak, Ze pre kazdy interval [a, b] a kazdd postupnost
Wp — Wo, Wn €

lim (inf 73, ([a, b])) = a, lim,—oo(sup Ty, ([a,b])) = b,

n—oo
(i) Ak E,F e LaFE C F, tak pre kazdé w € Q,T,,(F) C T,,(F),
(iii) Ak F € £ a w, — wy, tak

lim A(TL, (E)) = A(Tu,)(E) = A(E).

n—oo

Potom plati nasledujuca veta.

Veta 4.10. Nech A € L, A(A) > 0a w, — wy. Ak T, spl,ﬁajﬁ (1)-(iii), tak
existuje prirodzené ng tak, Ze pre n > ng plati ANT,, (A) # 0.

Ako doésledok tejto vety autori uvadzaju Steinhausovu vetu ([13]).

Veta 4.11. Ak \(A) > 0, tak
e D(A) obsahuje interval (0,7n), n > 0.

e R(A) obsahuje interval (n,1), 0 < n < 1.
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