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8 ALGEBRA

Indové nazyvali algebru bidZaganita (bija-ganita),! coz mtzeme volné pre-
lozit jako véda o pocitani s prvky. Brahmagupta pouzival pro algebru termin
kuttakaganita (kuttaka-ganita) nebo jen kuttaka (kuttaka).? Nékdy se algebie
fikalo také avjaktaganita neboli véda o pocitani s nezndmymi na rozdil od
pojmu vjaktaganita, tj. véda o pocitani se znamymi, neboli aritmetika vcetné
geometrie a mérictvi.

vvvvvv

(Bhéskara II., 12. stol.),® o algebte pojednava BidZaganitdvatamsa (Narajana,
14. stol.), ¢asteéné je algebte vénovana Brahmasphutasiddhanta (Brahmagupta,
7. stol.), Arjabhatija (Arjabhata I., 6. stol.).*

Bhéskara II. definoval algebru takto:®

Analyza (bidZa) je rozhodné piirozeny rozum, kterému pomdhaji
riuzné symboly (varna).

Stari Indové tak algebru chapali jako védu, kde se pocita s Cisly vyjadfenymi
pomoci symboli a k tomu je potfeba znat chytré triky a dimyslné metody.
Algebte se ve staré Indii prikladal vét$i vyznam nez aritmetice. Podle Bhaska-
ry II. je véda o pocitani s nezndmymi zdrojem védy o pocitani se zndmymi.
Charakteristickym rysem indické algebry je obecnd formulace pravidel a pokusy
o dikaz.

Duikazy

Stafi Indové sva aritmetickd pravidla nedokazovali, dokonce ani neuvadéli
zéddna jejich odvozeni. V algebfe vSak néjaké dikazy nalezneme. Bhéaskara II.
chapal aritmetiku jako souhrn pravidel bez dtkazt, zatimco v algebie se v né-
kterych pripadech snazil sva tvrzeni zdvodnit. Dukazy byly vétSinou geomet-
rické, k pravidlu nebo ptikladu byl pfipojen obrazek s velmi strué¢nym komen-
tafem. Napiiklad identitu

2ab+ (a — b)* = a® + b?

uvedl v aritmetické Lildvati bez ditkazu,® zatimco v algebraické BidZaganité
za pravidlo doplnil obrazek se slovy: poloZenim stejnych dili obrazce do jiného
tvaru, viz [autor odkazuje na nasledujici obrazek].”

! Nézev je slozen ze slov bidZa (prvek nebo analyza) a ganita (véda o poéitani).

2 Slovem kuttakaganita byla pivodné nazyvana ta ¢ast algebry, kterd se zabyva feSenim
neurcitych rovnic prvniho stupné. Ve staré Indii byla povazovana za velmi vyznamnou.

3 Anglicky pieklad véetné starych komentaii je uveden v [Col].

4 Komentovany anglicky pieklad je v [Cla].

5 Podle [DS2], str. 1.

6 Viz sloka Lila/vi.135, podle [Col], str. 59.

7 Viz sloka BiGa/v.147, podle [Col], str. 222-223.
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Dikaz je proveden pouze pro konkrétni hodnoty a = 20, b = 15, stejnou
myslenku vsak lze pouzit pro libovolna a, b.

Podobné Bhéskara II. dokazoval vztah®
(a+b)? — (a® +b*) = 2ab.
K diikazu si zvolil hodnoty a = 5, b = 3, pak ur¢il jejich étverce a? = 25, 5% =9
a ¢tverec jejich souctu (a + b)? = 64. K tomu podal vysvétleni: odebrdnim
souctu ctvercu je zbytek 30, toto své tvrzeni dolozil nacrtky.
3 5 8 5

V prubéhu feseni jistého ptikladu se Bhaskara II. opiral o identitu
a®> —b* = (a+b)(a—b)
s konkrétnimi hodnotami @ = 7, b = 5 a svoje uvahy podpofil geometricky:®
Ctverec sedmi, 49.

Po odectent c¢tverce péti je zbytek 24. Viz:

~

[TT1

[T11
W

Zde je rozdil dva a soucet je dvandct: a soucin souctu a rozdilu se
skldadd z 24 stejnych cdsti.
12

EEmmEmmEmmmER

8 Viz sloka BiGa/v.149, podle [Col], str. 224.
9 Viz sloka BiGa/v.148, podle [Col], str. 223-224. Stejny vzorec popisoval uz ve sloce
Lila/vi.135, podle [Col], str. 59, ovSem bez vysvétlujicich obrazki.
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Bhaskara II. sva tvrzeni nedokazoval systematicky, tyto snahy jsou ojedinélé

a svou formou pripominaji nékteré dikazy z fecké matematiky.

8.1 Terminologie a symbolika
Neznamé

Nezndmd byla nazyvana javat-tdvat (yavat-tavat, tj. tolik-kolik) a oznaco-
vana zkratkou ya. Pokud bylo potfeba pojmenovat vice nezndmych, termin
javat-tavat oznacoval prvni z nich a pro ostatni se uzivaly zpravidla zkratky
barev nebo pismena abecedy.!?

Nazev Zkratka Vyznam
javat-tdvat ya prvni neznama
kdlaka (kalaka, tj. Gernd) ka druhé neznadmé
nilaka (nilaka, tj. modra) ni tfeti neznama
pitaka (pitaka, tj. zlutd) |3 étvrtd nezndma
lohitaka (lohitaka, tj. Gervend) lo pata nezndma
haritaka (haritaka, tj. zelend) ha Sestd nezndma

Bhéaskara II. uvedl jesté dalsi terminy pro oznaceni nezndmych, naptiklad
Svétaka (Svetaka, tj. bild), citraka (citraka, tj. pestrd), kapilaka (kapilaka, tj.
zlutohnéd4), pingalaka (pinigalaka, tj. Cervenohnédd), dhimraka (dhamraka, tj.
Sedd), pdtalaka (patalaka, tj. razovd), Sabalaka (Sabalaka, tj. teckovand), $jd-
malaka (Syamalaka, tj. nacernald), mécaka (mecaka, tj. tmavomodrd) atd.!!

10 Pojmenovani neznamych podle barev pochazi pravdépodobné z jejich ptivodniho zna-
Ceni barevnymi kulickami pfi poc¢itani.
11 Podle [DS2], str. 18-19.
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Obr. 8.1: Rukopis Bakhsdli, folio 3 verso a jeho piepis!?

Jiné znaceni nezndmych bylo v rukopisu Bakhsdli, kde pro nezndmou byl
pouzit stejny symbol jako pro nulu,'® tj. tecka e ¢ krouzek o,'* v jiné tiloze na
folio 27 verso jsou neznamé oznaceny zkratkami pra, dvi, tr, ca, pan,' na listku
folio 3 verso jsou pro neznamé zvoleny zkratky slov z textu zadani problému a,
ha, @ (viz obr. 8.1).16

Mocniny a odmocniny

Druhé mocnina se nazyvala varga (¢tverec), tfeti mocnina ghana (krychle,
téleso). Vyrazy pro dal$i mocniny byly tvofeny pomoci téchto slov multipli-
kativnim zptasobem, tj. varga-varga byla ¢tvrta mocnina, varga-ghana znacilo
Sestou mocninu, ghana-ghana devatou mocninu, ghana-varga-varga byl vyraz
pro dvanictou mocninu atd.!'” Mocniny, jejichZ exponent neni nisobkem dvou
nebo t¥, se vyjadfovaly pomoci terminu ghdta (ghata), ktery oznacoval séiténi
exponenti. Tedy napfiklad patd mocnina byla vyjadiena varga-ghana-ghdta,
sedmé jako wvarga-varga-ghana-ghdta.

Nazev Zkratka Vyznam

varga va druh& mocnina
ghana gha tfeti mocnina
varga-varga va-va ¢tvrtd mocnina
varga-ghana-ghdta va-gha-gha pata mocnina
varga-ghana va-gha Sest4 mocnina
varga-varga-ghana-ghdta va-va-gha-gha sedma mocnina
VATga-varga-varga Va-va-va osmé mocnina
ghana-ghana gha-gha devata mocnina

12 Pyevzato z [Kayl].

13 Jako neznamé, nepiitomné mnozstvi.

14 Napt. na folio 59 recto, podle [Kay?2], str. 215.

15 Jde o zkratky slov prathama (prvni), dvitiya (druhy), trtwya (tieti), caturtha (étvrty)
a pancama (paty), podle [Kay?2], str. 167.

16 Zkratky slov asva, haya (druhy koni), ustra (velbloud), podle [Kay2], str. 170.

17 Podobné vyjadiené mocniny najdeme v Diofantové Aritmetice, viz [Ba3].
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Tyto symboly se zapisovaly aZ za neznamou, napfiklad ya va (yavat varga)
znamenalo 2, ya va-gha-gha (yavat varga-ghana-ghata) znaéilo z°. V ptipads,
kdy bylo potfeba vyjadfit souc¢in mocnin vice neznamych, nasledovala za celym
vyrazem jeSté zkratka bha, prvni slabika slova bhdvita (bhavita, tj. souéin),
napiiklad 23y? bylo zapsano jako ya gha ka va bha (yavat ghana kalaka varga
bhavita).

Absolutni ¢len v rovnici se nazyval ripa (rapa, tj. viditelny),'® pouze v ru-

kopisu Bakhidli se uzival termin drja (drsya, tj. viditelny, ziejmy):1®

200
1

(¢]

11111

2‘3‘4‘(1{’@(1

‘ znamenalo <z + 2z + 3x + 4x = 200.

Brahmagupta pouzival jiny systém znaceni mocnin nezndmé s exponentem
vétsim nez ¢tyti pomoci ¢islovky a terminu gata. Patou mocninu tedy nazyval
pancagata (parica-gata, tj. povyseny, umocnény na patou).

Pro druhou odmocninu se v rukopisu Bakh$dli pouzivala slabika ma, zkratka
slova mala (kofen), zatimco symbol yu, zkratka slova juta (pfipojeny), oznaco-
val s¢itani; napiiklad zapis?®

11 yu mu le vyjadfoval Vv11+5=4.

V ostatnich dilech se druh& odmocnina oznacovala pomoci zkratky ka, ze
slova karani (kofen nebo iracionalita), uvedené pied ptislugnou veli¢inou, tedy?!

ka9 kad50 ka75 ka54 znamenalo /9 + /450 + /75 + V/54.

Ve vétsiné piipadi se stejné jako v uvedeném piikladu symboly pro aritme-
tické operace neuvadély, vyrazy se pouze zapsaly vedle sebe. Jaky druh operace
se ma provést, vyplynulo ze zadani nebo bylo vyjadieno slovy.

Koeficienty

V indické algebie neexistovaly zadné specialni nazvy pro koeficienty u ne-
zndmych. Brahmagupta nazyval koeficient samkhjd (samkhya, tj. ¢islo) nebo
gunaka & gunakdra (nésobitel). Prthudakasvamin, komentator Brahmaguptova
dila, pouzival terminy anka (arika, tj. ¢islo) nebo prakrti (prakrti, tj. nédsobitel).
Tyto nazvy se vyskytuji i u jinych autorf jako je Sripati nebo Bhaskara II.
Obvykle byl pfipojen i nazev stupné neznamé pii odkazu na jeji koeficient.
Koeficienty byly tvofeny pouze ¢iselnymi hodnotami.

18 Absolutni &len byl znamy, tj. viditelny, na rozdil od neznamych, tj. neviditelnych.
19 Napt. na folio 22 verso, podle [Kay?2], str. 193.

20 Folio 59 recto, viz [Kay2], str. 215, viz odstavec 8.12.

21 Podle [Ju], str. 129.
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8.2 Operace se zapornymi Cisly

Neni jasné, kdy se v Indii objevila zdporna ¢isla, v dochovanych pramenech
nalezneme prvni zminky v dile Brahmagupty. Je vSak pravdépodobné, ze Indové
mohli pievzit znalosti o zapornych é&islech od Cinanti, ktefi pouzivali zAporné
hodnoty pii feseni soustav linedrnich rovnic.?? V Indii se kladna &isla nazy-
vala dhana nebo sva (dhana, sva, tj. majetek), zdpornym &islim se fikalo rna
nebo kiaja (rna, ksaya, tj. dluh, snizeni). Pravidla pro poéitani se zdpornymi
¢isly a s nulou nalezneme napriklad v Brahmaguptové praci Brdhmasphutasi-
ddhdnta:*?

BrSpSi/xviii.31-36

Pravidlo pro soucet. Soucet dvou kladnych velicin je kladny; dvou
zapornych je zdporny; soucet kladného a zdporného je jejich rozdil
nebo jsou-li stejné nula. Soucet nuly a zdporného je zdporny, klad-
ného a nuly je kladny, dvou nul je nula.

Pravidlo pro rozdil. Mensi se musi odecist od vétsiho; [vysledek]
je kladny, jestlize odcitame kladné od kladného, zdaporné od zdpor-
ného. Kdyz je vétsi odectené od mensiho, rozdil je opacny. Zaporné
odectené od nuly se stane kladnym, kladné zdapornym. Zdporné mi-
nus nula je zaporné, kladné [minus nula)] je kladné, nula [minus nula]
je nula. Kdyz se kladné ma odecist od zaporného a zdaporné od klad-
ného, je nutné je secist.

Pravidlo pro ndsobeni. Soucin zdporné veliciny a kladné je zd-
porny, dvou zdpornych kladny, dvou kladnych kladny. Soucin nuly
a zaporného nebo nuly a kladného je nula, dvou nul je nula.

Pravidlo pro déleni. Kladné délené kladnym nebo zdporné délené
zapornygm je kladné. Nula délend nulou je nula. Kladné délené zapor-
nym je zdporné. Zaporné deélené kladnym je zaporné. Kladné nebo
zaporn€ délené nulou je zlomek s nulou ve jmenovateli.

Ctverec zdporného nebo kladného je kladny, nuly je nula. Druhd
odmocnina ctverce je takovd, jako to, z ceho byl ctverec ziskan.

V pripadé souctu kladného a zaporného ¢isla Brahmagupta nespecifikoval
znaménko rozdilu.

Operace se zapornymi ¢isly uvedli i dalsi autofi, napriklad Mahévira je de-
finoval tak, jak je zname dnes:?*

a) Souéin a podil dvou kladnych, resp. zdpornych ¢isel je kladny; je-li jedno
¢islo kladné a druhé zaporné, je zaporny.

22 Cinskéd metoda nazyvana fang ccheng se podoba dnesni Gaussové eliminaéni metodé.
Staii Citiané &isla vyjadiovali pomoci poéitacich tycinek; kladna é&isla byla znazornéna éer-
venymi tycinkami, zdpornd ¢ernymi, podle [Hu], str. 186-208.

23 Podle [Col], str. 339.

24 Viz sloky GaSaSa/i.50-52, podle [Ran], str. 7.



205

b) Soucet dvou kladnych, resp. zdpornych &isel je kladny, resp. zédporny.
Rozdil zaporného a kladného ¢isla je zaporny, rozdil kladného a zapor-
ného ¢isla je kladny.

¢) Druhd mocnina kladného i zéporného ¢isla je kladna. Odmocnina klad-
ného ¢isla je kladna nebo zaporné.?® Zaporné éislo neni étvercem, proto
ho nelze odmocnit.

Pozdéji Bhéaskara II. doplnil jesté operace se zapornymi &isly a nulou:?5

d) Jestlize se ke kladnému, resp. zdpornému ¢islu pticte nebo odeéte nula,
¢islo zistane stejné kladné, resp. zadporné. Ale kdyZ se odéita od nuly,
stane se opa¢nym.

Ke znaménku u druhé odmocniny poznamenal Prthidakasvamin:2”

Druhd odmocnina se muze vzit kladnd nebo zdpornd, podle toho, co
lépe vyhovuje dalsim operacim.

V Ciné jsou zéporna ¢isla poprvé dolozena v 8. kapitole knihy Matematika
v deviti kapitoldch, kde byla potfebna pfi feseni soustav linearnich rovnic me-
todou fang écheng.

8.3 Operace s iracionalitami

Indové neznali imaginarni ¢isla, soudili, ze odmocnina ze zaporného dcisla
neexistuje, protoze takové ¢islo nemize byt ¢tvercem. Znali ovSsem kvadratické
iracionality, nazyvané karani, se kterymi pocitali velmi zrucn€. Vypocet ira-
cionalit a pocitani s nimi pat¥ily do algebry.

Uz v 1. tisicileti pfed nasim letopoc¢tem v textech zvanych sulbastutry jsou
uvedeny p¥iblizné hodnoty nékterych odmocnin, napiiklad v/2, v/3 a dalsich.2®
V raném dzinistickém dile DZambiudvipapradznapti (4. stol. pf. n. 1) byla druhé
odmocnina po¢itana podle vztahu?’

\/@:\/a2+bza+2—ba,

kde a? byl nejvétsi étverec mensi nez @, a tento odhad byl pouZivan po mnoho
stoleti az do stiedoveku.3?

Velmi podrobné byl popsan vypocet prvni a druhé aproximace v rukopisu
Bakhsadli, nezachovalo se vSak obecné pravidlo, postup je rekonstruovan z ci-
telnych piikladi.?!

25 Staii Indové druhou odmocninu chépali jako inverzni operaci k druhé mocning, pokud
tedy néjaké ¢islo vzniklo jako druhd mocnina zaporného, po odmocnéni byl vysledek zaporny.

26 Viz sloka BiGa/i.12, podle [Col], str. 136. Operace s nulou a kladnjymi &isly Bhaskara II.
uvedl i v aritmetické Lildvati, viz sloka Lila/ii.44-45, podle [Col], str. 20.

27 Podle [Col], str. 340.

28 Viz 3. kapitola, odstavec 3.9.

29 Podle [DS8], str. 266.

30 Vigz 4. kapitola, odstavec 4.1.

31 Vykladem metody se zabyva [Cha).
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Misto v/@Q = va? + b = q se uvazovala hodnota

LA WYY

b
g =a+ — nebo piesnéjsi @2=at '
20 2(a+ )

2a

Plati totiz

2 2
\/@Z\/m<\/a2+b+<%> :\/<a+£> —at =g

2a 2a

Takto ziskand aproximace q; je vé&tsi neZ spravna hodnota /Q. Proto se
Casto pocitala jesté druha aproximace, kterd davala lepsi vysledek.

Podobny postup je pouzit v rukopise Bakhsali i pro vypocet druhé aproxi-

. : o . 2,
mace hledané odmocniny. P¥i oznaceni r; = ¢f — Q = ()" je

b2

[ 1 b (24)
= - Rq — =a+ - =4q2,
\/@ q1 1 q1 2q1 2 2(@4_% q2

protoze

2 2
T1 1 1
_ 2 < 2 _ _ _ _ )
\/—Q =4/aq -1 qi —r1+ ) = Q1 %) Q1 20

Na zachovanych listcich rukopisu je uvedeno feseni tilohy,3? kde bylo tfeba
stanovit hodnotu v/481. Na listku s oznacenim folio 65 verso je vypocet prvni
aproximace

42 42 42
na listku folio 56 recto (viz obr. 8.2), je jesté Citelnd ¢ast vypoctu druhé apro-
ximace
20 1 (%)2 461 400 21 425042 400 424642

=21 2. - 7. = _ - '
2 21 2 21% 21 441 2-461 19 362 19 362 19 362

32 Slo o problém uréit pocet ¢lent aritmetické posloupnosti, kdy# byl znam prvni &len,
diference a soucet prvnich n ¢lend, viz 7. kapitola, odstavec 7.17.1.
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Obr. 8.2: Rukopis Bakhsdli, folio 56 recto a jeho piepis®?

Pro zajimavost jesté uvedeme porovnani presnosti jednotlivych aproximaci
¢isla /481 s jeho spravnou hodnotou:

922
VASL~ =~ = 2195238,

424 642
VASL & gy = —220%2 9193172
2= 9362 ’ ’

V481 =21,9317121 ...

Je vidét, ze vypocet odmocniny pomoci druhé aproximace je pomérné presny,
vypocitand hodnota se lisi az na patém misté za desetinnou c¢arkou.

Iteracni algoritmus na vypocet druhé odmocniny uvedeny v rukopisu
byl zndm uz ve staré Mezopotamii, pouzival jej Héron a pozdéji al-Hassar
(12. stol.)3* a Leonardo Pisdnsky. Cinsky matematik Liu Hui (asi 220 az 280)
vyjadfil odhad pfiblizné hodnoty nerovnostmi a + ﬁ <val+b<a+ %
S ptibliznou hodnotou Va2 +b ~ a + ﬁ pocitali persti ucenci al-Nasawi
a al-K4si.3°

V Indii se pro zlepseni presnosti nékdy doporucovalo vynasobit odmociiované
¢islo ¢tvercem néjakého velkého cisla, casto sudé mocniny deseti. Napriklad
Sridhara uvedl:3¢

PaGa/118

Cislo, které neni ¢tvercem, se vyndsobi néjakym velkym cétvercovym
cislem, odmocni, a pritom se zanedbd zbytek; pak se tato odmocnina
vydéli druhou odmocninou ndsobitele [¢tvercového ¢isla).

Podle Sridhary bylo vyhodné pocitat

v/ Qm?2 R
Q = ~—,
m m

33 Ptevzato z [Kayl].

34 Vlastnim jménem Abii Bakr Muhammad ibn Abdallah al-Hassar.

35 Podle [BBV], [BeJ1b], [Hu], [Ju]. D4 se ukazat, ze ﬁ je dolnim odhadem 1/Q, tj. Ze
plati a + ﬁ <+Va2+b<a+ %, viz [BeJ4].

36 Podle [Shul], str. 91.
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kde m je vhodné zvolené velké &islo, a pfitom odmocninu /Qm? ~ R vypoditat
podle algebraického pravidla se zanedbanim zbytku. Timto zpisobem vypocital
V3, kdyz volil ,velké &slo“ m = 1000:

N v/3-1000 000 \/3 000000 1732
1000 1000 1000

= 1,732,

pfi¢emz vypodet podle (8.1) ze vztahu pro druhou aproximaci déva V3~ 1,75.
Podobnou metodu, kterou sdm oznacil jako ptibliznou, vyuzil rovnéz Bhaska-
ra II. p¥i feseni piikladu,®” kde potfeboval ur¢it %. Zlomek sikovné rozsiril

jmenovatelem a pro zvySeni pfesnosti jesté velkym ctvercovgm cislem. Obec-

nému vzorci
\/ abm? \/ abm2 ~ E
b2m2 bm

odpovidal vipocet s volbou m? = 10000

\/@ ~ V/169-8-10000 _ 3677 _ 477
8 8-100 T 800 800

Séitani a odéitani
Brahmagupta, a po ném i dalsi ucenci, uvedl nékolik pravidel pro pocitani

s iracionalitami. Cilem patrné bylo co nejvic omezit pocitani s pribliznymi
hodnotami.?® Pravidlo pro soucet, resp. rozdil iracionalit bychom mohli vyjadfit

vzorcem?>?
2
Va+ Vb= <\/E + \/3>
n n

kde v/a a Vb byly dané iracionality a n bylo libovolné &slo, které bylo vhodné

zvoleno tak, aby odmocniny \/g a \/% byly celociselné. V zadani piiklad volil
Brahmagupta takové hodnoty, aby tento postup bylo mozno pouzit; napriklad
v tloze, kde bylo tfeba vypocitat soucet v/2++/8, volil n = 2. Jednotlivé kroky
sly za sebou takto:4°

déleni ¢islem n = 2 f f ViHvVi=1+2

druhd mocnina toho 1+ 2
nésobeni ¢islem n = 2 9 2= 18
7 toho druh4 odmocnina V18 (= V2 + \/§)

37 Jde o vypocet délky piepony pravotihlého trojuhelniku, sloka Lila/vi.137, podle [Col],
str. 760.

38 Operace s iracionalitami jsou podrobné popsany v ¢lanku [DS7).

39 Viz sloka BrSpSi/xviii.39, podle [Col], str. 340, podobné pravidlo popsal Mahavira ve
sloce GaSaSa/Vii.SS%.

40 Podle [Col], str. 341.



209

Misto vypoctu dvou piibliznych hodnot a jejich souctu stacilo stanovit jen
jednu odmocninu.

Bhaskara II. doporucoval jesté jinou metodu,*! ktera odpovida vzorci

Vat Vb= b<\/%i1>2.

Nasobeni a déleni
P1i nasobeni vyrazt s iracionalitami se vyuzivaly vztahy
(Va+vb)(ve+Vd) = Vac+Vad+vVbe+Vbd, Va-(Vbte) = Vab+Vac? .

Od Brahmagupty pochézi i tento ptiklad, autor vsak uvedl jen zadani a vysle-
dek:4?

(54+V3)(V3+V12—5) = V75 + /300 — 25+ V9 + V36 — V75 = —16 +/300 .

Pti déleni se uplatiiovala identita (v/a 4+ vb)(v/a — vb) = a — b, tpravu
vyrazu s iracionalitami ve jmenovateli bychom mohli vyjadfit vzorcem??

Va+vh _ (Ja+Vh(E-Vd) _ (Ya+VB(ve-Vd)
VeV (Ve Va(ve- Vi) c—d

I nasledujici priklad uvedl Brahmagupta; pii vypoctu doporucoval rozsirit
vyrazem (v/18 — +/3), pak uvedl jen vysledek:**

34+ V450 + V75 + V564 (3+ V450 + V75 + v/54) - (V18 — V/3)
Vs +V3 - (VI8 +v3) - (VI8 — V3)

_TAVET L f6 L e

5 225
Numerické hodnoty v zadani jisté nebyly ndhodné, autor mél priklad peclivé
pfipraven, aby dostal ,hezky*“ vysledek.

Druhi mocnina a odmocnina

P1i vypoctu druhé mocniny souctu iracionalit se postupovalo podle vzorce

(Va+Vb)? =a+b+Viab,

41 Vig sloka BiGa/i.30, podle [Col], str. 145-146.
42 Podle [Col], str. 341.
43 Viz sloka BrSpSi/xviii.40, podle [Col], str. 341.
44 Podle [Col], str. 342.
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resp.

<Zf>zz+2¢4—

i=1 i3]

Vypocet druhé odmocniny souctu s iracionalitami odpovidd dnesnimu

:45
/ a++vaz—>b a—+a%—>b
aiﬁ:\/fi\/f.

vzorci
Pokud rozdil a® — b byl étvercem, tedy pro a? — b = 2, bylo mozné vyjadfit
vzorec v jednodussim tvaru

\/a:l:\/a2—02—\/a+czlz\/a—c.
2 2

Pro ilustraci uvedeme jesté jeden piiklad i s TeSenim tak, jak jej popsal
Bhéskara, I1.46

BiGa/i.39-40 (Cast)
Vyjadreni odmocniny:
rul0 ka24 kad0 ka60 [\/10 +v24 4 V40 + \/60} .

Od ctverce raciondlniho cisla [10] 100 odecti cisla odpovidajict
dvéma iracionalitam [jejich ¢tvercum| 24 a 40, zbytek je 36 a z toho
odmocnina 6; odectend od prirozeného ¢isla 10 a prictend k nému vy-
tvori 4 a 16, jejich poloviny 2 a 8. Pruni se odmocni ka2 [\/5] , druhd
se povazuje za raciondlni ¢islo a stejné€ operace se provddéji se zbyt-
kem iracionalit. Od ¢tverce raciondlniho cisla [8] 64 se odecte éislo
60, rozdil je 4, z toho odmocnina 2, kterd odectend od toho raciondl-
ntho ¢isla a prictend k nému vytvori 6 a 10, z cehoZ poloviny jsou 3
a 5. Z nich odmocniny jsou iracionality ka3 kad [\/g, \/3] . Vyjadreni
celé odmocniny nalezeno: ka2 ka3 kab [\/§ +3+ \/3}

Je treba poznamenat, ze pred timto ptrikladem Bhaskara uvedl vypocet
(v/5+v/3++/2)%. Dobfe si uvédomoval vztah mezi druhou mocninou a druhou
odmocninou a védél tedy, jaky dostane vysledek.

Bhéskara II. jesté upozornil na souvislost poctu iracionalit /g; v odmoctio-
vaném vyrazu typu

p1+2m:¢x—1+\/@+---+m, (8.2)

45 Vig sloka BrSpSi/xviii.41, podle [Col], str. 342.
46 Podle [Col], str. 150.
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s poctem séitancii n na pravé strané.?” Pocet iracionalit ¢; v souc¢tu na levé

strané v (8.2), tj. ¢islo m, je vzdy roven (n — 1)-nimu ¢asteénému souctu ¢lent
n—1

posloupnosti pfirozenych ¢isel, tj. m = s,—1 = > i. Pro m = 1 vznikl vy-
i=1

raz (8.2) umocnénim dvou s¢itancti (n = 2), pro m = 3 umocnénim t¥i s¢itanct

(n = 3), pro m = 6 umocnénim étyf séitanci (n = 4) atd. Pfi vypoétu druhé
odmocniny byl tedy zndm pocet s¢itanci, z nichz se skladal vysledek.

Ve vyrazu

P+ Ve + Ve

jsou obsazeny t¥i odmocniny (m), hledal se tedy vysledek ve tvaru souctu tii
s¢itanci (n)

VT+y+vz.
Protoze ¢islo p1 + /g1 + 1/q2 + /¢35 vzniklo umocnénim,

(VT + Y+ V2)? =2 +y+ 2+ Vdzy + Vidzz + \/4yz,
plati p1 =z +y+2, Vo = Viry, /@2 = Vizrz, /i3 = 4yz.

Vlastni vypocet probihal v n — 1 krocich. V prvnim kroku se nejprve od
druhé mocniny ¢isla p; odecetlo n — 1 ¢tvercti iracionalit /g; (v nasem piipadé
dva), tedy

P —qa=(r+y+2)?—day — 4oz = (—z+y+2)2,

a odmocnénim se ziskala hodnota y + z — x. Soucet y 4+ z + x byl uréen podle
zadani. P¥i oznaceni u = y + z, v = x tak byly zndmé hodnoty souctu v + v
a rozdilu u — v a mohla se provést operace samkramana*® pro u +v = p;

au—v=/pf —q —q:

1
y+ztae=p f”:§<p1_\/m)
=
— = 2 _ — 1
y+z x—\/m y+z:—(p1+\/m>-

2

Odmocnénim prvniho se ziskal prvni s¢itanec hledaného vyrazu, tj. /z,
k souctu y + z = ps se pficetl ,vhodny* podet zbyvajicich iracionalit (n — 2)
a cely postup se opakoval, dokud vSechny ¢leny nebyly vycerpany.

Ve druhém (v tomto pfipadé poslednim) kroku se tedy poéitalo s vyrazem

P2+ a3 =y + 2+ \/4yz.

47 Vig sloka BiGa/i.44-47, podle [Col], str. 152-153.
48 Pomoci operace samkramana s ,a ve spojeni s b“ se podcitala ¢&sla u, v ze soustavy
u+v = a, u—v = b podle vztahu u = %(a—‘rb) av= %(a—b), viz 7. kapitola, odstavec 7.16.3.
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Nejprve se vypocitalo (y + 2)? — 4yz = (2 — y)?, z toho se vzala odmocnina
a nasledné se podle operace samkramana dopocitaly hodnoty y a z, které se
pak odmocnily:

1
z+y=p2 y= 52— \/P3—a)
/2 = 1 /

Nakonec se vSechny odmocniny seCetly a tim se ziskal hledany vysledek,
ti. v+ y+ 2

Bhaskara ilustroval na vhodnych piikladech, ze ne kazdy vyraz typu
m
p1+ Z Vi
i=1

n
miize byt po odmocnéni vyjadien ve tvaru Y /z;, a takové piiklady oznacoval
=1
za chybné.*?

V recké matematice zacaly byt iracionality zkoumany po objevu nesouméri-
telnosti, tj. asi v 5. stol. pf. n. I. Podrobnéjsimu studiu se vénoval Theaitétos,
kterj provedl jejich klasifikaci (viz [BeJ3]). Upravami vyrazii s odmocninami
i vySsich fadu se vice zabyvali arabsti ucenci, naptiklad al-Karadzi a al-Birani.

8.4 Operace s mnohocleny

V indickych algebraickych dilech byla uvedena také pravidla pro pocitani
s mnohocleny. Mnohocleny se vyjadfovaly tak, Ze nejvys$si mocnina byla za-
psana vlevo, mocniny klesaly smérem doprava a koeficient byl uveden az za

pFislusnou mocninou, pfi¢emz se vzdy zapisovaly i nulové koeficienty:

yava 3 yabra0 oznacovalo 3z? —5z.

Pri scitani a odcitani se mnohocleny zapisovaly pod sebe a scitaly, resp.
odcitaly se jen ¢leny stejného typu, naptiklad vypocet

yalril
ya 2 a8 soucet je: ya irz9

znamenal
(x4+1)+(—2x+8)=—-x+9.

49 Vig sloky BiGa/i.48, BiGa/i.49, BiGa/i.50, podle [Col], str. 153-154.
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Soucet a rozdil mnohoélenti s vice proménnymi®°

ya 3 kadni7 Odpovéd: soucet yal ka2 ni6
ya 2 ka3 nil rozdil ya b ka 8 ni 8
vyjadfime dnes

(Br+by+72)+(—2x—3y—2)=x+2y+62,
(Bx+5y+7z) — (-2 — 3y — z) =5z + 8y + 8z.

Nésobeni mnohoclenti se provadélo stejnym zptisobem jako dnes, jen zapis
se lisil; napriklad soucin

(52— 1)(3x +2) = 1522 + T2 — 2
byl pocitan tak, ze se druhy Cinitel rozdélil na jednotlivé ¢leny, kazdym z nich
se vynasobil prvni ¢initel a nakonec se diléi souciny sedetly:5!
yd5rﬂi ya 3 ya va 15 ya 3 )
yad ri 1l T 2 ya 10 ru 2
yava 15 ya 7 ra 2

P1i ndsobeni mnohoclenti s vice proménnymi se u smisenych soucinti uvadéla
jesté slabika bha, zkratka slova bhdvita, tedy vysledek nasobeni

(=3z—2y+2+1)(—6x —4y+22+2) = 1822 + 8y* + 222 + 24wy — 1222 — 8yz +2
byl zapsan®2

yava 18 kava 8 niva 2 ya ka bha 24 ya ni bha 12 ka ni bha 8 ra 2.

Bhaskara II. predlozil i priklady na déleni mnohoclent, po zadani vsak uvedl
hned vysledek, takze postup vypoctu neni jasny. V pravidle zminil, Zze déleni
mnohoclent se provadi stejné jako déleni ¢isel.

Pii vypoc¢tu druhé mocniny mnohocleni se postupovalo podle dnesnich
vzorcl
(a+b)? = a® +b? + 2ab,

resp.
n 2 n
2
<Z ai> = Zai + 22%@]‘ .
i=1 i=1 i#j
50 Vig sloka BiGa/i.27, podle [Col], str. 144.

51 Podle Krsnova komentaie, viz [Col], str. 142.
52 Podle [Col], str. 144.
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Druhéa mocnina vyrazu
ya 4 ri 6 byla yava 16 ya 48 ra 36.
V soucasné symbolice

(42 — 6)% = 1622 — 48z + 36.

8.5 Rovnice

Hlavnim tématem stfedovéké algebry bylo feSeni rovnic. ReSeni néjakého
konkrétniho problému probihalo ve tfech krocich. Nejprve bylo tfeba sesta-
vit rovnici nazyvanou samikarana (sami-karana)®® nebo jen sama. Nékdy se
rovnici fikalo také samikdra (sami-kara) nebo samikrija (sami-kriya). Rovnice
méla dvé strany, kterym se fikalo paksa (paksa). Rovnost byla nékdy vyjadiena
zkratkou pha (phala, tj. vysledek), vétsinou vSak nebyl uveden zZadny symbol.
K vytvoieni rovnice Bhéaskara II. napsal:>*

BiGa/iv.100

Necht jdvat-tdvat oznacuje nezndmou. Pak presnym provedenim ope-
ract predloZenych v uloze scitani, odcitdni, ndsobeni nebo délent
necht jsou peclivé sestaveny dvé stejné strany.

K tomu byly jesté uvedeny metody, které bylo mozno pii vytvareni rovnice
pouzit, napriklad pravidlo tfi, soucet ¢lend posloupnosti, vlastnosti obrazc.

Poté, co byla rovnice zformulovana, néasledovalo jeji zapsani neboli njdsa
(nyasa). Strany rovnice se zapisovaly pod sebe; v prvnim fadku byla leva
strana, ve druhém prava, v kazdém fadku mocniny nezndmych klesaly zleva
doprava, odpovidajici ¢leny byly pod sebou, chybéjici ¢leny oznaceny nulovym
koeficientem.

Zépis™ PR AT & ®W o

qTg o To T E

v prepisu
yava 2ya 9ra 0
yava 0 ya 0 ru 18 znamenal 22% — 9z = 18.
Nebo v pfipadé vice nezndmych
ya 197 ka 1644 ni1 ra 0
ya 0 ka 0 ni0 ru6302 znamenalo 197z — 1644y — z = 6302.

53 Nazev je slozen ze slov sama (rovnost) a kr (délat).
54 Podle [Col], str. 185.
55 7 prvniho ti§téného vydani Bhéskarovy BidZaganity, prevzato z [Sm2].
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Poslednim krokem pak byla piiprava rovnice k feSeni, tzv. samasodhana
(sama-sodhana),’® & jen $odhana, coz predstavovalo prevedeni neznamjch na
jednu stranu a absolutnich ¢lentt na druhou.

Rozdéleni rovnic

Stafi Indové rozlisovali nékolik typt rovnic. Tato klasifikace se u jednotlivych
autorti mirné lisila, uvedeme rozdéleni podle Bhéskary II.:57
1. rovnice s jednou neznamou,
a) linedrni,
b) kvadratické a vysSich stupnt,
2. rovnice s vice neznamymi,
a) linedrni,
b) kvadratické a vysSich stupiit,
c¢) rovnice obsahujici smiSeny souéin neznamgych, tzv bhavita.
Néktefi ucenci nazyvali rovnice kvadratické a vyssich stupnt madhjamdharana
(madhyamaharana, tj. eliminace stiedniho ¢lenu)®® a uz je dal nerozdélovali do
skupin podle poctu neznamych.

8.6 Rovnice s jednou neznamou
8.6.1 Linearni rovnice s jednou neznamou

Pii feSeni linearnich rovnic se nékdy uzivala metoda chybného predpo-
kladu.?® Tento postup se objevuje uz v rukopisu Bakhsdli, napiiklad na folio
23 recto nalezneme tuto tilohu (viz obr. 8.3).

BMs/23r

MnozZstvi dané prunimu je nezndmé. Druhy dostal dvakrdt tolik co
pruni, treti trikrdt tolik co druhy a ctorty ctyrikrdt vic neZ treti.
Celkové rozdeélené mnozstvi je 132. Jaké je mnoZstvi proniho?

Zadani odpovida vypocet vyjadreny soucasnou symbolikou
r+2x+3-2x+4-3-2x=132 = 33x=132 = x=4.

Reseni je popsano takto:%!
Poloz libovolnou hodnotu na prdzdné misto, libovolnd hodnota je 1,
pak vytvor tadu 1, 2, 2-3, 6-4, vyndsobené 1, 2, 6, 24, sectené 33,
[tim] vydél mnoZstvi, co vidi§ [absolutni ¢len] 322, po zkrdceni 4. [To
je] MnoZzstvi dané [prvnimu].

56 Odvozeno ze slov sama (rovnost) a §ddhana (¢isténi).

57 Podle [Col], str. 186.

58 Slozeno z madhjdma (madhyama, tj. prostiedni) a dharana (@harana, tj. odstranéni).

59 Metoda chybného predpokladu je podrobnéji vysvétlena v 7. kapitole, odstavci 7.16.1.

60 Podle [Kay?2], str. 193, a [DS2], str. 36.

61 podle [DS2], str. 37. V feseni se uvadi , prazdné misto“. To je proto, Ze nezndma byla
oznacCena malym krouzkem, stejny symbol se pouzival i pro nulu. Vyznam tohoto symbolu
muzeme vysvétlit jako neznamé, tj. nepfitomné mnozstvi.
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Na zavér byla jesté ptfipojena zkouska 4 + 8 + 24 + 96 = 132.

dachatrigunamd

prathemasyatukithbhavet | 0 1\ tada 2 N\ tada . S I
1]

=

yadrichchhavinyase$unye

chechha || 1 || tadavargamtukarayet
kshipegupitarh |} 1 | 2 | 6 | 24 |

prakshiptamh 33 [} drishyarvibhajet llgé? ]’vartyamjﬁtam‘ % \

nadattarn || atonyasah | 4} 8 | L loa | % |
eshavargakramaganitam || i} athayutivargar/iré
s . tam |} . @ .1i. améunyevinyastamtadachaivakramegunar

Obr. 8.3: Rukopis Bakhsdli, folio 23 recto a jeho piepis®?

Metoda chybného piedpokladu ptvodné pomahala prekonat nedostatek
vhodné symboliky, kdy jesté neexistoval symbol pro nezndmou. V pozdéjsich
indickych algebraickych dilech se uz tato metoda nevyskytuje, nalezneme ji
vSak v aritmetice.

Ve vsech pracich o algebie byly tlohy vedouci na rovnici (ai, az, b1, b2 € Q)
a1 + b1 = asx + by
a pravidlo na jeji feSeni, které mizeme vyjadiit vzorcem
by — b1
r=—".
ap — as
Bhaskara II. uvedl tento piiklad:53

BiGa/iv.103-104
Jeden clovek md tri sta minci a Sest koni. Druhy md deset kont
stejné hodnoty, ale md dluh sto minci. Jejich majetky jsou stejné.
Jakd je cena koné?

62 Prevzato z [Kayl].
63 Podle [Col], str. 188.
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Problém bychom dnes vyfesili pomoci jednoduché rovnice

6z + 300 = 10z — 100, odkud z =100.

Bhaskara oznadil jako neznamou jdvat-tdvat cenu koné. Pomoci pravidla tii%4
pak Fesil problém: jestlize cena jednoho koné je ya 1 (jdvat-tdvat), jaké je cena
Sesti koni? Vyjadfeni: 1 | ya 1 | 6. Cenu Sesti koni stanovil ya 6. K tomu pficetl
mince a tim ziskal majetek prvni osoby: ya 6 r# 300. Podobnym zpiisobem urcil
cenu 10 koni ya 10, k tomu pficetl zdpornych 100 minci (dluh), majetek druhé
osoby byl: ya 10 r@ 100. Protoze majetky obou osob byly stejné, byly to dvé
strany rovnice. Vyjadfeni rovnice tedy bylo

ya 6 ra 300
ya 10 7z 100

Bhaskara prevedl absolutni ¢leny na jednu stranu a odectenim neznédmych na
druhé strané dostal ya 4, odectenim absolutnich ¢lent ziskal 400. Po vydéleni
tohoto ¢isla koeficientem u nezndmé dostal hodnotu neznamé 400 : 4 = 100.
Nakonec jesté provedl zkousku dosazenim, prvni ¢lovek mél 600 + 300 = 900,
druhy 1000 — 100 = 900.

Ulohy vedouci na linedrni rovnice byly feSeny uz ve starém Egypté, k vy-
poctu se pouzivala metoda chybného predpokladu i pfimé déleni. Zachované
mezopotamské texty obsahuji také nékolik prikladi, které bychom dnes vyjad-
fili linedrni rovnici. Chybéla vsak symbolika, neznamé se vétsinou oznacovaly
geometrickymi terminy délka, Sirka, vyska. Je pravdépodobné, ze ulohy byly
feSeny pomoci substituce nebo metody chybného piedpokladu.

8.6.2 Kvadratické rovnice s jednou neznamou

Uz v dzinistickych dilech nalezneme ulohy, z nichz je zfejmé, zZe staii indicti
ucenci uméli fesit kvadratické rovnice, naptiklad Umaéasvati v praci Tattvdrtha-
sttra vyjadiil vysku kruhové tisece h ze vztahu®®

1
4h* —4dh = —c*  jako  h= 5= Vd? —c?).

Na kvadratickou rovnici vedly i nékteré piiklady tykajici se tirok®® nebo
posl,%” znalost feseni kvadratickych rovnic byla potfebné i pro uréeni poé-
tu n ¢lent aritmetické posloupnosti, ve které byl dan prvni ¢len a, diference d
a soucet s,, prvnich n ¢lent.% Takové tlohy vSak patiily do aritmetiky, pro-
toZe FeSeni kvadratické rovnice zde nebyvalo popsano obecné. Pravidlo se vzdy

64 Pravidlo t¥i je podrobné&ji vysvétleno v 7. kapitole, odstavci 7.11.
65 Viz 4. kapitola, odstavec 4.1.

66 Viz 7. kapitola, odstavec 7.16.4.

67 Viz 7. kapitola, odstavec 7.16.8.

68 Viz 7. kapitola, odstavec 7.17.1.
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tykalo pouze konkrétniho problému a popisovalo, jak nalézt hledanou veli¢inu
pomoci urcitych zadanych hodnot. Z dnesniho pohledu postup odpovida feseni
kvadratické rovnice, rovnice se vSak nesestavovala.

V osmniacté kapitole knihy Brahmasphutasiddhanta, kterd je vénovana al-
gebre, Brahmagupta uvedl dvé pravidla pro feseni obecné kvadratické rovnice
s kladnym koeficientem u kvadratického ¢lenu (a € QT, b, c € Q)

ar’ +br=c.
dratické rovnice rozdélovali do tii typi (a, b, c € QT):
ar® +br =c, ar® +c= bz, ar® =br+c.
Brahmagupta postup feseni kvadratické rovnice nazyval madhyamdharana

(eliminace stfedniho ¢lenu), patrné proto, Ze nezndmé v prvni mocniné byla
zapsana uprostied kazdé strany rovnice

ax? +bx+0=0z>+ 0z +c.

Prvni pravidlo zformuloval takto:5

BrSpSi/xviii.48

K absolutnimu clenu [c] vyndsobenému ctyindsobkem ctverce [a] pfi-
¢ti ¢tverec stredniho élenw [b], z toho odmocnina zmensend o stiedni
clen, deélend dvojndsobkem ctverce, je stredni clen.

V dnesni symbolice mtzeme pravidlo vyjadrit vzorcem

Vdac+b%—b

2a

K tomuto vyjadieni mohl Brahmagupta dospét tak, Ze nejprve rovnici vynasobil
4a, pak k obéma stranam p¥icetl b2, aby levou stranu doplnil na étverec, a pak
odmocnil:

ar’+br=c = 4ad*2®+dabxr =4ac = 4a’z®+4dabzr +b* = dac+b? =

_ Vdac+b2 -0

= (2ax+b)? =dac+V?® = 2ar+b=+dac+b?> = =z 5
a

Druhé Brahmaguptovo pravidlo je podobné,”® nezndmou z lze vypodcitat
postupem odpovidajicim vzorci

ac+ (5)° -4
T = ,
a

69 Podle [Col], str. 346. Stejné pravidlo popsal Sridhara v néjakém nedochovaném alge-
braickém pojednani. Sridharovo pravidlo pozdéji citoval Bhaskara IL., viz [Col], str. 209-210.
70 Viz sloka BrSpSi/xviii.50, podle [Col], str. 347. Obé& pravidla uvedl také Sripati.
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. p p P . . e . 2
coz odpovidalo nasobeni rovnice koeficientem a a pficteni (%) .

Bhaskara II. popsal zptisob feseni kvadratické rovnice takto:"*

BiGa/v.128-130

Kdyz ctverec a dalsi [¢len] s mezndmou je spojen se zbytkem, pak
po vynasobeni obou stran rovnice vhodnou velicinou se k nim néco
pridd tak, Ze strana [obsahujici neznamou| se dd odmocnit. Odmoc-
nina absolutniho ¢lenu se pak rovnd odmocniné [strany| s nezndmou.
Hodnota nezndmé je nalezena z této rovnice.

Timto svym tvrzenim, i kdyZ velmi obecnym, popsal odvozeni postupu vy-
poctu neznamé z kvadratické rovnice.

Pocéet korenu kvadratické rovnice

Brahmagupta ve své praci existenci dvou (kladnych) kofent nezminioval, ale
komentator Prthudakasvamin upozornil na to, ze dvé rtizné Brahmaguptovy
ulohy se daji vyjadrit stejnou kvadratickou rovnici

2 — 10z = -9,

kterd ma koreny x = 9 a x = 1. Jako feSeni prvniho prikladu Brahmagupta
uvazoval hodnotu z = 9, ve druhém bylo feSenim x = 1. Autor nejspis vidy
vybral ten kofen, ktery lépe odpovidal zadani problému.”

Existenci dvou kofent si zcela jasné uvédomoval Mahéavira, ktery to uvedl
pfimo v pravidle pro Feseni kvadratické rovnice ve tvaru (a, b, ¢ € N)
2

a o a
EZL‘ +c==x, resp. gx —x+c=0.

Reseni takové rovnice se poéitalo ze vztahu™

te (o1

a

2

xTr =

a Mahavira v pravidle vyslovné uvedl, ze odmocnina se muzZe pricist stejne
tak jako odecist. V nasledujicim pifkladu™ se méla vypocitat velikost (objem)
hromady ryze. Problém vedl na rovnici

2
T X X
TL Log— A R
s 16 SRR 128 0,

71 Podle [Col], str. 207-208.

72 Obé ulohy se tykaly astronomie, jejich formulace vak neni piili§ srozumitelna.
73 Viz sloka GaSaSa/iv.57, podle [Ran], str. 81 a [DS2], str. 73.

™ Viz sloka GaSaSa/iv.58, podle [Ran], str. 81-82.
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kde Mahavira uvedl uz jen vysledek 96 nebo 32.

Bhaskara II. zformuloval podminku existence dvou kladnych kotent kvad-
ratické rovnice (p, ¢ € Q)

2 — 7 p 27 p 2
x°+pxr=gq upravené do tvaru r+=) = 3 +q

2
takto: ™
BiGa/v.130
Jestlize druhd odmocnina absolutni strany rovnice | (g)Q +q| je

mensi nez ¢islo magici zdporné znameénko obsazZené v odmocniné
strany obsahugjici neznamou (5], pak vezme-li se kladnd nebo zd-
pornd, dvé hodnoty neznamé budou nalezeny. To se v nékterych pri-

padech stdvd.

Bhaskara védél, ze ma-li rovnice
> +pr=q pro  p,g<0

fesSeni, pak jsou oba kofeny kladné. Ostatni typy kvadratickych rovnic, pokud
jsou Tesitelné, maji aspon jeden kofen zaporny a zapornd Cisla se jako feseni
neuvazovala. Podrobnou klasifikaci a feSenim kvadratickych rovnic se zabyval
uz al-Chwérizmi asi tii sta let pred Bhaskarou.”®

V pripojenych prikladech Bhaskara vysvétloval, Ze je potfeba jesté zkusit,

zda oba kofeny vyhovuji zadani.””

BiGa/v.139

Priklad: Druhd mocnina osminy stdda opic nadsené skdkala v lesiku.
Dvandct zbyvagicich bylo vidét na kopci rozveselengch spolecnym po-
krikovdnim. Kolik jich bylo dohromady?

Problém lze vyjadrit rovnici

2
(%) +12=2  neboli a2 — 64z — —64-12,

po upraveé:
(x — 32)? = 256, tedy r—32=+16.

Uloha ma dvé fedeni, opic ve stddé bylo z = 48 nebo z = 16.

75 Podle [Col], str. 208.
76 Podle [Ju], str. 203.
77 Podle [Col], str. 215-216.
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Dalsi podobna tloha je tato:"®

BiGa/v.140

Priklad: Druhd mocnina pétiny stada opic zmensen€ o tri byla scho-
vand v jeskyni. A jedna [zbyvajici] opice byla vidéna, jak Splhd na
vétvi. Rekni, kolik jich bylo?

Rovnice odpovidajici zadani

2
(%—3) Y1=2 neboli 22— 55r=—250,

po uprave:
2
55 2025 55 45
-] =— ted —— =4
<x 5 > 1 edy T =

Tato rovnice ma dvé feSeni x = 50, x = 5. Bhaskara vsak upozornil na to,
ze druhé feseni je nevhodné, protoze pocet opic v jeskyni by pak byl zdporny
% — 3 = —2. Pozdéji komentator Krsna vysvétlil, ze pokud by v zadani tlohy
bylo ,pé€tina stdda odectend od tii“, hodnota © = 5 by vyhovovala. V tomto
pripadé by se vSak muselo odmitnout feSeni = 50, nebot tomu odpovida
zaporny pocet opic v jeskyni 3 — % =—T.

Kvadratické rovnice byly znamé uz v mezopotamské matematice, i kdyz teh-
dej$i ucenci jesté nedokézali zformulovat postup pro feseni obecné kvadratické
rovnice. Zabyvali se pouze nékterymi specidlnimi typy kvadratickych rovnic
s pfirozenymi koeficienty, a podobné jako stafi Indové uznavali pouze kladné
feseni. Ve starém Recku se pomoci geometrické algebry hledala kladna feseni
rovnic s kladnymi koeficienty x? = ab, ax + 2% = b?, 22 — ax = b>.

Al-Chwaérizmi i arabsky matematik Zijici v Egypté Abt Kamil (asi 850 az
930)"™ uvazovali pouze kladné koeficienty, proto kvadratické (a linedrni) rov-
nice rozdélovali do Sesti typt. Na rozdil od Indti, ktefi pravidla nijak nezdi-
vodnovali, se pokouseli o geometrické dikazy, pravdépodobné pod vlivem fecké
matematiky. Al-Chwarizmi pfi upravé rovnic pouzival, kromé jinych, operaci
al-dZabr (pricteni stejného ¢lenu k obéma stranidm rovnice). Nazev této operace
se brzy rozsiril a slouzil k oznaceni celé nauky o rovnicich, tj. algebry (viz [Sis]).

8.6.3 Rovnice vyssich stupnu

Resenim rovnic vyssich stupiii se indi¢ti ucenci ptilis nezabyvali. Bhaska-
ra II. se pokusil aplikovat pravidlo pro eliminaci stfedniho ¢lenu i na kubické

78 Podle [Col], str. 216-217.
7 Vlastnim jménem Ab@ Kamil Schuja’ ibn Aslam ibn Muhammad ibn Schuja, zvany téz
al-Hasib al-MisrT.
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a bikvadratické rovnice. Postup feseni je uveden v nésledujicim piikladu.2°

BiGa/v.137

Priklad: Jaké je to cislo, vzdéelany muZi, které vyndsobené dvandcti
a zvétsené o svou treti mocninu je rovno Sestindsobku svého ctverce
prictencho k triceti péti.

Autor popsal feseni tak, Ze hledané ¢islo oznadil jako nezndmou a sestavil
kubickou rovnici, kterou bychom dnes zapsali ve tvaru

22 4+ 122 = 622 + 35.

Nejprve ¢leny obsahujici nezndmou ptrevedl na jednu stranu: 23 —62%+12x = 35,
dale k obéma stranam rovnice pricetl ¢islo —8

3 — 622+ 120 —8=235-38,
(x —2)% =271,
vypocital tfeti odmocninu x — 2 = 3 a odtud nalezl neznamé ¢islo x = 5.

Bhéaskara II. dobie védél, jak volit zadani, aby rovnice byla snadno feSitelna
s vyuzitim vzorce (a + )% = a® + 3ab + 3ab? + b>.

Podobnym zpiisobem Bhéaskara II. fesil i tlohu vedouci na bikvadratickou
:81

rovnici
zt — 22 — 400z = 9999.
Nejprve k obéma stranam rovnice pricetl 400z + 1, tim rovnici upravil do tvaru
z* — 22% +1 = 400z + 10000 .

Tento tvar oznacil za nevhodny, protoze leva strana byla druhou mocninou
(x? — 1)2, prava vsak nikoli, a proto se takto nedalo nalézt feseni. Podle au-
tora bylo nutné pouzit ,chytrost a duvtip® a pivodni rovnici upravit jinak,
pfictenim 422 + 4002 + 1 k obéma strandm rovnice. Pak byla rovnice ve tvaru

z* +22% + 1 = 42” + 400z + 10000,
(z? +1)? = (22 + 100)2.
Odmocnénim ziskal kvadratickou rovnici, jejiz feSeni uz bylo popsano dfive:

z?2 +1=2x+100,

z? — 2z =99,

z? —2x+1 =100,
(z —1)* =107,
r—1=10,
r=11.

Nakonec zopakoval, ze v takovych prikladech se k feseni musi pouzit bystrost.

80 Podle [Col], str. 214.
81 Viz sloka BiGa/v.138, podle [Col], str. 215.



223

8.7 Soustavy rovnic
8.7.1 Soustavy linearnich rovnic se dvéma neznamymi

Pro feseni jednoduchych soustav linearnich rovnic o dvou neznamych se
pouzivala operace samkramana znama uz z aritmetiky.®? ReSeni soustavy

(a, b € QT)

x+y:a7 1 1
c—y=b bylo ve tvaru x_§(a+b)’ y_ﬁ(a_b)'

Obecnéjsi soustavou se zabyval Mahavira. ReSeni soustavy (a, b, p1, p2 € N)

ar +by =p1,
bx + ay = p2
vyjadiil jako®3
_apy —bpy _ap2 —bpy
Tooa2—=p2 a2 —p2?

Uvedeme jesté jeden priklad a dva rtzné zptsoby feSeni, které predlozil
Bhaskara I1.84

BiGa/iv.106

Jeden 1ika: dej mi sto a budu mit dvakrdt tolik, co ty. Druhy odpowvi:
kdyz mi dds deset, budu mit Sestkrdt vic nez ty. Rekni, kolik md
kazdy?

Zadani odpovida soustava, kde x pfedstavuje majetek prvniho, y majetek
druhého:

x4+ 100 =2 (y — 100),
y+ 10 =6(z — 10).

V prvnim zptisobu feseni autor vyjadril  z prvni i ze druhé rovnice:

(y + 70),

=

=2y — 300, T =
porovnanim pravych stran vypocital y:
1
2y — 300 = 6(y+70) = 12y—-1800=y+70 = y=170

82 Viz 7. kapitola, odstavec 7.16.3.
83 Vig sloka GaSaSa/vi.139%, podle [Ran], str. 130.
84 Podle [Col], str. 191, 231.
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a dosazenim této hodnoty do jednoho z vyrazi pro x dopocital

1
x=2-170 — 300 nebo x:6(170+70) = 1z =40.

Ve druhém zptisobu feseni pouzil Bhaskara substituci. Majetek prvniho
oznadil 2z — 100 (= z), pak podle prvni podminky vyjadfil majetek druhého
z 4 100 (= y) a podle druhé podminky vytvofil rovnici

z+ 110 = 6(2z — 110),,

odkud snadno dopocital nejprve z = 70, pak x = 40 a y = 170. Vhodnou
substituci z = %(l’—l— 100) tak fesil lohu pouze jednou rovnici o jedné neznamé.
Tento postup feseni uvedl v kapitole o rovnicich s jednou neznamou, zatimco
prvni zpusob zaradil do kapitoly o rovnicich s vice neznadmymi.

Ulohy ,,0 pfedavani® byly ve stfedovéku pomérné oblibené, feili je napiiklad
al-Kasi nebo Leonardo Pisansky.

8.7.2 Soustavy linearnich rovnic s vice neznamymi

Indi¢ti matematikové neznali obecnou metodu feseni soustav linearnich rov-
nic, postup feseni vzdy zavisel na typu soustavy.

Rukopis Bakhsdli obsahuje feSeni soustav n linedrnich rovnic o n neznamgych,
kde ¢islo n bylo vzdy liché a koeficienty prirozend ¢isla. Dnes bychom takovou
soustavu zapsali ve tvaru

r1+ T2 =p1,

T + T3 = p2,

Tp—1+ Tp = Pn-1,
Tn +T1 =Pn-
Tato soustava se Fesila postupnym odé&itdnim prvnich (n— 1) rovnic od sebe,
tim se ziskalo
Tp —%1 =Ppn—1 —Pn—2F " +DP2—D1.
Odtud se vyjadrilo x,, a dosadilo do posledni rovnice, kterd pak byla ve tvaru

n—1
2:L'l +(pn—1 _pn—2+"‘+p2 _pl) =Pn, resp. 2xl +Z(_1)Lpz =DPn -
i=1

n—1 )
Ozna¢ime-li b = > (—1)*p;, posledni rovnice je ve tvaru
i=1

21 +b=p,.
Tato rovnice se fesila pomoci metody chybného predpokladu.®

Arjabhata I. uvedl pravidlo,®® podle né¢hoz bylo mozné Fesit soustavu line-

85 Viz 7. kapitola, odstavec 7.16.1.
86 Viz sloka Ar/ii.29, podle [Cla], str. 40.
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arnich rovnic (p; € N)
n
E Ti —T1 =DP1,
i=1
n
E Li — X2 = P2,
i=1

n
§ Ty — Tn = Pn -
=1
Nejprve se vyjadril souet Y .-, ;. Se¢tenim vSech rovnic a jednoduchou tpra-

vou se ziskalo
n n
> i1 Di
g T, = === —
: n—1
=1

a dosazenim do puvodnich rovnic se nakonec vypocitaly hodnoty neznamych
X1, Lo, ..., Ty Ve tvaru
n
> i1 Pi

S

Podobné pravidlo zformuloval i Mahavira.8” K procvi¢eni uvedl piiklad:®®

GaSaSa/vi.160-162

Celnik se ptal postupné ctyr kupcu, kteri nakupovali spolecné, jakd
je celkovd cena jejich zbozi. Pruni kupec, kdyz vynechal svij vklad,
turdil, Ze 22. Druhy turdil, Ze 23, treti ekl 24 a ctorty vekl, Ze 27.
Kazdij z nich vidy odecetl svij vklad. O priteli, Yekni mi samostatnou
cenu zboZi kaZdého z nich.

Problém se vyjadril pomoci soustavy linedrnich rovnic. Oznaéime-li 1, z2,
3 a x4 postupné cenu zbozi jednotlivych kupci, mizeme soustavu souc¢asnou
symbolikou zapsat takto:

To + T3 + x4 = 22, (1 + 22+ 23 +24) — 21 =22,
T + T3+ 14 = 23, (1 + x2 + 3 + 24) — T2 = 23,
1+ 29 + T4 =24, neboli (1 + 22 + 3 + 24) — 13 = 24,
1+ z2 + T3 =27, (1 + 22 + 3 + 24) — 14 = 27.

Sec¢tenim vSech rovnic se dostalo 3(x1 + 22+ 3+ x4) = 22+ 23+ 24 + 27 = 96,
odtud (1 + x2 + x3 + 4) = 93—6 = 32, a dosazenim do jednotlivych rovnic se

dopocitaly hodnoty z1 =10, 2o = 9, z3 =8 a x4 = 5.

87 Viz sloka GaSaSa/vi.159, podle [Ran], str. 136.
88 Viz sloka [Ran], str. 136-137.
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Obecnéjsi byl dalsi typ soustavy linedrnich rovnic (a;, p; € N);

n
b1 g Ti —a1xr1 = p1,

=1

n
ba g T — Q2% = P2,

=1

n

bnz$z — AnTp = Pn .

=1

Podobné jako u predchoziho typu soustavy se nejprve vyjadril soucet nezna-
mych

n noop; nopi

= 2zt a; N - b; Qi1 a; bi
D w= o CT e S b g
i—1 Dlim1 g 1 DY e

Nasledujici priklad ptredlozil Mahavira:

GaSaSa/vi.2531-2551

Tri kupci si vzdjemné preddvali penize. Kdyby pruni dostal 4 od dru-
hého a b od tretiho, stal by se dvakrdt bohatsi neZ ostatni dohromady.
Kdyby druhy vyprosil 4 od prvniho a 6 od tretiho, tak by mél trikrdt
vic penéz neZ ostatni dohromady. Kdyby treti ziskal 5 od pruniho a 6
od druhého, byl by pétkrdt bohatsi nes ostatni dohromady. O, ma-
tematiku, znds-li postup citra-kuttikara-misra, vekni mi rychle, kolik
penéz mél kazdy.

Problém miizeme vyjadfit soustavou linearnich rovnic typu (8.3):

r+4+5=2(y+z2—-4-5), 2 +y+2) -3z =27,
y+4+6=3x+2z—-4-6), = 3x+y+z)—4y =40,
s +5+6=5(z+y—5—6), 5z +y+2) — 62 =66,

jejimz fesenim jex =7,y =8, 2z =9.
V indickych textech byla i pravidla na feSeni soustavy (a;, b;, p € N)
A1T] = A%y =+ = Gy ,
bix1 +baxo + - -+ bpzy =p,

kterou lze zapsat ve tvaru (s nezndmymi x1, z2, ..., Tp, Y)
airy =Y,
a2 =Y,
AnTn =Y,

bix1 +boxo+ -+ bpr, =p.
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Podle indickych matematiki se takova soustava nejlépe Tesila tak, ze se nejprve
za jedinou neznadmou povazovalo y, a to se vypocitalo dosazenim z prvnich n
rovnic do posledni, kterd uz pak obsahovala jen jednu neznamou:

_ Y _ Y Y
Tl = —, T2=—, y Tn = —
al a9 An

b b b

a1 ag (079

Odtud se vypocitalo y:
p

b,
Z?:l u,_i-

a zpétnym dosazenim i ostatni neznamé z1, xs, ..., x,.

y:

Postup ukéaZeme na piikladu, ktery zformuloval Bhéskara I1.8°

BiGa/iv.107

Osm rubini, deset smaragdi a sto perel, které jsou na tvé ndus-
nici, jsem pro tebe nakoupil za stejnou cenu. Soucet cen téchto tri
druhdi drahokamii je o t¥i mensi neZ polovina ze sta. Rekni mi cenu
kazdého, znds-li tento vypocet, nadéjnd ddamo.

Oznacime-li ceny rubind, smaragd® a perel postupné z, y, z, mizeme lohu
vyjadrit rovnicemi

8z = 10y = 100z,
r+y+z=47.

Bhaskara za nezndmou jdvat-tdvat volil stejnou cenu drahokamt, v soucas-
ném znaceni t = 8¢ = 10y = 100z. Odtud pomoci pravidla t¥ vyjadril ceny
drahokamti £ (= ), 5 (= ¥), 155 (= 2), secetl je a sestavil jednoduchou rovnici,
ze které snadno vypocital t:

t t t 47

s 10 T 100 T 2000 T 47y cdiw 00

Pak vypoéital hledanou cenu rubinu 25 (= 222), smaragdu 20 (= 2%) a perly

8 10
2(= %). K tomu jesté navic urcil, ze celkova cena drahokami na nausnici je
600 (= 3 - 200). Vhodnou volbou neznamé tak Bhéskara fesil jen jednu rovnici

s jednou neznamou.

89 Podle [Col], str. 191.
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8.7.3 Soustavy nelinearnich rovnic

Stredovéci indi¢ti matematikové se vénovali studiu nasledujicich soustav rov-
nic (a, be Q™):

r—y=a, (i r+y=a, (i)
ij:b, ‘Ty:by
2 +y?=a, (iii) 2 +y?=a, (iv)
(,Cy:b, r+y=>,
?+yi=a, (v) -y =a, (v
r—y="o, Ty =

I_90

Podle pravidel, ktera popsal napiiklad Arjabhata ¢i Brahmagupta,®?

byla FeSenim rovnice (i) ¢isla
1 1
x:5< a2+4b+a), y:§(\/a2+4b—a).

Reseni vychazi z identity
(r+y)?=(x—y)’+4zy  neboli  (z+y)®>=a>+4b.

Odtud =z + y = Va? + 4b a bylo mozné provést operaci samkramana s Cisly
Va2 + 4b ve spojeni s a, tj. vyTesit soustavu z +y = Va2 +4b A v —y = a.?

Podobnym zpiisobem se Fesila soustava (ii), pravidlo uvedl napifiklad Ma-
hévira.?® Podle ného se z predchozi identity nejprve vyjadfil rozdil nezndmych
x—y=+/(x+y)?—4dzxy, tj. x — y = Va? — 4b, pak se opét provedla operace

samkramana, tentokrat s ¢isly a ve spojeni s va2 — 4b, tedy

x:%<a+ a2f4b), y:%(af a274b).

Pravidlo pro feseni soustavy (iii) popsal napiiklad Mah4vira,’* pfitom vy-
chazel ze vztahu

(17+Z/)2 = ($2 +y2)+2xy neboli r+y=+Va+2b,
(x —y)* = (2® +y*) — 22y neboli t—y=vVa—2b.

90 Viz sloka Ar/ii.24, podle [Cla], str. 38.

91 Vig sloka BrSpSi/xviii.100, podle [Col], str. 377.

92 Operace samkramana je popsana v 7. kapitole, odstavci 7.16.3.
93 Viz sloka GaSaSa/vii.129%, podle [Ran], str. 224.

94 Viz sloka GaSaSa/vii.127 3, podle [Ran], str. 224.
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Nakonec podle operace samkramana s ¢isly v/a + 2b ve spojeni s v/a — 2b dostal
feSeni

xTr =

(\/a+2b—\/a—2b).

DO | =

(\/a+2b+\/a—2b>, Yy =

DO | =

Soustava (iv) se fesila podle pravidel uvedenych napiiklad v dile Arjabha-
ty 1.9° nebo Brahmagupty.?® Postup feseni se opiral o vztah

(x —y)? =2(z% + %) — (z +y)? neboli r—y=+2a—0b2

a podle operace samkramana s Cisly b ve spojeni s v/2a — b2 se ziskalo FeSeni

x:%(b—i-\/Qa—b?), y:%(b—\/2a—b2).

Pravidla, podle nichz se fesily soustavy (v) a (vi), uvedl naptiklad Nara-
jana.%” Pro feSeni soustavy (v) vyjadfil

(I+y)2:2(x2+y2)—(1?—y)2 neboli r+y=+2a— b2,

pak uzitim operace samkramana s ¢isly v/2a — b? ve spojeni s b ziskal FeSeni

x:%<\/2a—b2+b>, y:}(\/Za—bz—b).

2

Soustavu (vi) prevedl na soustavu (i) tim, Ze umocnil druhou rovnici. Pak

1 1
x2:§< a2+4b2+a), y2:§<\/a2+4b2—a>

a odmocnénim ziskal (kladné) hodnoty z a y.

Podobné soustavy byly feseny ve staré Mezopotamii, vétSinou se dosazenim
ziskala kvadraticka rovnice vhodného tvaru, pro jejiz feseni mezopotamsti ma-
tematikové znali algoritmus. Nékdy pro zjednoduseni vypoctu Sikovné pouzili
substituci. Studiem soustav se zabyval rovnéz Diofantos (3. stol.) v knize I
Aritmetiky.

95 Vig sloka Ar/ii.23, podle [Cla], str. 38.
96 Viz sloka BrSpSi/xviii.99, podle [Col], str. 377.
97 Podle [DS2], str. 84.
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Pravidlo odlisnych operaci

Pro dalsi dva typy soustav rovnic (a, b € Q™) se pouzival nazev visamakar-

man (odlisn4 operace):9®
-yt =a, (vii) 2 -y’ =a, (viii)
xr—y=>=, r+y=>.

Obé soustavy se Fesily podobnym zptisobem. Nejprve se vyjadril soucet, resp.
rozdil neznamych, pak se vysledek dopocital pomoci operace samkramana:

2 2

:v—i—y:L :y neboli x—i—y:%,

2 —y? a
—_ = — ebol' —_ = — .
T—y Tty n i T—y A

Podle pravidel, kterd popsal napf. Brahmagupta® nebo Mah4vira,!% je fese-
nim soustav (vii), resp. (viii)

RO

resp.

&

I
N | —
~/~
S
+
SalS}
N————
<

I
N |
~~
(=]

\
> e
N————

8.8 Neurdité linearni rovnice

Prvnim indickym matematikem, ktery se zabyval feSenim neurcitych rovnic,
byl Arjabhata I. Popsal metodu feseni rovnice (a, b, ¢ € N)

ar +c=by, (8.4)

kde feSeni hledal v oboru pfirozenych éisel.!! Jeho nasledovnik Bhéaskara I.
ukézal, Ze stejnd metoda miize byt pouzita i pro feseni rovnice!%?

ax —c=by
a navic, Ze TeSeni této rovnice vyplyva z feseni rovnice ax — 1 = by.

98 Nézev vznikl ziejmé k rozliseni od terminu samkramana, protoze bylo potieba provést
jesté ,odlisnou operaci®, totiz déleni. Mahavira dokonce uvadél termin visamasamkramana
(odlisna samkramana).

99 Vig sloka BrSpSi/xviii.98, podle [Col], str. 376.

100 Vig sloka GaSaSa/vi.2, podle [Ran], str. 93.

101 Arjabhatové metodé jsou vénovany publikace [Bag2], [Kakl], [BaSh], [Beh].

102 Metodou Bhéaskary 1. se zabyva [Majl].
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Jejich metody piejali a rozvinuli i dalsi autofi, v poloviné 10. stoleti Arja-
bhata II. ukézal, Ze v nékterych pripadech lze feSeni zjednodusit, a upozornil
na pripady, kdy metody selhavaji.!03

Vétsina autord pri popisu rovnice jesté zduraznila, Ze koeficienty a, b, ¢ musi
byt nesoudélné, jinak by je bylo mozné zkratit.'%* Proto se v indickych pravi-
dlech casto predpokladalo, Ze a, b a ¢ jsou nesoudélna nebo dokonce navzajem
rizné prvocisla.l9®

Jednim typem tloh, které vedly na neurcitou rovnici prvniho stupné, bylo
nalezeni prirozeného cisla n, které po vydéleni danymi celymi ¢isly a1, as dava
zbytky r1, r2. Tedy

n=a1r+r =axy +re

neboli
Aoy — a1x =11 — o, tj. agy —ajx = *c.

Jinym tkolem, kde se Tesila neurcitad rovnice prvniho stupné, byl problém
nalezeni takového celého ¢isla x, které vynasobené danym celym cislem a a zvét-
Sené ¢i zmensené o jiné dané celé ¢islo c je dé€litelné tfetim danym celym cislem b
beze zbytku, tedy hledala se pfirozend feseni rovnice (a, b, ¢ € Z)

axr tc

b

:y.

Terminologie

Analyza neurcitych rovnic prvniho stupné se nazyvala kuttaka, kuttdkdra
nebo kratce kutta.'°6 O tom, jak vyznamné misto v indické algebte tato rov-
nice méla, svédci i skutecnost, ze terminem kuttaka ¢i kuttakaganita byla nékdy
oznacovana cela algebra, naptiklad v Brahmaguptové praci Brdéhmasphutasidd-
hdnta se 18. kapitola vénovana algebfe jmenuje Kuttaka.

V tloze prvniho typu se koeficienttim ay, as Fikalo bhddZaka ¢i chéda (déli-
telé), ¢isla 1, ro se nazyvala agra nebo §ésa (zbytky).

V tlohach druhého typu se konstanté b fikalo bhddzZaka (délitel), konstanta ¢
byla oznacena jako k$épa ¢&i k$épaka (ksepa, ksepaka, tj. ptidané ¢islo) a kon-
stanta a byla pojmenovana bhddZja (délenec). Nezndmé x se nazyvala gunaka
nebo gunakdra (nasobitel) a nezndmé y byla phala (podil). Mahévira nékdy
oznac¢oval neznamou z jako rdsi (¢islo), ve smyslu neznamé ¢islo (viz [DS2]).

103 Metody Arjabhaty II. jsou podrobné popsany v [Jha].

104 Rovnice az+c = by ma celoiselné Feseni pravé tehdy, kdyz ¢islo ¢ je délitelné nejvétsim
spoleénym délitelem ¢isel a, b.

105 Ve starych textech jsou uvedeny terminy drdha (drdha, tj. pevna), nischéda (nis-cheda,
tj. nemajici délitele), nirapavarta (nir-apavarta, tj. nerozlozitelna), podle [DS1].

106 Kuttaka, kuttakara, kutta. Kofen téchto slov kuft znamend rozdrtit, rozmélnit &i
rozdrobit.
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Indicky zpiisob feSeni odpovida metodé vyuzivajici fetézové zlomky, protoze
pla‘ti (qO < Z7 41,92, ---,qn—1 € N)

1

b =4qo 1 = 190541,42, - - - ,qn] -

q +

n 1
q2 1

."Qn—l'i‘_

n

Cisla gy lze ziskat pomoci Eukleidova algoritmu pro hledani nejvétsiho spole¢-
ného délitele ¢isel a a b.

Zlomek Z—: = [qo; 41,92, - --,qk] se nazyva k-ty konvergent nebo k-ty sbli-

zeny zlomek a pritom plati Z—: = ¢. Libovolné feseni rovnice (8.4) s kladnymi
nesoudélnymi koeficienty mtize byt vyjadieno ve tvaru'®”
x = (=1)"bp_1c+ bt, (8.5)
y=(—1"ap_1c+at, teZ.

Je vidét, Ze obecné feSeni rovnice (8.4) je vyjadfeno pomoci ¢itatele a jmeno-
vatele (n — 1)-niho sbliZeného zlomku Z"—’ll.los
.

Rovnice s kladnymi koeficienty

Arjabhata I. fesil ilohu prvniho typu: nalézt &islo n, které po vydéleni da-
nymi celymi ¢&isly a1, ag dava zbytky 71, ro. Hledal feSeni rovnice (8.4), kde
¢ > 0, jeho formulace vSak neni piili§ srozumitelna.!?? Pozdéji se fesenim
ulohy ax 4+ ¢ = by zabyvali i dalsi indi¢ti matematikové, naptiklad Bhéaska-
ra I. (7. stol.), Brahmagupta (7. stol.), Mahavira (9. stol.), Gévindasvamin
(9. stol.), Sripati (11. stol.), Bhéskara II. (12. stol.), Narajana (14. stol.),!1°
ktefi se vénovali i nékterym specidlnim ptripadtim, zejména rovnicim ax—c = by
aar+1=byt!

Star{ Indové pii feSeni rovnice (8.4) vyuzivali postup odpovidajici Euklei-
dovu algoritmu pro hledani nejvétsiho spolecného délitele cisel a a b. Jejich
metoda pocitala s celymi ¢isly ¢, kterd byla vypocitana postupnym délenim
pro a > b:

a = bqO +r1 )

b=r1q1 + 12,

Tn—2 = Tn—1qn—1 + Tn,
Tn—1 = Tn(n -
107 Dikaz je mozné nalézt napiiklad v [Chi].
108 Reseni rovnice ax + ¢ = by je popsano rovnéz v élanku [Sy6].
109 Vig sloky Ar/ii.32-33, podle [Cla], str. 43.
110 podle [Maj2], [Bag2], [MS2].
111 Naptiklad sloky BrSpSi/xviii.3—6, podle [Col], str. 325-326, GaSaSa/vi.llS%, podle
[Ran], str. 117-121, MaSi/xviii.1-20, podle [DvS], str. 21.
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Jestlize b > a, pak ¢y = 0 a 71 = a. Podily, kterych je n + 1, mizeme zapsat ve

a

tvaru [qo; q1, 42, - --,qn] @ Platl § = [q0; 41,42, - - -, qn]. Ve staré Indii pro dalsi
vypocet uvazovali jen prvnich n podila, tj.

b ~ = [qo;qlanP"aQn,fl]o (86)

Uvedeme stredovéké pravidlo pro nalezeni nejmensiho pfirozeného feSeni
rovnice ax + ¢ = by s kladnymi koeficienty a, b, ¢, které popsal Bhaskara II.:'12

BiGa/ii.55-57

Dél vzdajemné délence [a] a délitele [b], které jsou jiZ nesoudélné, do-
kud neni zbytek deéleni jednicka. Zapis postupné pod sebou podily,
pod nimi piidané ¢islo [¢] a dold nulu. Vyndsob predposledni [Eislo]
cislem primo nad nim a pricti posledni. Pak vynech posledni a opa-
kuj tento postup, dokud nezistane pouze dvojice cisel. Jestlize horni
z nich vydélime délencem, zbytek je podil. Jestlize dolni vydélime
delitelem, zbytek je ndsobitel. Tento postup plati, jestliZe pocet po-
dili je sudy. Kdyz je lichy, pak se nalezend ¢isla [podil a nasobitel]
must odecist od délence nebo délitele. Tyto rozdily budou skutecnym
podilem [y] a ndsobitelem [x].

Dalsi Bhaskarovo pravidlo ukazuje, jak je mozné z jednoho feSeni rovnice
ax + ¢ = by nalézt dalsi feseni této rovnice:!3

BiGa/ii.64
Nasobitel [x] a podil [y], kdyZ se pFictou ke svym délitelim vyndso-
benygm libovolnymi ¢isly, stanou se jingmi [FeSenimi].

Je-li (x1,y1) FeSenim rovnice ax + ¢ = by, pak dalsi feSeni této rovnice se
nalezne podle vzorcii

x =z +bt, y =11 + at, kde teZ. (8.7)

Podle uvedené metody pak Bhaskara fesil nékolik tloh, napiiklad:14

BiGa/ii.66

Jsi-li znaly zkoumdni takovych otdzek, Tekni mi presné ndsobitele,
kterym je sto vyndsobeno, k soucinu pricteno devadesdt a ten soucet
bude délitelny Sedesdti tremi beze zbytku.

Bhaskara pozadoval feSeni rovnice

100z +90

63 Y, resp. 100z 4+ 90 = 63y .

112 Podle [Col], str. 156-159, [Ju], str. 145-146.
113 Podle [Col], str. 161-162.
114 Podle [Col], str. 162-163, [Ju], str. 146-147.
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Podle zadani byl délenec a = 100, délitel b = 63 a pridané ¢islo ¢ = 90.
Postupnym délenim, tj. Eukleidovym algoritmem, vypocital Bhaskara sedm
¢isel, z nichz podle (8.6) pro dalsi kroky pouzil jen prvnich Sest (n = 6 je sudé):

a 100 Gp-1 _ Q5

= =1[1;1,1,2,2,1,3 =2 =[1;1,1,2,2,1].
b 63 [777777]7 bn_l b5 [77777]

Ziskand c¢isla Bhaskara II. zapsal pod sebe, pod né pripojil jesté pridané
¢islo (¢ =90 = z_1) a nulu (0 = z_3), pak je postupné zdola nahrazoval &isly
vypocitanymi podle vztahu uvedeného v pravidle

Zj = Qqn-1—j%j—1 + Zj—2 pro 7=0,1,...,n—1. (88)
Jednotlivé kroky jsou uvedeny ve sloupcich nasledujici tabulky. Ve staré Indii

bylo zvykem ¢isla nepotfebna k dalsimu vypoc¢tu mazat, proto na konci vypoctu
zbyla pouze dvé.

Z5 q =1 1 1 1 1 1 2430
24 =1 1 1 1 1 1530 1530
23 g2 =1 1 1 1 900 900

22 q3 =2 2 2 630 630

21 Qs =2 2 270 270

20 g =1 90 90

Z_q c=90 90

Z_9 0

Nejmensi kladné feSeni nalezl jako zbytky déleni — horni ¢islo 2430 vydélil
délencem 100 a dolni ¢islo 1530 vydélil délitelem 63:

2430 : 100 = 24 (zbytek 30) = y =30,
1530 : 63 = 24 (zbytek 18) =  z =18.

Tim stanovil nejmensi pfirozené feseni (18,30). K tomu poznamenal, ze dalsi
feSeni vypocitana podle vztahu (8.7), tj.

r=18+63t, y=30+100t, teZ, (8.9)

jsou naptiklad (81, 130) nebo (14,230).

Bhéaskara navic ukazal, Ze je mozné postup zjednodusit, pokud ¢isla a a ¢
nebo b a ¢ maji spolecného délitele, protoze po zkraceni se dostane rovnice
s mensimi koeficienty:

(i) puvodni rovnici

100z +90

63 Y, resp. 100z + 90 = 63y
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bylo mozné zkracenim spolecnym délitelem koeficienti a a ¢ pfevést na rovnici

10x+9_
63

u, resp. 10z +9 = 63u;

to byla tprava odpovidajici substituci y = 10u.

Nyni podle postupu uvedeného v pravidle vydélil a ziskal pouze ¢tyfi ¢isla
(n = 3 je liché),

10 an-1 _ G2 _

o 0;673737 056737
o = | | b 5, 063
a odpovidajici vypocet byl rychlejsi:

Z2 g =0 0 0 27
z1 g1 =6 6 171 171
20 g2 =3 27 27

Z_1 c=9 9

Z_9 0

Po vydéleni 27 : 10 a 171 : 63 dostal zbytky 7 a 45. Protoze n bylo liché,
bylo nutné jesté tyto zbytky odecist od odpovidajicich délencu, tj. 10 —7 = 3
a 63 — 45 = 18. V tomto pripadé je u = 1—% =3, tedy y =30 a x = 18.

(ii) Jinou moZnou tpravou rovnice bylo zkraceni spole¢nym délitelem koefi-

cientu b a c¢. Pivodni rovnice

1002 +90

63 Y, resp. 100z 4 90 = 63y
se tak prevedla na rovnici
100v + 10

71}74_ =y, resp. 100v + 10 = Ty

uzitim substituce x = 9v. Pak vydélenim vznikla jen tfi ¢isla (n = 2),

100 An—1 a1
— =[14;3,2], =— =[14;3],
- =1 ] b, 5 43l
a dalsi vypocet byl snadny:
2 | =14 14 430
20 aq=3 30 30
Z_1 c=10 10
zZ_9 0

Po déleni 430 : 100 a 30 : 7 byly zbytky 30 a 2, tedy y =30 av = £ = 2,
proto z = 18.
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(iii) Dalsi zptsob byl kombinaci pfedchozich dvou. Nejprve se ptivodni rov-

nice
100z +90

63

upravila zkracenim spoleé¢nym délitelem koeficientti a a ¢

Y, resp. 100z + 90 = 63y

10x + 9 -
63

u, resp. 102 4+ 9 = 63u

a pak se jesté zkratilo spolenym délitelem koeficientd b a ¢, tj. uvazovala se

rovnice
10v+1 B

7

kde z = 9v a y = 10u. Délenim se ziskala tfi ¢isla (n = 2)

U, resp. 10v+1="Tu,

10 an—1 ay
—=11;2,3 =—=11;2
7 [ )4 ]7 by 1 by [ ) ]

a pokracovalo se jako v pfedchozich ptfipadech:

z1 Q@ =1
20 G =2 2
Z_1 c=1
Z_9 0

Vypocitané hodnoty 3, resp. 2 jsou rovnou zbytky po déleni 10, resp. 7, tedy
u=3av=2 aprotoy=10u =30 a z =9v = 18.

Pomoci tohoto nejmensiho feseni bylo mozné nalézt obecné feseni puavodni
rovnice 100z + 90 = 63y ve tvaru (8.9).

Obecné odvozeni téchto metod podal az v 16. stoleti komentator Krsna
(viz [DS2]):

(i) Maji-li koeficienty a a ¢ spole¢ného délitele k, plati a = kai, ¢ = kg
a rovnici

ax +c="by muZzeme zapsat ve tvaru kaix + kcy = by,
uzitim substituce y = ku dostaneme

kayx + key = bku, po zkraceni a1r +c1 = bu.

(ii) Analogicky se postupuje, pokud spole¢ného délitele k maji koeficienty b
a c. Pak plati b = kb, ¢ = kcy a rovnici

ax +c="by muZzeme zapsat ve tvaru ax + ker = kbyy,
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pomoci substituce x = kv dostaneme

akv + ke = kby, po zkraceni av+c1 =bry.

(iii) Ve tfetim pfipadé maji koeficienty a a c spole¢ného délitele ki, tedy
a = kia1, ¢ = kic1, a navic jesté koeficienty b a ¢; maji spole¢ného délitele ks,
tedy b = kaby, coa = kocy. Pouzijeme-li jesté substituci y = kju, upravime
nejprve puvodni rovnici
axr +c="by do tvaru a1r + ¢ = bu,

potom zvolime x = kov, tim dostaneme tvar

a1v +c2 = biu.

Rovnice s nékterymi zapornymi koeficienty

Bhéskara II. také studoval rovnici (8.4) s nékterymi zdpornymi koeficienty
a uvedl pravidlo, podle néhoz feSeni rovnic (a, b, ¢ € N)

axr —c="by, resp. —ar+c=by
uréil pomoci feseni rovnice ax + ¢ = by :115
BiGa/ii.59
Ndsobitel [z] a podil [y], nalezené pro kladné pridané cislo [c], kdyz
se odectou od prislusnygch veli¢in, odpovidaji stejné [rovnici| se zd-
porngm pridanym cislem. Kdyz se s témi odvozenymi pro kladného

délence zachdzi stejnym zpusobem, dostanou se vysledky pro zdpor-
ného délence.

Jingmi slovy, je-li (21, y1) nejmensi pfirozené feseni rovnice ax + ¢ = by, pak
(b— 1,0 —y1) (8.10)
je feSenim rovnice ax — ¢ = by. To se snadno ovéii dosazenim
alb—z1)—c=bla—y1) < ari+c=bys.
Takto vypocitana ¢isla o = b—x1, y2 = a—y; vSak obecné nemusi byt kladna,

nejmensi prirozené Feseni lze ziskat podle pravidla uvedeného ve sloce 64,
tj. podle vzorci (8.7) vhodnou volbou parametru.

115 Podle [Col], str. 160.
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Druh3 ¢ast pravidla tvrdi, ze dvojice
(b— 21,91 —a) (8.11)
je FeSenim rovnice —ax + ¢ = by. To je evidentni, nebot

—alb—mz)+c=by1 —a) & ary+c=by;.

Tento typ rovnice vSak nemusel mit kladna feSeni, v tom pripadé indicti

vvvvvv

vedouci na rovnice!'6

—60z 4+ 3 =13y a — 60z — 3 = 13y.

Nejprve nalezl feseni (z1,y1) = (11,51) rovnice 60z + 3 = 13y se vSemi koefici-
enty kladnymi, pak uréil feSeni rovnice —60zx + 3 = 13y podle vztahu (8.11), tj.
(x3,y3) = (b— 21,91 —a) = (13—11,51 — 60) = (2, —9). Nakonec podle (8.10)
vyjadiil feseni (z2,y2) = (b—x3,a—y3) = (13—2,—60+9) = (11, —51) posledni
rovnice —60x — 3 = 13y.

To, Ze prirozené feseni rovnice se zapornym koeficientem a nebo b nemusi
existovat, autor patrné védél, protoze pripojil poznamku, ze pro zaporné hod-
noty koeficient® a nebo b neni mozné najit feseni podle pravidla ze sloky 64.117

Kdyz délitel [b] nebo délenec [a] je zdporny, podil [y] musi vidy byt
zdporny, coZ je samoziejmé problém. Kdyby to tak bylo, jeden (bud
délenec nebo délitel) by byl zaporny, nastala by chyba v podilu a nd-
sobiteli podle posledniho pravidla. [tj. BiGa/ii.64]

Bhéaskartv zptsob feSeni rovnice (8.4) pfipomind metodu vyuzivajici feté-
zové zlomky. Mame-li fetézovy zlomek § = [qo;q1,. .., qn], Pak Citatele a jme-
novatele k-tého sblizeného zlomku 7% miizeme vypoéitat rekurentné:''®

ap = qo, a1 = qoq1 —I—l, a; :qjaj_1+aj_2 pI‘Oj :2,...,/{, (812)
bo=1,b1 =q, b]‘Zijj,1+bj,2 proj=2,...,k.
Bhéskara podle svého postupu vyjadieného rekurentnim vzorcem (8.8), tj.
29=0,2_1=c¢, 2z =qn-1—j%j—1+2j—2, proj=0,1,...,n—-1

vypocital dolni ¢islo z,_o = b,—1c a horni ¢islo 2,1 = a,_1¢, to jsou hodnoty
ze vztaht (8.5) pro sudé n:
x=b,_1c+bt,
Yy =ap—1c+at, teZ.
116 Vig piiklad sloka BiGa/ii.67, podle [Col], str. 164.

17 Podle [Col], str. 164-165.
118 Odvozeni je mozné nalézt napi. v [Chi] nebo [BhMu].
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Protoze vsak hledal nejmensi pfirozené fesSeni dané rovnice, musel jesté stanovit
zbytky po déleni a,_1¢ : a = s(zb. y1) a by_1¢ : b = s(zb. 1), pak obecné
feSeni mohlo byt vyjadieno jako

x=x1+bs+bt=x1+b(t+s),
y=y1+as+at =y +a(t+s), teZ.

Pokud je lichy pocet podilti n v fetézovém zlomku § = [qo; q1, G2, - - -, qnl, je
feSeni podle (8.5):

T =—b, 1c+bt,
Yy = —ap—1c+ at, teZ.

Protoze v takovém pripadé byl zbytek po déleni rovnéz zaporny, bylo tfeba
jesté tyto hodnoty odecist od délence nebo délitele, a tim Bhaskara II. ziskal
nejmensi kladné hodnoty x2, ys:

r=-11—bs+bt=—x1+b+b(s—1)+bt=x2+b(t—s—1),
y=-y1—as+at=—-y1+a+ta(s—1)+at=y2+alt—s—1), teZ.

Vyhoda indické metody je v tom, ze stacilo uzit pouze jeden rekurentni
vzorec (8.8), zatimco vypocet hodnot a,_; a b,—1 podle vztaht (8.12) vyzaduje
rekurence dve.

Je pravdépodobné, Ze uvedeny postup vypoc¢tu byl zalozen na nasledujici
tvaze. Mame-li rovnici (8.4), pak plati

axr + ¢
y: :<

71 c T+ c
b qo+—>x+—=qu+

b b b

Protoze se hledalo celodiselné feSeni, muselo byt také u; = %Jrc celé dislo.
Uvazovalo se podobnym zptisobem, tedy

bu; — ¢ Troll] — C
T = =qiuy + —,
T1 T1

kde ugy = %11*5 bylo celé, a takto se pokracovalo dal, az se dospélo ke jmeno-
vateli r, = 1, tj. ziskal se vyraz

Unp—1 = gnlUn + (_1)77,6,

kde se zvolilo n&jaké celé ¢islo u,, (Bhaskara II. volil u,, = 0), a zpétnym dosa-
zovanim se pak vypocitaly neznamé x, y. Mozné, Ze i puvodni nizev metody
kuttaka (rozdrobeni) souvisi s timto postupnym délenim, zmensovanim koefici-
enti.
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Bhaskara II. studoval i nékteré specialni pripady, kde postup podle pravidla
uvedeného ve slokach 55-57 mohl vést k potizim. Pfi feSeni rovnice, kde platilo
¢ > b, upozornil:11?

BiGa/ii.61

Nasobitel [x] a podil [y] mohou byt nalezené jako diive po vydéleni
pridaného éisla [c] délitelem [b], podil viak musi byt zvétsen o pri-
slusng podil [§] v pripadé, Ze pridané cislo je kladné, nebo kdyZ je
zaporné, prislusny podil must byt odecten.

Postup piedvedl na feseni rovnict??

ox + 23 = 3y, ox — 23 =3y.
Prvni rovnici nejprve fesil , klasicky*:

5 On-1 a1

21,2 =21
3 [ ) ) }7 bnil bl [ ) ]7
pak
2 \ g =1 1 46
20 q1 = 1 23 23
Z_1 c=23 23
zZ_9 0

a vypocital zbytky po déleni 23 : 3 =7 (zb. 2), 46 : 5 = 9 (zb. 1). Poté hned
upozornil, Ze toto neni pripustné, protoze podily musi byt stejné, tedy musi
se uvazovat 46 : 5 = 7 (zb. 11), tak vypocital feseni (z1,y1) = (2,11). Pro
srovnani uvedl dalsi zpiisob feseni podle pfedchoziho pravidla neboli nejprve
uvazoval rovnici se zkracenym absolutnim ¢lenem

5r+2 =3y, protoze 23:3=7 (zb. 2),
a nalezl jeji feSeni (zg,y0) = (2,4). Nakonec stanovil FeSeni piivodni rovnice

(z1,91) = (w0, 90+ 7) = (2,11).

Pak fesil rovnici se zdpornym zkracenym absolutnim ¢lenem
S —2 =3y

podle vzorcu (8.10), tedy (z2,y2) = (b — x0,a — o) = (3 —2,5—4) = (1,1),
a konecné podle pravidla ze sloky 61 nalezl feseni rovnice bx — 23 = 3y ve
tvaru (z3,y3) = (z2,y2 — 7) = (1,—6). Kladné feseni bylo mozné ziskat ze
vztaht (8.7)

r=143t, y=—6+45¢

119 Podle [Col], str. 161.
120 Viz piiklad 1 ve sloce BiGa/ii.69, podle [Col], str. 165-166.
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volbou t = 2, tedy jako nejmensi FeSeni ur¢il dvojici (7,4).

Zduvodnéni uvedeného postupu je snadné, pro ¢ > b, je mozné délit ¢ : b,
pak ¢ = bp + r, po dosazeni do rovnice ax + ¢ = by a po jednoduché tpravé se
dostane

ax +r=">by —p).

Bhaskarova metoda tak odpovida substituci y = z+p, kde p je podil a r zbytek
pfi déleni ¢ : b.

Rovnice s absolutnim ¢élenem rovnym jedné

Indic¢ti uCenci vénovali specialni pozornost rovnici
ar£1=1by, (8.13)

ktera se ¢asto pouzivala v astronomickych vypoétech. Rovnici (8.13) nazyvali
sthirakuttaka (sthira-kuttaka).'?* Ganésa (16. stol.) vysvétlil, Ze v astronomic-
kych tlohéch vedoucich na rovnici (8.4) jsou fyzikalni podminky ¢asto takové,
ze koeficienty a a b jsou neménné a rovnice se lisi pouze absolutnim ¢lenem c.
Pomoci feSeni rovnice (8.13) bylo mozné snadno ziskat feseni nékolika rovnic
s rliznymi absolutnimi ¢leny a nebylo nutné kazdou z nich Fesit zvIast.

Je-li (x1,y1) FeSeni rovnice ax + 1 = by, pak (z2,y2) = (cr1, cy1) je FeSenim
rovnice axr + ¢ = by. Nejmensi celociselné feseni se pak ziskalo jako zbytek
déleni 25 : b a ys : a, tj.1?2

x=xa+bt=bp+xo+bt=x0+blp+t),
u=yst+at=ap+yo+at=yo+alp+t).

Linearni rovnice s vice neznamymi

Stari Indové resili i tlohy vedouci na linedrni rovnici s vice neznamymi.
V tom pripadé postupovali tak, Ze si zvolili vhodné hodnoty za vSechny neznamé
kromé dvou a rovnici se dvéma zbyvajicimi neznamymi fesili metodou kuttaka.

Brahmagupta piedlozil jeden astronomicky problém, ktery vedl na rovnici'?3

1972 — 1644y — 2 = 6 302.

Odtud nejprve vyjadril

v 1644y + z + 6 302
N 197 ’

121 Sthira znamend pevny, konstantni.

122 Pravidla na FeSeni rovnice s absolutnim élenem rovnym jedné jsou popsana napiiklad
ve slokach BrSpSi/xviii.11-13, podle [Col], str. 330-331, BiGa/ii.71, podle [Col], str. 166-167.

123 Viz sloka BrSpSi/xviii. 55, podle [Col], str. 352-353.
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pak zvolil z = 131 s komentafem, ze z miZe byt zvoleno libovolné tak, aby
nezpusobilo chybu. Tim ziskal rovnici jen se dvéma neznamymi

1644y + 6433
o 197 ’

jejiz feSeni x = 41, y = 1 uz snadno ziskal metodou kuttaka.

Soustavy neurcitych linearnich rovnic

Mnoho tuloh vedlo na soustavu lineadrnich rovnic, kterd obsahovala vice ne-
znamych nez rovnic. Postupnym sc¢itanim ¢i odéitanim rovnic se eliminovaly
neznamé, az se dospélo k jediné rovnici se dvéma nebo vice nezndmymi. Pokud
zbyly jen dvé neznamé, bylo mozné uzit metodu kuttaka; v pripadé, Ze rov-
nice obsahovala vice neznamych, nejprve se zvolila libovolna vhodnéa cisla za
vSechny z nich kromé dvou.

Bhaskara, II. fesil napiiklad nasledujici tlohu:1?4

BiGa/vi.157

Ctyri osoby postupné vlastni pét, tvi, Sest a osm koni, dva, sedm,
ctyri a jednoho velblouda, jejich mul je osm, dvé, jedna a t7i, a voli
sedm, jeden, dva a jeden. Vsichni jsou stejné bohati. Rekni mi oka-
mzite, priteli, cenu koné a ostatniho dobytka.

Oznacime-li postupné ceny koné, velblouda, muly a vola z, y, z, w a celkovy
majetek kazdé osoby p, dostaneme soustavu:

>

or + 2y + 82+ Tw = p,
3+ Ty+2z2+ w=p,
6z +4y+ 2 +2w=p,
8x+ y+3z2+ w=p.

—_— — ~— —

Bhéskara II. rovnice po dvou odecetl, (A) — (B), (C) — (B), (D) —(C), a vyja-
dril z:

xr = %(5y—62—6w), (E)
x:§(3y+z—w), (F)
x:%(3y—2z+w). (@)

Stejnym zpiisobem pokracoval dal, odecetl (E) — (F), (G) — (F) a vyjadiil y:

1
y= §(20z + 16w),
1

3(82 — bw).

y:

124 Podle [Col], str. 232-233.
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7 rovnosti pravych stran vyjadril z:

Rovnice nemé absolutni ¢len, stacilo proto zvolit w = 4t a potom dopocitat
z = 31t, y = 76t, x = 85t. Autor upozornil, Ze riznou volbou t je mozné nalézt
nekoneéné mnoho feSeni, sdm uvedl (85,76,31,4) pro t = 1, (170,152, 62,8)
pro t = 2, (255,228,93,12) pro t = 3.

Na podobné typy soustav vedly ve stfedovéku oblibené tlohy o ptacich ¢i

domaécich zvitatech, napiiklad Bhaskara II. predlozil néasledujici s odvolanim,
ze se jedna o priklad starych autorti:'2?

BiGa/vi.158-159

Holubi, se prodd pét za tii [drammal, jerdbi sedm za pét, labuti
devét za sedm a tri pavi jsou za devét. Prines 100 téchto ptdku za
100 dramma pro potésent prince.

Autor jako neznamé oznacil pocet holubu ya, jefabu ka, labuti n7 a pava
pi. Pro vétsi prehlednost vyjadiime feSeni soucasnou symbolikou, tj. pocet
holubtl z, jefabu y, labuti z a pavli w, pak porovnanim jejich poctu a cen
dostaneme dvé€ rovnice o ¢tyfech neznamych:

z+y+z+w=100,
3

5 7
gaz+?y+§z+3w:100.

Protoze se hledalo celociselné feseni, musi platit x = 5a, y = 7b, z = 9¢, a navic
podle ceny pavu se pfedpokladalo, ze jejich pocet je nasobkem tii, tj. w = 3d,
pak mohla byt soustava zapsana ve tvaru

5a 4 7b + 9c + 3d = 100,
3a+5b+Tc+9d =100.

Bhaskara II. z kazdé rovnice osamostatnil prvni neznamou a

100 — 7b — 9¢ — 3d 100 — 56 — 7c — 9d
a= a=
5 ’ 3 ’

z rovnosti pravych stran pak vyjadril druhou neznamou b

b=50—2c—9d.

125 Podle [Col], str. 233-235. Uplné stejny piiklad uvedl i Sridhara s oznadenim
PaGa/Ex.78-79, podle [Shul], str. 50-51, a rovnéz Mahéavira ve slokdch GaSaSa/vi.152-153,
podle [Ran], str. 134-135. Postup FeSeni komentatort se vsak mirné lisi.



244

Dale prohlasil, ze d mtze byt libovolné ¢islo, a zvolil d = 4, tim rovnici upravil
do tvaru b = —2c+ 14. Za c zvolil novou nezndmou — parametr ¢ € N a pomoci
tohoto parametru vyjadril ostatni neznamé

(a,b,c,d) = (t — 2, -2t +14,t,4).

Aby feseni bylo kladné, postupné volil ¢t = 3, t = 4, t = 5, odkud dopocdital tii
feseni dané tlohy.

(a/7 b7 c7 d) (1’8? 374) (27 67 47 4) (3747 574)
poéty (z,y,z,w) (5,56,27,12) (10,42, 36,12) (15,28,45,12)
ceny (3,40,21,36)  (6,30,28,36)  (9,20,35,36)

Ulohy tohoto typu byly popularni i v Ciné, v arabskych zemich, pozdé&ji téz
v Evropé; anglicky filozof Alkuin (asi 735 az 804) je zatadil do sbirky Ulohy na
bystreni rozumu mladikd, Abt Kamil do Knihy aritmetickych kuriozit, Yesil je
Leonardo Pisansky.

Velmi rozsifené byly obecné tlohy o zbytcich, kde tkolem bylo nalézt pfi-
rozené Cislo n, které postupné délené celymi ¢isly a1, as, ..., a,, dava zbytky
71, T2, .., T'm, tj. hledalo se TeSeni soustavy s nezndmymi x1, z2, ..., Tm, N
(a;, 7 € QT, n € N):

a1r1 +1r1=mn,

2o +To =M,

AmTm + Tm =N .

Podobnymi tilohami se zabyvali i staii Citiané. Jsou-li &isla ay, as, . .. , @y, PO
dvou nesoudélna, lze pomoci ¢inské véty o zbytcich vyjadrit feseni explicitné
vzore¢kem (viz [KSS]). Staii Indové tlohu fesili postupné metodou kuttaka;
nejprve se uvazovaly pouze prvni dvé rovnice

n=ai1T1 +r1 = aT2 + 12,
odkud se vypocitala nejmensi hodnota z; = X1, obecné x1 = X7 + asty, tedy
n=a1(X1 +agt) +r1 = (a1 X1 +71) + arazt; .
K tomu se pfipojila treti rovnice
n=ajasty + (a1 X1 +1r1) = agxs + 3,

ze které se opét metodou kuttaka urcila hodnota t; = X5+ asts a jednoduchou
upravou se dostalo vyjadieni

n = ajasasts + (alang + a1 X1+ 7’1) .

Pak se pridala dalsi rovnice a cely postup se opakoval do té doby, nez byly
vSechny rovnice vyc¢erpany.
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Bhaskara I. takto hledal ¢islo, které po vydéleni ¢isly 2, 3, 4, 5, 6 vzdy
d4 zbytek 1 a navic je jesté délitelné 7.126 Bhaskarovo feseni 721 vsak neni
nejmensim ¢islem vyhovujicim podminkam, protoZe autor nevzal v uvahu, Ze
mezi déliteli jsou dvojice soudélnych ¢isel. Problému se soudélnymi déliteli se
vénoval Prthudakasvamin v komentari Brahmaguptova dila. Jestlize napiiklad
d je spolecnym délitelem cisel a1, ag a rozdil ro — 71 je také délitelny cislem d,
pak se musi vzit!'27
a1a2

n:a1X1 + 7 :(a1X1 +7"1)+ tl.

Nejmensim éislem vyhovujicim Bhéaskarové tloze je tak 301. Arabsky védec
ibn al-Hajtham (asi 965 az 1039)12® a Leonardo Pisansky se pozdé&ji zabyvali
podobnym problémem (viz [Di]).

Dalsi typ soustavy s nezndmymi x, y1, y2, - - - , ¥m a racionalnimi koeficienty
se vyskytoval v astronomii (a;, b € QT, ¢; € Q):

by1 = a1x +c1,

by = asx + ¢,

(8.14)
bYm = AT + Cy -

Soustava (8.14) se nazyvala samslista-kuttaka (samslista-kuttaka, tj. spojené

rozdrobeni). Regila se tak, Ze se vSechny rovnice secetly, ¢im# se dostala rov-
« 2129

nice

byr+y2+- 4+ yYm) = (a1 +az+--+an)z+ (1 +ca+-+cm)

s nezndmymi r a z = y1 + Y2 + - -+ + Ym, odkud se metodou kuttaka vypoci-
tala neznaméa x. Dosazenim do ptvodnich rovnic se urcily hodnoty zbyvajicich
neznamych.

Takovou soustavu fesil napiiklad Bhaskara II.:130

BiGa/vi.74

Jaké je to cislo, které ndsobené péti a vydélené Sedesdati tremi dd
zbytek sedm a ndsobené deseti a vydélené Sedesati tremi dd zbytek
étrndct?

Zadani bylo mozno vyjadiit soustavou
5r = 63y; + 7, 63y = br — 7,
10z = 63ys + 14 neboli 63y = 10x — 14.

Autor nejprve rovnice secetl a tim ziskal rovnici 63z = 15x—21, kde z = y1 +ya,
podle pravidel jesté zkratil tfemi 21z = bx — 7 a pomoci metody kuttaka nalezl
nejmensi ¢islo z vyhovujici podminkam, totiz x = 14.

126 podle [DS2], str. 133.

127 Podle [Col], str. 327.

128 Vlastnim jménem Abii Alf al-Hasan ibn al-Haytham, zvany téz Alhazen.
129 Viz sloka BiGa/vi.73, podle [Col], str. 168-169.

130 Podle [Col], str. 169.
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8.9 Pellova rovnice

Pellova rovnice je neurcitd rovnice
az® +1=1y? (8.15)

kde a je pfirozené ¢islo, které neni druhou mocninou. ReSeni (z, y) hleddme
v oboru celych ¢isel. Tato rovnice ma nekone¢né mnoho feseni, zfejma jsou tzv.
trivialni Feseni (0,1) a (0, —1). Zobecnénou Pellovou rovnici rozumime rovnici

az® +b=y?, (8.16)
kdeaeN, Ja¢ NabeZ.

Pellova rovnice ve tvaru
202 +1 =192 (8.17)

se pouzivala v Tecké matematice, kde se pomoci zlomku % hledala racionalni

aproximace y/2. Dokonce uz v 8. stol. pf. n. 1. indicky ucenec Baudhijana
vyjadiil v2 ~ 5T% kde je spravnych pét desetinngch mist 1,41421.131 T kdyz
Baudhajana pravdépodobné k vysledku dospél jinou cestou, je zajimavé, ze

¢isla x = 408 a y = 577 jsou feSenim rovnice (8.17).

Také Archimédova tloha o dobytku vede na rovnici y? = 4729494 22 + 1,
coz je Pellova rovnice. Nejmensim celociselnym feSenim tohoto problému jsou
¢isla majici vice nez 200 000 cifer.!32 Pellové rovnici a jeji historii bylo vénovano
mnoho publikaci, naptiklad [Whi], [Len], indické metody jsou popsdny mimo
jiné v [SiP1], [Wa2].

V Indii se feSenim Pellovy rovnice zabyvali zejména v 7. stoleti Brahma-
gupta a ve 12. stoleti Bhaskara II. Piestoze indi¢ti matematikové pocitali i se
zapornymi ¢isly, Feseni rovnice (8.15), resp. (8.16) hledali v oboru pfirozenych
¢isel. 133

Indové nazyvali rovnici (8.16) varga-prakrti (varga-prakrti) nebo krti-prakrti
(krti-prakrti).13* Vétsina indickych matematikti uzivala termin prakrti k ozna-
Ceni prirozeného koeficientu a, proto se také rovnice nékdy nazyvala ,ctverce
ovlivnéné koeficientem®. Na koeficient a se obcas odkazovalo pouze pomoci
slova gunaka (nasobitel) ¢ zkricené guna, pro absolutni ¢len b byly vyhra-
zeny nazvy k§épa & prakiépa (pfidany prvek); pokud byl absolutni ¢len za-
porny, fikalo se mu §ddhaka (odéitaci prvek). Nezndmou = nazyvali ddjamila
(a@dya-mala, tj. prvni kofen) a nezndmé y tikali antjamila (antya-maula, tj.
druhy koren). Nékdy se objevily také vyrazy kanisthapada nebo hrasvamila
(kanistha-pada, hrasva-mala, tj. mensi kofen) pro €islo x a dZjésthapada nebo
dzjésthamila (jyestha-pada, jyestha-mala, tj. vétsi kofen) pro y, i kdyZz ne vzdy
muselo platit z < y. PTi popisu rovnice oznacovali postupné koeficienty a, b
a neznamé x, y zkratkami pra, kse, ka, jye.

131 Vigz 3. kapitola, odstavec 3.9.

132 Vice o feseni Archimédovy tlohy lze nalézt napt. v [BS], [BaT], [Sti], [WGZ].
133 Staré indické metody Feseni Pellovy rovnice jsou shrnuty v élanku [Sy4].

134 Varga je vyraz pro druhou mocninu, prakrti znamenéa podstata & zaklad.
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Brahmaguptovo feSeni

Prvni v§znamné vysledky ve studiu rovnice (8.16) ziskal indicky matematik
Brahmagupta témér o tisic let dfive, nez se ji vénovali matematikové v Ev-
ropé. Brahmagupta ve své knize Brdhmasphutasiddhdnta uvedl néktera pravi-
dla, ktera pak vyuzil pfi feseni. Pravidlo pro feseni rovnice formuloval takto:13%

BrSpSi/xviii.65-66

Koten [uréi] dvakrdt a [dalsi] z vhodného ctverce ndsobeného nd-
sobitelem [koeficientem a] zvétsenym nebo zmensengm o vhodnou
konstantu. Soucin prunich ndsobeny ndsobitelem s prictengm sou-
¢inem druhych je druhy koven. Soucet soucini kiiZem je proni ko-
ren. Soucin prictenych nebo odectenych velicin je pricteny. Koteny
[takto nalezené] vydélené [ptvodni] pfictenou nebo odectenou veli-
¢inou jsou [kofeny| pro prictenou jednicku.

Ptvodni formulace nejsou pfili§ srozumitelné, vyjadiime je soucasnou feci
a symbolikou. Prvni ¢ast pravidla je obsazena v nasledujicim lemmatu.

Lemma 1: Necht (z1,y1) je feSenim rovnice ax?® + by = y? a (z2,92) je
fesenim rovnice ax? + by = y?. Pak (z,y), kde

T = T1Y2 + T2y1 a Y = arix2 + Y1y2, (8.18)
je FeSenim rovnice

axQ + b1by = y2.

P1i popisu feseni indic¢ti autofi zapisovali kofeny a absolutni ¢len prvni rov-
nice, kofeny a absolutni ¢len druhé rovnice do fadki po sebou. Pak je i nazor-

né&jsi ,soucin kifzem“ uvedeny v Brahmguptové pravidle.!36
x] yl b]
‘x2 yZ bZ

Brahmagupta tvrzeni nedokazoval, jen je doplnil né€kolika ptiklady. Dikaz
provedl az v 16. stoleti komentator Brahmaguptova dila Krina:'37

Diikaz: Oznacime-li jako (z1,y1) a (2, y2) postupné feseni rovnic ax?+b; = 32,
ax?® + by = y?, pak plati

ax? + by = o3 a azi + by = y2.

135 Podle [Col], str. 363.

136 Podle [Sr], str. 110.

137 Podle [DS2], str. 148-149. V Evropé dokéazal tzv. Brahmaguptovo lemma anglicky
matematik John Wallis (1616 —1703).
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Jestlize se prvni rovnice vynasobi 32, dostaneme
2,2 2_ .22
aryys +b1ys = y1yz
kde se za y3 ve druhém ¢lenu dosadi z druhé rovnice
2,2 2 _ .22
ax1ys + bi(ax; +b2) = Y1y,
po roznasobeni
2,2 2 22
ariys + abixy + b1by = yiy; .

Nyni se b; ve druhém ¢lenu nahradi rozdilem y3 — ax?, tedy
aziys +a(yi — axt)zs + biba = yiys

po Upraveé
2.2 22 _ .22 2.2 2
a(ziyz +23y7) + bibs = yiy; + a’zias.
Kdyz se k obéma strandm rovnice pri¢te 2axiz2y1Yy2, 1ze rovnici vyjadrit ve
tvaru

a(zi1ys + x2y1)2 +b1b2 = (Y192 + ax1132)2 )

tedy (z1y2 + T2y1, ax172 + y1y2) je feSenim rovnice ax? + b1by = y?. O

Indi¢ti matematikové nazyvali tuto metodu bhdvand (bhavana, tj. princip
skladan{).13® Jestlize takto ,slozili“ dvé stejné rovnice se stejnymi koteny,
uzili termin tuljabhdvand (tulya-bhavana, tj. skladéni stejnych) na rozdil od
atuljabhdvand (atulya-bhavana, tj. skladani nestejnych).

Dusledek 1: Je-li (z1,y1) feSenim rovnice ax? + b = 4?2, pak (z,y), kde
x = 2w a y = ax? +yi, (8.19)
je FeSenim rovnice ax? + b? = 7.

V ptipadé, 7ze b = 1, jde o Pellovu rovnici (8.15). Pokud zndme jedno jeji
celodiselné feseni (x1,y1), mizeme pomoci disledku 1 nalézt dalsi celo¢iselné
feseni. I kdyz timto postupem lze nalézt nekoneéné mnoho feseni, Brahmagupta
sam uvedl vzdy jen jedno. Poznamka o nekoneéném poctu feSeni se objevuje
a7 pozdéji u Sripatiho, Bhaskary, Narajany.

Druha ¢ast Brahmaguptova pravidla popisuje postup, podle néjz se reseni
Pellovy rovnice ax? + 1 = y? ziskd4 pomoci feseni zobecnéné Pellovy rovnice
az? + b = y?; zformulujeme ji jako lemma 2.

Lemma 2: Necht (x1,y;) je fesenim rovnice ax?® + b = y?. Pak (z,vy), kde

2 2 2
v x;yl a y = amlzj_yl 7 (8.20)

je fesenim rovnice ax? 4+ 1 = y2.

138 Nékdy se uzivala jména samdsabhdvand (samasa-bhavana, tj. séitaci skladani), resp.
antarabhdvand (antara-bhavana, tj. odé¢itaci sklddani).
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Diikaz: Tvrzeni plyne z lemmatu 1 a jeho disledku. Dvojice ¢isel x = 2x1y;
ay = ar? + y? je feSenim rovnice ax? + b? = y2. Pak jen stadi vydélit tuto
rovnici b? a (%, %) je FeSenim rovnice az? + 1 = 2. O

Brahmagupta predvedl popsany postup na feseni tloh, které byly vyjadieny
rovnicemi 9222 + 1 = y? a 8322 + 1 = 32,139

V prvnim piikladé misto rovnice
922% 4+ 1 = y?

uvazoval pomocnou rovnici
9222 4+ 8 = 12,

kde zménil pouze absolutni ¢len b tak, aby snadno nasel celociselné reSeni
(z1,91) = (1,10). Uzitim disledku 1 nejprve ziskal

(z2,92) = (22191, 9222 +5?) = (20,192) jako FeSeni rovnice 922+ 64 = 32
Pak podle lemmatu 2 dopocital

2 9222 + 13 5
(z3,y3) = ( :U;yl, $18—|— yl) = <—, 24> jako Teseni rovnice 922%+1= yz.

2
Protoze vsak toto feseni nebylo celociselné, pouzil jesté jednou disledek 1 a tim
dostal celociselné feseni puvodni rovnice

(z,y) = (2x3ys, 9222 + y2) = (120,1151).

Pri FeSeni druhé rovnice
8322 +1 = ¢/?

nejdiiv uvazoval (x1,y1) = (1,9) jako feseni pomocné rovnice 8322 — 2 = 3>
Podle disledku 1 plati, ze dvojice ¢isel

(z2,y2) = (22191, 8322 + y?) = (18,164) je FeSenim rovnice 8322 + 4 = 42,

Pak uzitim lemmatu 2 nalezl feseni ptivodni rovnice

2z1y1 837% + y3 18 164
— ==, — ) =1(9,82).
() = (B 5 ) < 0.

P1i feseni Brahmaguptovy rovnice nebylo nutné vyuzivat lemma 1, resp.
disledek 1, mohlo se pfimo aplikovat lemma 2 na pomocnou rovnici, jejiz feseni
bylo zndmé. Brahmagupta vSak neoddéloval jednotlivé ¢asti pravidla, prochéazel
vzdy vSemi kroky.

139 Podle [Col], str. 364.
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Rovnice ax? + b = y? je zajimava zejména pro b € {£1,42,4+4}. V tomto
pripadé lze totiz pomoci lemmatu 2 nalézt celociselné feSeni Pellovy rovnice
ax® 4+ 1 = y?, jak je ukazano dale.

Pro b = 1 jde pfimo o Pellovu rovnici (8.15). Je-li b = —1 a dvojice pfiro-
zenych &isel (z1,y1) je feSenfm rovnice ax? — 1 = y2, pak podle (8.20) ziskdme
fegeni Pellovy rovnice ve tvaru (8.19). Znaménko se zanedbavalo, staii indiéti
matematikové uvazovali jen kladnd fesSeni.

Je-li b = 2 a dvojice ptirozenych ¢isel (z1,y1) je feSenim rovnice az?+2 = y?2,
pak podle (8.20) a s vyuzitim vztahu az? = y? — 2 plati

Lo 2T arf+y? 27 -2 ,

5 = 11 a Y= 5 i yy— 1,

tedy dvojice ptirozenych ¢isel (z1y1,y? — 1) je feSenim Pellovy rovnice (8.15).
Podobn4 tivaha pro b = —2 vede k pfirozenému feseni ve tvaru (z1y1,y7+1).
Trochu slozitéjsi je pfipad b = £4. Je-li b = 4 a dvojice pfirozenych cisel

(71,91) je TeSenim rovnice az? + 4 = y2, tj. ax? = y? — 4, pak &isla

po 2y _arftyf _ yi-dtwl  yf -2
4 2 Y 4 4 2

jsou fesenim Pellovy rovnice (8.15). Cisla = a y jsou obé pfirozena pravé tehdy,

kdyz y; je sudé. Kdyz y; je liché, x1 musi byt také liché, jinak by nemohlo

platit y; = az? + 4. Pro obé é&isla z1 a y; licha se aplikuje lemma 1 na dvé
2

feseni (52, led) a (%, %) rovnice (8.15). Pak podle (8.18) ziskdme feSeni

(z,y), kde

Tyt Y1 T Y =2 myi +awd - 2wy - 1)

T e TR 1 R
y—a T L viz2 oy Wiy -2 yl(y%—3)’
2 2 2 2 4 4 2
coz jsou obé prirozena ¢isla, protoze y; je liché.
Pro b= —4 a (z1,%1) jako celo¢iselné feseni rovnice az? — 4 = y? je feSenim

Pellovy rovnice (8.15) dvojice (x,y), kde

Pt Y B y:aw%+y%:yf+4+yf:yf+2

4 2 4 4 2

Opét plati, podobné jako v pfedchozim pripadé, zZe ¢isla x a y jsou obé pfirozené
prave tehdy, kdyz y1 je sudé. Kdyz y; a x1 jsou obé licha, aplikuje se dusledek 1

ziy1 Yit+?2
na (%5, #5=) a podle (8.19) dostaneme

T1y1 Y3 +2 _ 11 (yi +2)

—9
* 2 2 2 )
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2 2
:a_(x1y1)2+ yi 2\ (i 2) i tdi 4 yi iy 42
Y 2 2 2 1 2

2 2 4 2
Pak podle lemmatu 1 s hodnotami (”712&, y12+2) a (xlyl(;“H) , y1+42y1+2> do-

staneme feSeni (z,y), kde

(i +1)(y7 +3)—2
2 )

_ mn (i +1)(%i +3)
2 )

y=(yi +2) (8.22)

a to jsou pfirozend ¢isla pro y; liché i sudé.

Vyse uvedené vztahy Brahmagupta znal, napiiklad vzorce (8.21) a (8.22)
jsou popséany slovy ve slokdch BrSpSi/xviii.69 a BrSpSi/xviii.71.14% Nepodal
vSak zadné odvozeni ani jakékoli zdiivodnéni svych navodi.

Brahmagupta tedy fesil Pellovu rovnici az? + 1 = y? tak, Ze nejprve nalezl
prirozena reseni pomocné rovnice

ar® + b=y  kde b€ {+1,+2 44}, (8.23)
pak podle lemmatu 2 mohl nalézt nejen jedno, ale nekonecné mnoho fe-

Seni. Brahmagupta vSak nedokazal vysvétlit obecné, jak zvolit pomocnou rov-
nici (8.23).

Sripatiho FeSeni
Dalsim indickym matematikem, ktery se zabyval fesenim Pellovy rovnice,

byl Sripati, ktery ve své praci Siddhdntasekhara uvedl jednoduché pravidlo,
podle néjz nalezl racionalni feseni Pellovy rovnice. Pfitom vyuzival identity

a-12+(m? —a) =m? nebo a-1% — (a — m?) = m?,
kde m je libovolné ¢islo. Pak rovnice

az® + (m? — a) = y*

mé feSeni (1,m). Podle Brahmaguptova lemmatu 2 pak nalezl feseni Pellovy

rovnice ve tvaru
2m m2+a
, .
m2—a m?2—a

V nékterych pripadech lze timto zpisobem ziskat i feseni z oboru pfirozenych
Cisel.

140 Podle [Col], str. 365-366.
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Bhaskarovo reseni

Na Brahmaguptovu praci navazal Bhaskara II., ktery popsal cyklickou me-
todu cakravdla (cakravala);'*!' to je algoritmus, podle néjz se postupné hledala
celoc¢iselnd feSeni rovnic ax?® + by = y?, ax? + by = y? atd., aZ se ziskala rov-
nice, v niz byl absolutni ¢len by roven +1, +2 nebo +4. Pomoci celo¢iselného
feSeni rovnice (8.23) se potom uzitim Brahmaguptova principu sklddéni ziskalo
celo¢iselné feseni Pellovy rovnice az? + 1 = y2.

Pravidlo mtizeme dnes vyjadiit takto:42

Lemma 3: Necht (x1,1) je celo¢iselné feseni rovnice ax? + by = y?, kde by
je celé éislo. Pak dvojice (x,y), kde

p=amty y = tum (8.24)
b1 bl

je celociselnym FeSenim rovnice

az?® + by =y%, kde by =

pro vhodné celé cislo m.

Bhaskara II. uvedl pravidlo bez dukazu. Je v8ak vidét, ze vyrazy (8.24) zis-
kédme podle Brahmaguptovych lemmat. Pouzijeme-li lemma 1 na feSeni (1, y1)
rovnice ax? + by = y? a feseni (1,m) rovnice az? + (m? — a) = y?, snadno ové-
fime, Ze

(x1m + y1,ax1 + y1m) fest rovnici  az? + (m? —a) by = y2.

Pak podle lemmatu 2 plyne, Ze dvojice (x2,¥2), kde

T1m + Y1 ary +yim
Tp=—7——, YPp=—7"—, (8.25)
by by
L) v v e . 2 2_ _ 2
je feSenim rovnice az* + mb—la =y~
Bhéaskara jesté poznamenal, Ze ¢islo m je tieba volit tak, aby xo = %

bylo celé ¢&islo!*3 a rozdil |m? — a| byl co nejmensi. Mizeme jesté predpokladat,

ze Cisla z1, y1 a by jsou nesoud€lné, protoze po zkraceni bychom dostali rovnici
s mensi hodnotou by. Pak ¢isla

_axl—i—ylm b _m*—a
Y2 = bl ) 2 — b]_

jsou také cela.

141 Slovo ¢akravdla znamena kruh.
142 Viz sloky BiGa/iii.83-86, podle [Col], str. 175-176.
143 P¥i feSeni pouzil metodu kuttaka, viz odstavec 8.8.
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Vyjéddiime-li y; ze vztahu pro zo ve vzorci (8.25) a dosadime do vztahu
pro ys, dostaneme
axy +yim  axy+ (x2by —xim)m m? —a
y2 = el == me —_ xl —
b1 b1 b1

Zm.TQ—bQ.’Bl.

Nyni staci ukazat, ze by je celé. Pak musi i yo byt celé ¢islo. Vyjadiime y; ze
vzorcu (8.25) a porovname

o 7bly2_a«%’1
y1 =brxz —x1m, n=—"—"",
m
tedy
mby xo — x1m? =biys —azx,

2

bi(mxy —y2) = x1(m” —a),

b
—l(mxg —y2)=m? —a.
T

Cislo na pravé strané je celé, tedy i vyraz na levé strané musi byt celo¢iselny.
ProtozZe ¢isla by a x1 jsou nesoudélnd, musi byt celé %;yz, tedy i %{“ = bs.
Toto Bhaskara II. védél, ale v jeho praci zadny dikaz neni.

Bhaskarova cyklickd metoda spocivala v tom, Ze se nejprve misto dané rov-
nice ax?+1 = y? hledalo celoé¢iselné feseni (x1,y;) rovnice az?+b; = y?, kde by
bylo co nejmensi. Mozna volba je takovd, ze £ ~ Va.Pokud by ¢ {+1,+2, +4},
nalezlo se podle lemmatu 3 celo¢iselné feseni (r2,y2) rovnice az? + by = 32
Tento proces se opakoval tak dlouho, dokud se nedospélo k takové rovnici, kde
br, € {£1,+2, +4}. DAl se pokracovalo podle Brahmaguptova principu skladéani.
Bhaskara II. védél, i kdyz asi jen na zakladé zkusenosti, Zze postup popsany jeho
metodou jednou skonci. Po koneéném poctu kroki se tedy ziska takova rovnice
ar? + b, = y?, kde by € {£1,42,+4}. Ve své praci popsal feseni nékolika
takovych prikladi.

Ve sloce BiGa/iii.87'4* je uvedena tloha, kterd vede na problém nalézt ce-
lo¢iselné feseni rovnice
672> +1 =19y>
Bhéaskara nejprve uvazoval ¢isla
(z1,191) = (1,8) jako FeSeni rovnice 6722 —3=19% (by = —3).

Podle lemmatu 3 pak hledal takové ¢islo m1, pro které je feSeni rovnice

672 + — =Y

144 Podle [Col], str. 176-178.
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celoc¢iselné. Reseni je ve tvaru

1-mi1+8 8my+67-1
(w2,2) = —, — : (8.26)
-3 -3
Aby ¢islo x5 bylo celé, hledal m; ve tvaru m; = —3t 4+ 1. Zaroven se po-
zadovalo, aby rozdil |m? — 67| byl minimalni, proto volil m; = 7 (t = —2).

Dosazenim do (8.26) dostal
(z2,y2) = (5,41) jako feseni rovnice 6722 +6=1y> (by=6).
Opét podle lemmatu 3 hledal ¢islo mso tak, aby rovnice

171%767:y2
6

méla celociselné feseni. Protoze feseni je ve tvaru

6722 +

5 41 41 67-5
ma + meo + ) ’ (8.27)

(z3,y3) = ( c 5

¢islo mo muselo vyhovovat podmince my = 6t + 5 s minimalnim rozdilem
|m3 — 67|, a tedy mo = 5 (t = 0). Podle vztahti (8.27) ziskal hodnoty

(x3,y3) = (11,90) jako TeSeni rovnice 672> —7=19y* (b3=-T).

Nyni znovu podle lemmatu 3 hledal ¢islo mg tak, aby rovnice

267
6727 + 1220 — 2
-7
méla celo¢iselné feseni. ReSeni je ve tvaru
11ms3 490 90ms3 + 6711
(z4,y1) = : ) : : (8.28)
-7 -7
Pro ¢islo mg platilo, ze mg = —7t + 2 a rozdil |m3 — 67| je minimalni, a tedy

ms =9 (t = —1). Z vyjadreni (8.28) pak plyne, Ze

(z4,v4) = (27,221) je feSenim rovnice 672 —2=1y? (by = —2).

V dalsim kroku hledal celoé¢iselné feSeni rovnice
672% — 2 = 2,

a to je rovnice s absolutnim ¢lenem by = —2, proto dal postupoval podle
Brahmaguptova principu skladéani. ReSenim ptivodni rovnice 6722 + 1 = 32
byla tedy ¢isla (z,y), kde

~2.27-221
o 2

67277 42217
B 2

T = 5967 a Y = 48842.
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V jiném piikladu Bhaskara II. popsal postup feseni rovnice'4®

61z? 4+ 1 = 1>

Nejprve uvazoval rovnici
6122 + 3 =92 s feSenim z1 =1,y =8 (by =3).
Uzitim lemmatu 3 hledal takové cislo mq, pro které ma rovnice

m? — 61 9

612 + T =Y

celociselné Teseni. Toto FeSeni je ve tvaru

_ 1-mqy+8

_ 8my+61-1
3 ’ N ‘

3

Z2

Y2 (8.29)

Pak hledal m; tak, aby x2 bylo celo¢iselné a rozdil [m? — 61| byl miniméalni. To
nastane pro m; = 7. Dosazenim do (8.29) dostal

o =5,y =39 jako feseni rovnice 61x? —4 =y? (by = —4).

Pak podle Brahmaguptova principu skladani nalezl nejmensi celociselné te-
Seni rovnice 6122 + 1 = y2, tedy = = 226 153980 a y = 1766 319 049.

Uvedené priklady ukazuji i znacnou pocetni zru¢nost indickych matematiki
a jejich jistotu pri pocitani s velkymi Cisly.

Na Bhéaskarovu praci navéazal dalsi indicky matematik Narajana, ktery pred-
lozil dalsi priklady. Ve své knize BidZaganita pomoci Bhaskarovy cyklické me-
tody nalezl napiiklad feSeni x = 22419, y = 227528 rovnice 10322 + 1 = 3?2
(viz [Du]).

Specialni tvary Pellovy rovnice

Indic¢ti ucenci vénovali pozornost i nékterym specialnim tvarim Pellovy rov-
nice, pro néz zformulovali samostatna pravidla. Brahmagupta i Bhaskara II.
studovali rovnici, kde koeficient a byl ¢tvercem, tedy rovnici (n € N, b € Z)

n?z® +b=1y> (8.30)

Resenim takové rovnice bylo (z,y), kde

1 1(n,
o \m ") Y=o \m ™)

145 Viz sloka BiGa/iii.87, podle [Col], str. 178.
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a m bylo libovolné ¢islo.1*® Rovnici (8.30) je mozné upravit

b=1y*—n?2? neboli b= (y—nx)(y +nx)

a substituci m = y — nx prevést na soustavu

y—nr=m,

b
y+ne=—,
m

odkud se TeSeni snadno vypocita pomoci operace samkramana.

Reseni rovnice, kde koeficient a byl nasobkem étverce, tj. a = cn?, popsal
Brahmagupta. Misto rovnice (¢, n € N, b € Z)

en*r? +b=y? (8.31)

uvazoval nejprve rovnici s mensim koeficientem, a to rovnici cz? +b = 32 a jeji

Feseni (x1,41). Rovnice (8.31) pak méla Feseni (£, y;).147

Podobnym zpisobem fesil Brahmagupta rovnici, v niz byl absolutni ¢len
nésobkem ¢tverce (a, n € N, ¢ € Z):

axr? + cn? = y°. (8.32)

Nejprve nalezl feSeni (z1,y1) rovnice az? + ¢ = y?; rovnice (8.32) pak méla
feseni (nw1,ny;).t48

Bhéskara II. vénoval rovnéz pozornost rovnici (m, n, k € N)
(m2 4 77,2)1‘2 _ k2 — y27

jejiz racionalni feSeni hledal ve tvaru (%, k—") nebo (

i k k_m) 149

n’ n

Pellova rovnice byla pro indické matematiky velmi dtlezita, jeji znalost po-
vazovali za zaklad. Rizné mnohem slozitéjsi tlohy casto vhodnou substituci
prevedli na tvar Pellovy rovnice.

V Evropé vzbudil zajem o Pellovu rovnici francouzsky matematik Pierre de
Fermat (1601-1665), jenz v roce 1657 zvefejnil vyzvu na nalezeni nejmensiho
celoéiselného feseni rovnice 6122 + 1 = y2, stejné rovnice, jejiz feseni popsal
Bhéaskara (viz napf. [CR]). Na tuto vyzvu reagovali mimo jiné francouzsky
matematik Bernard Frénicle de Bessy (1605—1675), anglicky matematik John
Wallis (1616 -1703) a irsky matematik William Brouncker (1620—-1684), jehoz
metoda TeSeni je v podstaté stejna jako ta, kterou pozdéji pfesné popsal Joseph-
Louis Lagrange (1736—1813) a kterd vyuZivala fetézové zlomky.

146 Vig sloky BrSpSi/xviii.73, podle [Col], str. 366 a BiGa/iii.95, podle [Col], str. 182.
147 Vig sloka BrSpSi/xviii.75, podle [Col], str. 367.

148 Viz sloka BrSpSi/xviii.76, podle [Col], str. 368.

149 Viz sloka BiGa/iii.88-89, podle [Col], str. 179-180.
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Leonhard Euler dokazal Brahmaguptovo lemma a polozil zaklad feSeni
Pellovy rovnice pomoci fetézovych zlomki. Kompletni teorii feseni vypraco-
val a publikoval v roce 1771 J. L. Lagrange. Dokéazal, Zze Pellova rovnice ma
nekoneéné mnoho feSeni pro kazdé a (a € N, y/a ¢ N), rovnici fesil pomoci
vyjadieni &isla y/a Fetézovymi zlomky. Vice o historii Pellovy rovnice v Evropé
lze nalézt naptiklad v [BuDM].

Pellova rovnice dostala své jméno omylem. Zaslouzil se o to L. Euler, ktery
ji chybné pfisoudil anglickému matematikovi Johnu Pellovi (1611 —1685), pres-
toze neni prokazano, ze by se J. Pell feSenim této rovnice podrobnéji zabyval
(viz [Di] a [Bar]).

8.10 Neurcité rovnice vyssich stupni

Neurcité rovnice vyssich stupii stafi Indové ptilis nestudovali, n€které zaji-
mavé priklady vSak najdeme v dile Mahaviry, Bhaskary II., Naradjany. Mnohé
z nich po upravé vedly na Pellovu rovnici. Naptiklad Bhéaskara II. fesil pro-
blém:150

BiGa/vii.178

Priklad od starijch autori. Ctverec souctu dvou cisel pridanyj ke treti
mocnin€ jejich souctu je roven dvojndsobku souctu jejich tretich
mocnin. Rekni ¢isla, matematiku!

V dnesni symbolice Glohu zapiSeme rovnici
(z+y)? + (z+y) =2(2" +4°).

Pro zajimavost uvedeme také autorovo znaceni. Aby vypocet nebyl ptilis zdlou-
havy, doporucoval Bhéaskara vyjadfit neznamé pomoci substituce x = u + v,
y = u — v. Pak si postupné vyjadril ¢tverec souctu neznamych, tieti mocninu
jejich souc¢tu a dvojnasobek souctu tretich mocnin.

Soucéasna symbolika Bhaskarovo znadeni
u, v ya, ka
(x +y)? = 4u? ya va 4
(x+y)3 =8u? ya gha 8
2(23 4+ y3) = 4u® + 12uv? ya gha 4 ka va ya bha 12

Takto pripravené vyrazy dosadil do rovnice

8u® + 4u? = 4u® + 12u0?, ya gha 8 ya va 4 ka va ya bha 0
ya gha 4 ya va 0 ka va ya bha 12 .

Odectenim 4u? rovnici zjednodusil, pak vydélil u,
u? + du = 1202,

150 Podle [Col], str. 248.
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nakonec k obéma stranam pficetl 1, aby levou stranu doplnil na ¢tverec
(2u+1)% =120% + 1.

To uz je Pellova rovnice, pro kterou stanovil dvé feseni, (v,2u + 1) = (2,7),
resp. (v,2u+1) = (28,97), odkud dopoéital u = 3, resp. u = 48 a nakonec urcil
hledana ¢isla (x,y) = (5,1), resp. (z,y) = (76, 20).

Bhéskara navic zformuloval pravidlo,'5! podle n&jz rovnici (n € N, a, b € Z)

ax2n+2 4 ben — y2

zkracenim bikvadratickym ¢lenem x2" prevedl na Pellovu rovnici az? +b = 22.
V néasledujicim pifkladu'®? takto nalezl dvé feseni (10,200), (170, 64 600) rov-
nice 52* — 10022 = 72

Nékolik typt neurcitych rovnic i s ndvodem k nalezeni neznamyjch uvedl

Narajana. Rovnice a jejich feseni mtizeme dnes zapsat takto (m, n € QF):153
2 2 2,2
3.,.3_ .2, .2 _ (m*+n%)m _ (m*+n)n
x +y =T +y7 T = m3+n3 9 y_ m3+n3 9
5., .8 _ 2 _ (m+n)’m _ (m+n)’n
x +y _($+y)7 Tr = m3+n3 ) Yy = m3+n3
N . m2n  mn?
yo= - m3 43’ Y= mE s
2 .2 2 .2
3_ .2, 2 _ (m*+n%)m _ (m*+n%)n
(‘T—i_y) = +y7 Tr = (m+n)3 ’ Yy = (m+n)3 ’
3 0 (m+n)*m (m+n)*n
X = (x r=-——"5, =
(+y)” = (z+y), (m 1) Ay
2 2
(z+y)° =y, =" ; y:7mn :
(m+mn)3 (m+mn)3

8.11 Rovnice se sou¢inem neznamych

V indickych matematickych textech byla rovnéz fesena neurcitd rovnice
se dvéma neznamymi obsahujici souc¢in neznamych. Takovou rovnici muzeme
obecné zapsat (a,b,c,d € Q) ve tvaru

ar+by+c=dxy. (8.33)

Na zna¢né poskozeném listku folio 27 recto (viz obr. 8.4), se zachovala ¢ast
alohy s rovnici bez absolutniho ¢lenu'54

3r+4y==zy.

151 Vig sloky BiGa/vii.179-180, podle [Col], str. 248.

152 Vig sloka BiGa/vii.181, podle [Col], str. 249.

153 Podle [DS2], str. 248.

154 Tento postup odpovida prekladu T. Hayashiho, viz [Hal], str. 406. V monografii [DS2]
je uvedena trochu jina interpretace.
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P1i jejim TesSeni se odkazovalo na pravidlo, podle néhoz bylo mozné urcit dveé
fesSeni rovnice

ax + by = xy
ve tvaru

(z1,51) = (b+1,(ab—1)+ (a+1)) = (b+1,ab+a),
(z2,92) = ((ab—1)+ (b+1),a+1) = (ab+b,a+1).

Zadana rovnice 3z +4y = xy se tedy resila tak, ze se nejprve kazdy koeficient
na levé strané zvétsil o jednicku: a+1 = 4, b+1 = 5; to byly hodnoty neznamych
r1 =b+1=25,y = a+ 1 = 4. Pak se vypocital soucin koeficientti, od néjz
se odecetla jednicka, tedy ab—1=3-4 — 1 = 11. K této hodnoté se postupné
pficetla dfive vypocitana ¢isla x1, y2, a tim se urcily hodnoty dalsich neznamych
y1=(ab—1)+y2=114+4=15a x9 = (ab— 1) + 1 = 11 + 5 = 16. Tak byla
stanovena dvé feSeni (z1,y1) = (5,15) a (x2,y2) = (16,4).

chh . y . taesmatki

karapam | prithakrupamvinikshipya | prithak riparn kshiptamjatam .

el

| bhyaso | tatraguna | 3 _! 4 | abhyasarm | 12 | ripahinath |1 . .
abhdgdchatuqﬁpamcha{é | atrakshiptamjatam |_15 | 16 | esatrigun

. . . tamila . . nichatu¢paricha ]} 5 | 4 | esha

Obr. 8.4: Rukopis Bakhsdli, folio 27 recto a jeho prepis!®®

Dva néavody, podle nichz bylo mozné rovnici se smiSenym soucinem vytesit,
uvedl Brahmagupta. Prvni z nich pfisoudil nezndmému autorovi.'56

BrSpSi/xviii.61
Pravidlo. Soucin koeficienti smiseného soucinu a absolutniho cisla
pricteny k soucinu [koeficientt] nezndmgych je vydélen libovolné zvo-
lengm mmnozstvim. To, co je vétsi z toho libovolného délitele a podilu,
je pricteno k mensimu [koeficientu] a mensi k vétsimu a tyto dva vy-
délené smisenym soucinem [koeficientem| jsou zaménitelné.

155 Pievzato z [Kayl].

156 Podle [Col], str. 361. Prakticky stejné pravidlo uvedl i Sripati, viz [DS2].
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V komentafi je uvedeno, zZe takto muze byt rovnice feSena az poté, co byla
upravena tak, Ze se smiSeny soucin osamostatnil na jedné strané. Potom pro

p € Q za predpokladu a > bap > dc+ab je TeSenim rovnice (8.33) dvojice ¢isel
1 1 dc+ ab

— = — . . 4

S(b+p), y d(a+ 5 ) (8.34)

Toto vyjadfeni mohlo byt vysledkem nésledujicich ivah. Rovnice se vynésobila
koeficientem d a prevedla do tvaru

d*zy — dax — dby = dc,
kde se po pricteni ab vyjadrila leva strana jako soucin
(dz —b)(dy —a) =dc+ab.

Nasledna substituce p = dx — b vedla k uvedenému tvaru feseni. Substituce
p = dy — a by pak smérovala ke druhému vyjadfeni naznacenému v zavéru
pravidla

1 dc + ab 1
x—3<b—|— p >, y—a(a—l—p). (8.35)

Timto postupem Brahmagupta Fesil ilohu,'®” kterou v souc¢asné symbolice
muizeme zapsat rovnici
zy — 3z — 4y = 90.

Po osamostatnéni souc¢inu nezndmych dostal tvar (8.33), kde a = 3, b = 4,
c=90,d=1, tedy
3x+4y+90 = zy .

Je vidét, ze a < b. Pak vypocital de+ab = 102 a volil libovolné zvolené mnoZstvi
p=17. Podil % = % = 6 je mensi nez p, proto podle druhé ¢asti pravidla,
tj. vzorcli (8.35) urdil nezndmé x =4+ 6 = 10, y = 34+ 17 = 20.

Jako dalsi moznost uvedl Brahmagupta postup, kdy si zvolil jednu nezndmou

libovolné a druhou dopoéital.!5®

Dva zpusoby feSeni rovnice se smiSenym soucéinem (8.33) uvedl Bhaskara II.
v praci BidZaganita. V prvnim,'®? stejné jako jeho piedchiidce Brahmagupta,
navrhoval zvolit jednu z neznamych a druhou dopocitat podle pravidla pro
FeSeni rovnice s jednou neznamou, pricemsz prostrednictvim riuznych predpokladi
mauze byt ziskino nekonecné mnoho odpovédi.

Vipocet podle druhého pravidla,'? které je zobecnénim postupu Brahma-

gupty, miizeme vyjad¥it vzorci, kde p je libovolné &islo a ¢ = & (—;3 + —fl):
T = , = , resp. T = , = . .
] p, y= l q p ] q, Y l p

157 Vig sloka BrSpSi/xviii.62, podle [Col], str. 361.

158 Viz sloky BrSpSi/xviii.63-64, podle [Col], str. 362.

159 Viz sloka BiGa/viii.208, podle [Col], str. 268.

160 Vig sloky BiGa/viii.212-214, podle [Col], str. 270-272.
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Své pravidlo Bhaskara II. ilustroval na ptikladu, kde se pokusil podat dva
dukazy — k$étragata (ksetra-gata, tj. geometricky) a rdsigata (rasi-gata, tj. al-
gebraicky).161

BiGa/viii.212—214 (&ast)
Priklad. Rekni dvé ¢isla takovd, Ze soucet ctyrndsobku a trojndsobku
pricteny ke dvéma je roven soucinu cisel.

Ukolem bylo nalézt feseni rovnice
4o +3y+2 =uzy,

v niz prvni nezndmou x autor nazyval jdvat-tdvat a znacil ya, druhd neznama
y se jmenovala kdlaka s oznacenim ka, absolutnimu ¢lenu se fikalo ripa, ve
zkratce ru, smiSeny soucin neznamych byl bhdvita, zkracené bha. Uvedeme celé
Bhéaskarovo feseni.
Zde to, co je primo ddno, dvé strany rovnice jsou
ya 4 ka3 ru2
ya ka bha 1.
Soucet soucinu koeficienti s absolutnim cislem je 14. Toto, délené
jednickou zvolenou jako predpokldidané cislo, ddvd 1 a 14 jako pred-
pokladané cislo a podil. Tyto, se dvema koeficienty postupné prida-
nymi podle volby, zaridi hodnoty ya a ka, bud 4 a 18 nebo 17 a 5.
S predpokladem dva vyjdou 5 a 11 nebo 10 a 6.

Predvedent nasleduje. Je v kaZdém pripadé dvojndsobné; jedno geo-

metrické, druhé algebraické. Geometrické odvozent je preddno zde.

Druhd strana rovnice je rovna smiSenému soucinu velicin. Ale ten

soucin je plocha obdélnikového utvaru. Dvé barvy [nezndmé] jsou
ka 1

strana [ya] o kolmice [ka] . ya 1 Uvnitr* rovinného ob-

razce je obsaZeno Ctyrikrdt ya, trikrat ka a dvaekrdt jednotka. Z ob-
razce pak se odebere ctyrikrdt ya, stejné jako ka minus ¢tyri vynd-
4

sobené svym koeficientem [3], stane se ya 3 A druhd

ka

strana rovnice, s niZ se takto zachdzi, md vysledek 14. To je plocha
zbylého obdélniku, ktery lezi v rohu uvnitr obdélniku predstavugjiciho
smigeny soucin. A to je soucin strany a kolmice, ale ty jsou ne-
zndmé. Proto se za stranu vezme zvolené éislo [p|, a kdyz jim je
plocha vydélena, podil dd kolmici. Jedna z téch dvou [strana nebo
kolmice] s pFidanygm cislem rovngm koeficientu u ya je kolmici obdél-
niku predstavujictho smiseny soucin, protoZe ta kolmice byla prdaveé
o tolik zmensend, kdyz ctyrikrdt ya bylo z obdélniku odebrdno.

161 Podle [Col], str. 271-272.
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Stejnym zpusobem ta druhd, prictenim cisla rovného koeficientu
u ka, davd stranu. To jsou presné hodnoty ya a ka. Nyni bude vy-
svétlen algebraicky dikaz. Ten je také zaloZen na obrdzku. Necht jsou
poloZeny dalsi barvy ni 1, pi 1 [p, q| za délku strany a kolmice malého
obdélniku uvniti velkého, ktery odpovidd strané a kolmici predstavo-
vané€ ya a ka. Pficteni jedné z nich [p] k ¢islu rovnému koeficientu
u ya ddvd hodnotou jedné strany obdélniku [druhd zvétsend o koefi-
cient u ka je druhou stranou|: viz n71 ra 4 a pi1 ra 3. Nahrazenim
ka, ya témito [y = p+4, x = ¢+ 3] v obou strandch rovnice se horni
strana stane pir4 ni 3 ru 26; a ta, kterd obsahuje soucin, se preméni
na niptbhal ni3 prd rul2 [4q+ 3p+ 26 = pq+ 3p+ 4q + 12].

Po odectent je dolnt strana rovnice ni pi bha 1, a ta horni je ru 14
[14 = pq]. To je plocha vnitiniho obdélniku a ta je rovna soucinu
koeficientt pridanému k absolutnimu c¢islu. Jak hodnoty barev odtud
vyvodit, uz bylo ukdzdno.

Pravé tato operace byla preddna ve strucném tvaru starovékymi uci-
teli. Algebraické predvedeni musi byt vystaveno tém, kdo nepochopili
geometrické. Matematikové prohldsili, Ze algebra je pocitdni spojené
s predvedenim: jinak by nebylo rozdilu mezi aritmetikou a algebrou.
Proto bylo vysvétleni podstaty Tesent ukdzdno dvéma riznymi zpi-
soby.

Bhéaskaruv diukaz predpoklada rovnici upravenou tak, Ze koeficient u sou¢inu
neznamych je roven jedné, tj.

a b c
a:y:gx—i-gy—&-g.

Prevedenim ¢lent s nezndmymi na levou stranu a jejich upravenim na soucin

se dostane b .
-2

b

SH

kde se i pravd strana hleda ve tvaru souc¢inu: 3 + 22 = pq. Kdyz se zvoli
L2 Ak e _a_Lfc ab
o=, pak] v-g=\ateE)
nebo je mozné druha volba
_e_ akic gl _lfc ab
y—-=p,  pak] i—p\atE)

coz odpovida vzorcim (8.36) popsanym v Bhaskarové pravidle.

Autor vsak ve vykladu pokracoval a vysvétloval, jak je mozné si alohu pred-
stavit, pokud jsou koeficienty ¢, resp. % zaporné, nebo kdyz koeficienty u ne-
znamych jsou kladné, ale vétsi nez strany obdélniku.
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Jak bylo vyse receno, soucin koeficienti pricteny k absolutnimu
¢islu je plocha jiného malého obdélniku leZictho v rohu uvnitt
toho, ktery predstavuje soucin nezndmgych. Nékdy je to wvsak ji-
nak. Kdyz jsou koeficienty zdporné, obdélnik predstavujici soucin
bude wwvnitr v rohu toho druhého. KdyzZ jsou koeficienty vétsi nez
strana a kolmice obdélniku predstavujictho soucin a jsou kladné,
novy obdélnik bude stdt vné v rohu toho predstavujictho soucin, viz.

. 40
3 ka
ya
ni 3 ni 42
pi [ 1ya
ka

Kdyz je to tak, koeficienty zmensené odectenim zvoleného cisla a
podilu jsou hodnoty ya a ka.

8.12 Dvojité rovnice
Dvojité rovnice prvniho stupné

Dvojitymi rovnicemi prvniho stupné rozumime soustavu (a, b, ¢, d € Q)
ax +b=u?, (8.37)
cr +d =02,
ktera se v indické matematice vyskytuje pomérné casto.

Jedna z prvnich dloh vyzadujicich feSeni soustavy (8.37) se dochovala na
dobie ¢itelném listku 59 recto rukopisu Bakhidli (viz obr. 8.5).162

BMs/59R
Neéjaké cislo zvétsené o § se dda odmocnit, stejné c¢islo zmensené o 7
se take da odmocnit. Jaké je to cislo, to je otazka.

Problém mtizeme vyjadfit rovnicemi typu (8.37) s koeficienty a = ¢ =1,
r+5=u?
x— 7=

V rukopisu byl popsan postup vypoétu:163

Soucet pficteného a odecteného je 12, z toho polovina [je] 6, minus
dva [jsou] 4, z toho polovina je 2, umocnéno 4. Mélo by byt zvétseno
odecitanym. [Odecitané je| 7, prictenim toho dostaneme 11. To je
[pozadované] cislo.

162 Podle [Kay?2], str. 215.
163 Podle [DS2], str. 258 a [Ex].
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Tomu odpovida vyjadieni nezndmé x v soucasné symbolice

1/5+7 2
— (2L 9 7=11.
=3 (2]

Postup byl pravdépodobné odvozen tak, Ze se v soustavé (8.37), kde a = ¢ =1,

r+b=u? (8.38)
z+d=1v%

odecetla druha rovnice od prvni, b —d = u? — v2, a pak se obé strany vyjadfily

ve tvaru soucinu
b—d
— = (u+v)(u—v),

kde p byla néjaka vhodné zvolena konstanta. Porovnanim ¢initelu

u+v=——, U—vV=Dp
p
a pomoci operace samkramana se nejprve urcilo v = % (% — p), pak se vy-
poéitalo x dosazenim do druhé rovnice soustavy (8.38):164

e )

Metoda popsana v rukopisu pocitala s hodnotou parametru p = 2. V ruko-
pisu jesté nasledovala zkouska, tedy 11 +5=4a /11 -7 =2.

164 Podobné pravidlo uvedl i Brahmagupta, viz BrSpSi/xviii.82, podle [Col], str. 370.
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|| uda || korasipamachayuta . @ . . sa raéissapta
miuladakosorasiritiprashnah (0 5 yumii O)ysd 0 7+ mu O
11 1{ 11

nam | yutahinamchamekatvam l 12 { ta |

lam , 6 l dvihrinamm | 4 i dalam[ 2 I varga,ml 4 |hineyuti1hchakartavy5
D & |7+, anenayuti | 11 l efasarasi || asyapratyanayane

1 yu b ma 4 11 7+ ma 2 pamchasamasutrain 50
1 1 1 11 1

|| sttram gavamvisesha kartavyam dhanarmchaivapuna

Obr. 8.5: Rukopis Bakhsdli, folio 59 recto a jeho prepis!®?

Soustavu (8.37) fesil i Brahmagupta, a to pro b = d = 1. P¥i vypoétu vyuzil
Pellovu rovnici. K tomu uvedl jednoduché pravidlo:'66

BrSpSi/xviii.78
Pravidlo. Nalézt veli¢inu takovou, kterd je postupmé vyndsobend

dvéma ndsobiteli, k tomu md pokaZdé prictenou jednicku a oba tyto
soucty dovoluji odmocnénd.

Soucet ndsobitelu vyndsobeny osmi a vydéleny ctvercem jejich roz-
dilu je veli¢ina [hledand]. Trojndsobek kaZdého ndsobitele pricteny
k tomu druhému a vydéleny jejich rozdilem jsou koreny.

Uvedené pravidlo slouzilo k feSeni soustavy
az + 1 = u?, (8.39)

cx +1 =02

Brahmagupta eliminoval z, ¢im# dostal rovnici cu?+4a—c = av?. Po vynasobeni
koeficientem a ziskal zobecnénou Pellovu rovnici s nezndmymi (u, av)

acu® + a(a — ¢) = (av)?.
Sikovnym uzitim lemmat, viz odstavec 8.9, vyjadiil u, v (kofeny) ve tvaru'®?

3a+c a4+ 3c
U= =

) v = 9
a—=c¢ a—=c¢

odtud pak dosazenim do jedné z rovnic soustavy (8.39) vypocital nezndmou
veli¢inu z

8(a+c)

rT=——"02".
(a—c)?
165 Pievzato z [Kayl].

166 Podle [Col], str. 368-369.
167 Odvozeni je naptiklad v [Er], str. 103.
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Stejnym zptisobem se mohla fesit i soustava (8.37), kde bylo b = 72, d = 52,
protoze vydélenim prvni rovnice r? a druhé s? se ziskala soustava (8.39).

Obecnym piipadem soustavy (8.37) se zabyval Bhaskara II. Uvedl dosti slo-
zité pravidlo,'%® jak vhodnou linearni substituci soustavu pievést na Pellovu
rovnici. Predpokladal, ze u = my + 1 pro libovolné m € N, pak z prvni rovnice
soustavy vyjadril x

1
ar +b= (my+1)? = xza[(merl)sz].

Dosazenim do druhé rovnice a doplnénim levé strany na ctverec dostal Pellovu
rovnici s nezndmymi (v, cmy + ¢)
(emy + ¢)* = acv® + (bc* — acd)

K objasnéni pravidla piispéla tato tloha, i kdyz zde je opét b = d = 1:169

BiGa/vii.197

Priklad. Jsi-li odbornik na metodu vyloucent stredniho clenu, rekni
mi ¢islo, které kdyz se zvldst vyndsobi tremi a péti a pak pridd jed-
nicka, se stane ctvercem.

Jinymi slovy, hledalo se ¢islo x vyhovujici soustave

3z +1=1u?
5r4+1 =17
Bhaskara podle pfedchoziho pravidla zvolil m = 3, tedy u = 3y + 1, pak méla

prvni rovnice tvar
3z 4+1=(3y+1)>%
Odtud vyjadril
x=3y?+2

a dosadil do druhé rovnice
1552 + 10y + 1 = v?,

kterou nasledné vynasobil patnacti a pricetl deset, ¢imz doplnil levou stranu

na ¢tverec
(15y +5)% = 150% 4+ 10.
Tak vyjadfil tlohu Pellovou rovnici s nezndmymi (v, 15y + 5). Postupem uve-
denym difve!™® vypodéital dvé Feseni
v=29, 15y +5 =35, odtud =2, z=16,
v="T1, 1by+5=275, odtud y=18, x=1008.
168 Viz sloky BiGa/vii.195-196, podle [Col], str. 259.
169 Podle [Col], str. 259-260, [DS2], str. 265. Stejnym typem soustav se zabyval Narajana

v prvni kapitole prace Ganitakaumuds.
170 Viz odstavec 8.9.
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Bhaskara ukazal jesté dalsi zpiisob, jak soustavu upravit. Vyjadftil « z prvni

rovnice, z = 3 (u?—1), a dosadil do druhé 2u? — 2 = v2. To uz byl tvar, v némz

,vidél“ Pellovu rovnici, pro niz nasel feseni u =7, v = 9, a tedy x = 16.

Dvojité rovnice druhého stupné

V indické algebte se vyskytovaly dvojité rovnice druhého stupné dvou typi,
které se lisily tim, Ze jeden obsahoval smiseny souéin neznamych. Obecné tak
mizeme tyto soustavy vyjadfit (aq,b1,c1,d1,as,be, ca,da € Q) ve tvaru

a1 + biy? + 1 = u?, (i) arz? + dyzy + biy? + ¢ = u?, (ii)
asx® + bay® + 2 = 02, azx? + dozy + bay? + co = V2.

Studiem takovych rovnic se zabyval predevsim Bhaskara II., vysetfoval vSak jen
urcité specidlni kombinace koeficientti. Nejpodrobnéji rozebiral typ (i) s koefi-
cienty by =1, by = —1, ¢; = ¢p = +1.171

BiGa/vii.194

Priklad od prastarého autora. Vypocitej a tekni, jestli vis, dvé cisla
takovd, Ze soucet a rozdil jejich ctvercu s jednickou prictenou ke
kaZdému jsou ctverce, nebo kterd jsou takovd s timtéz odectenym.

V prikladu autor fesil dvé soustavy, z nichz prvni byla

2?4yt + 1=’ (8.40)
22—yt 1=0%

Cilem bylo, jako v mnoha jinych tlohach, uplatnit pfi feseni znalost Pellovy
rovnice. Bhaskara II. volil 22 = 522 — 1, y? = 422, protoze soucet a rozdil téchto
s pridanou jednickou dovoluji odmocnéni

22 +y?+1=(32)%

22—yt 1=22

problém tak vyjadfil pomoci jedné neznamé z. Tu vypocital z Pellovy rovnice
522 —1 = 2?2, pro niZ nalezl dvé feseni (z,z) = (1,2), (z,2) = (17, 38). Nakonec
ze druhé substitu¢ni rovnice dopocital y. Podminkdm zadéani vyhovovala ¢isla
=2,y =2 resp. x =38, y = 34.

Druhou é&ast piikladu miizeme vyjadiit soustavou!”?

22+ y? -1 =12 (8.41)
22—y —1 =102

171 Podle [Col], str. 257-258, [DS2], str. 267.
172 Stejny typ soustavy byl fesen i v Lildvati ve slokach Lila/iii.59-60, Lila/iii.61, viz [Col],
str. 27-28. Tam se vSak nemluvilo o feseni Pellovy rovnice.
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Reseni autor hledal stejnym zptisobem jako u predchozi soustavy, zde volil
2?2 =522 + 1, y?> = 42%. Pro Pellovu rovnici 522 + 1 = 22 stanovil dvé FeSeni
(z,2) = (4,9), (z,2) = (72,161) a odtud uréil, ze zadani vyhovuji ¢&isla z = 9,
y =8, resp. x = 161, y = 144.

V zévéru jesté naznacil dalsi moznosti, jak takové tilohy fesit. V prvni z nich
uvazoval soustavu (8.40) a predpokladal, ze mensi &tverec je ¢tyfi, tj. y? = 4,
pak odectenim druhé rovnice od prvni a rozlozenim na soucin dostal

292 = (u —v)(u +v),

kde polozil © — v = 2, pak u+v = y? = 4 a podle metody samkramana snadno
dopocital u = 3, v = 1. Dosazenim do prvni rovnice stanovil x = 2. Pfitom
upozornil, ze hodnota menstho ctverce musi byt navrZena tak, aby druhy byl
celociselny, a piipojil poznamku, Ze k cili vede jesté volba y? = 36.

Druhy zpisob je zobecnénim metody, kterou pouzil pii vypoctu. Bhaskara
vychazel z identit (a + b)? = a® + b% + 2ab, (a — b)? = a® +b®> — 2ab a &isla z, y
hledal ve tvaru

22 = (a® + %22 1, y? = 2abz?, (8.42)

protoze

m2+y2+1:(a2+b2)22—1+2abz2+1:zz(a+b)2:uz,
2=y 1= (2 +b7)22 —1—2ab2® + 1 = 2%(a — b)* = o*.

K tomu ovSem musel zajistit, aby soucin 2ab byl ¢tvercem. To Bhaskara zaiidil
2

tak, Ze za a zvolil néjaky étverec a = p? a za b polovinu ¢tverce b = %,

tim dostal 2ab = p?¢®. Vyjadieni 2% v (8.42) ptedstavuje zobecnénou Pellovu

rovnici (a? 4+ 6?)22 — 1 = 22, resp. (p* + %)z2 —1 =22, jejiz feseni (z,x) Bha-
skara umél vypocitat. Pomoci z pak podle (8.42) dopo¢ital y = v2abz = pqz.
Na zévér navrhl hodnoty a = 1, b = 2, pak 2ab = 4, a®> + b> = 5, nebo a = 9,

b =2, pak 2ab = 36, a® + b? = 85.

Pro srovnani uvedeme dalsi pfedpisy pro feSeni soustavy (8.41), jak byly
uvedeny v aritmetické Lildvati.'™ Pro libovolné nenulové éislo p muize byt
feSenim

1 <8p2—1>2 8p? — 1 64p* — 1 1 <8p2—1>2
r = — —i—l’ Yy = , U=———", V= —

2 2p 2p 8p? 2 2p
nebo
1 1 1
x:p+?p, y=1, u:p+?p, v:p—Q—p,
pripadné
r=8p*+1, y = 8p>, u=4p*(2p* +1), v=4p*(2p* - 1).

173 Podle [Col], str. 27-28, [Er], str. 132.
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Posledni vztahy uvedl i Narajana s tim rozdilem, Ze misto p uvazoval
(viz [DS2], [DVP]).
Na jinou dvojitou rovnici druhého stupné, opét ve specidlnim tvaru, vedl

nasledujici priklad:1™

BiGa/vii.199

Priklad. Rekni rychle, jakd jsou dvé cisla, pro néz, stejné jako pro

Sest a pét, rozdil jejich ctverct postupné vyndsobeny dvéma a tremi,

s trojkou pridanou k témto soucinim, ddvd v obou pripadech ctverec.

Bhéaskara hledal feseni této slovné popsané soustavy

2 (2% —y?) + 3 = u?,
3(2? —y?) +3 =12

Substituci p = 22 — y? dvojitou rovnici druhého stupné pievedl na dvojitou
rovnici prvniho stupné

2p + 3 =u?,
3p+ 3 =12,

kterou podle metod popsanych drive resil tak, ze z prvni rovnice vyjadril p
a dosadil do druhé, ¢im# po tpravach vznikla Pellova rovnice 6v% + 9 = (3u)?.
Jejim nejmensim feSenim bylo (v,3u) = (6,15), tedy v = 6, u = 5. Odtud
vypoéital p = 11, tj. 22 — y> = 11. Obé strany vyjadfil ve tvaru souéinu
(x —y)(x +y) = 1-11 a nakonec metodou samkramana vypocital hledand
¢isla ¢ = 6, y = 5. Jiné feSeni Pellovy rovnice (v,3u) = (60,147) pak vedlo
k hodnoté p = 1199. Protoze toto p neni prvocislo, bylo mozné je vyjadrit ve
tvaru soucinu dvéma zpusoby a nalézt dalsi dvé Teseni:

(z—y)(zr+y)=1-1199, odtud =z =600, y = 599,
(r—y)(x+y)=11-109, odtud =z =60, y = 49.

Navic jesté uvedeme jednu soustavu druhého typu se smiSenym souc¢inem.”®

BiGa/vii.189

Priklad. Rekni mi rovnou dvé ¢&isla takovd, Ze soucet jejich ctverci
pridany k jejich soucinu dovoli odmocnéni a jejich soucet vyndso-
beny tou odmocninou a pridany k jednicce mize byt také ctvercem.

Zadéani vede na soustavu
2?4+ y? 4+ ay = u?,
(z+y)u+1=122

174 Podle [Col], str. 261.
175 Podle [Col], str. 254-255, [DS2], str. 267.
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Bhaskara se nejprve zabyval prvni rovnici; vynasobil ji ¢islem 36, levou stranu
doplnil na ¢tverec, tim dostal

(62 + 3y)? + 27y? = (6u)?.
Odtud vyjadril vyraz 27y? jako rozdil étvercii, ktery vyjadril ve tvaru soucéinu:
27y = (6u)® — (6x + 3y)* = [6u — (62 + 3y)] [6u + (6x + 3y)] .

Takto vSak mohl rovnici upravit pouze diky tomu, ze a = 1. Nyni oznacil
2
p = 6u—(6x+3y), pak 6u+ (62+3y) = %, a tedy podle operace samkramana

plati
1 (274>
6u:_< il +p>7
2\ »p
1 /274>
6x+3y:—( Y —p).
p

2
Bhaskara zvolil p = y, pak z rovnic vyjadfil u = %y, T = %y Dosazenim do
druhé rovnice dané soustavy dostal Pellovu rovnici

) 7
<§y+y> gy—i-l =, tj. 5692 + 9 = (3v)?,

nalezl jeji feSeni y = 6, resp. y = 180, pak dopocital z = 10, resp. = 300.
V obecnéjsim ptipadé, kdy prvni rovnice méa tvar
ax® + bry + cy® = u?,

kde a ani ¢ neni ¢tvercem, je mozné doplnit levou stranu rovnice na ¢tverec

b \? b
<a:c + 53/) + 32 (ac - Z) = au®. (8.43)

Tuto rovnici miizeme vydélit y? a upravit do tvaru Pellovy rovnice

w\? N b2 z b\ >
al— ——ac=(a—+ -] .
Y 4 y 2
Pomoci jejiho feseni (%, ay + %) se vyjadii x a u v zavislosti na y. Tyto hod-

noty se pak dosadi do druhé rovnice, které je opét Pellova.

Piipadné je mo#né rovnici (8.43) vydélit u?, tim se dostane Pellova ve tvaru

b2 Y\ 2 2ax + by \ 2
(Z_ac>(ﬂ) +a< 2u '
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7 jejiho TeSeni se vyjadii z a y v zavislosti na u. Dal se postupuje stejnym
zplusobem, dosadi se do druhé rovnice, kterd ma i v tomto pripadé tvar Pellovy
rovnice.

Pro feseni obecné dvojité rovnice druhého stupné predlozil Bhaskara pouze
velmi stru¢ny navod, neuvedl vsak zadny piiklad.

Dvojité rovnice vysSich stupni

Bhaskara II. tesil nékolik tloh, které vyzadovaly znalost feseni dvojité rov-
nice vyssiho stupné. Zadani i postup feseni pfipomina nékteré tlohy Diofantovy.

Jedna z takovych tloh je napiiklad tato:'76

BiGa/iv.122

Priklad. Jestli znads dvé cisla, soucet jejichz tretich mocnin je ctve-
rec, a soucet jejich cCtvercu je treti mocnina, uzndm té za vynikaji-
ctho algebraika.

Zadani odpovida soustava
3 3 2
r°+ Yy =u",

2 2
x°+y :1)3,

kterou Bhaskara Fesil substituci = = p?, y = 2p?. Tak soustavu upravil do tvaru

9p® = u?, 5pt = v

Prvni rovnice byla splnéna, 9p® = (3p®)2, zbyvalo jesté zvolit p tak, aby 5p*
bylo tfeti mocninou. Bhéskara hledal v jako néjaky nasobek 5p. Po dosazeni
do druhé rovnice dostal 5p* = (g - 5p)3, odtud p = 25¢>. Volba g = 1 pak vedla
k feSeni x = 625, y = 1250.

Stejnou soustavu fesil Narajana. V prvni kapitole prace Ganitakaumudi
uvedl obecny tvar neznamych (g € Q™)

6 6
q 2q
= —. 8.44
55 y=3¢ (8.44)
K tomuto vyjadfeni mohl dospét zobecnénim Bhéaskarovy metody. Po substituci
x = mp?, y = np? byla prvni rovnice ve tvaru (m3+n3)p% = u2. Aby leva strana
byla étvercem, volil ¢isla m, n tak, aby soucet jejich tfetich mocnin m? + n?

byl étvercem. Dosazenim za = a y do druhé rovnice dostal (m? + n?)p* = v3,

kde volil v = gp. Rovnici upravil a vyjadiil p = mzqijnm odtud = = %,

y= %. Volbou m = 1, n = 2 dostal vySe uvedend vyjadreni (8.44).

176 Podle [Col], str. 202.
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Uvedeme jesté jednu tlohu, kterd je zajimava tim, Ze ji Bhaskara fesil dvéma
zpiisoby. 17"

BiGa/vii.188
Priklad. Vypocti rychle dve cisla takovd, Ze soucet treti mocniny
[jednoho] a étverce [druhého] je ctverec, a soucet cisel samotnych je

vv v

rovnéz ctverec.

V soucasné symbolice bychom podminky vyjadiili rovnicemi:

3 2 2
r° + Yy’ =u,

r+y = v

Prvni Bhaskarova metoda spoéivala v tom, Ze si 2> z prvni rovnice vyjadfil
jako rozdil étvercti u? —y?, a ten si jesté predstavil jako souéin souétu a rozdilu

2 =u—y)(uty).

x

Zvolil u — y = p, odtud v +y = ?3 a z téchto dvou vztahi dostal vyjadieni
U = % (%” —I—p) y Y = % (%3 —p). Nyni polozil p = x a dosadil y do druhé

rovnice:

1
x+§(x2—x):v2, tj. 2 +x = 2%

Vynésobenim ¢tyimi a pfictenim jednicky doplnil levou stranu na ¢tverec
(22 +1)% =82 +1,

a to uz byl tvar Pellovy rovnice, pro niz uréil dvé feseni (v,2x + 1) = (6,17),
resp. (v,2x +1) = (35,99). Z nich nakonec uréil neznamé (x,y) = (8, 28), resp.
(x,y) = (49,1176).

Pfi feseni tilohy druhym zptisobem pouzil substituci = = 2p?, y = 7p?; tim
byla splnéna druha rovnice soustavy, prvni pfesla do tvaru

8p°® + 49p* = u?, tj. p*(8p* +49) = u>.

Aby soudin na levé strané byl ¢tvercem, musel byt vyraz v zavorce také ¢tver-
cem. To plati pro p =2, p = 3, p = 7 atd.; a pomoci téchto hodnot Bhaskara
dospél k fesenim (z,y) = (8,28), (z,y) = (18,63), (x,y) = (98, 343) atd.

8.13 Vicenasobné rovnice

V Bhaskarové BidZaganité nalezneme né€kolik zajimavych ptrikladd, v nichz
si autor musel poradit s feSenim soustavy s vice nez dvéma rovnicemi. Byly to
ulohy, kde se hledala vétsinou dvé prirozena ¢isla, jejichz soucet, rozdil, soucin

177 Podle [Col], str. 253-254.
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apod. byl druhou nebo t¥eti mocninou néjakého prirozeného ¢isla. Pti feseni se
vyuzivala Sikovné zvolend substituce, v nékterych prikladech i znalost Pellovy
rovnice.

Jedna z takovych tloh je tato:1™
BiGa/iv.121
Priklad. Jsi-li odbornik na takové vypocty, vekni rychle dvé cisla,

jejichz soucet a rozdil jsou oba ctverce, a vysledek jejich ndsobent je
treti mocnina.

Zadani vedlo na soustavu tfi rovnic:

x+y:u2,
a:—y:vQ,
a:y:w?’.

Bhéskara vhodné zvolenou substituci x = 5p?, y = 4p? zajistil splnéni prvnich
dvou rovnic a zbyvalo mu vyftesit tieti, tj. 20p* = w?3. Pomoci volby w = 10p
ziskal po zkraceni rovnici 20p = 1 000, odkud snadno vypocital p = 50, potom
dosazenim do substitu¢nich rovnic stanovil x = 12500, y = 10 000.

Bhaskarovu substituci miizeme vyjadrit obecné
= (m? +n?)p?, y = 2mnp>.

Cisla z, y jsou zapsana v takovém tvaru, aby = + vy i  — y byly étverce. Pak
tfeti rovnice mé tvar 2mn(m? + n?)p* = w3, kde se w hleda jako jako né&jaky
nasobek p, napriklad w = gp, neboli

2mn(m? + n?)p* = ¢3p.

Odtud se vyjadii (pro libovolnd m, n, ¢ € N) nejprve p, potom z a y:

_ ¢
b= 2mn(m? 4+ n?)’
PR (2°) _ (¢°)”
r=(m"+n )[2mn(m2 AR y=2mn Brmn(m? - D (8.45)
179

Tento tvar Teseni popsal také Narajana:

GaKa/i.5 (¢ést)

Jak bylo vyse uvedeno, dvé cisla, kdyzZ se vyndsobi podilem ctverce
treti mocniny libovolného cisla a ctverce jejich soucinu, jsou Cisly
poZadovanymi.

178 Podle [Col], str. 201-202.
179 Podle [DS2], str. 286, [DvP], str. x—xi.
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Dvé é&isla, o nichz Narajana mluvil, byla m? +n? a 2mn. Prom = 1, n = 2,
g = 10 dostal stejné vyjddieni (8.45) jako Bhéaskara, navic vSak jesté uvedl
nékolik dalsich racionélnich feseni.

Pfi feSeni nésledujici ilohy vyuzil Bhaskara aritmetickou posloupnost.!8°

BiGa/v.143-144

Priklad. Jakd jsou ctyri mnozstvi, priteli, z nichZ kaZdé po prictent
dvojsky umozZnuje odmocnént, a jejichZ souciny po dvou sousedicich
stanou se také ctvercovymi cisly, kdyz se k nim pridd osmndct,
a kterd jsou takovd, Ze odmocnina ze souctu vsech odmocnin pri-
daného k jedendcti je trindct? Rekni mi je, algebraiku.

Podminky ze zaddni mizeme vyjadrit rovnicemi

m1+2—u?, m1x2—0—18:vf,

;1;2+2:u§7 $2$3+18=U§,

x3+2—u§, $3$4+18=U§;
2

Ta+2=ui,  Vuirt+ugtuztus+or+vg+oz+11=13.

Bhaskara patrné z prvnich dvou rovnic dosadil do paté
(uf —2)(uj — 2) + 18 = v?,

po Upraveé
(uyug — 2)2 —2(ug — u1)2 +18 = v% )

Leva strana bude ¢tvercem, pokud 2(ug — up)? = 18, neboli

/18
Uy — UL = 7:3, pak V1 = Uil — 2.

Stejné mohl Bhaskara dosadit ze druhé a tfeti rovnice do Sesté, tim by obdrzel
U3*UQI3, ’U2:U2U3*2,

a také ze tieti a ¢tvrté rovnice do sedmé
U4—U3:3, U3:U3U4—2.

Rozdily mezi ui, us, us, ug byly konstantni, proto je autor povazoval za c¢leny

aritmetické posloupnosti s prvnim ¢lenem u; a diferenci d = 4/ 12—8 = 3 (v po-

pisu TeSeni je oznadil ya, ya+3, ya+6, ya+9). Pii této volbé u;, v; byla péata,

180 Podle [Col], str. 218-219.
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Sestd a sedma rovnost splnéna, hodnotu nezndmé u, (ya) vypocital z posledni
rovnice. Predtim si jesté vyjadril

v = ugug — 2 =uy(ug +3) — 2 = ud + 3u; — 2,

vy = uguz — 2 = (uy + 3)(uy +6) — 2 = u? + uy + 16,

v3 = ugtg — 2 = (u1 + 6)(u1 +9)—2:u%+15u1+52,
a urcil jejich soucet, k némuz pridal soucet ¢tyt ¢lenti posloupnosti

Uy +uz +us +uqg+v1 +v2 U3 =
=wuy + (u1 +3) + (u1 + 6) + (u1 +9)+
+ (u? + 3u;p — 2) + (u? + 9uy + 16) + (u? + 15u; + 52) =
= 3u? + 31u; + 84.

Tento soucet dosadil do posledni rovnice ze zadani a po umocnéni dostal

3u? + 31u; + 84 + 11 = 132

Rovnici vynasobil dvandcti, pficetl 312 a upravil tak, aby leva strana byla
vyjadiena jako Ctverec
(6uy + 31)% = 432,

odkud stanovil u; = 2, pak dopo¢ital (u1,us2,us,us) = (2,5,8,11) a nakonec
nezndmd mnozstvi (1, z2, 3, 24) = (2,23,62,119).

Na podobné tvaze bylo zaloZzeno také feSeni tlohy BiGa/v.193, substituce
vsak vedla na Pellovu rovnici. Dalsi priklad Bhaskara prevzal od ,,jistého sta-

rovékého autora*.181

BiGa/v.190

Rekni mi rychle, algebraiku, dvé cisla takovd, Ze treti odmocnina
z poloviny jejich soucinu a menstho c¢isla a druhd odmocnina ze
souctu jejich ctvercu a odmocnina z jejich souctu a rozdilu zvétse-
nych o dva a odmocnina z rozdilu jejich ctverci pridaného k osmi
a vech pét [vyrazi)] sectenych dohromady miZe poskytnout odmoc-
ninu; kromé samozrejmé Sesti a osmi.

Dnes bychom podminky vyjadfili iraciondlni rovnici se tfemi nezndmymi

1
\3/5(xy+y)+\/x2+y2+\/m+y+2+\/x—y+2+\/m2—y2—0—8:u2.

Bhaskara vSak pracoval se soustavou Sesti rovnic:

1

§(xy+y):1}37 r—y+2=ws3,
2 +y? =wi, -y +8=wj,

m+y—|—2:w%, U+ZU1+’LU2+1U3+1U4=U2.

181 Podle [Col], str. 255-256.
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Pfi feseni pouzil substituci x = p?> — 1, y = 2p tak, aby bylo prvnich pét rovnic
splnéno

—(zy +y)=p* =03, odtud v=p,

, odtud wy=p>+1,
, odtud wy =p+1,
, odtud wyg=p—1,
, odtud ws = p? — 3.

Dosazenim téchto v§razt do posledni rovnice dostal rovnici 2p? 4+ 3p — 2 = u?,
odkud doplnénim levé strany na ¢tverec ziskal tvar zobecnéné Pellovy rovnice

(4p + 3)% = 8u® +25.

Bhaskara nalezl t¥i feseni této rovnice a z nich odvodil tii dvojice ¢isel, ktera
vyhovala zadani:

(z,y) = (8,6),  (2,y) = <$,41> o (z,y) = (15128, 264).

V zévéru navrhl jesté dalsi substituce vhodné k tomu, aby poslouzily stejnym
zptisobem: = = p?+2p, y=2p—2; v =p>—2p, y=2p—2; = =p>+4p+3,
y=2p+4.

Popis vypoctu Bhaskara zakoncil poznamkou: ProtoZe predpoklad, ktery je
takto tisicindsobny, je pro tupé€ tézZko pochopitelny, ze soucitu k nim je proto
odhalen zpiusob voleni predpokladi.

Shrnuti

vvvvvv

konce podle Bhaskary II. byla algebra zdrojem pro aritmetiku. Indicka algebra
obsahovala dvé zakladni vétve — algebraické vypocty a feseni rovnic, resp. jejich
soustav.

Algebraické vypocty od aritmetickych neodliSovalo jen dokazovani, jak tvrdil
Bhaskara II., ale také symbolika. Indic¢ti ucenci jako prvni zacali systematicky
oznacovat neznamé pismeny, zavedli zkratky k vyjadfeni mocniny neznamych
a pro souciny téchto mocnin. K odliseni zapornych ¢isel slouzila tecka umisténa
nad d¢islem, proto bylo mozno zapsat rovnici i se zapornymi koeficienty, coz
vyrazné zjednodusilo klasifikaci rovnic.

Indi¢ti matematikové dospéli k velmi zajimavym vysledktim pii feSeni ne-
urcitych rovnic, zejména rovnice, které dnes fikame Pellova. Nékteré tlohy
a metody jejich feSeni pfipominaji Diofantovu Aritmetiku, podstatnym rozdi-
lem je vSak obor neznamych. Indové az na vyjimky hledali feSeni pouze v oboru
pfirozenych ¢isel.

Rada algebraickych metod se z Indie $ifila do arabského svéta a zprostied-
kované tak ovlivnila i matematiku evropskou.
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