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Il. Cdst

12. DEFINICE GONIOMETRICKYCH FUNKCI OBEC-
NEHO UHLU

Definice a v&ty z goniometrie ostrého thlu, t. j. dhlu ote-
vieného intervalu (0°, 90°), umoznily jen feSeni pravoihlych
trojihelnikd. Mohli bychom jimi sice feSit i obecné trojuhel-
niky, na pf. rozdélili bychom dany trojihelnik vhodné vo-
lenou vyskou na dva pravoihlé trojihelniky, ale tato cesta
je ponékud zdlouhavéd a nevhodné.

Abychom na8li vyhodné methody pro fedeni obecnych
trojuhelniki, viimneme si toho, Ze v danych trojtihelnicich
se mohou vyskytovat také tupé uhly. Dosavadni postup pak
uz uddva dalsi cestu: budeme muset nejprve néjakym zpu-
sobem definovat goniometrické funkce také pro tupé whly,
t. j. pro thly otevieného intervalu (90°, 180°). Hned si viak
tento kol ponékud rozsit.me: radéji podame definice gonio-
metrickych funkef pro ihly mezi 0° a 360° (tedy pro uhly
uzavieného intervalu {0°, 360°)). Samoziejmé definice musi
byt takové, aby z nich pfi omezeni na ihly otevieného in-
tervalu (0°, 90°) vyplynuly dfivéjsi definice.

Pozndmka. V dal§im s vyhodou uZijeme pravodhlych sou-
fadnic v roviné. Zvolme v roviné dvé k sobé kolmé piimky
z,y (obr. 47), kterym budeme fikat sourfadnicové osy; osu x
volme vodorovnou, osu y svislou. ’Kaidou z nich poklddejme
za Giselnou osu, t. j. zndzornime na nich &isla a to tak, aby
spoleény prusedik os O (poldtek) byl nulou na obou oséch
a ddle tak, aby kladn4 ¢isla na ose 2 byla napravo od O a aby
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kladné ¢&fsla na ose y byla nad O. Je-li M libovolny bod v ro-
ving, pak jim sestrojime kolmice k osdém x a y; tyto kolmice
ndm postupnd na ose z a y uréi &isla, jimZ fikdme pravouhlé
soufadnice bodu M. Podrobngji: kolmice k ose z uréi na ose z
¢islo, kterému fikdme z-soufadnice, kolmice k ose y uréf na
této ose y-soutadnici bodu M. P.seme pak M (z; y) a F.kdme,
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Obr. 47. Obr. 48.

36 bod M mé soufadnice z a y (v tomto pofddku). Tak na
pt. na obr. 47 jsou zobrazeny body 4 (5;3), B (—2; 4),
C (—3; —2), D(3; —3). Podivejme se bliZe na soufadnice
jednotlivych bodd. Predevsim je zfejmé, Ze kazdy bod osy =
mé y-souradnici nulovou a kazdy bod osy y méd opét z-sou-
fadnici nulovou. Osy z a y déli rovinu na &tyFi éasti, kva-
dranty, které jsou v obr. 48 oznadeny éislicemi I-=-IV.
VSechny body téhoz kvadrantu maji znaménka obou sou-
radnic pevna, a to v I. kvadrantu 44, v II. — 4, ve III.
——, ve IV. +—, pfi éemz 1. (2.) znaménko je znameni z-
(y-) souradnice.

Chceme definovat goniometrické funkce pro dhly uzavie-
ného intervalu (0°, 360°). Proto si zvolme libovolny poditek
O a soufadnicové osy z a y. Nandsejme nyni dhly « z nadeho
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intervalu podle tohoto predpisu (obr. 49): Jejich spoleény
vrchol je podatek O, jejich spoleéné prvé rameno je kladn4d
poloosa z (rozumime tim tu &ist osy x, na niZ jsou kladnd
¢isla) a druhé rameno dostaneme otodenim prvého ramene
kolem poédtku v kladném smyslu pravé o thel & (pfi éem?z
kladnym smyslem otdéeni rozumime smysl otddeni, pFi
kterém kladnd poloosa z prejde v klad-
nou poloosu y). V obr. 49 je tak na-
/ nesen tihel & = 210°. Zvolme si nyni
x na druhém rameni libovolny bod M

Jl 0 (rtizny od poditku) o soufadnicich z, y.
] Abychom se mohli struénéji vyjddtit,
budeme vzdélenosti OM (kterad je vidy

kladnd) bodu M od poditku O Fikat
privodié r bodu M.

‘Nynf jiz midZeme definovat goniometrické funkce pro dhly
x mezi 0° a 360° t. j. pro dhly & z uzavieného intervalu
{0°, 360°).

DEerinicE 12.1. Sinus dhlu « je pomér y:r;

y

M

Obr. 49.

sing = —.
r
Derinice 12.2. Kosinus dhlu & je pomér z:7r;
T
coSx = —.
r

Drrinice 12.3. Tangens dhlu &« je pomér y: z;
.

tgx = ol

Dzrinice 12.4. Kotangens tithlu « je pomér z:y;

x
cotgoax = —.

Poznamka. Hned poznamenejme, 2e pfi definici tangenty
pfedpoklddédme, %e z-soufadnice neni nulovd (protoZe y:0
nemé 24dny vyznam), t. j. pfedpokldddme, Ze 1ihel x neni
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90° ani 270°. Neni tedy hodnota tangenty pro tyto thly defi-
novéna. Podobnd pfedpokldddme, Ze v definici kotangenty
neni y = 0, t. j. Ze tihel « neni 0°, 180°, 360°. Tedy kotangens
neni pro tyto ihly definovan.

JeSté bychom mohli definovat sekans jako pomér r:x

r
(sec(x = % a kosekans jako pomér r:y (cosecoc = a—), ale

témito funkcemi se nebudeme zabyvat.

NasSe definice musime ponékud doplnit; mohlo by se totiz
podle nich zdat, Ze velikost sinu, kosinu atd. zdvisi nejen na
velikosti vihlu &, nybr% také na poloze bodu M na druhém ra-
meni. Tomu v3ak tak neni. Je-li & = 0°, 90°, 180°, 270° a
360°, pak je okamzité ziejmé, Ze zZaddnd z definovanych
funkei nezdvisi na volbé bodu M. Necht je tedy dan dhel «
rizny od pravé uvedenych (v obr. 50 je volen tupy thel);
pak muiZeme sestrojit pravoihly A MAO (nebo bychom
mohli sestrojit A M.BO), jehoz odvésny jsou rovny soufad-
nicim z, y bodu M, jestlize oviem u téchto soufadnic zméni-
me pfipadné zdporné znaménko v kladné, a jehoz pfepona je
rovna privodiéi r bodu M. Volime-li '
na druhém rameni dhlu & dalsi bod
M’ (obr. 50), pak — jak je ziejmé &

z podobnych trojihelniktt MAO0 a N ___R
M'A’0 — poméry vypoéitané po- L ° ;
dle na8ich definic jsou skuteéné AT 4
jak pro bod M tak pro M’ tytéz

a tedy hodnoty noveé definovanych
goniometrickych funkei nezavisi na Obr. 50..
volbé bodu M.

Nyni je tfeba pfipojit dalsi dilezity doplnék. Uvédomme
8i, Ze pro thly otevieného intervalu (0°, 90°) mdme jednak
staré definice goniometrickych funkei a jednak nové defi-
nice. Souhlas{ tyto definice ? Ano! Pro ostry tihel & jsou totiz
obé soufadnice z, ¥ bodu M kladné a tedy v A MAO (obr.
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51) je y-soutadnice pfimo protéjsi odvésnou k ihlu x, x-sou-
fadnice pfilehlou odvésnou a pruvodié r pfeponou. Pak na
pfiklad definice 12.1 vlastné Fikd (pro ostry whel &) : sinus
(ostrého) dhlu & je pomér protéjsi odvésny k pfeponé, coz
je pravé definice 7.1. Tim je uk4zdno, Ze nové definice sinu,
‘v ptipadé, Ze se jednd o ostry thel, je t4z jako diivéjsi. Po-
dobné je tomu s ostatnimi funkcemi.

Pomoci nasich definic 12.1=-12.4 si snadno ziskdme pre-
hled o hodnotdch goniometrickych funkei; nejprve si viim-
neme jen znamének téchto hodnot.

n M
I
r | |
R4 vl X
A0 i .
0 L A AL x 0
Obr. 51. Obr. 52.

V I. kvadrantu (obr. 51), t. j. pro ostré uhly (0° < o <
< 90°), jsou z-soufadnice i y-soufadnice bodu M kladné,
a proto jsou hodnoty sinu, kosinu, tangenty a kotangenty
kladné (jak ostatné vime z dfivéjska). Podrobnéji: sinx =
=ﬂ:M—0-, coszx=_07:-ll-'_f_0_, tga=m:5_A, cotgn =
=04 : MA.

Ve II. kvadrantu (obr.52), t.j. pro tupé dhly (90° < & <

< 180°), je z-soufadnice bodu M zipornd a y-soufadnice
kladné, tedy hodnota sinu je kladnd, hodnoty ostatnich

funkei z4vorné. Podrobneji sine = MA : MO, cosx =
— 04-: MO, tgoc——MA 04, cotgoc——OA MA (]e
totiz x = — OA, y = MA, r = MO).

Ve III. kvadrantu (obr. 53), t. j. pro 180° < &« < 270°
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(dhel se nazyva vypukly), jsou obé soufadnice bodu M z4-
porné a tidy hodnoty sinu a kosinu jsou zdporns, hodnoty

tangenty a kota,ncre*xty kladnsé. Podrobnép sinx = — M4 :
: MO, cosx = — OA : MO, tgx = MA : 04; cotgx = OA :
: MA (neboﬁ]ea:——OA y=— MA,r=MO,).

Ve IV. kvadrantu (obr. 54), tedy pro uhly 270° < & <
< 360° (také v tomto pifpadé se nazyvd dhel vypukly) je
z-soufadnice bodu M kladné, y-soutadnice zdpornd. Z toho
Plyne, Ze hodnoty sinu, tangenty a kotangenty jsou zdporné,

O D
Iy N

H H
Obr. 53. Obr. 54.

-_—-— -y

hodnota kosinu kladni. Podrobne]1 sinx = — M4 : MO,
cosx = 04 : MO, tgoc-——MA OA, cotgn = — OA : MA
(nebot x = 04, y = — MA, r = MO).

N4§ dosavadni vysledek tykajici se znamének hodnot
funkei 4hld v jednotlivych kvadrantech sestavime do pfe-
hledné tabulky (obr. 55).

Vsimneme si nyni pfimo hodnot jednotlivych gonio-
metrickych funkei. Pfitom bude vyhodné uzit ke stanoveni
hodnot kazdé z funkei vzdy jiného trojihelnika. Voditkem
ndm bude postup uzity jiz dfive pro ptipad ostrych whld.

Pri vySetfovdni pribshu goniometrickych funkei ostrého
4hlu jsme si zvolili kruZnici k o stfedu O a poloméru j = 04
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(obr. 56). Pro uréeni hodnot sinu a kosinu jsme uzili A\ OPQ.
pro uréeni tangenty A OAM, pro urleni kotangenty A\ OBN.
A platf (jak jsme difve nasli)

: PQ 0@ MA NB
sinx = ——, COSX = —, tgx = ——, cotgox = —-.

OP OP 04

Toto vyjaddifeni bylo velice vyhodné, nebot ve viech napsa-
nych zlomecich je jmenovatel stile stejny (rovny poloméru 4§
zvolené kruZnice) a tedy pfi zméné dhlu « uddvala zména
¢itatele pfimo zménu hodnot funkeci.

(12.1)

sin cos tg ootg
I. =+ + + +
II. + — — —
IImI. | — — + +
IV. | — + — —
Obr. 565.

Divdme-li se na uréeni hodnot goniometrickych funkeci
ostrého tdhlu ve (12.1) s hlediska novych definic, miZeme
Fici, Ze k urdeni hodnot jsme vlastné uzili soufadnic bodd
P, M, N, lezicich na druhém rameni daného thlu «. Pfesnéji:
k uréeni hodnot sinu a kosinu jsme uZili soufadnic bodu P,
ktery lezi na kruZnici k, k uréeni hodnoty tangenty jsme
uzili soufadnic bodu M, ktery lezi na teéné m kruinice k
v bodé A4 a k uréeni hodnoty kotangenty jsme uzili soufadnic
bodu N, ktery lezi na teéné n kruznice £ v bodé B.

A priavé uvedeného pouzijeme k vy3Setfeni hodnot gonio-
metrickych funkei iihlu v intervalu (0°, 360°). Druhé rameno
zvoleného tihlu & protind vzdy kruZnici k; priseéik oznad¢ime
P; jeho souradnic uZijeme k uréeni hodnot sinu a kosinu.
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Déle piimka, na niz leZi druhé rameno dhlu &, protind teénu
m (sestrojenou ke kruznici k¥ v bodé A) v prisediku M a
tednu 7 (sestrojenou v bodé B) v praseéiku N. UkiZeme, Ze
muzeme soufadnic bodu M pouzit k uréeni hodnot tangenty
a soufadnic bodu N k uréeni hodnot kotangenty.

Pozndmka. Samoziejmé, je-li ihel rovny 90° nebo 270°,
je rameno thlu &« rovnobéiné s teé¢nou m, tak’e neexistuje
pruseéik M. To vS8ak nevadi, nebof pro uvedené dva thly
neni kotangens definovdan. Podobné, je-i « = 0°, 180°,
360°, neexistuje praseik N, ale pro tyto uhly zase neni ko-
tangens definovan.

Sledujme nyni pribéh goniometrickych funkei v jednotli-
vych kvadrantech a samoziejmé i pro jejich hraniéni dhly
0°, 90°, 180°, 270°, 360°. Vidy vyznalime interval, ktery
probihé thel «.

1. Interval {0°, 90°) (obr. 56). Pribéh funkei v tomto in-
tervalu vlastné zndme. Jen je jeSté tfeba pripojit jejich
hodnoty pro 0° a 90°. Je-li x = 0°, pak P = M = Q = A4;
jelikoz soutadnice tohoto bodu jsou z = 04, y = 0 a prii-
vodié je 04, dostaneme sin0° =0, cos0®° =1, tg0* = 0.
Je-lix = 90°, pak P = N = Batedy sin90° = 1, c0s90° =
= 0, cotg90° = 0. Jak vime, cotg0° a tg90° nejsou defino-
vény a nebudeme se tedy pfirozené ptat po piislusnych hod-
notich. VSimneme si viak toho, Ze klesd-li & k 0°, pak
isetka BN (je stédle kladnd a) roste nade vSechny meze.
Proto se zavadi znak cotg0° = + oo
a fikd se, Ze cotg0°® je plus nekoned- , n N
no. Podobné, blizi-li se & 1ihlu 90°,
pak kladn4 hodnota 4M roste nade
viechny meze, a proto zavddime
znak tg90° = + c0. Hodnoty funkei
pro 0° a 90° jsou uvedeny také v ta-
bulkéch goniometrickych funkef.




2. Interval {(90°, 180°> (obr. 57). Nejdiive nechme hranice
stranou. Vime, Ze plati podle definice (uZivéme soufadnic

0Q

y COSX = — —, tgx = — —, cotga =

)

bodu P) sinox = PQ
OP’

= 1033 Z podobnych trojuhelniki PQO a MAO vsak
MA
plyne PQ:0Q = MA :04 a tedy tgae = — —5—2; vidime,

Ze tgo je vy]é,dren soufadnicemi bodu M, nebof jeho z-sou-
fadnice je OA a y-soufadnice je — MA. Podobné je 0Q:

NB
: PQ = NB: OB a tedy cotgx = — ——. Na3li jsme

OB
PQ 0Q Ma NB
siny = —, co8x = — —, tgx = — ——, cotga = — —.

oP OP 04 OB
(12.2)

N on 8 Nyni vypoéteme hodnoty
D funkei pro hranice. Hodnoty
sinu, kosinu a kotangenty pro
| x = 90° jiz zndme. Je-li & =
I N =180°, pak snadno vypoéteme
A 8inl80° = 0, cosl80° = —

0 —1,tgl80° = 0. Sledujeme-li
| nyni podle odvozeného celkovy

Im  priibéh funkei v intervalu

« | (90,180, vidime, Ze roste-li
| uhel «, pak hodnoty sinu kle-

n  saji v uzavieném intervalu
Obr. 57. (1,0> a hodnoty kosinu klesaj{
vuzavieném intervalu{0,—1).

Tangenta neni sice pro 90° definovand, ale klesd-li thel
k 90°, pak usetka A M roste nade viechny meze a tedy tan-
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gens klesd pod viechny (zdporné) meze. Proto zavdadime
dal3f znak tg90° = — o0. A vidime, Ze roste-li \ihel v inter-
valu {90°, 180°), roste tangens v intervalu (—o0, 0). (Casto
je vyhodné rozéffit definici tangenty i na dhel 90° a Fici:
tangens 90° nabyvd dvou hodnot 4 00, — 00, my vsak od
toho upustime). Koneéné pro kotangentu najdeme:.roste-li
tihel v intervalu (90°, 180°), pak kotangens kles4 v intervalu
{0, — o0), pfi ¢emZ zase znak cotgl80° = — oo vyjadfuje
jen tu okolnost, Ze blizi-li se ihel & od 90° ke 180°, pak hod-
noty kotangenty klesaji pod vSechny meze.

3. Interval {180°, 270°> (obr. 58). Nejprve si viimneme
jen otevieného intervalu (180° 270°) Podle definice j e jesing =

P
— ___Q’ COSx — — —O—Q tga = =, cotgcx % Dosa-
oprP OP’ 0oQ

dime-li sem PQ:0Q = MA:04 a 0Q:PQ = NB:0B,
dostaneme

PQ 0Q MA NB
sing = — —, cosx = — —, tga = —, cotga = ——-.
OP’ 0OA OB
(12.3)

Pro hrani¢ni iihly zndme sin180°, cos180°, tg180°; vypod&teme
jesté 8in270° = — 1, c0s270°=

=0, cotg270° = 0. Umluvi- M

me-li se, Ze budeme znagit TYB n__N :

cotgl80°= + 00, tg270°= + 0 k | |

(z obdobnych dtvedd jako :m
|

v predchozich ptipadech), pak
ze vzorca (12.3) snadno vyéte-
me: roste-li thel x v uzavieném --
intervalu (180°, 270°), pak
hodnoty sinu klesaji vintervalu
(0, —1), hodnoty kosinu ros-
touvintervalu¢{—1,05, hodno- P
ty tangenty rostou v inter-

Obr. 58.
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valu {0, + o), hodnoty kotangenty klesaji v intervalu
(4 c0,0>.

4. Interval (270°, 360°) (obr. 595. Stejnym zpisobem jako
v predchozich piipadech najdeme pro tGhly mezi 270° a
360°:

—

) PQ 0@ MA NB
sing = — —, cosx = —, tga = — ——, cotgx = — —.
OP OP 04 OB
(12.4)
y
N n B

Obr, 59.

Pro hraniéni hel 270° zndme jiz piisludné hodnoty. Pro tihel
360° vypoéteme s8in360° = 0, cos360° =1 a tg360° = 0.
Opét zavedeme znaky tg270° = — o0 a cotg360° = — oo.
Pro prabéh goniometrickych funkei v intervalu {270°, 360°)
jsme tedy nasli: roste-li ihel v tomto intervalu, pak hodnoty
sinu rostou v intervalu {(—1,0), hodnoty kosinu rostou
v intervalu (0, 1), hodnoty tangenty rostou v intervalu
(—o0, 0> ahodnoty kotangenty klesaji vintervalu {0, —o0).
Misto abychom celkovy vysledek vyslovili vétou, radéji
jej shrneme do snadno srozumitelné tabulky (obr. 60).
Zdtraznéme v3ak jinou dtleZitou vlastnost:

VEra 12.1. Sinus a kosinus tdhlu z intervalu
{0°, 360°> nabyvaji jen hodnot z intervalu (-1, 1.
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L II. I1T. Iv.
0° 90° | 90° 180° | 180° ... 270°{ 270° 360°

sin 0 1 1... 0 0...—1 —1 ... O

cos 1 ... O o..—-1 [—1... 0 0... 1

tg 0..40 [[—w ... 0 0... +0}— ... O

cotg |+ o 0 0 ...—0 |+ 0 0...—o
Obr. 60.

Tangens a kotangens dhlu z téhoZ intervalu na-
byvaji v8ech moZnych hodnot (z intervalu (— oo,

+ o0)).

Dikaz spodivé vlastné ve dvou krocich. Nejprve je totiZ
trebd dokdzat: je-li ihel v daném intervalu, pak hodnoty
funkei mohou byt jen v uvedenych intervalech. To jsme
viak jiz vlastné dokdzali pravé predchozi dvahou. Dile je
nutno dokdzat: je-li dina nékterd hodnota zcela uréité gonio-
metrické funkce, a to v pfisluiném uvedeném intervalu,
pak k ni existuje alespoii jeden tihel v intervalu {0°, 360°>
Dikaz této ¢asti (ktery vyzaduje trochu vice pozornosti nez
dosavadni dilkazy) provedeme jen pro sinus. V piipadé
ostatnich goniometrickych funkei bychom postupovali ob-
dobné. Necht je tedy ddno libovolné &islo a; samozfejmé a
mizZe byt bud rovno 0 nebo kladné nebo zdporné, ale pred-
pokldddme, Ze lezi v intervalu (—1, 1>. Ptdme se, zda exis-
tuje hel « z intervalu {0°, 360°) tak, Ze sinx = a. Existuje!
Staéi na kruZnici k, o které jsme mluvili vpfedu, sestrojit
plislusny bod P; jeho spojnice se stfedem O je u druhym
ramenem hledaného thlu «, jehoz prvym ramenem je OA.
Je-li @ =0, pak je okamZité vidét, Ze jen « = 0°, 180°,
360° fesi vilohu. Je-li @ > 0, pak ve vzdédlenosti @ . 04 vedme
rovanobézku s osou z, a to tak, aby leZela v I. a II. kvadrantu.
Jeji prisediky s kruinici k (jsou vidy dva, jenom v pfipadé
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a = 1 je jeden) jsou hledané body P, nebot pro ihel & =

= < AOP najdeme sinx = PQ 2 O.A = a (je totiz OP =

OP OP
= ﬂ). Je-li a <0, pak je —a kladné; ve vzddlenosti

— a.0A vedmezaserovnobéikusosour,aletak abylezela ve

III. a IV. kvadrantu. Jeji prisediky s kruZnici jsou hledané

body P, nebot pro thel x = ¢ AOP plati v tomto piipadé
PQ —a. OA

sing = — — = — ———— = q. Vidime, Ze af si zvolime
opP OP

jakékoliv a z intervalu (—1, 1), vidy existuje néjaky thel
« tak, ze sinx = a.

Pozndmka. Dosavadnimi tdvahami je vlastné ukdzéna
cesta k feSeni zdkladnich dloh: 1. k danému \hlu najit hod-
notu pfedepsané goniometrické funkce, 2. k dané hodnoté
goniometrické funkce najit pfislusny thel. Podrobné feseni
v8ak odsuneme do dalsiho odstavce.

Dobrou pomickou k pozndni priibéhu goniometrickych
funkei (a hlavné k zapamatovani vysledkt uvedenych v ta-
bulkdch v obr. 55, 60 a ve vété 12.1) je grafické zndzornéni
jejich prabéhu.

Postup znazornéni je v podstat® ty%, jakého jsme pouzili
dfive. Stru¢né fedeno: v predchozim jsme zndzornili pribéh
goniometrickych funkei jen v otevieném intervalu (0°, 90°),
nyni zndzornime jejich pribéh v SirSim intervalu {0°, 360°.
Zvolime-li polomér j kruznice rovny délkové ]ednotce, pak

k zndzornéni-hodnot sinu mizZeme pouzit pfimo useéek PQ
z obr. 56-+-59; podobné pro kosinus uZijeme tisedek 0Q, pro

tangens M A4 a pro kotangens N B. Pfirozend tyto usetky na-
nadime od é&iselné osy v kladném nebo v zdporném smyslu
osy ¥, kdyZz pfisluind hodnota m4é znaménko kladné nebo za-
porné. V obr. 61 je zobrazen priibéh sinu, v obr. 62 pribéh
kosinu, v obr. 63 priibéh tangenty a v obr. 64 priibéh kotan-
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genty. Na grafu tangenty je dobfe patrno, pro¢ jsme na pr.
polozili jednak tg90° = + oo, jednak tg90° = — o0. Ob.-
dobné pozndmka plati oviem i pro kotangentu.

Po rozdifeni pivodnich definic goniometrickych funkoi
na thly v uzavieném intervalu {0°, 360°) se naskyt4 otézka,

y

1 o f
270° 360°

0‘ 90' 18 v " x 0 W’OO 360.
A}- ' Af--- >

Obr. 61. Obr. 62.
y
4
270° 360° ¥
0° 90° /180° x 0° 90°\_ 180° 270°\ 360°
Obr. 63. Obr. 64.

jak roz8ifit jejich definici na libovolné kladné nebo zaporné
thly. Rozdifeni provedeme snadno. Zvolime opét soufadni-
cové osy , ¥. Dany dhel x naneseme tak, Ze za prvé rameno
zvolime kladnou poloosu # a druhé rameno sestrojime oto-
¢enim této poloosy o tihel «. Je-lithel kladny, otd&ime v klad-
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ném smyslu, je-li zdporny, pak v zdporném smyslu (v obr.
65 je nanesen thel x = 390°, v obr. 66 uhel x = — 45°).

Zvolme zase na druhém rameni libovolny bod M + O
(znaménko = &teme: ,,rdzny od‘‘ nebo ,,nerovnd se‘).
Jsou-li z, ¥ jeho soutfadnice a r pravodié, pak goniometrické
funkce libovolného dhlu daného & zavddime opét definicems

>, ,
N I

Obr. 65. Obr. 66.

12.1+-12.4; nebudeme je znovu uvddét. Takto definované
goniometrické funkce oznadme souhrnné znaékou f. Doki.-
Zzeme pro né dileZitou vétu:

VETA 12.2. Goniometrické funkce jsou periodické
s periodou 360°, t. j.

flae + n.360°) = f(x),n celé é&islo. (12.5)

Dikaz. Rikdme, e funkce je periodické s periodou p, jest-
lize pri zméné proménné o celistvy nisobek p jsou hodnoty
funkce stejné. A tomu v naSem pfipadé skuteéns tak je, nebot
polohy druhych ramen v8ech uhli, které se lidi o celistvy n4-
sobek 360°, splyvaji, tedy podle rozsifenych definic gonio-
metrickych funkei jsou jejich hodnoty tytéz, coiz pravé je
xyznadeno vzorcem (12.5). '

Véta 12.2 vlastné fikd, Ze staéi znat hodnoty goniometric-
kych funkei v libovolném intervalu $ifky 360°, na pt. tedy
v intervalu {0°, 360°). Je tedy na pf. sin760° = sin(40° +
+ 2.360°) = 8ind0°, cos(—30°) = cos(330° — 1.360°) =
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= c08330°, tg(—75°) = tg(285° — 1.360°) = tg285°,
cotg515° = cotg(155° 4 1.360°) = cotgl55° atd.

Na zdkladé v&ty 12.2 miizeme lehko zakreslit graf libo-
volné z goniometrickych funkei, a to v libovolném intervalu.
Na obr. 67 je sestrojen jen graficky obraz sinu; prisluSni
kfivka se nazyva sinusoida. |

Poznamka. Uvedli jsme, Ze tgo neni definovan pro & =
= 90° a 270°. Je'zfejmé, Ze tgx neni definovan ani pro Ghly
= 90° + k. 180°, kde & je celé &islo. Podobné cotgx neni
definovén pro thly x = % . 180°, k celé é&islo.

-360 \_/lo \/360'

Obr. 67.

13. PODROBNEJST VLASTNOSTI
GONIOMETRICKYCH FUNKCI OBECNEHO UHLU

Prvi otdzka, kterou si kazdy poloZi, je, zda mezi gonio-
metrickymi funkcemi obecného tGhlu « plati obdobné vztahy,
jaké jsme uvedli ve vétdch 11.2+-11.5 pro goniometrické
funkce ostrého thlu. Nisledujici véta ¥ikd, ze zminéné vztahy
plati beze zmény.

VEra 13.1. Sinus, kosinus, tangens _a kotangens
obecného thlu jsou vdzdny vztahy

tgx . cotgx = 1, (13.1)
sino cosx '
t = , cot = , .
g COS. cotgx sinx (13-2)
sin®x 4 cos?x = 1, (13.3)
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1
1 4+ tg2x = 2 = . .
+ tg%x o’ 1 4 cotg?x = (13.4)
Diikaz. UvaZzujme identitu —:Z_ . % = 1 platnou pro kazdé

z + 0 ay =+ 0. Dosadime-li sem pfisluéné hodnoty podle de-
finice 12.3 a 12.4, dostaneme prdvé vztah (13.1). Podobné

.% : r_9 (platici pro kazdé

vzorce (13.2) plynou z identit =

yazx + 0,7 + 0) a;:-—ry- =%(platiciprokaidé zay%0,
r £ 0). Dalsi vztah (13.3) je disledkem rovnice 2% + 2 =
= r2, jez plati pro soufadnice z, y a privodié r libovolného
bodu M. Koneéné rovnice (13.4) plynou z rovnice (13.3) dé-
lenim cosx, po ptipadé sinx (pfedpokldddme ovS8em cosx
#+ 0, po piipadé sinx % 0).

Pozndmka. ProtoZe vztah % % =1 neplati pro z =0,
y = 0, neplati vztah (13.1) pro Zddny thel «, ktery je celist-
vym nésobkem 90°, coz je samozfejmé, nebof v tomto pri-
padé bud tangens nebo kotangens neni definovdn. Podobné
(13.2) a (13.4) neplati pro ty Ghly «, pro néz neni tgx nebo
cotga definovan.

Dalsi véty se uzce pfimykaji k vété 12.2, jez uddv4 predpis,
jak se vyjaddii hodnota libovolné goniometrické funkce obec-
ného uhlu pomoci hodnoty téze funkce pro jakysi jiny thel,
a to na pf. z uzavieného intervalu {0°, 360°). U¢inime totiz
dalsi dilezity krok a ukdzeme, Ze dokonce také jesté gonio-
metrické funkce tupého a vypuklého dhlu lze vyjadfit po-
moci goniometrickych funkei ostrého ihlu.

Pozndmka. Podotknéme vyslovns, Ze pro jednoduchost vy-
nechdme z nasich Wvah hodnoty funkei celistvého ndsobku
90° (t. j. 0°, 90°, 180°, 270°, 360°), nebot tyto hodnoty jiZ
zndme (obr. 60); lze viak ukdzat, Ze i pro né plati vzorce,
jeZ si v dalsim odvodime.
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Mezi nejpotiebnéjsi véty této skupiny vét ndleii:

VETa 13.2. Necht 180° — & je tupy tihel; pak plati
tyto pfevodové vzorce

8in(180° — &) = sinx, cos(180° — &) = — cosx,

tg(180° — &) — — tgs, cotg(180° — &) = — cotgar. (135)
Dikaz (obr. 68). Jelikoz_ thel ,
180° — « je podle predpokladu tu-
PY, je « ostry thel. Naneseme oba & G
uhly obvyklym zpisobem; sestroji- 180%- a
me-li nynf pro dhel 180° — & troj- : s
thelnik OP,Q, a pro uhel & troj- o 0 Q,
tihelnik OP,Q, tak, %e Obr. 68.
OP, = OP,, (13.6)
pak zfejmé trojihelniky OP,Q, a OP,Q, jsou shodné a tedy
P1Q, = PyQ,, 0Q, = 0Q,. (13.7)

Podle definice sinu je sin(180° — &) = P,Q, : OP,, sinx =
= P,Q,: 0P, a tedy podle (13.6) a (13.7) plati sin(180° —
— &) = sinx, co% je prvy vzorec ve (13.5). Podobné je
cos(180° — &) = — 0Q, :5131, cosx = 0Q,:OP,, odtud
podle (13.6) a (13.7) plyne jiZ cos(180° — x) = — cosx, coZ je
druhy vzorec ve (13.5). Dalsi dva vzorce odvodime jiz pomoci
prvych dvou a z (13.1) a (13.2). Podle nich je postupné

_ 8in(180° —«)  sinx  sinx

tg(180° — &) = — = — = —toon,
d %) cos(180° — x)  — cosx COBX g
coz dava tfeti vzorec v (13.5). Koneéné
1 1
tg(180° — = : _— = = — cotgx,
cotg(180" — o) = T 80" — o)~ —tga OB

a to je posledni rovnice ve (13.5).
Pozndmka. Oznadime-li:dany tupy uhel 3, t. j. polozime-li
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180° — & = 8, pak & = 180° — f; pfevodové rovnice (13.5)
znéji takto:

sinﬂ = sin(180° —_ ﬂ), COSﬂ = — 008(180° ﬂ)
tgh = — tg(180° — B), cotgh = — cotg(180° — g). (138)

Prakticky se lépe pfevddi uZitim téchto vzorci. Pro za-
pamatovani vzorcd (13.5) nebo (13.8) je dobré uvést slovni
znéni véty 13.2: Hodnota funkece tupého uhlu je rovna hod-
noté téze funkce ostrého uhlu vyplnkového, opatiené zna-
ménkem prisludné funkce ve I1. kvadrantu (porovnejte s 2.
fddkem tabulky v obr. 55).

P¥iklad 13.1. Najdéte hodnotu tg137°50".
ReSenti. Nejprve podle vzorct (13.5): dany tupy thel

137°50' miZzeme napsat ve tvaru 180° — 42°10’; je tedy
ostry hel x = 42°10’, a proto podle tfetiho vzorce (13.5) je

tgl37°50’ = — tg42°10’. Nebo mtizeme postupovat podle
(13.8). Podle tfetiho vzorce je tgl37°50’ = — tg(180° —
— 137°50") = — tg42°10’. ProtoZe, jak najdeme z t¥imist-

nych tabulek, tg42°10" = 0,906, jest tgl37°50" = — 0,906,
jak jsme mohli zhruba pFeéist pfimo z obr. 63.

Kazdy tupy thel mizeme v3ak také psit ve tvaru 90° + «,
kde & je ostry tihel; i pro tento zplisob vyjadreni si odvodime
prevodové vzorce.

VETA 13.3. Necht 90° 4 x je tupy dhel; pak plati
tyto prfevodové vzorce

8in(90° 4 &) = cosx, cos(90° 4+ &) = — sinx, (13.9)
tg(90° 4+ &) = — cotgx, cotg(90° + «) = — tgex.

Ditkaz (obr. 69). Uhel 90° + « je podle predpokladu tupy
a tedy uhel x je ostry. Sestrojme jiz znamé trojihelniky
OP.Q; a OP,Q, tak, aby OP1 = OP,. Podle definice-sinu je
8in(90° + &) = P,Q, : 0P1, odle definice kosinu j je cosx =
= 0Q, : OP,. Jeliko? vak trojiihelniky OP,Q, a OP,@, jsou
shodné, je P,Q, = 0Q,, a tedy sin(90° 4 x) = cosx, co% je
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prvéd rovnice ve (13.9). Podobné najdeme jed ]ednak cos @f‘ i
+ &) = — 0Q, : OP,, jednak sinx = P,Q,: OP,. ]

je 0Q, = P,Q,, je cos(90° + x) = — sinx, coZ je
vzorec ve (13.9). Konedné snadno jiz z (13.1) a (13.2) odveo:
dime

8in(90° + «)

o) _ — y
8g(90" + o) = cos(90° + ) A
COSx f
= - = — cotgx,
— Sl 90% a
]. a x
tg(90° = = ~
cotg(90° + «) t2(90° T 2) a, 0 a,
1 Obr. 69.
= = — tg«x.
—cotgx

Poznamka. Také vzorce (13.9) lze pfepsat na jiny tvar.
Polozime-li 90° 4+ &« = §, pak &« =  — 90°; po dosazeni do
(13.9) dostaneme

sinf = cos(f — 90°), cosf = — sin(f — 90°),
tg8 = — cotg(f — 90°), cotgh — — tg(B — 90°). (13-10)

Vyjddiime zase vzorce (13.9) [a (13.10)] slovy: hodnota
funkce tupého thlu je rovna hodnoté piislu$né kofunkce
dhlu zmenseného o 90° opatfené znaménkem dané funkce
ve II. kvadrantu.

Priklad 13.2. Najdéte hodnotu cosl162°17’.

Redent. Protoze 162°17" = 90° 4 72°17’, je podle (13.9)
cosl62°17’ = — gin72°17’. Nebo jsme mohli uzit (13.10). Nasli
bychom postupné: cosl62°17’ = — sin(162°17" — 90°) = —
— 8in72°17’. Z pétimistnych tabulek najdeme sin72°17’
= 0,95258 a tedy konetny vysledek je cos 162°17’
= — 0,95258.

Odvodime jestd dalsi pfevodové vzorce pro vypuklé dhly.
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Kazdy vypukly dhel miZeme psit ve tvaru 180° + &, kde
« jo bud ostry nebo tupy thel. Ukdzeme, Ze plati:
Vira 13.4. Necht 180° 4+ & je vypukly dhel; pak

sin(180° + &) = — sina, cos(180° + &) = — cosx,
tg(180° + &) = tgx, cotg(180° + &) = cotgex. (13.11)

Dikaz. Musime uvaZovat dvé moZnosti. Bud thel « je
ostry nebo tupy; v prvém pfipadé druhé rameno daného tGhlu

y

a .
0 v

g.b
\,b
-~

*‘
©

Obr. 70. Obr. 71.

je ve IIL. kvadrantu (obr. 70), v druhém pfipadé ve IV.
kvadrantu (obr. 71). V obou piipadech sestrojime ndm jiZ

zndmé shodné trojihelniky OP,Q, a OP,Q, tak, aby OP, =
= OP,. V prvém piipad& (obr. 70) je sin (180° 4+ &) = —

P P
_5& = — 29 = — sinx a podobné cos(180° 4 &) = —

oP, _ OP.
0Q, 0Q,
— .__Q_f = — _Q? = — cosx. VYV druhém piipadé (obr. 71)
OP, OP,
je 8in(180° 4 «) == —PI_QI = — P2_Q2 = — sine a obdobné
oG, _ 0,

cos(180° + &) = = — cosx. Tedy v obou pfi-

OP, OP,
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padech plati oba prvé vzorce (13.11). Platnost dalsich dvou
dokizeme jiZ z prvych dvoua z (13.2) a (13.1). Jest tg(180° -
sin(180° + &) —sinx
+x) = ) N
cos(180° 4+ &) —cosx
1 1
 tg(180° + &)  tgx cotgar.
Poznamka. Je-li dhel & tupy, pak ovem musime vysledek
dile upravit podle véty 13.3. Mohli bychom sice odvodit
jesté vzorce, které by hodnoty funkei Ghla ve IV. kvadrantu
vyjadfovaly pfimo hodnotami funkei jistych dhla v I. kvad-
rantu, to vSak jiz nechdme stranou, nebof naSe odvozené
vzorce uZ umoziiuji vypodet hodnoty libovolné goniometrické
funkce pro libovolny thel «.

Pfiklad 13.3. Najdéte hodnotu 8in295°20°

Relent. Pisme 295°20' = 180° 4- 115°20’, tedy podle (13.11)
je 8in295°20’ = sin(180° + 115°20') = — sin115°20’. Uhel
115°20" je tupy, mlZeme proto uzit na pf. vzorcl (13.5):
sin115°20" = 8in64°40’. Tedy je 8in295°20’ = — 8in64°40’ =
= — 0,90383.

Ze vzorcu (13.11) lze vydist jesté disledek, ktery depliuje
vétu 12.2 :

VETaA 13.5. Funkce tangens a kotangens jsou pe-
riodické s periodou 180°, t. j.

tg(x + n . 180°) = tgx, cotg(ox + n . 180°) = cotge,
n celé ¢&islo. (13.12)

Dikaz. O obou funkcich vime jiz podle véty 12.2, Ze jsou
periodické s periodou 360°; ted ukdZeme, Ze jsou periodické
8 mensi periodou 180°. Druhé dva vzorce ve (13.11) totiz
tikaji, Ze hodnoty tangenty nebo kotangenty tupého tihlu
se vidy rovnaji hodnoté téZe funkce whlu zmenseného
0 180°, t. j. leziciho v intervalu <0°, 180°), ale z toho prévé
plyne nase tvrzeni. Ostatnd obr. 63 a obr. 64 ndzorné ukazuji
odvozenou vlastnost.

= tgx; cotg(180° 4+ &) =

111



Agkoliv mame jiz odvozeny viechny véty, kterd umoznuji
vypodet hodnot goniometrickych funkei libovolného thlu
pomoci hodnot funkei dhld z intervalu {0°, 90°), pfipojime
k nasim vétam dalsi vétu platnou pro zdporné uhly.

ViTa 13.6. Pro funkce dhlu —x plati

sin(—«) = — sinx, cos(—a) = cosx, tg(—x) = — tgu,
cotg(— &) = — cotgx. (13.13)

Dikaz (obr. 72). Naneseme si ob- .
vyklym zplhsobem dhel —x a mimo to y v
sestrojime také dhelx (vobr.72 je na-
rysovany uhel « ostry). Jejich druh4 N g
ramena jsou soumérné poloZena podle 01
osy z. K urdeni hodnot goniometric-
kych funkei dhlu.—a& (po piipadé «)
uzijeme soufadnic bodu P, (po pii-
padé P,) zvoleného na jeho dru- Obr. 72.
hém rameni. Body P; a P; volime
tak, aby OP, = OP,. Ztejmé z-soufadnice obou bodd jsou
tytéz, ale y-soufadnice se li8i ve znaménku. To vSak pro
uréeni hodnot goniometrickych funkei znaéi, Ze kosinus obou

e\

uhlid je tyz (nebot cos(—a) = ; = cosx), kdeZto sinus, tan-

gens a kotangens maji opaénd znaménka (v jejich definié-
nich rovnicich vystupuje totiz y-soutfadnice).

Pfiklad 13.4. Vypo&téte tg(—45°).

ERedent. Podle (13.13) je tg(—45°) = — tg45° = — 1. Bez
pouziti pravé dokidzané véty jsme mohli dojit k témuz
vysledku, oviem zdlouhavéjsi cestou. Podle (12.5), (13.11)
a (13.8) je postupnd tg(—45°) = tg(360° — 45°) = tg315° =
tg(180° 4 135°) = tgl35° = tg(180° — 45°) —= — tgd5° —
= — 1. -

| Nakonec vyfeSime zdkladnf dvé tdlohy.
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Urona 13.1. Najdéte hodnotu dané goniometrické funkce
pro libovolny tdhel.

Reent. Podle véty 12.2 vyjidiime hledanou hodnotu
funkce hodnotou téze funkce pro thel z intervalu (0°, 360°).
Potom uzitim vhodné z vét 13.2 = 13.5 vyjadiime nalezenou
hodnotu goniometrické funkce Ghlu z intervalu {0°, 90°,
kterou jiz vyhleddme z tabulek.

Pfiklad 13.5. Najd&te cos 1000°.

Resend. c0s1000° cos(720° + 280°) = co0s280° =
= c0s(180° + 100°) = — c0s8100° = — cos(90° + 10°) =
=8inl0° = 0,985 mnebo jsme mohli poditat kratdeji:
c081000° = cos(1080° — 80°) = cos(— 80°) = co0s80° =
= §in10° '

Drive nez prikrodime k feSeni obracené ulohy, uvédomime
si, Ze goniometrické funkce jsou periodické s periodou 360°;
ptdme-li se po viech thlech, pro nés dand goniometricks
funkce m4 danou hodnotu (oviem pro sinus a kosinus mus{
tato hodnota byt vzata z intervalu {(—1, 1)), stadi najit
vSechny thly polootevieného intervalu {0° 360°) (nepoéi-
téme do ného tedy jiz hranici 360°), pro néz dané funkce na-
byvé dané hodnoty. Podle véty 12.1 takové uhly existuji;
nyni vétu 12.1 jesté doplnime vétou, kterd Fiké kolik tako-
vych uhld existuje.

Vira13.7. Ke kazdé hodnoté goniometrické funk-
ce existuji v intervalu {0° 360°) dva uhly, pro
které dan4d funkce mé danou hodnotu.

Dikaz poddame jen pro sinus, a to tim, Ze navidZzeme na du-
kaz véty 12.1 a doplnime jej. Necht je tedy dédno é&islo a,
kde —1 < ¢ < 1. Zvolime-li si libovolnou délku O4, mu-
sime nalézti vlastné vSechny body P, jejichz wvzddlenost
od O by byla pravé OP = OA a jejich% y-soufadnice by byla
a.0A. Takové body jsou jen v prisedicich kruznice o st¥edu
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O a poloméru OA s jakousi pfimkou, o které jsme mluvili
v diikazu véty 12.1, rovnobé&Znou s osou z. Podstatné je, ze
takové pruseliky existuji vidy dva (splyvaji jen pro a =
= 4 1). Oznaéime-li je P,, P,, pak I AOP; a L AOP, jsou
hledané uhly.

Poznamka. K dikazu jsme mohli pouzit také grafického
zndzornéni goniometrickych funkei (obr. 61+-64). Je-li ddna
hodnota nékteré z nich, pak vedeme rovnobézku s osou z
tak, aby y-soufadnice bodu této ptimky byly rovny dané
hodnoté. Tato ptimka protind prislusny graf ve dvou bo-
dech; uhly pfisluéné témto boddm jsou hledané dhly.

Pro skuteéné vyhleddni ihld je uziteénd dalsi véta.

VETaA 13.8. Soudet Ghld piisluSsnych dané kladné
hodnoté sinu je 180° souéet thlt pfisluSnych z4-
porné hodnoté& sinu je 540° soudéet uhlt prislus-
nych dané hodnoté kosinu je 360° a koneéné rozdil
ihld prisludnych dané hodnoté tangenty nebo
kotangenty je 180°.

Dikaz. Zdkladni myslenku dikazu ukidZeme jen pro sinus.
Necht 0 < a < 1; vztahu sinx = @ vyhovuje jisté néjaky
ostry thel «,, ktery umime snadno najit. Potom vS8ak thel
oy = 180° — x, je daldi hledany thel, nebot podle (13.5)
plati sinx, = 8in(180° — «,). Pro oba thly plati oviem
oy + g = 180°. Hleddme-li uhly, které vyhovuji vzta-
hu sinf = — a, pak najdeme nejprve thly o«,, o,
které vyhovuji podmince sinx = a. ProtoZe jsme zvolili
sinx tak, Ze sinff = — sinx, musi podle (13.11) byt f = 180° 4
+ « a tedy B, = 180° + «, a 8, = 180° + &, = 360° — «,.
Je pak skuteéné g, 4+ B, = 540°. Podobné by se postupovalo
v ostatnich pfipadech.

ULorA 13.2. K dané hodnoté goniometrické funk-
ce najdéte prislusny tdhel.

Resent je naznadeno v predchozi vétd. Znaménko hodnoty
dané funkce ¥ikd, do kterého intervalu ndlezi hledané uhly.

114



Vyhleddme nejprve dhly, pro néz dand funkce ma hodnotu
rovnou puvodni hodnotd, u niz jsme pfipadné zdporné zna-
ménko zménili v kladné. Pak uZijeme zndamych prevodo-
vych vzorcd k vypodtu hledangch dhld.

Pftklad 13.6. Najdéte dhly (v intervalu {0°, 360°)), pro
néz a) sin = 0,5, b) sinf = — 0,5.

Redent. a) Ulohu fesi ostry a tupy thel; hledany ostry thel
je zfejmé «; = 30°, tedy druhy udhel je x, = 180° — 30°.=
= 150°. b) Ulohu te3i thly, jejichz druhd ramena jsou ve
ITI. a IV. kvadrantu. ProtoZe uZz zndme uhly «,, x,, které
vyhovuji vztahu sinx = — sinf = 0,5, musi §, = 180° +
+ «, = 210°, B,= 180° + «x, = 330°.

Ptiklad 13.7. Najdéte uhly (v intervalu {0°, 360°)), pro
néz a) cosx = 0,35293, b) cosf = — 0,35293.

ReSeni. a) Ulohu Fesi ostry tihel a vypukly thel z intervalu
(270°, 360°). Predevdim je totiZ «, = 69°20; protoZe plati
cos(—ox) = cosx, je a,’ = — 69°20’, coz vSak neni tihel v na-
Sem intervalu. Staéi k nému pfidist 360° a tedy «, = 360° —
— 69°20’ = 290°40’ je druhy hledany ihel. b) Ulohu fesi
jednak tupy thel, jednak vypukly thel z intervalu (180°,
270°). Jelikoz je cos(180° — &) = — cosx, je f; = 180° —
— &, = 110°40’ a déle protoZe cos(180° 4 &) = — cosx, je

s = 180° + &, = 249°20’ (nebo jsme mohli pomoci , najit:
Ba' = 180° — x, = — 110°40’, ktery sice neleZi v nasem in-
tervalu, ale §," 4 360° jiz v na8em intervalu lezi, je to §,).

Pfiklad 13.8. Najdéte uhly (v intervalu {0° 360°)), pro
né a) tgx = 1,27994, b) tgf = — 1,27994.

Refent pro tangentu a kotangentu je snadné. Podle véty
13.5, je-li &, FeSenim, pak také o, = x; 4+ 180° je FeSenim.
a) Ulohu fesi o, = 52°, tedy &, = 52° 4 180° = 232° je také
fefeni. b) ProtozZe je tgf = — tgx, jsou hledané uhly 8, =
= 180° — x, = 180° — 52° = 128°a 8, = 180° + B, = 308°.
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Prftklad 13.9. Najdste thly (v intervalu {0°, 360°)), pro
ndZ a) cotgx == 0,85713, b) cotgf = — 0,85713.

Relend. a) Snadno najdeme &, = 49°24’, tedy druhym Fe-
S8enim musi byt &, = 180° 4-49°24’ = 229°24’. b) Ze vztahu
cotgf = — cotgx plyne §; = 180° — o, = 180° — 49°24' =
= 130°36" a dile 8, = B, + 180° = 130°36" 4 180° =
= 310°36’.

Cvilend.
13.1. Urgete hodnoty ostatnich goniometrickych funkei, je-li a)
sineg = — §, b) tgax = 1,6.

13.2. Ve kterém intervalu leZi vihel, jehoZ a) sinus a kosinus maji
postupnd znaménka + —, b) kosinus a tangens maji znaménka
— +, ¢) sinus a kotangens maji znaménka + —?.

13.3. Najdéte hodnoty a) sinl30° b) cosl09°20’, ¢) tgl08°27’,
d) cotgl51°13’, e) 8in212°53’, f) cos314°15’, g) tg250°50’, h) cotg300°.

13.4. Urgete a) sin515°, b) cos600°, o) tg410°50’, d) cotg405°.

13.5. Uréete a) sin(—30°), b) cos(—45°), c) tg(—60°).

V intervalu {0°, 360°) najdéte thly, pro které jo

13.6. a) sinx = 0,65324, b) sinax = — 0,72621.
13.7. a) cosx = 0,57765, b) cosx = — 0,87211.
13.8. a) tgax = 0,91099, b) tgae = — 1,35142.

13.9. a) cotga = 1,25, b) cotgax = — 0,8.

14. SOUCTOVE (A ROZDILOVE) VETY PRO GONIO-
METRICKE FUNKCE

Hned na zaéitku podotknéme, Ze pii FeSeni trojuihelnikid
bychom se mohli docela dobfe obejit bez znalosti vét tohoto
odstavce; presio sije odvodime, nebot v nékterych pfipadech
jsou velice uzite¢aé. O jaké véty se vlastné jednd? Struéné
fedeno, jsou to véty, které uddvaji fefeni této tlohy:

Jsou zndmy hodnoty goniometrickych funkei dvou dhld
& a f§; je tfeba uréit hodnoty goniometrickych funkei dhla
& -+ f nebo & — B.

Zikladem je véta:
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Viita 14.1. Necht «,8 jsou dva libovolné dhly,
pak platf

gin(x 4+ B) = sinx cosf + cosx singf,

cos(x + B) = cosx cosff — sinxsinf. (14.1)

Diikaz je ponskud delsi; rozloZzime jej na nékolik &4sti.

a) Pfedpokladejme mnejprve
0° < x < 90° 0°< B << 90°% 8
« + B < 90°. Sestrojime si stydné
thly x = < ap, § = < pb (obr.
73); na rameni b zvolime libovol-
ay bod B # O, spustime z ného H
jednak kolmici' B4 narameno a, @
jednak kolmici BP na rameno p. »
Spustme jesté z P kolmici PM
na AB a kolmici PN na rameno
a. Pfedeviim z pravoihlého
A OAB plyne

AB 04

sinfa + ) = 5=, oo+ f) = =25 (142

déle z pravoiihlého A OPN najdeme
sinx = ﬂ, cosx = ?—N_— (14.3)
OoP -
Ale sinx a cosx mtizeme také vyjddfitz pravotihlého A MPB,
nebof v ném 1hel pfi vrcholu B je pravé « (jest totiz BP |
1. OP, BA | ON a tedy < PBM = <& PON = «), takie
je také

sinx = LM—P, COSxX = g; (14.4)
BP BP
konetng z pravoihlého A OPB dostaneme
BP OP
sinfg — =, CO8p == =, 14.5
b=z cosf == (14.5)
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Pro usetku AB plati AB = AM + MB; protoze viak je
AM = PN, miZeme tuto rovnost prepsat na AB = PN +

+ MB. Vyd&lenim OB dostaneme 2)411: = PN + MB; do-

OB OB
sadme sem za PN ze (14.3) a M B ze (14.4); najdeme

AB OP BP

—— = — sinx + — cosx;

OB OB OB
po dosazeni z (14.2) a (14.5) uZ dostaneme prvy dokazovany
vzorec.

Vyjdéme nyni ze vztahu O4 = ON — NA; jelikoz NA =
= MP, dostavime O4 = ON — MP. Délme opét tuto rov-

nici OB; najdeme 04 = oN — MP, kam dosadime za ON
OB OB OB

ze (14.3) a za M P ze (14.4). Vysledek dosazeni je

0A OP BP

— = —— COSX — — SINKX,

OB OB
odkud jiZ po dosazeni ze (14.2) a (14.5) plyne druhy dokazo-
vany vzorec.

b) Zatim jsme vzorce (14.1) dokézali jen pro takové ostré
uhly, jejichZ soudet byl mensi nez 90°. Pfedpoklddejme nyni,
fe zase je 0° < & << 90° 0° < B < 90° ale x + B > 90°
PoloZme v tomto pfipadé o; = 90° — «, B; = 90° — B. Zfej-
mé pro «, a 3, plati pfedpoklady uvedené v &dsti a), t. j.
0° < ex; << 90°% 0°< B, <90°% o + B, <<90° (jak plyne
z toho, Ze &, + f;, = 180° — (x + B) a & 4 B > 90°). Tedy
je podle dokdzaného

sin(x; + f,) = sinx; cosfB, + cosx, sinf,,
t. j. 8in[180° — (x 4 B)] = 8in(90° — «) cos(90° — B) +
+ c08(90° — &) 8in(90° — ), & to lze podle (13.5), (8.3)a
(8.4) pfepsat na
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sin{o + f) = cosx sinfl + sinx cosf,

co% uZ je, aZ na pofadi &lend, prvé rovnice ve (14.1). Uplné
obdobné plati

cos(x; + B;) = oosx, cosfl; — sinx, sinf,,
t. j.
cos[180° — (&« + B)] = co0s(90° — &) cos(90° — f) —
— 8in(90° — &) 8in(90° — f).

Tento vztah miZeme opét uZitim (13.5), (8.3) a (8.4) pfepsat
na
— cos(x + f) = sinx sinf8 — cosx cosf,

z ¢ehoZ uz ndsobenim —1 dostaneme druhou rovnici (14.1).

¢) Platnost vzorct (14.1) je tedy dosud dokézdna pro libo-
volné dva ostré thly. Pfipomeinime, Ze oba vzorce plati také
v pfipadé, kdy alespon jeden z 1hli «, f je roven 0°, jak se
snadno presvédé¢ime dosazenim.

Udiime nyni daldi krok. Za pfedpokladu, Ze (14.1) plati
pro libovolné dva dhly «, §, dokdZeme, Ze plati také pro p¥i-
pad, kdy k jednomu z nich, na pf. k uhlu «, pfiéteme 90°;
poloZme tedy &, = & 4 90°, tedy o« = ox; — 90°. Podle pfed-
pokladu je

sin(x + f) = sinx cosf - coswx sinf,
t. j.
sin[(x, — 90°) + f] = sin(x; — 90°) cosf +

+ cos(x; — 90°) sinf.
Podle (13.13) jest viak sin[(xx; — 90°) 4+ B]=sin[(x, + B) —
— 90°] = — sin[90° — (%, + F)], sin(x, — 90°) =
= — 8in(90° — x,) & cos(x, — 90°) = cos(90° — «,); po
dosazeni do predchézejici rovnice dostdvéme

— 8in[90° — («, 4 B)] = — 8in(90° — «,) cosf +
+ ¢0s8(90° — «,) sinf.

Utitim (8.3) a (8.4) (t&chto vzorch mbZeme skutedné ugit,
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nebot se d4 lehko dokdzat, %e plati pro libovolné ﬁhiy a ne
jen pro ostré tihly) a soudasnym ndsobenim —1 najdeme

cos(x, + B) = cosx, cosf — sinx, sinf,

tedy druhou rovnici. (14.1) pro . tGhly &, = &« + 90°, 8. Po-
dobné odvodime postupné

cos(x + B) = cosx cosf — sinx sinf,
cos[(x; — 90°) 4 B] = cos(x; — 90°) cosfB —
— sin(x, — 90°) sing,
cos[90° — (x; + B)] = c08(90° — «,) cosf + sin(90° — «,) .
“sing, 1.

sin(e; + B) = sina, cosp 4 cose, sinf.
Tim jsou vSak rovnice (14.1) dokdzany pro libovolné kladné
hly, nebof kazdy whel v&tsi nebo rovny 90° dostaneme
z Ghlu z intervalu {0°, 90°) postupnym ptiéitdnim 90°. Pro
dhly intervalu {0°, 90°) vzorce (14.1) plati, jak je dokdzdno
v &dstech a) a b), tedy plati pro vSechny kladné dhly, jak
jsme pravé dokazali v c).

d)Zbyva provést diikaz platnosti vzorct (14.1) pro zdporné

dhly. KaZdy zdporny thel dostaneme v8ak z kladného uhlu
odedtenim néjakého nisobku 360°. Ale goniometrické funkce
jsou periodické, jejich hodnoty se zminéaym odedtenim ne-
zméni, a proto vzorce (14.1) plati pro zcela libovolné- dhly.
Tim je tvrzeni véty 14.1 dokdzano.

ViTa 14.2. Pro dva libovolné uhly «, § plati
sin(x 4+ B) = sinx cosf 4 cosx sinf,
cos(x + ﬂ = cosx cosfl F sinx sinfl,  (14.6)
_ tgxttgf
Dikaz, Je to vlastné Sest vztahﬁ. V kaizdém rddku plati
soudasné bud horni nebo dolni znaménka. Rik4 se jim nékdy

soultové (rozdilové) véty. Dikaz platnosti prvych dvou vzorct
pro horni znaménka je poddn vétou 14.1. Podle téze véty
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viak mizeme za thel § zvolit libovolny tdhel. Zvolme thel
—f; dosazenim do (14.1) dostaneme

sin(x — f) = sinx cos(—pB) + cosx sin(—pf),
cos(x — B) = cosx cos(—pf) — sinx sin(—pf).

Dosadime-li sem v3ak podle (13.13) cos(—p) = cosp,

sin(—p) = — sinf, pak hned dosaneme prvé dva vzorce pro
dolnf znaménka.
Dile je

sin(ox 4 f)  sinx cosf 4 cosx sinf
cos(x 4 )  cosx cosf — sinx sinf’

tglx + B) =

Délme ¢itatel i jmenovatel souéinem cosx cosf; najdeme

sinx  sinf

__cosx  cosfp  tgx 4 tgf
tglx + h) = | _ §inx sinf 1 — tgx tgh’
cosx ~ cosf

coZ je pravé vzorec ve tfetim Fddku pro horni znaménka.
Pfipometime, Ze pfirozend predpokladdme, Ze jak tga, tgf,
tak i tg(x + B) jsou skuteéné definovany, t. j. Ze ani «, §,
ale ani « 4+ B nedaji se psit ve tvaru 90° + n . 180° (tedy
vzorec na pf. neplati, kdyZ je « = 30° a soudasné # = 60°).
Uplng obdobné bychom dokézali platnost posledniho vzorce
pro dolni znaménka.

Pfiklad 14.1. Vypodtéte sin(x — f8), je-lisine = 12, cosff =
= — § a vite-li, Ze & i f§ lezi v intervalu {90°, 180->.

Refeni. Z danych hodnot a podle podminek najdeme

cosx = — 1%, sinf = §. Dosadime nyni prosté do vzorce
sin(x —.f) = sinx cosfl — cosx sinf, dostaneme sin(x — f) =
= - —-i—-(—f)t=—13F

VEra 14.3. Jest
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sin2x = 2 sinx cosx,

cos2x = cos2x — s'inzc/x, (14.7)
2tgx
tg2cx = -],—:—tg’—(x.

Diikaz. Stadi do vzorcd (14.6) pro sin(x + B), cos(x + B)
a tg(x + f) polozZit & = B.
Priklad 14.2. Vyjddrete sin3x funkei sinx.

Refent. Uhel 3x pidme ve tvaru 2« 4 «. Pak je postupnd
sin3x = sin(2x + &) = sin2x cosx + cos2x sinx = (2sinx .
. c08x) cosx -+ (cos2x — sin?x) sinx = sinx(3 cos2x — sin%x) =
= 3 sinx — 4 sin3«.

Pozndmka. Uzitim vzorcl (14.7) miZeme zjednodusit vy-
razy, ve kterych se vyskytuji goniometrické funkce. Tak
na pt. v tloze 9.1 jsme nadli pro plony obsah pravoihlého
trojuhelnika p = }c?sinx cosx; po dosazeni ze (14.7) zjedno-
dusime na p = }¢2sin2x. Podobné vzorec p = b?sin}x cosix
z tlohy 9.8 lze upravit na p = 1b?sinx a stejné vzorec p =
= r? sin-2—7f—2 co8 — Z ulohy 9.10 na p = }r?sin én—’ jak jsme

ostatné nasli pfimo v tloze 9.10 jinym zplsobem.

Vzorce (14.7) uddvaji, jak se vypoétou funkce dvojndsob-
ného dhlu ze zndmych funkei daného ihlu. Odvodime jesté
obricené vzorce:

VEraA 14.4. Plati

T
sinjx = 4 / 20%—“,
- -1———-

costo = 4+ / J’—zﬂcm—“ (14.8)
1/1 — cosx
B =& T T oom
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Diikaz. Vyjdeme z rovnic
cos®)jx + sin?}x = 1, cos?}x — sin?}ax = cosux,

z nich? prvé je rovnici (13.3) napsanou pro uhel }x a druhd
je druhou rovnici (14.7) napsanou také pro thel }x. Sedte-
nim obou rovnic dostaneme 2 cos?}x = 1 4 cosx a odedte-
nim druhé rovnice od prvni 2 sin?)x = 1 — cosx. Z t&chto
rovnic jiz snadno odvodime prvé dvé rovnice ve (14.8). Treti
vzorec dostaneme, vydélime-li prvou rovnici (14.8) druhou
rovnici.
Priklad 14.3. Vypoététe funkce Ghlu «, je-li cosx = §.

Re$ent. Podle vzorch (14.8) najdeme sin jo = + !

V5
cosjx = + -/%—., tgix = 4+ }. Omezime-li se na tGhly « z in-
tervalu {0°, 360°), paki (vzhledem k tomu, Ze bylo déno
cosx > 0) mohou nastat jen tyto dva pripady: a) bud je
0° < & < 90° a tedy sinjox = LB_, cosia = 1__ a tgia = 1,
b) nebo je 270° < & < 360°, pak je 135° << 1o << 180° a
tedy sinix = T cosjx = — ——, tgla = —1.

Uzitim véty 14.2 lehko odvodime dalsi velice uZiteénou
vétu:

VETA 14.5. Pro libovolné dva uhlye«, plati vzor-
ce
sinx 4 sinf = 2 sin}(x + B) cosi(x — B),
sinx — sinf = 2 sin}(x — B) cosd(x 4 B),
cosx + cosf = 2 cos}(x + B) cos}(x — f),
cosx — cosff = —2sinf(x + f) sint(x — B).

Dikaz. Jsou-li , f dva libovolné whly, pak jistd existuji
dalsf dva 1ihly y a.8-tak, %e

(14.9)
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x=yp +0, f=y—0. (14.10)

Skuteénd: napsané rovnice jsou vlastné rovnicemi pro ne-
zndmé dhly p a d. Sedtenfm obou rovanic najdeme & + f =
= 2y, odeétenim & — B = 24, tedy

y=3%(+B) 6=3x—p). (14.11)
Vyjédiime nyni sinx = sin(y + d) a sinf = sin(y — 9J) po-
dle (14.8). Jest
sinx = sin(y + J) = siny cosd 4 cosy sind,
sinf = sin(y — d) = siny cosd — cosy sind.
Seétenim a odedtenim té&chto rovnic dostaneme
sinx -{- sinfl = 2 siny cosd,
sinx — sinfl = 2 cosy sind.
Dosadime-li sem zay adze (14.11), dostaneme pravé prvédve
rovnice (14.9). Obdobné je

cosx = cos(y + d) = cosy cosd — siny sind,
cosfl = cos(y — d) = cosy cosd | siny sind.

Jejich sedtenim a odedtenim najdeme

cosx 4 cosfB = 2 cosy cosd,
cosx — cosf} = — 2 siny sind.

Také sem dosadime jeSté za y a d ze (14.11); dostaneme zby-
vajici dvé rovnice ve (14.9).

Pozndmka. Vyznam vzorct (14.9) spoéiva pravé v tom, Ze
soudet (rozdil) funkei je vyjddien soudinem funkci. Mizeme
jich tedy s vyhodou uzit pfi dpravé danych vyrazi na vy-
razy vhodné pro logaritmovéni.

Pfiklad 14.4. Vyjidiete soudet sinx -+ sinf + siny ve
tvaru soudinu za pradpokladu, Ze &, 8, ¥ jsou uhly trojihel-
nika (tedy o« + f -+ y = 180°).

EeJent. sinx + sinf + siny = sinx + sinf + sin[180° —
— (x + B)] = sinx + sinf + sin(« + B). Pro prvé dva sdi-
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tance uzijeme prvého vzorce (14.9), tfetiho s¢ftance upraw
me podle prvého vzorce (14.7). Tedy sinx 4 sinf + siny =
= 2 sin}(x + f) cos}(x — B) + 2sin}(x + f) cos}(x + B) =

= 2sin}(x + B) [cosH{x — ﬂ ) + cos}(x —|-,B)] Nyni v8ak platf
sin}(x + B) = cos[90° — }(x + B)] = cos}y a déle [podle
(14.9)] cos}(x — B) + cos%(oc + B) = 2 cos}x cos}f. Tedy vy-
sledek je

sinx + sinf 4+ siny = 4 cos}«x cos}f cosiy.
Cvilend.

14.1. Vypoitdte cos(x + f) & cos(ax — B), je-li cosx = 1§, cosf =
= 5 & vite-li, Ze o i f lezi v intervalu {0°, 90°).

14.2. Urgete tg(x + f) a tg(x — B), je-li tgax = 1, tgh = 3.

14.3. Vypodtéte uZitim souétovych vét hodnoty goniometrickych
funkei pro uh-l 15° (uvazte, Ze 15° = 45° — 30°).

14.4. Najdéte hodnotu sin2x, cos2x, tg2x, cotg2x, je-li tga =
= %% a lezi-li & v intervalu {0°, 90°>,

14.5. Vyjédiete a) cos3a, b) sindx funkcemi sinx, cosa.

14.6. Najdste hodnoty goniometrickych funkef dhlu 4o, jestliZe
znite cosy = % (dhel x je v intervalu {0°, 90°).

14.7. Zjednoduste vyrazy a) sinx + cosx, b) sinx — cosx [uZijte
vztahu cosx = 8in(90° — «)].

. sin(x + f) — sin(x — B)

14.8. Zjednoduste cos(@ + ) — coslax — B’

14.9. Necht «, f§,  jsou ihly trojihelnika; vyjddfete souinem
a) tgx + tgf + tgy, b) cotgix + cotgif + cotgiy.

15. ZAKLADNI VETY PRO RESENI OBECNYCH
TROJUHELNIKU

Pri feSeni trojuhelnikti budeme z vét odvozenych v gonio-
metrii obecného thlu pot¥ebovat véty tykajici se whli in-
tervalu (02, 130°). Uvedeme jednoduchy dusledek téchto
vét, platny pro dhly trojihelaika.

VETa 15.1. Pro thly «, 8,y trojihelnika plati

siny =sin(x + B), cosy = — cos(x + f), tgy = — tg(x + f).
cotgy = — cotg(x + B), (15.1)
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singy = cos(x + f), cosyy =sin}(x -+ B), tg3y =
= ootgg(x + f), cotgly = tgi(x + ). (15.2)
Dikaz plyne ckamzité z toho, Ze pro thly «, £, ¥ trojihel-
nika plati rovnice « + f + y = 180°.

Pozndmka. Mimo uvedené vzorce plati jesté dalsi vzorce
téhoZ typu, které dostaneme z (15.1) a (15.2) tak zvanou
cyklickou zaménou prvkd; rozumime tim zdménu, pti které
misto « piSeme 8, misto § piSeme y a koneéné mistoy piSeme
«. Z takto ziskanych vzorcl obdrzime opét nové dalsi cyklic-
kou zdéménou.

Mezi stranami a dhly obecného trojihelnika plati fada
vztahl, z nichZz nékteré nejdilezitéjsi odvodime. Nejprve
dokéZeme:

VEra 15.2 (SiNovA VETA). Strany trojihelnika jsou
imérny sintim protéjsich 4hldg,t.j.
a:b:c =sinx:sinf : siny. (15.3)

Diikaz. V A ABC spustme s vrcholu A vysku v, na protéjsi
stranu a; pata vySsky necht je P. Nutno rozezndvat tfi p¥i-
pady:

a) Jsou-li Ghly S ay ostré (obr.
74), pak P lezi mezi body BaC. Do-
staneme pravouhly A\ ABP s ihlem
b p pri vrcholu B a pravoihly A ACP
s uhlem y pfi vrcholu C. Z A ABP
najdeme pro vysku

¢ vy = csinf. (15.4)
Tutéz vysku v, vyjddiime jesté uzi-

tim A\ ACP;nyni jest
vy = bsiny. (15.5)

Z rovnic (15.4) a (15.5) plyne v3ak okamzité rovnice

b siny = ¢ sinf, (15.8)
t. j. Gméra
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b:c = sinf : siny. (158.7)

b) Nejsou-li oba tihly § a y ostré, pak jeden z nich, mtZeme
pfedpaklddat, Ze je to pravé v, je bud pravy nebo tupy.
Necht y je pravy (obr. 75), pak z A ABC dostaneme b =
= csinf, coz vSak je jen zvlidStnim piipadem vztahu (15.6),
nebot pro pravy thel y plati siny = 1. Tedy i v tomto pfi-
pads plati (15.7).

p 2
8 o ¢

Obr. 75. Obr. 76.

¢) Necht y je tupy (obr. 76); pak bod P lezi na piimce BC

vné uselky BC. Dostaneme opét pravouhly A\ ABP s ithlem
B pti vrcholu B a pravoihly A ACP tentokriate s dhlem
v, = 180° — y pfi vrcholu C. Vyjiddiime opét vysku v,
dvojim zptisobem. Dostaneme jednak (15.4) (z A ABC) a jed-
nak v, = bsiny, = bsin(180° — y) = bsiny, tedy opét
(15.5). To vsak znadi, Ze také v tomto piipadé plati iméra
(15.7).
Kdybychom tutéZ tdvahu provedli pro vysky v, a v,
nasli bychom
a:b = sinx : sinf,
a:c¢ = sinx : siny.
Uméry (15.7) a (15.8) se oby&ejné zapisuji ve tvaru jediné
postupné iméry (15.3). Tim je sinovd véta dokdzina.
‘Odvodime si nyn{ dalsi vétu:

Viita 15.3 (KosiNovA vETa). Ctverec strany trojihel-
nika je roven soudtu &tverclh zbyvajicich dvou

(15.8)
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stran, zmensenému o dvojnasobny soudin téchto
stran vyndsobeny kosinem dhlu jimi sevfeného:
c? =-a? 4 b% — 2ab cosy. (15.9)

Dikaz provedeme opét ve tiech krocich.

a) N:cht dhly 8 a y jsou ostré (obr. 74). Pak z A\ ACP
dostaneme v,2 — b2 — PC?; podobne z )\ ABP uréime v,2 =
= ¢2 — BP? = ¢ — (a — PC)% Je tedy b2 — PC? = ¢ —

— (@ — P(J)2 Odtud jiz snadno nalezneme c2 = a? 4 b2 —

— 2a . PC. Dosadime-li sem viak PC = b cosy, jak plyne
z pravouihlého A ACP, pak dostaneme ihned dokazovany
vzorec (15.9). ‘

b) Necht y je pravy (obr. 75); dany A ABC je pravothly
s pfeponou c¢. Podle Pythagorovy véty je ¢ = a? 4 b2%. To
vSak tika, Ze i v tomto pripadé plati (15.9), nebof proy = 90°
jest cosy = 0.

c) Necht y je tupy uhel (obr. 76). Obdobnym zpiisobem
jako v piipadé a) najdeme c? = a2 + b2 + 2a . PC. Dosadi-
me-li sem PC = b cosy; = b . cos(180° — y) = — b cosy, do-
staneme zase (15.9). Tim je platnost vzorce (15.9) dokizana
pro vsachny pfipady. Uplngé obdobnd bychom dok4zali
jesté dalsi dva vzorce

a? = b? 4 ¢ — 2bc cosx,
b%* = a? 4 ¢* — 2ac cosf;

tim je dokazdna platnost véty.

Pozndmka. Kosinové vété se nekdy rikd také Carnotova
(¢teme karnotova) véta nebo roz$ifend véta Pythagorova,
vzhledem k tomu, Ze véta Pythagorova je jejim zvlastnim
ptipadem. Pfipomeinme, Ze ze tfi vzorcd (15.9) a (15.10)
stadi si zapamatovat jediny; zbyvajici dva plynou z n2ho
cykLlckou zéménou elementi: nyni tim rozumime, Ze zameé-
nime nejen thly podle schematu « — §, § — v, ¥y - «, nybrz
soudasné i strany podle obdobného schematu a — b, b — ¢,
c— a.

(15.10)
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Pro feseni obecnych trojuhelniku dplné vystadi zdékladni
véty sinova a kosinova. Pfesto k nim pfipojime jes§té nékteré
dalsi véty, které feSeni trojuhelnikd v mnohych pfipadech
ulehé&uji.

VEra 154 (TANGENTOVA VETA). Soudet dvou stran
vtrojihelnikumad se kjejich rozdilu jako tangen-
ta poloviéniho soudtu protéjsich ihld k tangenté
jejich poloviéniho rozdilu:

(@+b): (@ — b) = tgh(x + ) : tghlr— B). (16.11)

Diitkaz. K odvozeni uZijeme sinové véty. Z prvniho vzorce
(15.8) plyne a = d sinx, b = d sinx (kde d je jakysi koefi-
cient rizny od nuly) a odtud a 4 b = d (sinx + sinf),
a — b =d (sinx — sinf). Vydélenim obou rovnic najdeme

a+b  sinx + sinf
a—b sinx—sinf’

(15.12)

Pravou stranu této rovnice viak snadno upravime

sinx + sinf _ 2sin}(x + p) cosj(x — f)
sino — sinf 2 cos}(x + p) sin}(x — )
__sin} (x 4+ B) _ sin}(x — B)

 cos}(x + p) ~cosl(x — p)

a tedy
sine + sinf  tg}(x 4 )
sine — sinf  tgl(x — p)’

Dosadime-li tento vysledek do (15.12), dostdvdme piimo
(15.11). Tim je vSak tangentovd véta dokdzéna; dalsi dva
vzorce dostaneme z (15.11) zndmou cyklickou zdéménou.

Pozndmka. Véta tangentovd se ¢asto oznaduje jako Nepe-
rova (Napierova) @méra nebo véta.

VETA 15.5 (1. a 2. MOLLWEIDUV VZOREO). Pro strany a
thly obecného trojihelnika platf
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(@ +b) :c = eos}(x — B) : sindy, S
(@ — b) : ¢ == sin}(x — B) : cos}y. (15.13)
Dikaz obou vzorei zalozime opét na sinové vté. Z postup-
né imeéry (15.3) plyne a = dsinx, b = dsinf}, ¢ = dsiny a
tedy a + b = d(sinx + sinf), ¢ = d siny.. Vydélenim obou
rovnic najdeme

a+b =sincxt{-sin/3_ (15.14)
¢ siny
Pravou stranu této rovnice upravime [uZijeme pfi tom dru-
hého vzorce v (15.2)] na
sinx + sinf  2sin}(x + ) cos}(x — )
siny 2 smly cosly -
__cos}y cos}(x — f)
" sinly cosly N

a tedy

sinx 4 8inf  cos}(x — f)
siny sinly
coZ dosazeno do (15.14) ddva 1. Mollweidiv vzorec v (15.13).
Uplné obdobné dokézeme 2. vzorec vychédzejice z iméry
(@ — b) : ¢ = (sinx — sinf) : siny.

Ke kazdému ze vzorcu (15.13) existuji oviem jesté dalsi dva,
které z nich dostaneme cyklickou zdménou element.

Pozndamka. Uvedené vzorce jsou zndmy také pod jménem
Cagnoliho (éteme kanoliho) rovnice.

VEra 15.6. Pro poloviéni Ghly trojihelnika plati

sinl«x =l/(8 — blif:s — c), CosEo =V3(8; a-),

T tgde =V(8 — b)(s — °) {15.15)

8(8 — a)
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(a dali vzorce pro. thly 38 a }y, kieré dostaneme. z _téohto
cyklickou zdménou), pfi demz s = ¥(a + & + o).

Dikaz. Vyjdéme z kosinové vaty (15.9) napsané pro stranu
a, t..j. z rovnice a? = b? + ¢ — 2bc cosx. Z toho
b2 4 c® — a?
2bc

Dosadime-li tuto hodnotu cosx do (14.8), dostaneme hledané
vzorce. Naznaéené provedeme nyni podrobné: vypoéitdme
nejprve jednak 1 — cosx, jednak 1 + cosx. Najdeme 1 —

b%2 4 ¢2 — a? 2bc — b2 — c? + a?

COBxX =

—cosx = 1 — T = 2bc -
at—(b—¢)? (a—b-+c)a+b—ec)
—_— - 1
2bc 2bc. L=
+b2+cz_a2—2bc+b2+c2_a2_(b+0)2._a2_
e 2be - 2be -

viéni obvod trojihelnika s, t. j. polome a + b+ ¢ = 2s;
pak je b+c—a=2(s—a), a—b+c=2(s—0b), a+
+b—c¢c=2(s—c¢) a tedy

28(s — a)’ ] & cosx — 2(s — b)(s — c).
be be

Dalsi je jiz zFejmé, stadi totiZ nalezené hodnoty dosadit do
(14.8) a dostaneme okamZité vzorce (15. 15) Odmocniny jsou
oviem opatreny zna,ménkem + ﬁebot oc je ]usté v intervalu

1 — cosx =

Nakonec pripojme ]eébé nekohk vet ve kterych uvedeme
jak se_vypotitdvaji nékterd daldi pryky tromhelmka. a to
ploiny obsah Ps. polomér p kruZnice vepsané a polomér r
kruZnice opsané, ze-zékladnich prvkﬁ
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VETA 15.7. Pro plodny obsah p trojihelnika plati
vzorce

p = }ab siny, (15.16)
a?sinf siny

= , 15.17

P= 2emB +7) (o1

p= l 8(8 — a)(8 — b)(s — c¢) (Heroniv vzorec). (15.18)
Dikaz. Nejprve ukizeme platnost vzorce (15.16). Jak
vime, pro ploSny obsah trojihelnika plati zndmy vzorec p =
= lav, (obr. 74). Pro vysku v, viak z A ACP najdeme
v, = b siny, coZ dosazeno do pfedchoziho vzorce dava p =
= lab siny, jak je uvedeno v (15.16). Samozfejmé s timto
vzorcem plati je3té dalsi dva, které dostaneme z tohoto
cyklickou zdménou prvki: p = 1be sinx, p = }ac sinf. Dalsi
vztah (15.17) dostaneme jiz z (15.16) vhodnou dpravou uzi-
tim sinové véty. Z dméry a : b = sinx :sinf totiz uréime b =

__asinf , kam jesté mazeme dosadit [dle vzorce obdobného

sinx a sinf
k (15.1)] sinx = sin , tedy b = ——————; po do-
(15.1)] (B +7), tedy g +7) P
sazeni do (15.16) dostaneme pravé (15.17). Dalsi dva vztahy
b?sinx siny  c¢?sinx sinf

tohoto tvaru p = , Plynoujiz

osin(x +7) © "~ 2sin(a + f)
z prvého cyklickou zdménou. Treti vzorec (15.18) se doka-
zuje obvykle v planimetrii. MiZeme jej vSak okamzité od-
vodit z (15.16). Jest totiz podle vzorcd obdobnych k (15.15),

siny = 2 sinly cosly = 2]/ G azz(: —9) .VS (sa;_‘ﬂ —

= 55 . Vs(s — a)(s — b)(s — c) atedy

2
p = jabsiny = jab— |/s(s — a)(e — b)(s — c) =

-
.

== ]/8(.9 — a)(8 — b)(8 —¢)
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Vira 15.8. Pro polomér ¢ kruznice tro;uhelnlki

vepsané plati k
P
o = (s — a)tgix, (15.20)

C 1p i
o — 2singpsingy (15.21)
sing(f + )

Diikaz. Prvy z téchto vzoreh ndlezi do planimetrie a uva-
dime jej pro dplnost. Odvodime jej takto (obr. 77). Plosny
obsah A ABC je rovny souétu ploSnych obsahi A ABO,
A BCO a \NCAO, t. j. p= tap + %bo + 3co = 4(a + b +
+ ¢)o = sp; odtud jiz plyne (15.19). Abychom odvodili
daldi vztah (15.20), oznaéme dotykové body kruznice ve-
psané na strandch a, b, ¢ postupné 4,, B,, C, (obr. 77). Pro
useky z, y, z, které tyto body uréi na stranach a, b, ¢, plati
ziejméxr +y + 2z =satedynapf.z2=8— (¥ +2) =8 —
— a; podobné y = s — b, z = 8 — ¢. Dale jiz snadno z pra-
voihlého A AOC; najdeme p =
=ztgla = (s—a)tgla a to je
pravé vztah (15.20). Dalsi dva
obdobné vztahy ¢ = (s — b) tgif a
0 = (s — ¢) tg}y odvodime z tohoto
cyklickou zdménou (nebo pFimo
z A OBC, a A OCA,). Pozname-
nejme, Ze (15.20) jsme mohli od-
vodit také z (15.15), (15.18) a (15.19).
Koneéné tieti relaci (15.21) odvo-
dime z (15.20°, a to takto: jest

(s-—-b)s—c) a '(._sf—-a)(s;c').'
sinyer = V T i—a ]/ ac

8-0)(8—-6) @ g
V pr3 —_— sinp singy.
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Dosadme tento wysledek do (15.20).. Postupné najdeme
sin}x d a

e=(s— a)tgix = (s — a)cosia =(s—a) COS:}a ‘s— a
. _ asin}fsinly . . . < xps
sinlfsinly = — , jak jsme chtéli ukdzat. Oviem
WO = Syt 1

se vzorcem (15.21) plati jesté dva obdobné, jez dostaneme
cyklickou zéménou prvkii.

VETA 15.9. Pro polomér r kruznice trojihelniku
opsané plati

a
r=g——, (15.22)

abe
= —, 15.23
= (15.23)
& —— Diikaz. Spojme bod C se stfedem
\/ S kruznice opsané; tato spojnice m4
s kruZnici mimo C je$té dalsi spo-
Obr. 78. leény bod, oznaéme jej 4’. a) Je-li

ihel « ostry (obr. 78), pak je bod

A’ %+ B; body A’, B, C urduji pravoihly A A’BC, jehoz

uhel pfi vrcholu 4 je pravé «. Z tohoto trojihelnika najdeme
a

AC = ——, protoze viak A'C = 2r, nagli jsme 2r = ——,
sino sino’

odkud jiZz plyne (15.22). b) Je-li x pravy, pak pro polomér r
okamzité na]deme r = ia. Tedy zase plati (15.22), nebof
pro & = 90° je sinx = 1. c) Je-li x tupy uhel, pak v A\ BCA’

je thel-p¥i v*rchoh}A rovny x, = 180°-— w:Pro A'C = 2r

a .. . _..@ e \a,
ted jdeme "% =\ = , = * ‘2 %h
edy najdeme 27 Fnor, sm(180°-"——oc) ._s, 2 8shot
je patrno, 7e, i v tomto pfipadd plati.(l5. 22)\. ‘Ko vzorei

(15.22) existuji jest® dalsf dva obdobné, které z tohoto ply-
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nou cyklickou zaménou. Dalsi vztah (15.23) odvodime oka-
mzité z7(15.22), kam dosadime za sinx ze vzorce-p==-1bc.
ot Test totid si _2p o tedv 7 — a bc abc
sing; jest totiZ sina = -~ yr= 32 ip

16. RESENT OBECNYCH TROJUHELNIK O

Vét predchoziho odstavee pouzijeme nyni k ¥edeni obec-
nych trojihelniki. Pfedevsim pfihlédneme k nejdilezitéjsim
zdkladnim dlohdm, kdy trojihelnik je urden tfemi nezavisly-
mi zdkladnimi prvky. Jak je znimo z plamimetrie, jsou jen
étyfi pfipady urdeni trojihelnika zakladnimi prvky: 1.
stranou a dvéma uhly, 2. dvéma stranami a dhlem jimi
sevienym, 3. tfemi stranami a 4. dvéma stranami a thlem
lezicfm proti vétsi z nich. ReSit takto uréené trojthelniky
bude pro nids znamenat vypoditat zbyvajici hlavni prvky;
kromé toho vidy pfipojime vypodet ploiného obsahu troj-
tihelnika.

Poznamka. Za kaidou ilohou jsou uvedeny dva feSené
pfiklady, z nichZ prvy je poéitdn jen uZitim goniometrickych
tabulek, kdezto druhy logaritmicky.

ULoHA 16.1. Reste trojihelnik, ktery je uréen stranou a
a uhly B, y.

ReSent (obr. 79; dané prvky jsou A
podtrzeny). Hleddme tedy «, b, ¢, p.
Predeviim miZeme okamZité vy-
poditat . Jest x = 180° — (8 + ).
Dile uréime strany sinovou vé-
tou; v dudmeérdch a b = sinx :
:8inf a a : ¢ = sinx Jainy zndme_to- - .
tiz vidy. t¥i prvky, takZe étvrty mi- g
Zeme vypoditat. Jest
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asinf  asinf __asiny  asiny

smx  sin(p +9p) smx  sin(f + p)

a® sinf siny
2sinx

b=

Plo3ny obsah p uréime podle (15.17),t.j. p =

a? sinf sin v s T .
= — , anebo také uzitim jiz jedné vypodtené strany

 2sin(f + )
podle (15.16), tedy na pf. p = 1ab siny.

Je vidy dilezité jesté uvést, jak smime zadat dané prvky,
aby skutedné existoval (a to jediny) trojihelnik z danych
prvki; v naSem piipadé plati pro dané prvky jedind samo-
zfejmé podminka: musi byt 8 4 ¢ << 180°.

Pfiklad 16.1. Relte trojihelnik, je-li a = 52 cm,
B = 63°14, y = 57°43

Redent. Jeliko? je B + y = 63°14’ 4 57°43' = 120°57’ <
< 180°, je danymi prvky trojihelnik skuteéné urden.

x = 180° — (B + y); & = 180° — 120°57’ = 59°3,

a sinf} 52 cm . sin63°14’  52.0,893 cm

b = . — — - =
e Sin59°3’ 0.857 54,2 em,
i — a siny fo — 52 cm . 5in57°43"  52.0,845 cm | 513
T Tsinx 0T smb9°3’ 0857 o0

p = }ab siny; p= 152 cm . 54,2 cm . sin57°43' = 1 52 . 54,2
. 0,845 ¢m? = 1190,8 cm?.

Pfiklad 16.2. Reste trojubelnik, je-li @ = 1353 m, § =
= 48°50'32", y = 107°16'17"

Refeni.. Jest 4 y = 156°6'49” < 180° a tedy- trojithel.
nik je danymi prvky urden. Pro.jednoduchost vynechdme
pfi vypodtu oznadeni m.
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x == 180° — (f — y); &« = 180° — 156°6'49" = 23°63'11",
y 2 sinf
"~ sina '’
logb = loga + logsinf — logsina,
logb = 2,13130

9,87674 — 10
10 — 9,60737
2,40067 b = 251,58 m,
o siny _ a cos(y — 90°)
sinex sina

loge = loga + logcos(y — 90°) — logsin,
loge = 2,13130

9,97996 — 10
10 — 9,60737
! 2,50389 ¢ = 319,07 m,
a?sinf siny  a?sinf cos(y — 90°)
P = "osina = 2 st ! ’

logp = 2 loga + logsinf -+ logcos(y — 90°) —
— log2 — logsina,
logp = 4,26260

9,87674 — 10
9,97996 — 10
— 0,30103
10 — 9,60737
4,21090 ... p = 16252 m?.

Je velice uzitednénakonec se pi'esvé'déit o spravnosti vypod-
tu. MiZeme to uéinit na pf. tak, Ze na zakladé vypoétenych
prvkid uréime prvky dané. V naSem pmpa,de uzijeme-ffeba

1
SIFY o — 570,65,
cosz ,15‘

2. Mollweidova vzorce ¢ = (b 4 ¢)

5inl11°56'35"
c: 290; 53,,» snadno se presvédéime, Ze na]deme prévé a =

= 135,3.

137



ULoma 16.2: Reste trojihelnik, ktery. je uréen dvéma
stranami a, b a dhlem y jimi sevienym.

Regent (obr. 80). Hleddme prvkyzx B, ¢, p. Podle 6 kosinové
véty najdeme pro stranu c.vyraz c¢? =-a? 4-.b%> — 2ab cosy.
Dalsi vypolet je jiz zfejmy. Zndme totiz nyni v3echny
strany a jeden thel; muzeme tedy zbyvajici ihly vypoéitat
a siny

ze sinové véty; pro sinx- a sinfg plati sinx = , 8inf =

_? s;ny anebo také sinf = b S;n“ Pii vypoétudhlinxapg

z téchto vztahl je si tfeba uvédomit, Ze jestli’e na pF.
a siny

‘ihel & vyhovuje podmince sinx = m [kde m = , pak
té%e podmince vyhovuje thel a; = 180° — x. Ktery z Ghla
&, %, jo skutednym feSenim nadi (jednoznaéné) ilohy? K roz-
‘hodnuti této otdzky pouZijeme znamych vét z planimetrie:
v trojihelniku proti vétsi strané lezi vétsi ihel (a obracené:
proti vét8§imu dhlu lezi vétsi strana), proti stejné velikym
strandm lezi -stejné veliké dhly
A (a obracené: proti stejné velikym
uhlim lezi stejné veliké strany).
Koneéné pro vypodet plogného ob-
sahu uZijeme vzorce p = }absiny.
Poznamenejme nakonec, Ze v tomto
piipadé jsou dané prvky podrobeny
g jediné samozfejmé podmince, musi
Obr. 80. totiz byt y < 180°.

Chceme-li tdlohu fedit logaritmicky, pak je uda.ny postup
nevyhodny, nebot: pfi vypoétu strany @ musime séifat a
odditat. Zagndme Tadéjis vypodtem Ghlir«, f. Uzijeme tan-
gentové véty (@ - b) ~(¢ — b) = tgg x + B) :tgi(x — B), ze

které riajdenrs tg}(x— B) = tg;(a +B); tim uréinte

a+b
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o — f). K vysledku pripojime nam znamy soudet
g(a + f)=90° = 1y, Mdme tedy dv& rovnice pro «, f. Jejich
sedtenim dostaneme o, odedtenim f. V trojihelniku tedy jiZ:
zndme viechny zgkladni prvky s vyjimkou strany c, kterou
uréime sinovou vétou, na pf. ze vztahu a:c = sinx : siny.
Plo3ny obsah poéitdme jako diive ze vzoree p = 1ab siny.

Pfiklad 16.3. ReSte trojiihelnik, je-li ¢ = 5,5cm, b =
5,2 cm, y = 48°30'".

Refent. Uzijeme pii tom na pf. ¢tyFmistnych goniometric-
kych tabulek. ¢? = a? 4 b2 — 2ab cosy; ¢ = 5,52 + 5,22 —
— 2.55.52. cos48°30’_302o + 27,04 — 2.5,5.5,2.
. 0,6626 = 19,39, c = 4,403,

LS g — 8 5ind8°30° _ 5,5.0,7490
c ' 4,403 4,403
= 0,9356,
tedy & je bud 69°20’ nebo 180° — 69°20’
sinfl — bsiny sinf = 52. sin48°3(_)_’ _ 5,2.0,7490 N
c ’ 4,403 4,403
= 0,8845,

odtud f je bud 62°11’ nebo 180° — 62°11’

Vzhledem k tomu, %e pro strany v naSem piipadé plati
a>b>c, musi byt také &« > f > y. Snadno uréime, Ze
tedy musi byt « = 69°20’, 8 = 62°11’ jak ostatné potvrzu-
]e také soudet o 4 B + ¥ = 69°20" + 62°11’ + 48°30" =
= 180°1’ chyba 1’ vznikla zkracovdnim béhem vypodtu.

a,bsmy,p_z 5,5.5,2.5in48%°30' .= } 55 5,2.
0 749 —=— 10,71. '

Hledané prvky jsou tedy: c==44om, &= 60°20’
ﬂ = 62010’ p_ 10 71 (sz Yo

Pfilklad.16.4. Re3te trojthelnik, jo-lia. = 36,32, b = 27,14,
y = 51°23'40"
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Refeni. Budeme fesit logaritmicky; vypodteme nejprve
uhly «, B uZitim tangentové véty. Za tim dGdelem najdeme
pfedem potfebné vyrazy:

a—b=36,32 — 27,15 =9,17, @+ 4+ b = 38,32 + 27,15 =

= 63,47,
3(x + B) = 90° — 1y = 90° — 25°41'50" = 64°18'10”
Z tangentové véty plyne tgl(a — B) = " 2 tgl(x 4+ B);
odtud
logtg}(x — B) = log(a— b) + logtgi(x + f) — log (a + b),
logtg}(x — B) = log9,17 + logtg64°18'10" — log 63,47 =
= 0,96237
10,31766 — 10
— 1,80257
9,47746 — 10
714 16°42’
32 42"
Lo —p) = 16°4242",

Z rovnic i(x + ) = 64°18'10", L(x — f) = 16°42'42" do-
staneme seétenim o = 81°52”, odeétenim g = 47°35'28"
Stranu ¢ uréime sinovou vétou

.a siny

¢= Sna’
loge = loga + logsiny — logsina,
loge = log36,32 + logsin51°23'40" — logsin81°52" =

= 1,56015,
9,89291 — 10
10 — 9,99462
834 ...c = 28,737. \
(Zkouska u¥itim vztahu c :lb;;?; ddva ¢ = 28,735).
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Koneéné pro plosny obsah p najdeme:

= }ab siny; logp = loga + logdb + logsiny — log 2,
logp = 1,56015

1,43377
9,89291 — 10
— 0,30103
2,58580 p — 385,3.

Hledané prvky jsou tedy:
x = 81°52", B = 47°35'28", ¢ = 28,74, p = 385,3.

UronA 16.3. Reste trojihelnik, ktery je urden tiemi stra-
nami a, b, c.

Redent (obr. 81). Hleddme thly «, 8, ¥
& ploSny obsah p. Z kosinové véty pro
lihly najdeme okamzité

b2 4 ¢z — a? g — a? 4 c2 — b2
CoSx = , cosfl = ,
2bc 2ac 8 a
a + b%— ¢ Obr. 8l.
cosy = 200 .

PloSny obsah uréime podle Heronova vzorce. Dané prvky
nemizeme dat zcela libovolné, musi vyhovovat zndmé pod-
mince, aby soudet kterychkoliv dvou z nich byl vétsi nez
zbyvajici tfeti strana.

Jsou-li dand &isla vice nez dvojcifernd, pak je vypolet
timto zpusobem nevhodny. Radéji pouzijeme vzorch (15.15)
pro funkce poloviénich dhla trojihelaika, jez se zvlasté hodi
k logaritmickému feSeni dané dlohy. Obvykle se pouZivé
tangenty polovi¢nich dhli:

. (8 — b)(s (8 — a)(s — c)
tf“—v s(s—a tgth = V s(s —b) '

(s—a)s—b
s(s——cz

tgiy =
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Poéitdme-li vSechny -tfi: sihly, pak uréeni jejicfl soudétu je
soudasns dobrou zkouskou sprivnosti vypoétu. Plodny gbsah
najdeme jako diive opdt podié Heronova vzorce.

Priklad 16.5. Reste trojthelnik, je-li a =13, b = 14,
c = 15.

Regent. JelikoZ pro nejvétsi stranu plati ¢ < a + b, je da-
nymi stranami trojuhelnik uréen.

cosn = o T O o = M 18— 137
R PSS VU
196 + 225 — 169 252 o
=" 2.12.15 a0~ 00 x=03%,
a? 4 ¢z —b? 132 4 152 — 142
cosff = YT cosf = e =
169 + 225 — 196 198 33
= _ — F— i i 0291’
2.13.15 390 — 65 — 00769, =59
. _a2+b3_c2.co _132+14z__152—
cosy = oab ; Cosy =, 31 _
169 + 196 — 225 140 5
- - = o = o= 2, v = 67°23’.
2.13.14 364~ 13 98462, y =6

Zkouska: x + f + y-= 53°8" 4 59°29" 4 67°23° = 180°
(neni v3ak nutné, aby pii zkouSce soudet byl pravé 180°,
vZdyt zaokrouhluje na minuty).

Abychom mohli uréit ploSny obsah, najdeme nejdfive
8=13a+4+b+4c¢)=21,s—a=8 s8s—-b=17 s—c=6.
Pak je p:]/ (s — a)(s— b)(s — ¢); p—v2l 8.7.6=
=)/32. 42, 72 =3.4.7 =84,

Priklad 16.6. Reste tro;uhelmk je-lia = 25,47, b = 19,53,
¢ = 17,85,

Redent. Dané strany uréuJi skutednd trojihelnik, nebot pro
nejvétsi stranu plati @ <5 4 ¢. Budeme Fesit logaritmicky;
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uzijeme s vyhodou vzorci pro poloviéni uhly. K tomu
tidelu vypodéteme nejdiive vyrazy s = }(@ + b + ¢); 8 =
= }(25,47 + 19,53 4 17,85) = 31,425, 8 —a =5,9558—
— b =11, 895, s — ¢ = 13,575. Daile vyhledéme jejich lo-

garitmy:-
logs = 1,49727, log(s—a) = 0,77488,
log(s—b) = 1,07537, log(s — ¢) = 1,13274.

Ve =ve—o0
tg’“‘V o—a)

logtgix = Z[log(s — b) + log(s — ¢) — logs —
— log(s — a)],
logtgie = 1(1,07537 4 1,13274 — 1,49727 — 0,77488) =
% — 0,06404 = — 0,03202 =9,96798 — 10,
E“ — I 3”

s§—a 8 — C
tg3f = l/ G )_ b
logtg}p = }[log(s — a) + log(s — ¢) — logs —
- log(s - b)],
10gtg%,3 = 1(0,77488 +1,13274 — 1,49727 — 1,07537) =
= }.— 0,66502 = — 0,33251 = 9,66749 — 10,

18 = 24°56/25".

s—a)s—b
tg%y=l/( s(sﬁ-c) );~

logtgiy = %[log(s — a) + log(s — b) — logs —
— log(s — ¢)],
logtgly = 3(0,77488 + 1,07537 — 1,49727 — 1,13274) =
=1.-—0,77976 = — 0,38988 = 9,61012 — 10,
1y = 22°10'13".
Hledané whly jsou tedy
x = 85°46'46", f = 49°52'50", y = 44°20'26"

°II II
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Zkouska: x + f +y = 85°46'46" + 49°52'50" 4 44°20'26" ==
= 180°2"; chyba 2” vznikla tfm, ze b&hem vypodtu jsme
viastné pfi logaritmovédni a vyhleddvani uhld z danych lo-
garitmi zaokrouhlovali.

Konedné uréime je$té ploSny obsah podle Heronova
vZorce:; 4

p = |/s(s — a)(s — b)(s — o);
logp = 1[logs + log(s — a) + log(s — b) 4 log(s — c)],
logp = }(1,49727 + 0,77488 + 1,07537 + 1,13274) =
= 1.4,48026 = 2,24013
005 ...173,83.

Plosny obsah je tedy p = 173,83.

Pozndamka. Kdybychom chtéli ponékud zkratit cely podet,
pak bychom mohli s vyhodou pouzit vzored (15.19) a (15.20).
(8 —a)(s — b)(s —¢)

s
(15.20) dostdvame jednoduché vyjé,di"egi

a pak jiz podle

Je totiZz ziejmé p =

o _ e
tgia = ——tgif = —— tggy = ———

Staéi tedy najit nejprve logp a pak Jiz logtgfa atd. vypo&te-
me pom3rné rychle. Také plosny obsah p pak vypoéteme
snadno; podle (15.19) je p = ps.

UroHa 16.4. Reste trojtihelnik, ktery je urden dvéma
stranami a tvhlem proti vétsi
z nich.

Reent (obr. 82). Dané strany
oznaéme a, b a predpokladejme,
Ze a > b, pak dany tdhel musime
oznadit «. Hleddme prvky B, ¥,
¢, p. Nejdifve uréime thel 8 uzi-
tim sinové véty.




b sinx

. Odtud jiz najdeme . Délejey = 180° —

Jest sinf} =

~ (¢ + B). Stranu ¢ dostaneme zase uZitfm sinové véty, at

a sin b sin
14 nebo ¢ = 14
sinx sin

jiZ've tvaru ¢ = . Koneéné pro plodny

obsah p uZijeme vzorce p = }ab siny.

Je tfeba zminit se o vypoétu thlu 8. Z planimetrie je totiZ
zndmo, Ze existuje jediny trojihelnik uréeny danymi prvky.
b sinx

Podminkou sinf = m(kde m = ) jsou viak urdeny

b
dva rizné (je totiz m << 1, nebot —< 1 a sinx < 1) thly

z intervalu (0°, 180°). Jeden z nich je ostry, oznaéme jej f
(vyhleddme jej z tabulek), kdeito druhy f, je tupy: B, =
= 180° — 8. Ktery z nich vyhovuje nasi Gloze? Ostry ihel
B! Je-li totiZz v trojuhelniku néjaky thel tupy, pak jisté lezi
tento thel proti nejvétsi strané; podle pfedpokladu vsak
strana b je mensi nez a, tedy nemuze proti b lezet tupy uhel.
Dodejme jesté, Ze dané prvky miZeme zadat libovolné,
oviem musi byt & << 180°.

Misto tlohy 16.4 byva &asto poloZena obecnéjsi iloha:
feste trojihelnik, ktery je uréen dvéma stranami a ihlem
proti jedné z nich. Provedeme rozbor. Dané strany oznaéme
a, b a dany uhelx. Jsoumyslitelny t¥i pfipady: bud je a > b,
neboa = b,nebo a < b. Prvy piipad je vlastné probrin ilohou
16.4. Druhy pfipad vySetfime snadno. Je-li totiz @ = b, pak
musi byt x = f3; jednd se tedy o rovnoramenny tro;uhelmk
ktery uz umime dal fesit. Pro tihel o plati nyni omezeni
o < 90°.

Zbyva tfeti pfipad, kdy @ < b. Z planimetrie je zndmo,
Ze v tomto piipadé, kdy je ddn tdhel proti mensf strané, uloha
bud 1. nem4 redeni, nebo 2. mé pravé jedno, nebo 3. prave
dvé fedeni. V poslednich dvou piipadech musi oviem byt dany

N
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thel o < 90°. Pfipomenime kréatce, jak se postupuje pfi pla-
nimetrickém feeni této tlohy (obr. 83). Sestrojime 1hel a
0 vrcholu 4 a na jedno rameno naneseme od vrcholu 4 stra-
nu b, tim dostaneme vrchol C. Nyni opiSeme kruznici o stfedu
C a poloméru a, ktery je podle predpokladu mensi nez b.
Tato kruznice bud 1. nemd s druhym ramenem Zidny bod
spoleény a tedy neexistuje zaddny trojihelnik, ktery by vy-
hovoval dané tloze, nebo 2. do-
tykd se druhého ramene dhlu «
v bodé B’, pak jediny pravo-
uhly A AB’C ftesi tlohu, nebo
koneéné 3. protind druhé rameno
uhlu &« ve dvou riznych bodech
B, a B, a tedy v tomto pfipadé
existuji pravé dva trojuhelniky
AB,C a AB,C, které fesi dlohu.

Nasim tkolem je rozhodnout, jak jen podetné z danych
prvkl @ < b, x pozndme, ktery z téchto tii pripadd 1. = 3.
nastane. Necht vzddlenost bodu C od druhého ramene je v
(obr. 83), potom v = bsinx (jak plyne z pravoihlého
A AB'C). Ziejm& nastane-li 1. pfipad, pak a <wv, t. j.
a < b sinx, nastane-li 2. ptipad, pak a = v, t. j. @ = b sin«,
koneéné nastane-li 3. ptipad, pak a > v, t. j. @ > b sinx.
Dilezité je, Ze plati také obrdcené (a to je hledany vysledek):
jestlize a < b sinx, pak nastane 1. piipad (nebot potom
b sinx

a

> 1 a tedy neexistuje zddny uhel 8, pro ktery by

b sinx

sinf = , nebof hodnota sinu nemiize byt vétsi nez 1).
Jestlize a = b sinx, pak nastwne 2. ptipad (exmtu]e jediny

dhel f =90° tak, Ze sinf = mcx_’ nebot potom b sinx =1

a tedy sinf = 1). Jestlize @ > b sina, pak nastdvd 3. piipad
(nebot potom existuji ostry uhel §, a tupy thel 8, = 180° —
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b sinx
— B, tak, %Ze sinf, = sinfl, = SZD'.). Jak ve 2., tak ve 3.

pEipad® musf byt dany tGhel x ostry, nebof v obou pt¥ipadech
podle pfedpokladu a << b musi byt také « << f a to by pFi
x 2 90° nebylo mozZné.

Ptiklad 16.7. ReSte trojthelnik, je-li @ = 150, b = 100,
x = 50°.
Rekent. Je dan tihel proti vétsi strand a tedy existuje jediné
feSeni. '
sinf = bsine sinf — 100 . sin50° _ 100 . 0,76604 _
a ’ 150 150
= 0,51069, f = 30°43,
y = 180° — (x + B); ¥y = 180° — (50° 4 30°43") = 99°17’,
. bsiny e 100 . 8in99°17’ _ 100. cos9°17’ _
sinex ’ 8in30°43’ sin30°43’
100 . 0,98690
~ 7 0,51069

asiny . 150 . sin99°17" 150 .0,98690
T 8in50° 0,76604

= 193,2.

(Zkougka: c=

sinx
= 193,2).

p = jabsiny; p = } 150 . 100 5in99°17’ = 150 100
0,98690 = 7401,75.

Priklad 16.8. Reste trojuhelnik, je-lia = 172,4, b = 236,7,
a = 37°46'20"

Redeni. Je dan 1hel proti mensf z danych stran a je tedy
tfeba nejprve porovnat a a b .sinx, abychom mohli roz-
hodnout, zda viibec existuje ¥FeSeni: b sinax = 236,7
8in37°46'20"” = 236,7 . 0,61 = 144. Proto%e a > b sinx (ne-
bot 172,4 > 144), existuji dvé& Fesen.
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oin B = bhsiny | logsing = logh + logsinx — loga,

a logsing = log..36 7 + logsin37°46'20” —

1 | — 1ogl72,4 =
= 2,37420
9,78712 — 10

_ | | —  2,23654
B, = 57°14'43", 9,92478 — 10 ... 57°14'43"
B, = 180° — f3;; B, = 180° — 57°14'43" = 122°45'17".
1. Fefeni (uzijeme By):
v, = 180° — (x +B,); 7, = 180° — (37°46'20" 4 57°14'43") —

—-180° — 95°1'3" = 84°58'57",

o siny, | loge; = loga + logsiny; — logsinx,
'™ ginx |loge, = logl72,4 4 logsin84°58'57" —
— logsin37°46'20" =
= 2,23654

'0,99833 — 10

10 — 9,78712
¢, = 280,38, 2,44775 ' 280,38
(Zkouska ¢; = 21 Gode k témus vysledlu).

sinf$,

P, = 30b siny,; logp, = log0,5 + loga + logb 4 logsiny,,
logp, = log0,5 + 100172 4 4 log236,7 +
+ logsm84°58’57" = 0,69897 — 1 +
+ 2,23654 + 2,37420 + 9,99833 —
p,-= 20325. — 10 = 4,30804 ... 20325

2. fedent (uZijeme f,):
vy = 180° — (& + B,); 75 = 180° — (37°46720" +-122°45'17") =
= 19°28'23",
__asiny, | loge, = loga 4 logsiny, — logsinx,
"~ sinx | logcy = logl72,4 + logsin19°28'23" —
— logsin 37°46'20" =
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= 2,23654

9,52292 — 10
10  —~ 978712
cg = 93,83, 1,97234 93,83
(Zkouska ¢, = b siny, vede k témuz vysledku),
- simnf '

p, = }ab siny,; logp, = log0,5 4 loga 4- logb + logsiny,,
logp, = log0,5 + logl72,4 + log236,7 -
+ logsin19°28'23" = 0,69897 — 1 -
+ 2,23654 + 2,37420 + 9,52292 — 10 =
p, = 6801,9. = 3,83263 ...6801,9

K zédkladnim tloh4m 16.1 — 16.4 je oviem mozno pfipojit
celcu fadu dalsich dloh, kdy trojdhelnik je uréen jinymiprvky
nez zdkladnimi. Uvedme alespon jednu takovou tlohu.

Urcra 16.5. Redte trojihelnik, ktery je urden ploSnym
obsahem p a uhly f, .

Redent. Pro plodny obsah p plati [dle (15.17)]

a® sinf siny : 2p sin(f + y)
= M d = .Dé.'
P 2 sin(f + )’ odtud najdeme a l/ Snf simy le

JiZ postupujeme podle tlohy 16.1.

Priklad 16.9. ReSte trojihelnik, je li p = 100, § = 35°,
y = 105°,

Redeni. Ze vzorce (15.17) vypodteme a =]/2p %un(_B. + Y).
sinf siny
loga = %(log2 + logp -+ logsin(f + y) — logsinf —
— logsiny),
loga = 3(0,30103 + 9,80807 — 10 — 9,75859 + 1) —
— 9,98494 + 10) = 1 .2,36557 = 1,18278.
= 15,233, —

UZitfm sinové v&ty najdeme jedté b = 13,592, ¢ = 22,890.
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Ctyrihelniky a vibec mnohotuhelniky Fedime uzitim vhod.-
nych trojihelnikd, sestrojenych z danych prvkd. Ukdzkn
této methody poddme v dalsi loze.

Urora 16.6. Urdete thlopf{&ky lichob&¥nfka, jsou-li dény
jeho strany.

Eelent (obr. 84). Necht v lichobéiniku ABCD zékladny

jsou AB = a, DC = ¢, ramena BC = b, AD = d a necht
a >c. Vrcholem D vedme DE rovnobéiné s BC. V trojihel-

niku AED znime strany AE =a—c, ED=1", AD = d,
muZeme tedy podle tlohy 16.3 urcit jeho dhly « = ¢ DAB
a B = X AED. Uhloptitky u, a u, pak jiZz najdeme z troj-
uhelnfk ABC a ABD, ve kterych zndme dvé strany a thel
jimi sevieny; vyhleddme je
tedy podle tlohy 16.2. Pfipo-
menme, Ze nikoliv kazdé &tyti
useéky a, b, ¢, d urdi lichobé&z-
nik. Nutné musi b 4+ d >
>a—cabudb—-—d<a—c
A £9 g (je-li b =>d), nebo d —b <
Obr. 84. <a—c (jeli d=>0), jak

plvne z urdenosti A AED.

Priklad 16.10. Urdete uhlopti¢ky lichobé&znika, jehoZ z4-
kladny jsou 10, 3 a ramena 6, 3.

Reent (obr. 84). Polome a =10, b =3, ¢ = 3, d = 6;
podminka b +d>a —c je splnéna (9 > 7), soulasné
platf d — b <a — ¢ (3 < 7), a proto lichob&Znik z danych
prvki existuje. A AED mé strany a'=DE=b=3,b =
=AD=d =6,¢ = AE =a—c=1T. Poélte]me tangenty
polowémch uhld. Jest 8=3a" +b+c)=8, ¢ —a =
=58 —b =2, —c"=1.

=) =) pm L
tg;}x = 8’(8, — a,) = TUl/ 5, logtgz(x =

= 0,349485 — 10, }« = 12°36'16",
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s'(s
= 9,747425 — 10, 18 = 29°12'21"

(Zkouska: tgly =V(s — o) —b)_ Ly

s,(S, h— cl)

logtgdy = 10,048455 — 10, 1y = 48°11'23".)

tg3s =V(d e )f b'_) ) 115 logtes —

Déle uZijeme dvakrate kosinové véty. Jsou-li u,, u, uhlo-
pritky, pak u,* = a2 4 b2 — 2ab cosf a u,® = a? 4 d? —
— 2ad cosx. Po dosazeni naSich hodnot najdeme u, = 8,8,
u,=5,2. Chceme-li vysledek stanovit presnéji, pak piimy
vypodet podle kosinové véty je ponékud nevhodny. Uzije-
me této prileZitosti, abychom ukizali, jak se da vzorec
¢ = a? + b® — 2ab cosy upravit k logaritmovéni. Podle
(14.6) poloZime cosy = — I + 2 cos?’;y. Dostaneme po-
stupnd c? = a? 4 b2 — 2ab(—1 + 2 cos?}y) = (@ + b)®2 —
—4abcos®ly = (a + b+ m)(a+ b — m), kde m = 2Vab .
. cosiy.

V nasem pi{padé tedy
U, = l/(a +~b+m)a+b—m);m= 2Vab cosifi =

— 2|/10. 3 cos29°12°21",
logm = log2 + logcos29°12°21” + 1log30 = 0,98054; m =

= 9,5618.
u, = J/22,5618 . 3,4382; logu, = }(l0g22,5618 -+ log3,4382) =
u, = 8,8074. = 0,94485

Uplné obdobné najdeme u, == 5,2389.
Koneéné uvedme jestd jednu praktickou ilohu (z mecha-
niky).

ULona 16.7. Najdéte vyslednici R dvou sil P, @, které pi-
sobi na hmotny bod, jestliZze jejich dhel je w.

Re¥eni. (Porovnejte s tlohou 9.14.) Najit vyslednici R
znamend urdit jejf smér, smysl a velikost. V mechanice se
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ukazuje, Ze tyto hodnoty lze graficky najit z t. zv. rovnobéz-
nika sil (obr. 85). Tohoto rovnobéznika uzijeme jednak k po-
detnimu vyjddfeni sméru vyslednice R (t. j. k vypodétu uhld
vyslednice R se silami P, Q), jedn ak k vypoétu jeji velikosti.
Zminéné prvky uréime na pf. z A ABC, jehoz strany AB a
BC maji délky rovné velikostem sil P, @ a sviraji ihel 180° —
— w. Jednd se tedy v podstaté
o feseni trojihelnika daného dvé.
ma stranami & Ghlem jimi sevie-
nym; fFeSime podle tlohy 16.2.
Piirozené stile predpokliddme,
%70 ani jedna z danvch sil P, @
neni nulové a Ze thel w nenf 0°
ani 180°, nebot pak by se nejed-
nalo o rovnobéznik.

Pozndmka. Odvodime si vzorec, jehoZ se v mechanice asto
pouziva pro urdeni velikosti vyslednice R. Z A ABC plyne
R? = P? 4+ Q% — 2PQ. cos(180° — w); dosadime-li sem
cos(180° — w) = — cosw, vidime, Ze plati:

Jestlize sily P, @ sviraji dhel w, pak pro velikost vysled-
nice R plati

Obr. 85.

R? = P2 4 Q2% 4 2PQ cosw.

Pfiklad 16.11. Dény jsou sily P = 84,5 kg, @ = 47,8 kg,
jez sviraji uhel w = 56°40". Jak velikd je vyslednice R a
jaké ihly svird vyslednice se silami P, Q?

Resent (obr. 85). Jedns se o feSeni A ABC, pro ktery je
a =845, c =415, B =180° — w = 123°20’. Hleddme «,

¥, b.
bgzlox —y) = a+c Ztgh(x +9);

logtgd(x — ) =log(a— c) + logtgd(x + y) — log(a + ¢),
logtg}(x — y) = log36,7 + logtg28°20’ — logl132,3 =
= 1,566467 + 9,73175 — 10 — 2,12156 =
= 0,17486 — 10,
}ax — y) = 8°30°25",

-~
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x,y uréimezrovnic }(x — y) = 8°30°25 , }(x + y) = 28°20;
x = 36°50'25", y = 19°49'35"
asinf 84,5 .8inH6°40’
b= 3 b= ————
sinx 8in36-50'20
logh = log84,5 + logsin56°40’ — logsin36°50'25" =
= 1,92686 4 9,92194 — 10 — 9,77785 4 10 =
= 2,07095,
b = 117,75.

Vyslednice R = 117,75 kg svird s P thel y = 19°49'35"
a8 @ thel x = 36°50’ 2"’

Cuvilendt.

Vypottéte zbyvajici z prvku «, 8, », a, b, ¢, p trojihelnika ABC,
je-li déno:

16.1. a) a=5cm, f =48° y = 59° b) b=123,5mm, & =
= 115°18’, y = 37°32’. o

16.2. a) a = 75mm, b = 60 mm, y = 28°45’, b) a ='213,5 mm,
¢ = 172,56 mm, § = 118°4025”". .

16.3. a) ¢ =8,5cm, b= 7,2¢m, ¢ = 6,8cm, b) .a.= 93,8 cm,
b = 653cm,c= 72,9 cm.

18.4. a) @ = 65mm, b = 46 mm, &« = 42°30’, b) b = 456,5 mm,
¢ = 632,4 mm, y = 62°15'45". _

16.5. a) b = 17,5 cm, ¢ = 26,3 cm, § = 33°20°, b) a = 66,8 cm;,:
b = 102,6 cm, x = 42°30°.

16.6. Vypo&téte polomdr kruZnice vepsané a opsané A ABO, je-li
¢ = 8cm, B = 45°, y = 60° narysujte A ABC a piesvédite se o
3pré.vnost1 vypodtu zméfenim pfisludnych délek. )

16.7. Reste trojuhelnik, je-li plodny obsah p = 750 cm?, & =
= 107°50’, f = 42°45’.

16.8. Vypottdte délky vhlopifdek u,, u, rovnobdinika urdeného
stranami ¢ = 48,3 mm, b = 32,7 mm, které sviraji dhel x = 126°30’.

16.9. V lichobéZniku je déna vétsi zdkladna a = 56,3 cm, jeho
,Vyika v = 20 cm a thly x = 60°, B = 48° ramen se zdkladnou; najds-
"te délku druhé zékladny, ramen a dhlopfitek.

16.10. Sily P = 350 kg a @ = 420 kg pusobici na hmotny bod
sviraji dhel w = 112°30’. Najd&te jejich vyslednici.

16.11. Silu B = 200 kg rozloite na dvé slozky P, @, z nichZ prva
svird s R yhel @ = 45° a druhé4 thel § = 60°.

16.12. Sfla B = 50 kg je rozloZena na dvd slozky, z nichZ prvé je,
P = 45 kg, druh4d Q = 30 kg. Najdéte uhly tdchto sloZek s danou
silou.

\
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17. UZITE V PRAKTICKE GEOMETRII

Zv143t8 rozsdhlé uplatnénf nachdzf rovinna trigonometrie
v t. zv. niZ$t geodesit, do které spadd nékolik tzce pfibuznych
oborl, z nichZ nejbéznéjsi je prakticka geometrie (zemémé-
Fictvi), jeZ se zabyvd méfenim, vypoétem a zobrazovinim
mensich ¢4sti zemského povrchu (pokud je lze pokladat za
rovinné).

Z téchto ikola praktické geometrie nds bude zajimat jen
vypodet, lépe Fedeno: FeSeni nékterych nejzakladnéjsich trigo-
nometrickych tloh, jez se v praktické geometrii vyskytuji.

Poznamka. Bude ovSem na misté zminit se alespon o tom,
jak praktickd geometrie ziskivad potiebnd data k vypodtu,
t. j. geometricky Fedeno, prvky potfebné k feSeni tlohy.
V podstaté se jednd o stanovent délek a whli. K pfesnému mé-
feni délek se uzivd v zeméméfictvi méfickych pdsem a lati;
k pfimému méteni ihla slouzi rizné “hlomérné stroje, z nichz
nejpresnéjsi jsou theodolity; nékteré jejich druhy (na pF.
universdalnt stroje) slouzi ke stanoveni nejen vodorovnych,
nybrz i svislych dhla. *)

V trigonometrickvch ulohdch praktické geometrie se jednd
v podstaté vidy o urdeni vzdalenosti dvou bodi 4, B, kterou
nelze zjistit pfimym méfenim. Jednoduché typy téchto
uloh patii k ndm jiz zndmym tlohdm o trojuhelnicich. Pre-
devsim jsou to tlohy o méfeni vysek.

Urona 17.1. Nechf na svislé pfimce 4 B je bod B ptistupny;
m4 se uréit vysSka 4 B.

Reseni (obr. 86a). Na vodorovné roving jdouci bodem B
sizvolime vhodné libovolny dalsi bod M. Zmétfime vzdalenost

*) O zédkladech praktické geometrie, o pomutickéch a strojich, jich
86 v zemdémérictvi uzivé ke stanoveni délek a o methodédch méreni
podrobnd jedné knitke Pavlae Potuzéka: Praktickd geometrie I.,
II., Cesta k v&d®ni, sv. 30.(1945) a sv. 49 (1948) (Praha, JCMF).
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d = BM a thel ¢ = <L AMB. Pro + = AB pak plati (viz
uloha 5.4)
z = d tgg. _ (17.1)

Pfi praktickém méten{ ihli pouZivime ov3em tihlomérného
piistroje o vySce M'M (obr. 86b- vyskou stroje rozumime
vysku vodorovné osy svislého délicfho kruhu, na kterém mé-
fime svislé uhly). Ve skutenosti méfime tedy ihel yp =
= X AM'B’ Pro vzdalenost z = AB tedy najdeme (jest
totiz M'M = B'Ba B'M' = BM)

szﬁ-'—}—ﬂ?:dtgy)—%v. (17.2)
A A
A
g w\ x
4 Y 4 @
r 4+ ® AR a4 M 2 N d n
a) Obr. 86. b) Obr. 87.

Cast&jsi piipad je vSak podan v dalsi vloze.
Uroma 17.2. Necht na 8svislé pfimce AB je bod B nepfi-
stupny; jest uréit vysku AB.

Redeni. Na vodorovné roviné prochézejici bodem B si zvo-
lime dva libovolné réizné body M, N (MN = d). Je moZné
dvoji: bud body M, N, B a) leii v pfimce, nebo b) nelezi
v piimce.

V pfipadé a) (pofadi uvedenych bodd na pfimce necht je
pravé B, N, M — obr. 87) zmé&éfime dhly ¢ = <):AMB a
v= <X ANB; z A AMN podle sinové véty [AN: NM ~
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d sing
sin(y — @)’
d4lé z pravothlého A ABN je = AN siny (dle véty 7.2),
dostaneme pro hledanou vysku

= sing : sin(y— @)] najdeme AN = a protoZe

r— d sing siny

sin(y — @)

V pripad8 b) (obr. 88) op&t uréime thel ¢ = X AMB,
ale pak zméfime tihly u = St BUN

4 av=<BNM. Z A\ BMN plyne
podle sinové vty BM :d = siny:

- — d . siny
¥ >n :sin(u + »)a tedy BM = ‘

(17.3)

sin(u+»)’
/8 7 Vysku z vyjadfime z pravodhlého
i / A\ ABM; dostaneme z = BM . tgp

(podle tilohy 5.4) a tedy

Obr. 88. » d siny tgp
sin(u + »)
Pri skuteéném méfeni svislych dhli @,y je samoziejmé

zase tfeba poéitat s vyskou ihlomérného stroje; tim se viak
jiZ nebudeme podrobné zabyvat.

(17.4)

Dalsi skupina tloh se tykd pitipadu, kdy pfimka AB je
vodorovnd.

Urona 17.3. Necht body 4, B jsou ptistupné; jest urdit
vzdalenost 4 B.

BRefent (obr. 89). Zvolme si na vodorovné rovind jdouci
body 4, B dalsi bod C tak, abychom mohli zméfit vzddle-
nosti @ = _E, b = AC a thel y = X ACB. Hledanou vzd4-
lenost x = AB ji? uréime podle wlohy:16.2.

156



Urona 17 4. Necht bod 4 je pFistupny, bod B nepistupny;
jest urdit vzdalenost AB.

ReSent (obr. 90). Zvolime si jako dfive daldf bod C tak,
abychom mohli zméFit vzddlenost b = AC; déle zmé&fime
thly &« = CBAC a y = LACB (tedy pfedpokldddme, Ze
bod B je jak z bodu 4 tak z bodu C viditelny). Ze sinové véty

plyne
! A //A /Y 8

Obr. 89. Obr. 90.

b . siny
- — 17.5
= Sl +7) (17.5)

‘Pozndmka. Tato dloha se v praktické geometrii vyskytuje
velice dasto. Obvykle se totiz hled4 jestd vzdalenost, CB.
Uloha tedy zni: jest ddéna pevné vzdilenost (2dkladna) b =
= AC; mame urdit vzdalenost tfetiho bodu B od koncovych
bodl A4, C zdkladny, jsou-li je§té zméfeny tihly x = J BAC
ay = < BCA v danych bodech. Rikéme pak, %e bod B byl
uréen protindnim vpred.

Uromna 17.5. Necht body 4, B jsou neptistupné; jest uréit
vzdélenost AB.

Regent (obr.91). Ulohu zfejm& nemtZeme Fesit jen pomoci
trojihelnika, nutno vzit v dvahu &tyidhelnik. Zvolimesi

tedy (oviem ve vodorovné rovind prochézejici body 4, B)
dva rizné piistupné body C, D, aby s 4, B tvofily étyidhel-
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nik, a to tak, aby z nich byly body 4, B viditelné; zméfime
jednak zékladnu d = CD a jednak wdhly y, = XACD,
¥y = XBCD,§, = X ADC,d, = ¥ BDC. To vsak znamen4,
Ze kazdy z trojuhelniki ACD a BCD je urden stranou a dvé-
ma plilehlymi dhly. MdZeme tedy uZitim sinové véty z
/A BCD uréit stranu ¢ = BC, stejnj'gn zpusobem z A ACD

Obr. 91.

najdeme stranu b = AC. Pak v A ABC znéme dvé strany
a, b adhely = y, — y, pfi vrcholu C a uréime tedy jiz lehko

zbyvajici stranu, t. j. hledanou vzdalenost x = A B.
Chceme-li cely postup vypsat vzorci, dostdvime

. d sind, _ dsind;
sin(y, + 0,)° sin(y; + 6,)°
Oznadime-li « = X BAC, f = ¢ ABC, pak z tangentové

(17.6)

véty psané ve tvarutg}(« — ) = Z—%b— tgl(x + B) vypodte-

me }(x — B). Jelikoz viak }(x + f) = 90° — 1y, miZeme
uréit « i 8. Pro stranu z tedy dostaneme

z = 250 (= b?m”). (17.7)
8inx sinf
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Pozndmka. Mohli jsme oviem misto a, b najit AD a BD
a z urdit z A\ ABD; tento zpiisob vypodtu miize slouzit jako
zkouska sprdvnosti prvého FeSeni.

UromA 17.6 (HaNsENOvA ULoHA). Necht body 4, B jsou
pi‘istﬂné; jest uréit vzddlenost 4B, zndme-li vzdilenost

d = CD dvou neptistupnych bodid C, D viditelnych z bod
4, B.

Beseni (obr. 92). Samoziejmé
predpokldddme, Ze body 4, B,
C, D tvoii d&tyfdhelnik. Poné-
vadZ body C, D jsou z A i B
viditelné, muzeme stanovit uhly
x, = < BAC, oy, = < BAD,
B, = X ABC, B, = < ABD.
Kdybychom 1e¥té znali Whel
6 = X ADC (neboy = . ACD),
pak bychomz A ACDnasliAC=
_ dsind
~ sin(xy — ) .
= x, — ;) a tedy pro x=ABby z A\ ABC plynulo z =
_AC .sin(x; 4 8,)

(nebot < CAD =

, t.j. hledand délka by byla

sinf,
. — d.siné s.in(ocl + ﬂl). (17.8)
sinf}, sin(x, — o)
Zbyvi jen najit dhel §. Pfedevsim plati
y 4+ 0 = 180° — (g — oxy); (17.9)
dale jest (podle sinové véty z A ACD)siny :sind = AD : AC.

x sinf,
sin(xy + )’

Zsinfl; oboje dosazeno do pfedchoziho

sin(o; + .51)’

poméru dava

Z A\ ABD najdeme AD = podobné z A ABC

plyne AC =
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siny : 8ind = k, (17.10)

8inf, sin(x, + B;)
. sing; si(ey + Fo)

(17.9) a (17.10) v8ak uz dhly y a § uréime jednoduchym
obratem. Pisme totiz (17.10) ve tvaru siny:sind = k:1;
pak z této iméry (podle zndmé véty o imérdch) plyne iméra
(siny — sind) : (siny + sind) = (¥ — 1) : (k + 1), coZ neni nic
jiného nez vhodné upravend predchozi iméra; upravime-li
levou stranu posledni dméry podle (14.9), dostaneme
2sin} (y —d) cosi(y +0) : 2sin}(y 4 90) cosi(y —9d) = (k—1):

i k—1 .
t(k+ 1), t. j. tgly — ) = p l-tg%(y + 6). V této rov-

kde k = je zndmé ¢&islo. Ze dvou rovnic

nici v8ak pravou stranu zndme, a proto miZeme odtud vy-
poditat dhel }’y — §); Feknéme, Ze najdeme }(y — d) =o.
Pak pro dhly y a § médme jednak tento vztah a jednak vztah
(17.9). Z nich uz snadno vypodteme thel § potrebny k uréenf
z podle vzorce (17.8).

UromnA 17.7 (SNELLOVA ULOHA). -Je déna poloha t¥i bodd
B, C, D (t. j. zndme strany BC, CD a thel y = ¢ BOD).
Jest urdit polohu bodu 4, z néhoz jsou body B, C, D vidi-
telné (t. j. jest uréit jeho vzddlenosti od nich).

Re$ent (obr. 93). Ptedpoklddejme opét, Ze body 4, B, C, D
tvori étyFihelnik. Ponévadz body B,C,D jsou z body 4

A viditelné, muZeme urdit 'hly
%, = X BAC a &, = < CA4D.
Hledejme na pi. vzddlenost = =
== AB. XKdybychom znuali iihel
f = <X ABC, pak bychom z A ABC
nasli pro hledanou vzddlenost

v = b sin(e, + /3)__

i (17.11)
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Je tedy tieba jesté urlit thel f. Za tim udelem vyjadiime

— — bsi
dvojim zptsobem AC. Z A ABC najdeme A0 — 2o
sino,
5 —  c¢sind ey
podobné z A ACD dostaneme AC = e Z toho jiz plyne
2

bsinB c¢sind |, . ) )
- = ——, coZ muzeme napsat ve tvaru sinf : sind = k,
sino, sino,

kde k =

¢ singx, . y s , . wye ,
! je zndmé ¢&islo. Tim jsme nasli jednu podmin-

sino,
ku pro uhly 8 a §; druhd podminka je vyjddfend rovnici (jak
plyne ze &¢tyfthelnika 4BCD) 8 + 6 = 360° — (x, + &, +
+ ). Z nalezenych dvou podminek v3ak uZ umime — me-
thodou uvedenou v predchozi tiloze — nalézt f a 4. Tim je
tiloha FeSena, nebof pak pro z plati (17.11) a dalsi vzd4lenosti

AC a AD jiz snadno vypodteme z A ABC a A ACD.

Poznamka 1. Tomuto zpisobu uréeni polohy bodu A4 se
v zemémétictvi ¥ka protindni zpétné. Pti zpétném protindni
se totiz mé&fi uhly v hledaném bodé, kdezto pfi protinani
vpied v danych bodech (porovnejte s poznamkou za dlohou
17.4).

Poznamka 2. V praktické geometrii se uréuje poloha libo-
volného bodu vzhledem k t. zv. trigonometrické siti; je to
soustava vhodné volenych pevnych bodu (zvanych ¢rigono-
metrické nebo také triangulacni body), které lze spojit siti
trojuhelniki. Vychdazejice ze zmétené pevné zakladny, mu-
zeme postupnym méfenim whlh (triangulact) vypoditat
strany vSech trojihelnikd trigonometrické sité. Zakladni sif
(jejiz strany u nés jsou pfiblizné 25 km dlouhé) se zjemiuje
vkldddnim novych trigonometrickych bodé, a% se dojde
k t. zv. katastrdlnd trigonometrické sits, jejiz trojahelniky maji
délku stran asi 2 km. Teprve tato sif slouzi praktickym
geometrim k podrobnému méfeni. Zikladni methody pro
uréeni polohy bodu vyméfovaného objektu vzhledem k této

L
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siti jsou pravé protindni vpted a protindni zpétné (spolu
s kombinovanym protindnim, pfi kterém se méfi vdhly jak
v danych pevnych bodech, tak ve vyméfovanych — hleda-
nych — bodech).

Cuidend.

17.1. Jest uréit vysku méfické (triangulaéni) véze, jejiz stired B
zékladny je pristupny, jestlize theodolitem vysky v = 1,26 m, po-
stavenym ve vzdélenosti d = 14,5m od osy véZie (na vodorovné
rovind jdouci bodem B), byl zaméfen jeji vrchol A pod vhlem p =
= 43°30’ (obr. 86b).

17.2. Uréete vysku tovarniho kommu, hrot A jeho hromosvodu
byl zaméfen ze dvou bodi M, N (jejichz spojnice je vodorovné a pro-
chazi stfedem B kruhové zdkladny komina) pod tihly y = 57°15" a
@ = 46°10’ (pFi ¢emZ body M a N lezi na téze strand kominu); vzda-
lenost bodii M a N jed = 13 m (obr. 87).

17.3. Jaké je vyska antenniho stozéaru (vysilaci stanice), jehoz
pata je nepristupnéd? Na vodorovné roviné jdouei patou B jsou zvo-
leny body M, N ve vzdéilenosti d = 50 m od sebe tak, Ze u =
= < BMN = 38°25’12", » = { BNM = 43°40’30”; d4ile byl zamsé-
fen z bodu M hrot 4 stoZéru pod thlem @ = 47°56°24” (obr. 88).

17.4. Jaka je nepiistupné vzdédlenost dvou piistupnych mist (bodu)
A, B, jestliZe byly zméfeny jejich vzdélenosti AC = 123,6 m, BC =
= 163,7 m od daldfho bodu C a zmé&fen vhely = £ ACB = 67°42'12”
(obr. 89)7?

17.5. Uréete vzdélenost dvou bodu 4, B v terénu, z nichZz B je
nepristupny, jestliZe byla zméfena vzdalenost AC = 35 m dalsiho
bodu C od bodu 4 a urdeny uhly & CAB = 117°45’30”, <X ACB =
= 43°50’24” (obr. 90).

17.6. Vypoétdte vzddlenost dvou nepfistupnych bodu 4, B, jestlize
byla zmétena zdkladna CD = 100 m a uréeny thly <t ACD = 47°25,
<X BCD = 105°50’, < ADC = 115°46’, <t BDC = 63°25" (obr. 91).

17.7. Najdéte vzdélenost dvou nepiistupnych bodu 4, B, Jesthze
byla zm&tena zékladna CD = 160 m (pritom vB8ak tusedka CD pro-

tinéd visetku AB — zakreslete si obrazek) a jsou-li tihly < ACD =
= 42°15’, < BCD = 50°12’, & ADC = 37°565’, < BDC = 63°29".

17.8. Vyhledejte vzdélenost dvou piistupnych bodu 4, B, znite-li
zéakladnu CD = 1863,5m a uhly < BAC = 25°28'36”, <t BAD =
= 139°6"50”, <x ABC = 132°32’20”, < ABD = 31°50’42” (obr. 92).

17.9. Najdéte vzdélenost trigonometrického bodu 4 od tfi trigono-
metrickych boda B, C, D, je-li BC = 2100,5m, CD = 1875 m,
< BCD = 114°22’45", < BAC = 75°50’12", < CAD = 49°43'30"
(obr. 93).
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18. DODATEK: DUKAZY VET O PODOBNOSTI TROJ-
UHELNIKU

Pri diikazech se budeme opirat o jednu vétu z planimetrie,
je% jednd o &tyfech piimkach p, ¢, m, m’ (obr. 94), z nichz
dvé (oznadené p, q) jsou ruznobézné
a druhé dvé (pfimky m, m’) nepro-
chdzeji priseéikem V pfimek p, q a
nejsou ani 8 jednou z mnich rovmno-
bézné. Tedy m, m’ protinaji pfim-
ky p, ¢ v bodech P, @, P’, @, pfi el P
Sem? %4dny z téchto bodd ne- / / 5
splyvd 8 V. Zminéné vété se Fiks
véta o dmérnosti dsedek a ml takto: Obr. 94.

VETaA 18.1. Jsou-li pfimky m,m’ rovnobézné, pak
iseky VP, VQ a VP, VQ', jez tyto rovnobdiky vy-
tinaji na riznobé&zkdch p,q, jsou itmérné, t. j. plati

VP:VQ =VP :VQ'. - (18.1).

Pozndmka. Vétu prejimdme bez dikazu z planimetrie, kde
se 8asto uvddi v jednodussim znénf: rovnobézky vytinaji na
ruznobézkach dseky imérné.

Dokézeme, Ze platiiobrécend véta:

VEra 18.2. Jestlize pro tdseky VP, VQ a VP, V@',
které dvé pfimky m,m’ vytinaji na riznob&zkdch
p, ¢, plati dméra (18.1), t. j.

VP:VQ =VP :V(Q, (18.2)
pak pfimkym, m’ jsou rovnobézné.

Dikaz. Zase se jednd o Ctyti pi ptimky p, g, m, m'; ted viak
predpokldddme, Ze pro tiseky VP, VQ atd. plati iméra (18.2)
a chceme dokdzat, Ze piimky m, m’ jsou rovnobéiné. Vedme

bodem P’ (obr. 95) pfimku m, rovnobéinou s m. Ta protne
ptimku ¢ v bodé @,. Riznobéiky p, ¢ jsou profaty dvéma
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rovnobézkami m a m;, miZeme tedy uzit véty 18.1; podle ni
plati dméra

VP:VQ =VP VQ,. (18.3)

Uméry (18.2) a (18.3) maji viak prvé tii dleny stejné, tedy

i &tvrté Sleny se musi sobé rovnat, t. j. VQ' = VQ,, a proto

Q" = @,. To vak ¥ikd, Ze piimka m’ je totoznd s m, (nebof

md s pfimkou m,; dva body P’ a @, spoleéné) a tedy je sku-
tetné m' || m, jak jsme méli dokazat.

Obr. 95. Obr. 96.

Nyni jiz lehko dokdZeme vétu:

VETA 18.3. Jestlize pfimky m, m’ jsou rovnobézné,
pak iseky vytaté témito rovnobéikami na pfim-
kich p,q jsou imérné tsekiim vytatym primkami
p,qnarovnobéikichm,m’, t.j. plati Gméry

VP:VP' =PQ:PQ,VQ:VQ =PQ:PQ. (184)

Ditkaz. Vedme bodem P rovnobézku r s pfimkou p (obr.

96). Ta proting m’ v bod& R. Z rovnobéznika PRQ'Q plyne

RQ' = PQ. (18.5)
UvaZujme nyni riznobézky ¢, m’ protaté rovmobézkami p,
r; mizeme uzit véty 18.1 (mdme ted vSak jiné oznadeni),
podle které tedy plati P'V:P'P=P'Q : PR, t. j.

164



VP . PP = P'Q’': P'R. Tuto iméru miZeme upravit na
uméru VP’ : (VP' — PP') = P'Q’': (P'Q" — P’'R) (uzili jsme
pri tom véty, Ze z tméry dostaneme zase iméru, kdyz druhy
¢len dané uméry nahradime rozdilem prvého a druhého
¢lenu a soudasné ¢tvrty élen nahradime rozdilem tietiho a
étvrtého). Protoze VP’ — PP’ = VPa P'Q' — P'R = RQ'=
= PQ [podle (18.5)], muzeme posledni iméru piepsat na
VP' VP = P'Q': PQ; dostaneme tedy (po vymeéné druhého
¢lenu s prvnim a soudasné vymeéné étvrtého ¢lenu s tretim)
pravé prvou iméru v (18.4). Drubd dmeéra plyne jiz z prvni
a z (18.1) (psané ve tvaru VP: VP =VQ:VQ'). Uméry
(18.4) se ¢asto nahrazuji jedinou postupnou imérou

VP:VQ:PQ=VP V@ :PqQ. (18.6)
Nyni, kdyZz jsme si odvodili pomocné véty o timérnosti

uselek, snadno dokdzeme véty 2.2 a 2.3 o podobnosti troj-

uhelnikd. Piedeviim dokdZeme vétu (porovnejte s vétami
2.2):

VEra 18.4. Necht 4B, AC, BC a A'B’, A'C’, B'C’ jsou

odpovidajici si strany podobnych trojdhelnikd
ABC a A'B'C’; pak pro né plati dméra
AB:AC:BC = A'B': A'C' : B'C' (18.7)
Diikaz (obr. 97). ProtoZe trojuhelniky ABC a A'B’C’ jsou
podobné, jsou podle definice podobnosti jejich odpovidajici
uhly stejné veliké. Naneseme-li na ramena tihlu BAC tsecky
AB" — A'B" a AC" = A'C’, a to tak, ¥e AB” naneseme od
vrcholu A na rameno 4B a podobnd AC” od A na rameno
AC, pak A\ AB"C”" a A\ A'B’'C’ jsou shodné. Déle je piimka
B"C" rovnobézni s BC, nebot X ABC = < AB"C" a rtzno-

bézky AB a AC jsou tedy protaty dvéma rovnobézkami
BC a B"C"; mlzeme pouzit véty 18.3, tedy plati iméra

AB:AC:BC = AB": AC" : B"C".
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Jelikoz v8ak AB" = A’'B’, AC" = A'C' a B"C" = B'(C’
Plyne odtud dile

AB:AC:BC =A'B': A'C': B'C',
coz viak je pravé vztah (18.7), ktery jsme chtéli dokdzat.

’ hd b4 v

)

VETa 18.5. JestliZze pro strany 4B, AC, BC a A'B’,
A'C', B'C’ trojtihelnikd ABC a A’B'C’ plati

c

C'
c
Bl
A 8 8*
Al
Obr. 97.
AB:AC:BC = A'B': A'C': B'C’, (18.8)

pak trojuhelniky ABC a A’B’'C’ jsou podobné.

Dikaz (obr. 97). Mdme dany trojihelniky ABC a A'B'C’
a predpoklddédme, Ze pro jejich strany plati postupnd dméra
(18.8). Naneseme na rameno 4B thlu BAC od vrcholu 4
useéku AB” = A’'B’, podobné na AC od 4 usedku AC" =
= A'C’. ProtoZe podle predpokladu (18.8) je AB:AC =
= A'B’': A'C" je také AB: AC = AB" : AC"; miZeme tedy
pouzit véty 18.2, podle niZ jsou pak pfimky BC a B"C”
rovnobézné. To vSak znamend, Ze podle véty 18.3 [pfesnéji
Feteno pode iméry (18.6)] plati
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AB:AC:BC = AB" : AC" : B'C".

Protoze ]sme zvolili AB” = A'B’ a AC' = A'C’, ¥kd" po-
sledni iiméra, Ze plati s

AB:AC:BC = A'B': A'C': B"C".

Porovnédme-li nalezenou iuméru s (18.8), vidime, Ze obé po-
stupné uméry se shoduji v prvych péti ¢lenech, musi tedy
i posledni éleny byt sobé rovné, t. j. musi platit B'C’ = B"C”".
To viak iiki (vzhledem k tomu, %e jsme jiz volili AB" =
= A'B" a AC" = A’'C’, %e odpovidajici si strany A AB"C”
a A\ A'B'C’ jsou stejné veliké. Z toho vSak jiz plyne naSe
tvrzeni, nebot A AB"C" a A\ A’B’C’ jsou shodné a je tedy
postupné <X BAC = { B"AC" = X B'A'C’, X ABC =
= L AB"C" = L A'B'C’, coz tika, %e odpovidajici si whly
v ANABC a A\ A'B'C’ jsou stejné veliké, t. j. oba troj-
thelniky jsou podobné, jak jsme méli dokdzat.

Pozndmka. Pro podobnost trOJuhelmku se v planimetrii
odvozu]1 jesté dalsf véty, ale my jsme potrebovah dokdzat
jen véty 2.2 a 2.3, nebof jen téchto vét jsme pouzivali pfi
zavedeni goniometrickych funkei.

19. RESENI PRIKLADU ZE CVICENI

Pozndmka. Vysledky jsou uvddény jen zaokrouhlend na piiméieny
podet desetinnych mist.

1.
1.1. 24035’48~- 1.2. c = 21,45- 1.30 20.

2.

2.1. Jsou (polozime-li &’ = y,, B’ = x;, pak & = &', f = ). 2.2.
Nejsou. 2.8, b’ = 7,5 ¢m, ¢’ = 10 ¢m. 2.4, Je (nebot 7,8:4,2:9 =1
: 17 15).



3.
3.1. Jsou (nebot f = @). 8.2. a’ = 25¢m, b’ = 60 cm. 8.3. Jsou
(nebot 2,7 : 12 = 13,5 : 60).
4,

4.1. Sestroji se pravouhly trojihelnik na pf. o odvésndch 1cm a
10 c¢m; dhel proti stransd 1 ¢m je hledany. 4.2. 2,8 cm. 4.3. 1 m.

b.

5.1. Métenim a) 0,47, b) 2,54, v tabulkéch a) 0,46631, b) 2,53865.
8.2. tg8 = AC:BC =b:a. b3. tgax = 4, tgh = 1. 5.4, tga = 2-
tgf = 1. 5.5. Uhel & na p¥. lezi pfi vreholu A v pravoihlém A ABC,
kde a) a = 5,7¢m, b =10¢cm, b) a = 2,5¢m, b = 1cem. 5.6. a)
0,75355, b) 6,31375, ¢) 0,27419, d) 1,22758, e) 0,44036, f) 1,97397-
5.7.8) x = 18°,b) B = 66°, ¢)y = 29°10’,d) 8 = 48°30’,0) @ — 33°22"
f) p = 53°8, g) 1 = 30°58’, h) u = 66°2". 5.8. 11°19". 5.9. 33°41’.
6.10. 4°17°. .11, 56°19". 5.12. 58°. 5.18. a = 11,2 cm. .14, ¢ = 6,5 cin.
b.15. a = 2,5 cm.

6.
6.1. Mé&tenim a) 1,4, b) 0,47, v tabulkéich a) 1,40195, b) 0,46631.
6.2. cotgp = PS:QS, cotgy = QS : PS. 6.3. 2. 6.4. a) 2, b) 0,8,

1
;2 . 1) 1) l, 2, _'i.,- o U /A I
0,353 = ,83. 6.5. a) ¥, b) 3, ¢) AL 2,4. 6.6. Uhel w lezi pti
vrcholu P v pravouhlém A PQS, jehoZz odvésny PS a @S na pf. jsou
a) 3¢cm, 4cm, b) 9em, 4 em, c) 16,53 cm, 10 cm. 6.7. a).2,47509, b)
0,24933, c) 2,41421, d) 0,17333, e) 1,14700, f) 0,96457. 6.8. a) x =
= 18°, b) B = 67° c) A = 19°47’, d) u = 45°22’, e) @ = 33°41’,

f) p = 68°12’. 6.9. 0,7. 6.10. 18°26". 6.11. 39°48’. 6.12. RT = 9,3 cm.
6.13. 19,9.

c)

i N 7.
7.1, Mérenim a) 0,34, b) 0,97, v tabulkach a) 0,34202, b) 0,97437.

7.2, % 7.3. MQ : MV. 7.4. §. 7.5. Uhel « je na pf. p¥i vrcholu 4 pravo-

dhlého A ABC, pro ktery a) a = 3¢m, ¢ = 5¢m, b) a = 65,3 mm,
¢ = 100 mm. 7.6. a) 0,22495, b) 0,92718, ¢) 0,38537, d) 0,98986,
e) 0,54147, f) 0,72417. 7.7. a) & = 13°, b) B = 68°, ¢) p = 17°27,
d) & = 48°35’, e) ¢ = 22°29/, f) p = 20°55". 7.8. 40°32’. 7.9. 6°54’.
7.10. 10,3 ¢m. 7.11. 26,7 cm. 7.12. 5,395 m. 7.13. 29,98 cm = 30 cm.

8.

8.1. a) Polovina uhlu 30°, mérenim 0,26, v tabulkach 0,25882,
b) sttedovy tuhel piislusejici strand pravidelného pétithelnika, mére-
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e,

nim 0,95, v tabulkdch 0,95106. 8.2. cosi = illlfl Ky

, cosy = —. 8.3.
"= LM

0,8. 8.4. &« je uhel pfi vrcholu 4 pravouhlého A ABC, kde na pf.
a)b = 3cm,c = b6cm,b)b = 34,5 mm, c = 100 mm. 8.5. a) 0,97437,
b) 0,54464, ¢) 0,71121, d) 0,13629, e) 0,94447, ) 0,34038. 8.6, a) x =
= 38°% b) f = 81° ¢) £ = 18°12/, d) 5 = 66°25", o) { = 63°33’, {)
w = 36°52’. 8.7. 0,353. 8.8. 69°5°. 8.9. 49°28’. 8.10. 5,956 cm. 8.11.
9,5 ¢cm. 8.12. 78,3 cm. 8.13. 8,65 cm.

9.

9.1. a) § = 68°30’, a = 36,65¢cm, b = 93 cm, p = 1705 cm?, b)
f = 32°30’, a = 15¢m, b = 9,55¢m, p = 71,8cm?, ¢) & = 70°, a =
= 12¢m, b = 4,4 cm, p = 26,33 cm?. 9.2, a) B = 54°30%, b = 72,5 cm,
c = 89cm, p = 1874cm?, b) B = 73°20°, b = 33,8mm, c = 117,9
mm, p = 1912mm?2, ¢) x = 40°48’, a = 78,6 mm, ¢ = 120,2 mm,
p = 3573 mm?,d) f = 18°5’,a = 19,3 ¢m, b = 20,3 ¢cm, p = 60,8 cm?.
93. a) o = 40°7, b = 34,4dmm, p = 4991 mm?, b) o« = 41°40’,
a=55cm, p=171cm? 9.4. a) &« = 60°1’, ¢ = 15¢m, p = 48,75
cm?, b) & = 66°56’, ¢ = 70,9 cm, p = 907,7 cm?. 9.6. a) a = 3,2¢m,
b=25,lem, ¢c=6cm, b) a =10,3cm, b = 41,3¢cm, ¢ = 42,6 cm.
9.6. a) o« = 67°42’, b = 18,7¢cm, ¢ = 49,3¢m, b) x = 45°35’, a =
= 214,383 mm, ¢ = 300 mm. 9.7. a) a = 6,3¢cm, b = 7,5¢m, b) a =
= 2,52dm, b = 0,79 dm. 9.8.a) b = 6,3 cm, x = 40°37’,b)a = 4dm,
o = 17°45". 9.9. a) b = 10,9¢m, p = 31,4cm?, b) b = 41,7 mm,
p = 726,2mm? 910. a) a = 34,4dmm, p = 715,9mm?, b) a =
= 11,16¢m, p = 85,39 cm? 9.11, « = 110°14’, p = 2767,1 mm?2.
9.12. &« = 36°52’, b = 15,8¢cm, p = T65cm? 9.18. x = 75°58’, a =
= 104,6 mm, p = 3505,9 mm?2. 9.14. 16,455 cm?. 9.15. 123°38’. 9.16.
71,9 mm, 28,6 mm. 9.17. 54°32". 9.18. 602,4 mm2. 9.19. 69,7 mm.
9.20. a) a = 7,64 cm, o = 5,26 cm, p = 100,45 cm?, b) a= 6,18 cm,
e = 9,61 cm, p = 293,9 cm?. 9.21. a) r = 5,76 ¢m, ¢ = 5,19¢m, p =
= 80,85 c¢cm?, b) r = 5,88¢cm, o = 5,43 cm, p = 97,78 cm?. 9.22. a)
a = 14,53 ecm, r = 12,36 cm, p = 363,27 cm?, b) a = 3,686¢cm, r =
= 4,22 ¢cm, p — 48,68 cm?. 9.23. a) a = 7,62 cm, r = 6,48 cm, Q =
= 525cm,b)a— 4,55 cm, r = 5,95 cm, o = 5,49 cm. 9.24, 30,44 cm.
9.25. 50,04 cm. 9.26. 38°38’. 9.27. 3,2 cm. 9.28. a) 54°44’, b) 70°32".
9.29. R = 80 kg, w = 36°27". 9.30. P, = 88,566 kg, P, = 46,433 kg.
9.31. P, — 297,65 kg, P, — 113,91 ky. 9.32. ) 6268 mm, b) 6726,5
mm. 933 64¢. 9.34. 18370 m3. 9.35. 133,9 m?2.

10.

10.1. &) 9,82761 — 10, 9,86936 — 10, 9,956825 — 10, 10,04175 — 10,
b) 9,96878 — 10, 9,66343 — 10, 10,40534 — 10, 9,59466 — 10, c)
9,72732 — 10,9,92719 — 10, 9,80013 — 10, 10,19987 — 10,d) 9,97583
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— 10, 9,51129 — 10, 10,46454 — 10, 9,63546 — 10. 10.2. a) 33°25/,
b) 72°36’, c¢) 11°20°, d) 46°27°40”, e) 25°7’47”. 10.3. a) 37°48’, b)
58°22/, ¢) 71°18”, d) 31°243”. 10.4. a) 27°36’, b) 78°21/, c) 23°18’,
d) 58°23, e) 37°55'32", f) 54°32'48”, g) 79°34'22”.10.5. a) 31°13/, b)
78°13’, c) 68°13’, d) 28°18°10”, e) 47°47°14”, f) 39°24’32",

\

11.

V'l—a“ — m3 m Vn’ —ms

3 .11.2. 8) $,
n® —m

b) an — pz, an — p'.'.’ _ 14

1 p V=7

11.1. a) ¥, %2, 5 b)

. 11.3. al) coth) = -i—, COS¢ E

ol
njoo

?

— 3|/5, sin —2V5—b)tgw—1—)simp————cos:p k
H L k i i
13.

13.1. a) cosx = §, tgx = — 4, /cotgx = — § nebo cosx = — ¢,
2 . 3
tgx = + 3, cotgax = + ¢4, b) cotgax = }, cosx = —, sinx = ———
& : ? V13 113
2
nebo cotgax = §, cosx = — Vﬁ’ sinx = ——V—_ 13.2. a) (90°, 180°),

b) (180°, 270°), ¢) (270°, 360°). 13.3. a) 0,76604, b) — 0,32557, c)
— 2,99743, d) — 1,82026, e) — 0,54293, f) 0,69779, g) 2,87700, h)
— 0,57735. 18.4. ) 0,42262, b) — 0,5, ¢) 1,22758, d) 1.18.5. a) — 0,5,
b) 3J/2 = 0,70711, ¢) —}/3 = — 0,86603. 18.6. &) «; = 40°47’, &, =
— 139°13’, b) &, = 226°34’, «, = 313°26". 18.7. a) «, = 54°43’,
ay = 305°17’, b) o; = 150°42", &, = 209°18". 18.8. a) «, = 42°20,
oy = 222°207, b) &, = 126°30", x, = 306°30". 18.9. a) x, = 38°40’,
oy = 218°407, b) &, = 128°40’, x, = 308°40".

14.
14.1.—p0, 348.14.2. 3,1. 14.8. sin15° = 4(J/6 — }/2) = 0,2588192,
dos15° = 1(J/6 + ]/2) = 0,9650268, tgl5° = Vo— V_ — 0,2679492.
Ve + V2
14.4. 343, &% %Y %% 14.6. a) 4 cos’x — 3 cosx, b) 4 sinx cosx.
- (cos’« — sin%x). 14.6. IV%: }V_, V-!—. Vf. 14.7. a) 1: 2 cos(x — 45°),
b) | b) cotglic.
* cotgif cotgiy.
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16.

16.1.a) o = 73%, b = 3,9¢m, ¢ = 4,5¢m, p = 16,6 cm?, b) B =
= 27°10’, a = 244,6 mm, ¢ = 164,8 mm, p = 92 cm?. 16.2, a) ¢ =
= 36,6 mm, o = 99°4’, f = 52°11’, p = 1082,2 mm?2, b) b = 332,7
mm, x = 34°16’, y = 27°3’35", p = 16156 mm?. 16.3. a) o« = 74°
42'22”, B = 54°47'28”, y = 50°30'14” (tedy chyba 4”), p = 23,6 cm?,
b) « = 85°18’4”, f = 43°56’, y = 50°45'56”, p = 2372,2 cm? 16.4.
a) B = 28°33'44”, y = 108°56’16”, c¢ = 91 mm, p = 1414,1 mm?,
b) x = 78°1’41”, B = 39°42’34”, a = 699 mm, p = 1412,1 cm?. 16.5.
a) 1. Fefent: y, = 55°4020”, x, = 90°59’40”, a, = 31,8 cm, p, = 230,09
cm?, 2. Fefent: y, = 124°19’40”, x, = 26°20°20”, a, = 14,13 cm, p, =
= 102,1 ¢m?, -b) neexistuje (nebot a = 66,8 < 69,3 = b sinx). 16.6.
r=4,14cm, o = 1,93¢cm. 16.7. a = 65,44cm, b = 46,67 cm, ¢ =
= 33,77 ¢cm. 16.8. 72,7 mm, 39 mm. 16.9. b = 26,75 cm, r, = 23,09
cm, ry = 26,91 cm, u, = 43,20 cm, u, = 49,02 cm. 16.10. B = 431,7
kg, < PR — 63°59'52", < QR — 48°30’8". 16.11. P — 179,3 kg,
Q@ = 146,4 kg. 16.12. <t RP = 36°20°107, < RQ = 62°43°12”,

17.

17.1. 16 m. 17.2. 41 m. 17.3. 38,6 m. 17.4. 163,4 m. 17.5. 76,8 m.
17.6. 412,9m. 17.7. 189 m. 17.8. 412,1m. 17.9. 4B = 1330,7 m,
AC = 1983,1 m, AD — 2389,5 m.

20. VZORCE ROVINNE TRIGONOMETRIE

Poznamka. V tomto prehledu jsou uvedeny jen nejpotieb-
néjsi vzorce. Vzorce uvedené v zavorkich nebyly v textu

odvozoviny. Misto ,,trigonometricks funkce budeme strué-
né Fikat ,,funkce®‘.

A. GONIOMETRIE

1. Definiéni vzorce goniometrickych funkci:
a) ostrého uhlu (obr. 98):

a

) a
Slnx = = CoSx = Px tgx = X
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¢ . ¢ ¢ b
—, secx = —, cotgx = —;
a b’ g

coseco =

b) obecného thlu (obr. 99):

sing =%—, cosxy = —, tga =

H

x
r
r r
cosecx =— —, Secx = —

x

Obr. 98.~ Obr. 99.

2. Zdkladnt vztahy mezi funkcems:

1 1
tgo . cotga = 1, cotg = P tgoy = ——

go cotgo’
cosx

sinux
tgx = —, cotgox = —,
COSx sino

sin%x 4 cos?x = 1,

1
1+tg2oc=c

082  sin2x’
3. Vyjadfent funkc: jinou funkci:
sinx = Vl — cos?x, Sinx =

1
V1 ¥ cotg?x

sinx =
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1

COSx = V 1 — sin?x, cosx =

T+ tgix
t
CoSx = .ﬂo_‘_,
Vl + cotg?x
si 1 — cos? 1
b0 Wl—eoste 1
/T —sin?« cosx cotga
]/"1 — sin%x COSx
cotgx = -~ , cotgx = —, cotgax =—
S Vl — cos2x gx

4. Hodnoty funkct pro 0°, 30°, 45°, 60°, 90°:

0° 30° 45° 60° 90°
sin 0 3 32 ey 1
cos 1 J;V 3 3/2 ¥ 0
tg 0 V3 1 V3 ©
cotg @ V3 1 1l/3 0

5. Hodnoty funkct pro 0°, 90°, 180°, 270°, 360°:

0° 90° 180° 270° 360°
sin 0 1 0 —1 0
cos 1 0 —1 0 1
tg 0 4+ oo 0 4 o0 0
cotg + oo, 0 F oo 0 —00
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6. Znaménka hodnot funkct v jednotlivych kvadrantech:

I II. III. Iv.
sin + + — —
cos 4 — — 4+
tg + — + —
cotg + — + —

7. Vztahy mezi funkcemr
a) (dopliikkovych)ihld« a90° — a:

sin(90° — &) = cosx, co0s(90° — x) = sinx,
tg(90° — &) = cotgx, cotg(90° — &) = tgu:

b) 1hla «x a 90° 4 «:

sin(90° + x) =  cosx, co8(90° + x) = — sinx,
tg(90° 4+ x) = —cotgx, cotg(90° + ) = — tgu;
c) (vyplnkovych) ihli x a 180° — «:
sin(180° — x) =  sinx, cos(180° — x) = — cosx,
tg(180° — ) = — tgwx, cotg(180° — «) = — cotgx;
d) dhli x a 180° + «:
sin(180° 4 x) = — sinx, cos (180° 4 &) = — cos«.
tg(180° 4+ ) =  tgw. cotg(180° + &) = cotgx;
e) uhlt «x a 270° — «:
(sin(270° — &) = — cosx, cos (270° — x) = — sinx,
tg(270° — x) = cotgx, cotg(270° — x) =  tgx);
f) dhla & a 270° 4 «:
(sin(270° + &) = — cosx, cos(270° 4 &) = sinx,
tg(270° + «) = — cotgx, cotg(270° 4 ) = — tgx);
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g) thli x a — «:

sin(—x) = — sinx, cos(—ua) = cosy,
tg(—a) = — tgx, cotg(—x) = — cotgx;

8. Periodiénost gontometrickyjch funkci:

sin(n . 360° 4+ «) = sinx, cos(n.360° 4+ &) = coswx,
tg(n . 180° + &) = tgwx, cotg(n.180° 4+ &) = cotgx,
n celé dislo;

9. Funkce souctu a rozdilu uhli «, B:

sin(x 4+ B) = sinx cosf 4 cosx sinf,
cos(x 4 B) = cosa cosf + sinx sinf,

_ tga 1 tgp
tg(a £ B) = T F tga tgf’

__cotgo cotgf + 1
(COtg(“ +h) = cotgf 1 cotga )

10. Funkce dvojnasobného whlu 20 vyjadiend funkcems dhlu
o

sin2x = 2 sinx cosx, cos2x = cos?x — sin%x,

2t 2 —
tg2u = = 8% (cotg2o¢ = cotg “——1-).

1 — tg2x’
11. Dal$t vztahy mezi funkcemi uhlé 2x a « (plynouci ze
vzorce cos2x = cos2x — sin’x):
(cos2x = 2 cos?x — 1, cos2x = 1 — 2 s8in%x,
1 + cos2x = 2 cos?x, 1 — cos2x = 2 sin%x).
12. Funkce uhlu o« vyjddfené fumkcemi polovicniho uhlu
1a (dusledek vzorct 10):
sinx = 2 sin{x cosix, cosx = cos?lx — sin?lsx,
2tglo . — cotg®la — 1
1 — tg2la’ ~ 2cotgla

tgx =
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13. Dal$t vztahy mezi funkcems %hli x a 1 (dusledek vzor-
call):
cosx = @ cos®jox — 1, cosx = 1 — 2 sin%}«,
1 + cosx = 2 cos?3x, 1 — cosx = 2 sin%}«.

14. Funkce poloviéniho uhlu o vyjadfené funkcems whlu o:

. 1 — cosx 1 -|— COS
sinla = |/ —————, cosix =
2
toly — 1 — cosx cobale — 1 —|— CcOSx
82 =V 1 ¥ cosa’ g = 1 — cosx

15. Funkce %hlu x vyjddfené funkcem: dhlu 20 (dlsledek
vzorcua 14):

. Vl — cos2x Vl -+ cos2x
sinx = R COSX = 5 ,

by — 1 — cos2«x cobao — 1 + cos2x
gx = 1 + cos2x’ 8=V 1 " cos2a
16. Soulet a rozdil funkci whli o a B vyjddfeny soudinem
nebo podilem funkct:

sinx 4 sinf = 2 sinl(x + B) cosl(x — B),
sine — sinf = 2 sinl(x — fB) co 1(oc—l—,B),
cosx + cosff = 2 cosi(x + B) cosi(x — B),

cosx — cosf} = — 2 sin}(x + ) sm1 (x — B),
_sinfx 4 f)
(tg“ e cosf’
sin(8 + o))

t tgf =
cotgx - cotgfs sinx sinf}
17. Souclet funkct tFi whld «, B, y, je-li « + B —|— y = 180"
sinx 4 sinf 4 siny = 4 cosjx cos3f cosiy,
(cosx -+ cosf + cosy = 4 sin}« sin}f siniy + 1),
tgx + tgf + tgy = tgx tgf tgy.
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B. TRIGONOMETRIE

o) Pravouhly trojihelnik (obr. 100):

a=csina,a=ccosﬂ,a=btgoc,a=bcotgﬂ,a:]/cz—ﬁ:
b = c cosx,b = c¢sinf,b = a cotgx, b =atgﬂ,b=l/cz—-a,2,-

a a
c=—,¢c= ——

— - = — = 2 F
sino’ cosf’ ¢ vosa’ sinf’ e = Ja*+ 2
p = jc?sin2«, p = 162 tgx, p = 1a® cotgx,

p = ¢*sin2f, p = ;b2 cotgf, p = za®tgf.

[+ §
b/?
a h N :v
> n
b a
Obr. 100. Obr. 101. Obr. 102.

f) Rovnoramenny trojihelnik (obr.101):
a = 2bsin}x, a = 2b cosf,
p__ @ _a
~ 2sinia’ 2 cosf’
la cotglx,v = la tgf,v = b cosin,v = bsinp,

vV —=
p = la® cotgx, p = Ja? tgfl, p = }b? sinx, p = }b%sin2p.

y) Obecny trojihelntk (obr. 102):
1. Sinova véla:

@:b:c = sinx :sinf : siny.
2. Kosinova (Carnotova) véta:

a2 = b2 + ¢ — 2bc cosx, b% = a? 4 ¢ — 2ac cosp,
¢® = a? + b® — 2ab cosy,
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b2 4 c2 — a? a2 4 ¢ — b?

cosx = 2 , cosff = 200 ,
cosy = 02 4 b% — ¢?
W= 2ab

3. Tangentova (Neperova) véla:

(@ +b):(a —b) =tgi(x+ B):tg} “—ﬂ)
(b +c):(b—c)=tgz(B + y):tg3 (B —y).
(c +a):(c— a) =123y + &) : tgi(y — x).

4. Mollweidovy vzorce (Cagnoliho rovnice):

(@ + b) : ¢ = cosi{x — B) :siniy,
(@ — b) : ¢ = sing(x — y) : costy,
(b 4 c):a = cosi(f — y):sinlx,
(b —c¢):a =sin}(f — ) : cosix,
(c+ a):b = cosi(y — x) :8inip,
(¢c —a):b =sin}(y — «) : cosip.

5. Vzorce pro poloviéni whly trojihelnika:

sin}o =V(S — bbis — c)’ cosix =l/8(sl; a),
toly — (s—b)(s—c)
8z = s(s — a)
sinip :V(S — “)(8 =
s — a)(s — ¢)
tg2f = l/ s(s—b) ’

) (s — a)(s — b) 8(s — ¢)
1 e — e
singy l/ o , COSTY = V _—

S
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6. Vysky trojihelnika:

vg = b siny, vg = c sinf,
vp = ¢ sinx, vp = asiny,
v, = asinf, v, = b sinx.

7. Polomér g kruznice trojihelniku vepsané:

o=2=,
S

o= (s — a)tgix, 0 = (s — b) tg3f, o = (s — c) tgly,
(o = stgzxtgif tgly),

__asinifisinyy  ‘bsinjasinjy  csinjxsin}f
® T Siny(f+y) ¢ sink(x + )% sinjla + A
s=3}@+b+o).
8. Polomér r kruZnice trojihelntiku opsané:
, _abe
=5
a b c
= — =5 ' = . .
2 sinx 2 sinf 2 siny

9. Ploény obsah p trojuhelntka:

P = Vs(s — a)(s — b)(s — ¢) (Heronuv vzorec),
p = zabsiny, p = gacsinf, p = 3be sin«,
a? sinf siny b? sinx siny c? sinx sinf

P=3 sin(f + y)’p 2 sin(o + y) ~ 2sin(x + B)
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