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9. CISLICE 0KOLO
DESATINNEJ CIARKY

Ulohy v tejto kapitole by sa dali principidlne vyriesit
tak, Ze by sme prisludné éfsla vyrdtali s dostatoénou
presnosfou; pre 2 ¢fslice za desatinnou ¢iarkou by spravi-
dla (no nie vidy) stacila presnost na jednu tisicinu.
Praktické tazkosti viak znova nastdvaji preto, Ze uva-
Zované &fsla su prilid velké. Ukdzeme niektoré obraty,
ktorymi sa moZno priamemu vypoétu vyhnit. Keby sa
niekomu nep4aéili formulécie dloh, v ktorych ide o neko-
necéné (a teda vlastne nenapisateIné) desatinné rozvoje,
mozZe si kazda tdlohu

,,Ur¢it ¢ miest pred desatinnou ¢iarkou a j miest za de-

satinnou ¢iarkou v éisle X
preformulovat na idlohu

, Uréit é&fslo [107. X | MOD 1044,

Uloha 9.1. Uréte dve &islice pred a dve &islice za de-

satinnou ¢&iarkou ¢isla
4 =13 13"
Riedenie. Zrejme platf
A> V;;F — 1/329-39 — ge8a®
a na druhej strane
(323 1 0,01)2 > 3°%° 4 0,02.3°%" >
~ 3¢ + 32%3%4 - ge® + g-02® - g¢® ga3a® _
= 3" 4 3%
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Spolu teda mame

32°3° - 4 < 39 | 001,

Teda prvé dve ¢islice za desatinnou &iarkou &fsla A sii nuly,
a posledné &islice pred desatinnou &iarkou si také ako

posledné dve &islice disla 32**°. Eite teda musime urdit
3253 MOD 100 = 32%3%MOD nsnie2s), ¢4 MOD 100 —
— g2%3%0D 20 MOD 100 = 3@.27%M0D 20 MOD 100 =
= 3uesmon 20 MOD 100 = 38 MOD 100 = 61.

Teda hladané éislice ¢isla A4 sa ...61,00....]

Uréovanie vatsieho poétu é&fslic za desatinnou éiarkou
by tento raz nerobilo problémy; skiste uréit napriklad
tisic tychto ¢fslic. S kalkula¢kou (alebo tabulkami) viak
moéZieme bez priliSnej ndmahy vyriesit aj nasledujicu
dlohu.

Uloha 9.2. Zistite prvi nenulovi &fslicu za desatinnou
¢iarkou ¢isla

PR T )
Riedenie. Oznaéme z zlomkovi Gast Gisla 4. PretoZe
| 4] = 3**%° podla predchédzajicej ilohy, méme
(32%' + 2)® = 3¢ + 3
a po uprave
2.32%9° 4 4 42 — 39
Pretoze 0 < z < 1, dostavame odtial

3 1 3%
o g ST S e
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Logaritmus pravej strany je
(9% — 28.3°%).log 3 —log 2 = —2150 579,984 =
= 0,016 — 2 150 580
V ramci danej presnosti je aj logaritmus lavej strany,
a teda aj log z, rovnaky. Teda
z = 1,04.10-2150560,

¢iZe prva nenulova ¢islica za desatinnou ¢iarkou v éisle 4
je 1. O

Sitdasne sme zistili aj poéet nil medzi desatinnou
éiarkou a prvou nenulovou é&fslicou; je ich 2 150 579.
Poznamenajme, Ze log 3 a log 2 treba vziat dostatodne
presne (napr. na 10 des. miest); éislo 1,04 vzniklo za-
okrihlenim z 1,03 ..., ale trojka uZ nie je spolahlivo
urdend.

Uloha 9.3. Zistite Styri ¢islice pred a Styri &islice za

desatinnou éiarkou &fsla
1]

B=|5" +¢"
Riedenie. NapiSme B v tvare 5279% 4 4
Pretoze (5:*°) = 5, platf « > 0. Na druhej strane
(67" + z)) =59 + 6,
5" + 9.(57*f.x < 5 + 6",

6"
£< 9. (57
Ale
675 25715 5_o0 ob 93,42,
9.(57%°f U 2573 < 95T
= 25" <1074,
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teda hladané ¢islice za desatinnou ¢&iarkou si nuly. Pre
éislice pred desatinnou éiarkou musime uréit « =

= | B| MOD 104, kde | B| = 5*"%°. Zrejme | B]MOD 5¢ = 0
a dalej

| B| MOD 2¢ = 523 MOD 16 =
= (5 MOD 16)®*3*MOD 16 = 1.

Teda plati v = 625k pre nejaké celé éfslo k, 0 < k < 186,
a sicéasne ¥ = 1 (mod 16), teda 625k = 1 (mod 16), k =
= 1(mod 16), a teda k£ = 1. Potom u = 625. Preto
hladané &islice é&isla B st ...0625,0000... ]

Uloha 9.4. Urdte tri &fslice pred a tri &slice za desa-
tinnou &iarkou ¢isla

C = i/gooo + 4006
Riedenie. Plati

3 3
9666 _ V§ss <C < Vgses 1+ 3.4%66 | 3 206 | | —
— 2606 4 ]

a preto |C]| = 2%9. Oznaéme z zlomkovi dast &sla C.
Plati

(2008 + 2) = 8%88 | 4o,
8966 4 3 4866 4 373 2866 4 23 _ gess | gese
3x.4900 | 3x3 2088 | 3 — 4066
Qdtial s vyuZitim 0 < z < 1 dostdvame

1 4088 3 2688 ] 1
3 4008 <z<§-
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Druhy c¢initel Iavej strany je vdak blizky k 1 (ndm staéi,
ze je medzi 0,999 a 1), a preto hladané é&islice za de-
satinnou ¢iarkou sd trojky. Pre urcenie ¢islic pred de-
satinnou ¢iarkou uréime 2¢¢ MOD 1000. Najprv poéi-
tajme modulo 125; plati ¢(125) = 100, a preto

2006 = 265 — (27)9 23 = 39 23 — 543 = (350 + 4)° =
= 3.50.4% + 4% = 2464 = 89 (mod 125).

Preto 2%6 — 89 + k.125 pre nejaké prirodzené &islo k.
Pritom ale 2%¢ = 0 (mod 8), teda

89 + k.125 = 0 (mod 8).

Odtial mime 1 4 5k = 0 (mod 8), a teda k£ = 3 (mod 8).
Potom plati 2% = 89 4 (3 4 8n).125 pre nejaké
prirodzené (islo %, a teda 298 = 89 4 375 =
= 464 (mod 1000).

Preto hladané ¢islice Cisla C su .. .464,333... O

Uloha 9.5. Najdite dve &islice pred a dve dislice za de-
satinnou Ciarkou c¢isla

D = |7 o,
Riedente. Polozme D = 3% 4 z, Pretoie D? > 9903,
plati z > 0. Dalej plati
(3003 + 1)2 — 9003 + 9300’
9003 + 21.3003 + zz p— 9‘03 + 3Cll'
27.3003 | 23 — 3oz

39 __ 22 3-w3

r = 3
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9
Odtial (a z z > 0) dostdvame 2 < -5-, a potom aj

Preto hladané ¢islice za desatinnou &iarkou st 49. Pre
¢islice pred desatinnou éiarkou uvazime, Ze pla.i

9 3
|2] MOD 100 = 1—3;] MOD 100 — Ile MOD 100 =

- 1_96831 MOD 100 — 41,
3903 MOD 100 — 3330040 MOD 100 =
— 32 MOD 100 — 27,

(lz] + 3%3) MOD 100 = 68, a preto hladané &islice ¢isla
Dsi ...6849... O

Uloha 9.6. Uréte dve &islice pred a styri Gislice za de-
satinnou ¢&iarkou ¢isla

E — |7 5,

Riedenie. Polozme E — 7' + x; zrejme x > 0. Dalej
plati
(7175 + x)d — 7700 _+_ 7800’
TI0 | 4z 755 L 6a?. I - 423, TV 4 ob =
— 7700 4 7600
7600 U 6z2. 7350 J— 42:3. 7175 I‘

= 4.75%

75
QOdtial (a z podmienky = > 0) dostivame z < 7— a po-

775
tom =z > "4— -_ 0,0001
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775
Plati 775 MOD 4 = 3, teda zlomkova dast Cisla & %

¢ina 75, a zlomkova cCast éisla x (a teda aj E) zalina
¢islicami 7499. Pre urdenie ¢islic pred desatinnou éiarkou
uréime || MOD 100, na ¢o najprv potrebujeme

775 MOD 400 = 7918+3 MOD 400 =
= ((7* MOD 400)®.73) MOD 400 =
= (118,73) MOD 400 = 343.

Potom

75
|| MOD 100 :| B IMOD 100 :|
= I 313] = 85.
Dalej uréime

7175 MOD 100 = ((74 MOD 100)#.73) MOD 100 =
= 343 MOD 100 = 43.

Preto |[E| MOD 100 = (85 + 43) MOD 100 = 28, a hla-
dané déislice ¢isla E st ...28,7499... [

775 MOD -lOOJ
— =

Uloha 9.7. Uréte 7 éislic pred a 7 &islic za desatinnou
ciarkou v disle

7
F = 1/7700 1 7800,

Riefenie. Oznaéme u = 7.(F — 7'%); potom F =
u

= 7100 —
7100 7
1 7
Pretoze (70)' < F* < (7% + -] plati 0 < < 1.
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Uréime u presnejsie. Platf
(7100 + %]7 <TI0 4 g 7800 | 7500,

Posledny ¢len na pravej strane je totiz vadsi neZ sudet
zvysnych &lenov z binomického vzorca, t. j.

7 Y 7 AN TR Y
()= E)+(5) (5] + -+ (3)
(dal by sa este zmensit). Preto platf

7700 | 7900 | 7300 3 7700 | 7600,

nevo __ 7500

u>7T=l—7‘1°°.

Z toho pre F vyplyva
7100 | 771 _7-100 - F o~ 7100 4 7-1

a odtial (a z toho, Ze % nem4 v desatinnom rozvoji
na 8. mieste nulu) zasa plynie, Ze F m4 hladané cislice
rovnaké ako &islo 7190 ; . Pre éfslice pred desatin-
nou &iarkou pocitajme modulo 107:

7100 — (743 — (2400 4 1)* = [225].24002 + [215].

.2400 + 1 = 25.12.2400% + 25.2400 + 1 =
= 12.12 000% + 60 000 + 1 =
= 8000 000 + 60 000 + 1 = 8 060 001 (mod 107).

(Vynechané &leny v rozvoji (2400 + 1)25 boli nasobkami
10%.) Cfslice za desatinnou &iarkou [ahko ziskame dele-
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nim. Teda hladané é&fslice &fsla F si ...8 060 001,
1428571... O

Uloha 9.8. Urdte dve &islice pred a dve &fslice za de-
satinnou &iarkou v éfsle

A =(2 + }3)™.

Riefenie. Budeme uvaZovat postupnost (a,, a,, a4, . ..)
dand predpisom

a=(2+ V3 +(2— V3L,
(Jej Eleny 81 celé &fsla a platf A = a,000.)
Cisla 2 + |/3, 2 — |/3 sii korene kvadratickej rovnice

»—4xr +1=0,

preto postupnost (a,, a,, a,, ...) vyhovuje rekurentné-
mu predpisu

oy = 480y — @y
Tento predpis spolu 8 rovnostami
a. = 2, a]. = 4

dani postupnost jednoznaéne uréuje. Teraz uréime
@y000 MOD 100 tak, Ze budeme poéitat &isla b, = a, MOD
100. Pritom zrejme b, = 2, b, = 4 a

busz = (4bs, — ba) MOD 100

pre vietky n. Cleny postupnosti b, budeme poé&itat a%
dovtedy, kym nezistime opakovanie.

n|] 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
b.!24l452942428434527444
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n|12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
b,.l 2 64 54 52 54 64 2 44 74 52 34 84

n| 24 25 26 27 28 29 30 31
b 2 24 94 52 14 4 2 4

Vidime teda, Ze plati
bao = bo’ bal = bl .

Preto%e kazdy ¢&len postupnosti (b,, b,, b,, ...) je urce-
ny dvoma predchddzajacimi ¢&lenmi, matematickou
indukciou dostdvame

bn +30 = b:n

a potom aj b, = b, mop 30 pre kazdé prirodzené cislo n.
Specidlne, pre n = 1000 mame @5, MOD 100 = b,,,0 =
= b,y = 74. Dalej plati

@000 — 0,01 < @y000 — (2 — Vﬁ,“m = A4 < G4 -

Preto hladané ¢&islice &fsla A st ...73,99... O

NajnamdhavejSou é&asfou rieSenia predoslej ilohy
bolo doplnenie tabulky hodnét b,. Numerickd chyba
by znehodnotila cely dalf vypoéet. Preto by bolo dobré
maf nejaké prostriedky na kontrolu. Jedna z moZnosti
je, aby sme podftali tdplne rovnakym spdésobom
@900 MOD 25, @,090 MOD 4, a potom pomocou nich &islo
b0 OVerili. Vyhoda by tiez bola v tom, e namiesto pe-
riédy 30 by sme dostali periédy 15 a 2, teda staéilo by
pocitat mensi podet &lenov. (Nové vypoéty by mohli byt
pouZité aj samostatne na vypodet &isla b, g, & nielen na
skiSku sprdvnosti povodného vypoétu.) Iné moinost
tspory v podte poéitanych &lenov b, bola viimnif si,
Ze pre n = 2 platf

b_, = (4ba_, — b,) MOD 100.
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PretoZe plati b,y = byg, vychddza odtial b5, = b5
pre 0 < k < 15, teda ¢leny b,, aZ by, sa dali doplnif bez
poditania. Obe metédy mozno pouzif sidasne, ak defi-
nujeme (nezmenenym vzorcom) &, pro vietky celé =
a vypotitame ¢&isla ¢, = a, MOD 25 pre n = —1 az 8.
Pretoze vyjde c_, = ¢,, ¢4 = ¢,, platf c_, = ¢,, €150 = ¢,
pre vietky n, z éeho odvodime ¢, = ¢; = 24.

Uloha 9.9. Zistite dve &islice pred a dve &islice za de-
satinnou ¢iarkou v disle

B =(Ve +Vz)™
Riedenze. Plati

B =((V& + V2F)° = (8 + 4 V3)".
PoloZme
a,=(8 +4)3)r +(8—4)3)
a skimajme postupnost (a,, a,, a,, ...).
PretoZe 8 + 4 V3, 8§ — 4 V3 st korene kvadratickej rov-
nice
2 — 16z + 16 = 0,

vyhovuje postupnost (e, @,, @,, ...) rekurentnému
predpisu

a”+2 = 16a"+1 - 16041..
Dalej vieme a, = 2, a, = 16. Znova oznadéme b, =
= a, MOD 100 a poditajme ¢leny postupnosti (b,, b,
by, ...) az pokial nezistime opakovanie:
nl] 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
b,,l 2 16 24 28 64 76 92 56 24 88 24 76
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nf12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
b..]32 96 24 48 84 76 72 36 24 8 44 76

n|24 25 26 27 28 290 30 31 32
b,(12 76 24 68 4 176 52 16 24

Vidime teda

by = by, by = b,,
a preto pre vietky n = 1 plati
bniso = ba.
Specidlne bg, = by = 24, a preto
B +(8—4]3)" = 24 (mod 100).
Vypoétom na kalkulagke zistime
(8 —4 J/3)° = 32,0348

(stadf ném zistit 32,03 < (8 —4 |/3)° < 32,04), a po-
tom uZ [ahko zistime, Ze hladané &islice éisla B sa ...91,

9... O
PredloZené rieSenie ilohy 9.9 je samostatné, nezi-

vislé od rieSenia predchddzajiicej uloby 9.8. S vyuZitfm
tohto riesenia sme si mohli znacéni éast vypodtov use-
trit. Plati totiz '

B=(V6+V2)" =(8 + 4)3)" = a=.(2 + |3)"
a z rieSenia dlohy 9.8 vieme

(2 + V3)° +(2—V3)° = 74 (mod 100).
Ak tito kongruenciu vyndsobime &islom 4%, dostaneme

B + 4%.(2 — |/3]° = 4%.74 (mod 100)
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a odtial po uprave
B +(8—4]/3)° = 24 (mod 100).

Uloha 9.10. Zistite tri &islice pred a tri &slice za desa-
tinnou &iarkou v ¢fsle

¢ =(Vz + Vs)*™
Riedenie. Oznaéme
A=(V2+ V50" + (V2 —V5)™

Podla binomickej vety plati

500 1000
— 500 —k
A= 2.30 ok ).2 Bk,

teda A je celé é&islo. Uréme 4 MOD 1000.

Na to najprv zistime, ktoré &leny sumy vpravo sdi né-
sobkami 500. Zrejme sl také vietky &leny pre 3 <k <
< 498; na to stadi uvaZit priamo vypisané exponenty
tisel 2, 5 v tomto vyraze. Avsak aj ¢leny pre k = 1, 2,
499 sti ndsobkami 500, pretoZe prisludné binomické koefi-
cienty si nasobkami 250. Preto platf

A = 2.(250 4 559) (mod 1000).

Aby sme uréili A MOD 1000, vyuZijeme rozklad 1000 =
= 8.125 (a nesidelitelnost &fsel 8, 125). Pri poéitani mo-
dulo 8 dostdvame

A = 2.(200 4 550) = 2 2510 = 2, 1250 = 2 (mod 8).

Pri poditani modulo 125 s vyuZitim KEulerovej vety
dostdvame

A = 2.(2500 | 5500) — 2501 — Q501 MOD 100 —

= 2 (mod 125).
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Teda platf 8/(4 — 2), 125/(4 — 2), a teda aj 1000|(4 —
—2), t. j. A MOD 1000 = 2.
Teraz vyuZijeme rovnost

C=a—(JZ—V5)™

a odhad 0 <|}2— 5" < [2,3 — 1,410 < 0,001.
Preto hladané &islice &isla C st ...001,999... O

Uloha 9.11. Urtit dve &islice pred a dve &islice za de-
satinnou &iarkou &fsla

D = (3 + V5)"™.
Riedenie. Plat{ D = (8 + 2 [/16). UvaZujme po-
stupnost (a,, a,, @,, ...) dani predpisom

a, = (8 + 2|15 + (8 — 2 J/15]".
Pretoze &fsla 8 + 2 /15, 8 — 2 }/15 sii korene kvadra-
tickej rovnice
xt = 162 — 4,
vyhovuje postupnost (a,, a,, @,, ...) rekurentnému
predpisu
Gnye = 16a,,, — 4a,.
Tento predpis spolu s rovnostami
' a, = 2, a, = 16
jednoznaéne urduje postupnost (a,, a,, ay, ...).

Aby sme uréili ag; MOD 100, poéfitajme ¢&isla b, =
= a, MOD 100, a2 kym nezistime opakovanie. Cleny
postupnosti (b,, b,, by, ...) budeme potitat podla re-
kurentnébo predpisu
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bn+2 = (16bn+1 - ”) MOD 100.
n| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

10

11

b,,' 2 16 48 04 72 36 88 64 72 96
n|12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

48
22

b,,’52 96 28 64 12 36 28 04 52 16

48

84

Plati teda b,, = b,, b,, = b;, a preto pre vietky » = 1
Platf by ,n = b,. Preto by = bgginaz0 = by = 52. Teda

plati

D + (8 — 2 )15 = 52 (mod 100).
Dalej odhadneme

0 <(8—2)15f < (8—2.3,8)%0 — 0,450 < 0,01.

Teda hladané &islice &fsla D sid ...51,99... (J
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