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2. RELACE

VZTAHY JSOU VSiMm

2.1 POJEM RELACE
Mnohé p¥iklady sezndmi étenife s pojmem relace
a moZnostmi jejfho popisu

Objekty, jevy a pojmy se dasto snaZime pochopit talk,
%e odhalujeme jejich vztahy k jinym objektim, jeviim
nebo pojmiam; napi. ,,Romeo je zamilovin do Julie®.
Tyto vztahy neboli relace mezi objekty d&asto tvoii
v nasich znalostech pravé to podstatné. Tak nani. pFi
axiomatické vystavbé geometrie podle Davida Hilber-
ta8) se musime z¥ici definice zakladnich pojmii jako bod,
piimka, rovina; axiémy, z nich% lze odvodit vSechny
ostatni pojmy a véty euklidovské geometrie, spoéivaji
spiSe ve vztazich mezi témito zakladnimi pojmy.

Uvedme ted rozliéné piiklady:

— Max a Mofic jsou bratii.

— Zelezo ma mensf mérnou hustotu neZ rtut.

— 4 je délitel 256, tj. 4/256,

— Erfurt je od Gothy vzdalen nejvyse 100 km.

— MnozZina prvoéisel je obsaZena v mno#iné celych
tisel.

— 6 je nesoudélné se 49, tj. D(6, 49) = 1.

®) David Hilbert (1862-—1943), némeocky matematik; pfi-
spél k mnoha oblastern matematiky, napf. k teorii &isel, teorii
invariant, teorii algebraickych variet, teorii integrélnich
‘rovnic, varia¢nimu poétu, k zékladiim matomatiky, ale i k teo-
rotické fyzice. Pfesnd axiomatickd vystavba geometrie je
obsahem jeho préce ,,Die Grundlagen der Geometrie*, kterd
vysla v r. 1899 v nakladatelstyi Teubner-Verlag.

Rovnéz vyznamnsé pfispél k dal§imu rozvoji matematiky svy-
mi slavnymi 23 problémy. (Pozn. prekl.)
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— Z ,,ABCD je &tverec

navzijem puali*;

plyne ,,Chlopfiéky ABCD se
tj. ABCD ¢&tverec = tuhlopiicky

ABCD se navzajem puli (obr. 10).

D

c

Obr. 10

— Xantipa je spiiznéna se Sokratem.

— 36 je nasobek 9.

— ,,Skola, stop v abecedé pited ,,8upinou‘’.
— 18 ma prave tolik délitela jako 50.
— 623 dav4 pii déleni tfemi stejny zbytek jako 263, tj.

623 = 263 (mod 3).

— 623 ma stejny ciferny soudet j..xo 263.

— 4 je mensi nez 256, tj. 4 < 256.

— Gotthelf, Erich a Herbert Abrah' m maji stciné pii-

jmeni.

1 2
— Zlomek % diva stejny podil jake ——s—, tj. 3 =

18
2T

2

— Piimka 4B na obr. 10 je rovnobéini s piimko. CD,

tj. AB || CD.

— Ptimka AC na obr. 10 je kolma k pi¥imec Bi', tj.~

AC . BD.

— 2 je prvkem mnoziny prvodisel.

Pokusme se z téchto pi‘lkla,du odvodit obecny pojem
relace. Nejprve si viimnéme, Ze obecné jsou ve vzijem
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ném vztahu (napt. je délitel, mad mensf mérnou hustotu.
je vzdédlen nejvyse 100 km, stoji v abecedé pied, je
obsaZen v, z ... plyne) vidy dva prvky mnoZiny M
(napf. mnoZiny pfirozenych é&isel, mnoZiny chemickych
prvki, mnoziny mést jedné zemé, mnoziny slov deského
jazyka, mnoZiny podmnozin reilnych &fsel, mnoZiny
vyroki). Rikame, 7e prvky mnoZiny M jsou v relaci;
tak napt. prvky 4 a 256 jsou v relaci ,,je délitel“. Obecné
zfejmé zaleZi na pofadi prvkid; prvky 256 a 4 nejsou
v relaci ,,je délitel”’. Daji se tedy prvky z, y € M v né-
jaké dané relaci R chipat jako uspofadané dvojice
(z, y) (srov. odstavec 1.5) a relaci B v M muzeme charak-
terizovat jako tu podmnoZinu kartézského soudinu
M x M, jei obsahuje pravé vSechny uspofddané dvo-
jice (z, y) takové, Ze x je v relaci R s y. Je-li s y v relaci
R, piSeme (z,y)€ R, nebo struénéji xzRy. Obricend
urtuje ka’?dd podmnozZina T' C M x M relaci R v M
pfedpisem: xRy, praveé kdyz (z, y) e T.

Definice 2.1. Relaci R v mnoZiné M rozumime libovol-
nou podmnozinu kartézského souéinu M x M.

Priklady. Je-li R relace ,,mensi nez’* v mnozZiné M
celych ¢isel od 0 do 5, muzeme R vyjadfit jako podmnozi-
nuM x M:

R ={(0, 1), (0, 2), (0, 3), (0, 4), (0, 5), (1, 2), (1, 3), (1, 4),

(l» 5)’ (2’ 3)! (2’ 4)s (2’ 5)7 (3a 4)a (3, 5)’ (4’ 5)}
Relace R = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 4)} v mnoZind M =
= {1, 2, 3, 4} se da popsat také takto: zRy, pravé kdyz
z < y a z|y. (Srov. popis mnoZiny vydtem jejich prvki,
pHp. udanim charakteristické vlastnosti!)

Kazda podmnozina R soué¢inu M x M definuje relaci
v M, tedy také mnoZiny R, =0, Ry, =M X MaR; =
= {(x, z): x€ M}. Relace R, =0 se nazyva nulovd
relace v M; v této relaci nejsou zadné dva prvky. RB; =
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= M x M se nazyva totdlni relace v M. A koneéné relaci
R; fikdme identita v M (nebo také diagondla), nebof
xRy plati, praveé kdyz z = v.

Pohled zpét na odstavec 1.7 ukazuje, Ze relaci v M
muzZeme také chapat jako pfifazeni z M do M; v tomto
smyslu mluvime pak také o definiénim oboru a oboru
hodnot relace R (2(R), resp. 3#(R)).

Zrovna tak je moZné sklidat dveé relace jako pfitazeni.

Mnohy étendt si uz jisté vSiml, Ze definice relace
D(2.1) se neda pouzit na ptiklad ,,2 je prvek mnoZiny
prvodisel, a¢koli bychom piece jen asi chtéli ,,je prvek*
za relaci povaZovat. Tato relace ale dava do vztahu
prvky mnoziny 4 (zde mnoZiny N, celych nezdpornych
&sel) s prvky jiné mnozZiny B (zde potenéni mnoZiny
mnoziny N,, ze které je vzata jako jeden z jejich prvku
mnozina prvoéisel). Proto abychom zahrnuli i takové
piipady, rozsifime definici relace nasledovné:

Definice 2.2. Relace R mezi mnoZinami 4 a B je pod-
mnozZina kartézského soudinu 4 x B.

i Pro takové relace miZeme jako piiklad uvést jesté
relaci ,,Jezf na* mezi mnoZinou A4 vsech bodid v roviné
a mnozinou B viech piimek této roviny.

V nasledujicim ale pfece jen zistaneme u relacf
v mnoziné M; takové relace miZeme popsat riznymi
zpusoby. Je-li mnoZzina M koneéna, muze byt relace
v M (v principu) dédna vydtem uspofddanych dvojic
(x,y)e M x M patticich do R, nap¥. relace R =

={(1,1), (1,2), (1,3), (1, 4), (1,5), (1,6), (2,2), (2 4),
(2, 8), (3,3), (3, 6) (4, 4), (5, 5), (6,6)} v mnozing M=
= 2, 3,

'({Tvedomme si vsa,k, ze relace R v M je mnozina, totiz
podmnozZina M x M, takZe ji muZeme jako kazdou
mnozinu také popsat néjakou charakteristickou vlast-
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nosti, ktera je splnéna pravé pro ty uspofddané dvojice
ze zakladni mnoZiny M x M, jez patfi do R. Predchozi
relace B muZe byt takto charakterizovdna jako R =
={(x,y):xr,ye M a x|y}, kde M = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

[ d x x x x
1 d % x
4t x » x
3 x »
2F x x
1 x
' ) 1 L . 1

0 1 2 3 4 5 [
Obr. 11

Protoze kazidou (bindrni) relaci B v M mizZeme také
chapat jako pfifazeni, miZeme pro znazornéni R stejné
jako u ptifazeni nakreslit graf relace, jak je vidét na
obr. 11 opét pro relaci ,je délitel v mnoziné M =
= {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Stejné dospéjeme i k uzlovému grafu
relace; je oviem bézné pro rclace v M nckreslit oba
exemplafe oblasti roviny odpovidajici mnoZiné M. nybrz
jen jeden, jak vidime na obr. 12 opét pro shora uvedenou
relaci. Pro kazdé x takové, ze 2Rz, se pak musi namalo-
vat Sipka z P, do P,, coZ nazna¢ime malou , kruhovou®
Sipkou okolo P,. Ziejmé zavisi na relaci a na 1udelu,
jakému znézornéni dame piednost; v naSem piikladu

-
[
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uzlovy graf jisté dava nazornéjsi pfedstavu o uvedené
relaci. Naopak diive zavedené relace R, (nulova relace),
R, (totalni relace) a R; (identita na M) maji zvlast pie-
hledny kartézsky graf. Jak vypadaji ? Napf. graf relace R;
objasnuje, proé¢ se této relaci také fika ,,diagonala M*‘.

Obr. 12

V nadich uvahach jsme relaci vidy rozuméli mnozinu
uspofadanych dvojic (z, y), kde z, y € M v ptipadérelace
v M, resp. x€ A, ye B v piipadé relace mezi 4 a B.
Chceme-li ale napf. relaci ,,byti mezi* (reilné é&islo z
lezi mezi realnymi ¢&isly ¥ a z) podfidit tomuto mnozinové
teoretickému nazirani, musime — vzhledem ke tfem
proménnym x, y, z — plejit k uspofddanym trojicim
(x,y,2), tedy k podmnoiinim kartézského souédinu
M x M x M. Takovym relacim fikame terndrni relace.
Obecné rozumime k-narni relaci v M podmnozinu kar-
tézského soudinu M x M X ... x M.V této kapitole
jsme se tedy zabyvali jen bindrnimi relacemi. Ani zde
uvedeny k-nasobny kartézsky soudin nemusi mit samo-
zfejmé vsechny dinitele vesmés rovné M. Bez tohoto
omezeni pak dalSim zobecnénim dojdeme k pojmu
k-narni relace v M, x M, x ... x M,. Plati-li (z,,
Zy, ..., %) € R, fikame, Ze k-tice (x,, =z, ..., xy) je
v k-narn{ relaci R.
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MAX A MORIC JSOU BRATRI

2.2 VLASTNOSTI RELACI
Tato kapitola se zabyvd vlastnostmi relaci, jako je napf.
reflexivita, symetrie, tranzitivita; poloZime sl otdzku, zda
z nékterych téchto vlastnosti neplynou ostatnf

Skutednost, Ze Max je bratr Mofice, jsme vyjadiili
jako ,,Max a Mofic jsou bratii‘‘. V této formulaci se uz
ale skryva dal3{ informace o relaci ,,je bratr”. To je
nejlépe patrné, pokusime-li se prejit od vyroku ,,4 je
délitel 256 k formulaci ,,4 a 256 jsou délitelé‘‘. Posledni
vyrok je podle toho, jaky méme vztah k jazyku, ne-
smyslny anebo polopravdivy. Pokus o pfeformulovani
nemohi byt GspéSny proto, Ze v uvedeném piikladu
zale%i na pofadi prvku 4 a 256, zatimco v prvnim pii-
kladu pofadi nehraje Ziadnou roli: je-li Max bratr
Muiice, je také Mofic bratr Maxe. Relace s touto vlast-
nesti se nazyvaji symetrické. Piitom mldky predpokla-
<‘ame, Ze M je neprazdna.

Definice 2.3. Relace B v M se nazyva symetrickd,
pravé kdyZ pro véechna x, y € M, pro néz plati xRy, je
také yRzx; jinak Fedeno: xRy a yRx plati vidy soudasné.

Priklady. (1) Relace ,,je rovnobéZny s* v mnoziné p¥i-
mek néjaké roviny je symetricka, nebot je-li g || &, je
také h || g. MazZeme tedy také Fici, Ze obé piimky g a A
jsou navzijem rovnobézné.

(2) Relace ,,ddva pii déleni tiemi stejny zbytek je
symetrickéd, nebof ¢ = b (mod 3) znamena e = b + 3c,
¢ celé, odkud ihned plyne b = a 4 3(—c), tedy b=a
(mod 3), nebot (—=¢) je stejné jako ¢ celé ¢islo.

(3) Relace ,,je zamilovan(a) do‘‘ uvazovani v dosta-
tedné velké mnoZiné lidf je zjevné nesymetricka, protoze
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zRy ne vidy znamenad yRz; pravé to byvi pieinou
nestastné lasky.

(4) Relace ,,z ... plyne* definovand v mnoZiné vy-
rokd, v Feéi jinak formulovana jako ,jestlize ..., pak®,

kterou budeme v dal$im nazyvat vidy implikace, neni
symetrickd, jak poznime z nasledujiciho protiptikladu:
Vyrok ,,ABCD je &tverec = uhlopfitky ABCD se na-
vzdjem puli* je spravny. Naproti tomu jeho obriceni
,»Uhloptitky ABCD se pili = ABCD je &tverec'* spravné
nenf, nebof i v obdélnfku se dhlopti¢ky pili.

Tento pfiklad obraci nasi pozornost jesté jednou na
ono misto v definici symetrie, na kterém se tik4, Ze¢ spolu
s zRy ma zaroven platit yRz. Je-li tento pozadavek jen
jednou poruSen, neni R symetrickd. Tato poznamka
je dilezita v souvislosti s implikaci, protoZe bychom
piirozené mohli najit dostateéné mnoho piikladit vy-
rokt zaménitelnych vzhledem k implikaci, nap¥. ,,celé
¢islo ¢ je délitelné tfemi = ciferny soudet &isla ¢ je déli-
telny tfemi*’, pfiemz je spravnd i obracena implikace.
V takovych piipadech misto ,,=‘ piSeme oboustrannou
gipku ,,&*, kterou éteme jako ,.je logicky ekvivalentni‘
nebo ,,tehdy a jen tehdy, kdyz“, anebo ,,pravé kdyz‘.
Logickd ekvivalence je tudiZ symetricka relace a mohli
bychom — vritime-li se k pfedchozimu piikladu —,
Fici: ,,Délitelnost ¢&isla tfemi je ekvivalentni délitelnosti
jeho ciferného soudtu tfemi’. Ziejmé je pro pouZiti
matematické véty velmi dulezité védét, zda ma logickou
strukturu implikace nebo ekvivalence.

(5) Zatimco implikace se ukazala jako nesymetricka
relace, tj. jako takovd, v niZ existuji jak dvojice (z, ¥),
pro né% zaroven plati zRy i yRx, tak i1 dvojice, pro néZ
je sice splnéno xRy, ale ne y Rz, poskytuje relace ,,mensf
nez‘‘ piiklad relace tzv. asymetrické, v niZ xRy a yRx
nenf nikdy splnéno soudasné. Ptejdeme-li od relace
»<‘“krelaci ,, <%, pak existujf dvojice prvku (z, y), pro
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néz plati jak 2 <y, tak 1 y < z, totiz pravé ty dvojice,
kde x = y. Relace R s vlastnosti, 7e z xRy a yRx plyne
vidy z = y, se nazyvaji antisymetrické, takové je napf.
relace ,je délitel* v mnozZiné celych kladnych d&isel.
Rozmyslete si, jak se symetrickd relace pozna podle svého
grafu, resp. uzlového grafu.

V nasem tivodnim ptikladu se také vyskytla formulace
,,Gotthelf, Erich a Herbert Abraham maji stejné ptijme-
ni*, ktera — to u# ted vime —, muZe byt spravna, jen
kdyz je relace ,,ma stejné pifjmeni jako* symetricka.
Tak tomu vskutku je. Ale to, Ze tu spolu stoji vic
nez dva prvky se spolednym p¥iznakem, v tom hraje
roli jesté dalsi vlastnost relace. UvaZujme rovnéz sy-
metrickou relaci ,,je vzdalen nejvyse 100 km od‘‘. Adkoli
jsou ted oba vyroky ,,Gotha je vzdéilena nejvyse 100 km
od Erfurtu* a ,Erfurt je vzdilen nejvyse 100 km od
Merseburgu** spravné, nemuZeme ¥ei, Ze , Erfurt,
Gotha a Merseburg jsou od sebe navzijem vzdéileny
nejvyse 100 km, nebot vzdilenost Gotha — Merseburg
je vétsi nez 100 km. Uvedena relace K se tedy neda
,,prendfet’’, nemd vlastnost, ktera se nazyva tranzitivita:
Jestlize xRy a yRz, pak také zRz.

Definice 2.4. Relace R v M se nazyva tranzitioni, pravé
kdyZ pro vsechna z, y, 2 € M, pro néz plati xRy a yRz,
je také zRz; jinak fedeno: Z xRy a yRz vidy plyne zRz.

Priklady. (1) Relace ,,je mensi nez* v Z je tranzitivni,
nebof z x < y a y < z plyne ihned z < 2. To je zaroven
piikladem relace, ktera je asymetricks, ale tranzitivni.

(2) Relace ,,je délitel v N, \ {0} je_tranzitivni. Plati-li
totiz a | b a b | ¢, takZe podle definice relace délitelnosti
existuji pfirozena éisla s a ¢ takovd, Ze b = sa a ¢ = tb,
odkud plyne ¢ = t(sa) = (ts) a. Protoze ts je celé kladné
¢islo, dostavame odtud ¢ | c. Tato relace tedy poskytuje
priklad antisymetrické a tranzitivni relace.
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(3) Dulezitym pfikladem nesymetrické, ale tranzitivni
relace je implikace. Vidyt na tranzitivité této relace
podstatné zavisi matematicky tsudek.

(4) Symetricka relace ,,dava pii délenf tfemi stejny
zbytek* je také tranzitivni: Z a = b (mod 3) a b=c
(mod 3), tj. a =b +3g a b =c + 3k pro g, h celd,
pPlyne @ = (¢ + 3h) +3¢g=c + 3(h +g), tedy a=c¢
(mod 3), nebot spolusgahjeih 4 g celé ¢islo.

(5) Relace ,,je kolmy na‘ v mno#iné piimek jedné
roviny je symetrickd, jak ihned zjistime, ale neni tran-
zitivni (obr. 13).

g kL
™\ >
h l

B

Obr. 13 Obr. 14

~0

(6) Priklad relace, jez neni ani symetricka, ani tran-
zitivni, najdeme tfeba v relaci ,,je prvni derivaci*
v mnoZiné libovolnékrat derivovatelnych funkef nebo
v relaci ,je stryc”, o relaci ,je zamilovin do* ani
nemluve.

Velmi zfetelné se tranzitivita odrazi v uzlovém grafu
relace: S libovolnymi dvéma na sebe ,navazujicimi‘
Sipkami z P, do P, a z P, do P, patfi do grafu také
,,premostujici* sipka z P, do P, (obr. 14). MiZeme se
tedy dohodnout na zjednoduseni uzlového grafu tran-
zitivni relace, pfi ném7 odstranime sipku z P, do P,,
jestlize graf uZz obsahuje dvé sipky (z P, do P, az P,
do P,), jejichz pfemosténim je Sipka z P, do P,. Uzlovy
graf tranzitivni relace ,,je délitel“ v M = {1, 2, 3, 4, 5, G}
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na obr. 12 se podle této umluvy zjednodusi na graf zna-
zornény na obr. 15.

Obr. 16 ilustruje, jak lze tranzitivitu poznat na kar-
tézském grafu relace R: Leif-li jeden ze &étyf vrchola
obdélniku se stranami rovnobéZnymi s osami na diagona-
le a oba jeho sousedni vrcholy jsou body grafu relace R,
pak do grafu R musi vidy patfit i étvrty vrchol. Podle
obr. 16 pro to snadno najdete odivodnéni.

(x,2) (yzleR
Z femm e e

y el e
(x,1vltR (y.y!
XX
x y z
Obr. 15 Obr. 16

V matematice se ¢asto uzfvaji relace k tomu, abychom
rozdélili prvky néjaké mnoziny M do t¥d rovnocennych
prvka (srov. odstavec 2.3). Tak napf. v euklidovské
geometrii rozlisujeme shodné tdtvary, ale divime se na
né jako na ,rovnocenné‘‘; pravé tak jako na zlomky,
které se daji na sebe pfevést kracenim nebo rozsifenfm.
Ptirozené, takova relace rovnocennosti v sobé zahrnuje
i obvyklou rovnost, tj. kazdy prvek mnoziny M je sim
sobé rovnocenny. Relace B v M, kterd ma byt relaci
rovnocennosti, proto musf mit vlastnost xRx pro viechna
z € M. Tato vlastnost se nazyva reflexivita.

Definice 2.5. Relace B v M se nazyva reflexivn{, privé
kdyz pro véechna x € M platf xRz. Neni-li naopak zRzx
splnéno pro zadné x € M, nazyva se R ireflexivni.
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Okamzité zjistime, Ze relace ,,je dslitel*, ,je vzdalen
nejvySe 100 km od®, ,,ma pravé tolik délitela jako*,
,,dava rti déleni tfemi stejny zbytek jako*, , davaji stej-

ny podil, ,je rovnobézny s stejné jako implikace
jsou reflexivni. Ireflexivni jsou naproti tomu relace ,,je
leh&i nez®, ,stoji v abecedé pted‘, ,je mens&i nez*,

,,je kolmy k. Relace B = {(z, ¥): xy je liché} v mnoZiné
celych &isel neni reflexivni, nebot xRz ziejmé plati jen
pro licha z. Tento piiklad mimo jiné ukazuje, Ze je
tfeba rozliSovat ,,ireflexivni‘ a ,,nereflexivni‘‘. Podobné
relace ,,je zamilovan do* nenf reflexivni, ale ani ireflexiv-
ni, nebot vztah xRz sice obecné neplati, ale je sprivny
pro x = Narcis®).

Do grafu reflexivni relace patii vSechny body (x, x)
diagondly, a obracené, graf s touto vlastnost{ je grafem
reflexivni relace.

U uzlového grafu jsme se uZ dohodli, Ze platnost
vztahu 2Rz budeme vyjadfovat malou kruhovou Sipkou
okolo bodu P, ptitazeného . Je-li R reflexivni, pak kaz-
dému bodu z M piislusi kruhova Sipka, a tak miZeme
graf dile zjednodusit smluvenym odstranénim téchto
kruhovych sipek. Pro relaci ,,je délitel” v M = {1, 2, 3,
4, 5, 6} tak dospéjeme od grafu na obr. 15 ke grafu na
obr. 17.

4 &
2 3 5
1
Obr. 17

®) Narcis: v fecké bdji krdsny jinoch, ktery za to, Ze pohrdl
léskou nymfy Echy, byl potrestén tim, Ze se zamiloval do
svého vlastniho obrazu.
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Budeme nyni zkoumat, zda dosud uvaZované vlast-
nosti relacf jsou navzajem nezivislé, anebo z nékteré
z t&chto vlastnosti nutné plyne jina.

Nejdi#ve ukaZme, Ze tii ,,zékladni vlastnosti‘‘, reflexi-
vita, symetrie a tranzitivita, jsou navzijem nezavislé,
nebof z libovolnych dvou téchto vlastnosti nemusf
nutné plynout ta tfeti. Mezi nasimi pifklady snadno
najdete relace, jeZ jsou
— reflexfvni a symetrické, ale ne tranzitivni;

— reflexivni a tranzitivni, ale ne symetrické;
— symetrické a tranzitivni, ale ne reflexivni.

Tady se také vyplati dikladnéji si rozmyslet logickou
strukturu diikazu: Abychom dokazali tvrzeni A (nezavis-
lost tif zékladnich vlastnosti), ukdZeme, Ze neni spravny
vyrok ,ne A“. Tento nepiimy diikaz bude proveden,
jestlize ke kaZdému moZnému piipadu zavislosti onéch
t#i vlastnosti uddéme protipiiklad.

Naproti tomu jiné vlastnosti relace mohou byt
navzajem zcela zavislé, jak ukazuje nasledujici véta.

Véta 2.1. Pro libovolnou relaci B v M plati:
a) R je asymetrickd = R je ireflexivni;
b) R je sreflexivni a tranzitivni = R je asymetrickd.

Dikaz. (a) Protoie R je asymetricka, neplati xRy
a yRx zarovet, neplati tedy zaroven ani pro x = y, to ale
znamend, ¥e xRz neni splnéno pro Zadné x € M. Je tedy
R ireflexivni.

(b) K dikazu asymetrie R je potfeba ukazat, Ze vzta-
hy zRy a yRx nenastanou soutasné. Dukaz provedeme
nepiimo tak, e z pfedpokladu existence dvojice (x4, ¥,),
pro niZz je ziroven xRy, i y,Bx, dojdeme ke sporu
s jednim z pFedpokladu tvrzeni. Z platnosti vztaha
xRy, a y,Rx, vSak plyne diky pfedpoklddané tranziti-
vité z,Rx,, a to je spor s pfedpokladem ireflexivity, podle
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niZz nemuZe byt 2Rz pro Zadny prvek z M. Je tedy nis
predpoklad nespravny, a plati tudiZ jeho opak, tj.
“tvrzeni véty, c. b. d.

V matematice se dasto vyuZiva véty o rovnosti tieti-
mu: ,,Jsou-li dvé velikosti rovny tieti, tak jsou rovny
také navzajem. Ptime se: Na zakladé které vlastnosti
relace R muZeme tento tisudek pouZit i na R?

Véta 2.2. Pro symetrickou a tranzitivni relaci B v M
plati: Z xRz a yRz védy plyne xRy (rovnost tietimu).

Dikaz. Necht z, y, 2 jsou libovolné prvky M takové, Ze
2Rz a yRz. Diky symetrii R mGZzeme od (xRz a yRz) pie-
jit k vyroku (zRz a zRy), odkud diky tranzitivité B hned
plyne zRy, ¢. b. d.

Obracené plyne také symetrie a tranzitivita z rovnosti
tetimu, ovSem jen pro reflexivni relace. To nahlédneme
takto: Predpokladejme, Ze (xRz a yRz) = zRy. Proz = x
odtud dostaneme (xRBx a yRz) = xRy. A protoze diky
ptedpokladané reflexivité plati xRz pro véechna x € M,
uvedens implikace se zjednodusi na yRx = xRy, to ale
znamena, %ze R je symetrickd. R je rovnéZ tranzitivni,
nebot z (xRy a yRz) plyne diky shora dokizané sy-
metrii (xRy a zRy), takZe na zakladé piedpokladané
rovnosti tfetimu odtud plyne zRz.

Nakonec se jesté vyplati podivat se trochu na zfejmou
piibuznost relaci ,,je mensi nezi®, ,neni mensi nezi,
,,je vétsi nez’‘, piipadné relaci ,,=* a ,, % nebo relaci
,,je délitel“ a ,,je nasobek®.

Znéizornéme relace
R, = {(z, y): xjemendinez y} = {(z, y): x < y},

R, = {(z, y): x neni mensinez y} = {(x, y): x =y},
Ry = {(x, y): z je vétdinezi y} = {(z, y): * > y}
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v mnoiiné M = {1, 2, 3, 4, 5, 6} kartézskym grafem
(obr. 18). Zjistime, Ze z 36 prvka M x M patii do R,
pravé ty, které nepatii do R,, a naopak do R, pati
praveé ty, jez nepatii do R,, coZ lze zjistit uz ze slovniho
vyjad¥eni relaci. Z hlediska teoric mnoZin je tedy R,
doplhikem mnoziny R, vzhledem k zdkladni mnoZiné
M x M (srov. kapitolu 1). Analogicky k tomuto ozna-

1 R,
- x x x x x 6r »
- x x x x 5F x x
- x x »* 4 x x x
L. x x 3t x x x x
- ®x 2F x X x n x
| 1 x x = x X %
1 L ) L i ) 1 ) 1 L L
1T 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
) R
L PY x
R x X
- x X X

N W &N U O

3 x x x x x

d

1 2 3 4 5 6 Obr.18(R,R, R)
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deni se relace R’ = {(z, y): (x,y)e M x M a (x,y)¢ R}
piisludnd k relaci B (v M) nazyvéa doplitkovd relace k R.
Z této definice hned plyne, ze dopliikova relace k relaci
dopliikové k R je zase relace R; piSeme (R') = R.
Zobrazeni, které ka?dé relaci ptifazuje jeji doplikovou
relaci, je tudiz involutorni, takZe relace R a R’ mizeme
nazyvat navzdjem doplitkové.

6- x x x x x
5 x x x x °
4F x x X ] [
IF x x o ° o
2F x [} o o o
1r o o [} -} o
1 1 1 L L L

1 2 3 4 5 6
Obr. 19

Na obr. 19 jsou sestrojeny grafy relaci R, a R, ve stejné
soustavé soutadnic; body patfici do R, jsou oznadeny
kiiZky, body patiici do R, krouzky. Je vidét#ie grafy
R, a R, lezi soumérné podle diagonaly: bod (z, y) patif
do grafu R, pravé kdyz bod (y, z) patii do grafu R,.
Podivame-li se na relaci v M jako na pfitazeniz M do M,
je R, pravé inverzni pfifazeni k R,, a naopak. MuzZeme
proto zavést pojem relace R~! inverzni k relaci B v M
prostiednictvim definice:

R ={x,y): (x,y)e M x Ma(y, z)e R}.

Stejné jako pro pfifazeni, plati také zde pfirozené

68



(B™Y)"! = R; miZeme tudiZz B a R~! oznadovat jako
navzdjem inverzni. Dalsi pfiklad dvou navzijem inverz-
nich relaci najdeme v relaci ,,je délitel** a ,,je ndsobek*’,
nebot x | ¥ znamend y = ca, c celé, to ale znamena, Ze y
je nasobek z, a obracené.

Zodpovézeni zajimavé otazky, jaké relace maji vlast-
nost R = R, pfenechivime ¢&tenafi; dostane se tak
nami uz studovana t¥ida relaci, které se tudiZ daji cha-
rakterizovat i rovnosti B = R~

Na zivér jesté uvaiime, které vlastnosti relace R se
pfendseji na R, pfipadné R’.

Véta 2.3. (1) Reflexivita, ireflexivila, symetrie, asymet-
rie, antisymetrie a tranzitivita se preniseji z R na B7L.

(2) Pfi pfechodu od R k R’ se prend$i symetrie, zatimco
reflexivita pfechdzi v ireflexivitu, a naopak.

Dakaz. Tvrzeni spojuje dohromady devét jednotlivych
vyroku (které?) Viechny dukazy probihaji podle stej-
ného schématu, takze se zde spokojime s jednim vzorem.
Ostatni si rozmyslete jako cviceni.

Necht R je tranzitivni, ukdZeme tranzitivitu R™.
Je-li (z,9), (y,2)€ R, je (y, x), (2, y) € R. Protoze R
je tranzitivni, plyne odtud (z, ) € R, takze (z,2)€ R,
c. b. d.

Pteneseni symetrie z B na R’ ukdZeme nepiimo.
Kdyby R’ nebyla symetricka, existovala by alespon jed-
na dvojice (24, y,) takova, Ze (x,, yo) € R', ale (y,, x,) ¢
¢ R’. Z definice doplnkové relace plyne, Ze pak (y,,
z,) € R, ale diky symetrii B odtud dostdvime (z,,
Y) € R, coZ je ve sporu s piedpokladem, Ze (x4, y,) € R'.
Je tedy R’ spolu s R také symetrickd, c. b. d.
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ROVNY ROVNEHO SI HLEDA

2.3 RELACE EKVIVALENCE
Ctendf se seznami s jednim ze zakladnich pojma matemnatiky,
8§ pojmem ckvivalence v M a’s jeho souvislosti 8 rozklady M

,,Rovny rovného si hleda‘’, fikiva ncsouhlasné teta
Herma, kdyZz chuligan Mike odvadi svého kumpéna
Freda ke kazdovedernim toulkam. Pt¥itom Mike a Fred
byli vSechno moiné, jen ne stejni; Mike byl maly a re-
zavy, Fred zas kudrnaty éernovlasy atlet, a o dva roky
mladsi nez Mike. Je pfirozené jasné, Ze teta minila své
uslovi docela jinak. Pouzije-li nékdo toto uslovi, uZiva
slovo ,,rovny‘ ne ve smyslu absolutni identity, podle niZ
je véc rovna jen sama sobé, nybrz v rozsifeném smyslu
,,yovnocennosti‘“ neboli ,,rovnosti vzhledem k jednomu
& vice danym piiznakim*. Dvé véci, které se vzhledem
k néjakému piiznaku rovnaji, i kdyz jinak mohou byt
zcela rozdilné, nazyvame &asto ekvivalentni vzhledem
k tomuto p¥iznaku.

Pii rozdavani uéebnic na novy skolni rok se na viech-
ny zaky hledi jako na ,,rovné*, patfi-li do tého% roéniku,
nebot dostdvaji stejné knihy. V tomto smyslu existuje
jen 10, resp. 12 ruznych skupin zaka.

Pro upevnéni pojmu ,,barva‘’* dostavaji déti v matef-
ské Skole tlohu rozdélit rizné predméty podle barev.
Pfitom se musi naudit nebrat zretel na tvar, funkei
a material pfedmétu a jako klasifikaéniho ptiznaku
pouZivat jen jeho barvu. Tak bude mnoZina tfidénych
pfedmétt rozloZena do tfid objekti ste]né barvy (srov.
odstavec 1.7). me klasifikaéni princip muze prlrozene
vést ke zcela jinému rozkladu téze zakladni mnoziny.
Mime-li napi. dievéné tydky ruznych barev, délek
a tvarQ prufezu, je zpoditku pro déti obtiZné piejit od
jednoho rozkladu k jinému. Aby mohlo takovy rozklad
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provést, musi mit dité schopnost zjistit u kazdych dvou
objekti, zda jsou v relaci ,,rovny vzhledem k uvedenému
pkiznaku®, nebo ne.

Ziejmé existuje uzsi souvislost mezi rozkladem mno-
Ziny M a , klasifika¢nim principem*, ktery takovy roz-
klad vyvolava. Priklad relace ,,je nejvySe o 1 cm delsi
net“ v mnoziné dfevénych tydek ale ukazuje, Ze ne
kaZdou relaci muZeme pouzit jako klasifikaéni princip.

= %
— B
Obr. 20 Obr. 21

Obr. 20 ukazuje, Ze vzhledem k této relaci jak = a ¥,
tak i y a z leZi ve stejné tiidé, ne ale z a z; tj. tiidy K,
a K, nejsou ani identické (nebot ze K,, ale x¢ K,),
ani disjunktni (nebof ye K, N K,). To nas pfivadi
k tomu, abychom se zabyvali otdzkou poloZenou uz
v zdvéru odstavce 1.7, totiz jaké vlastnosti musi mit
relace R v M, aby vznikl rozklad M. UvaZujme proto
néjaky rozklad 8 mnoZiny M a relaci B v M takovou,
Ze xRy, pravé kdyz x le#i v téZe t¥idé rozkladu jako y.
Ziejmé je R reflexivni, nebot predevsim leZzi kazdé
x € M alespon v jedné tiidé rozkladu, a pak — trividlné
— vtéle t¥idé jako . Lezi-li x v téZe tiidé jako y, leZi také
y v téZe t¥idé jako =z, tj. spolu s xRy plati i yRz. Je tedy
R symetrickd. Koneéné je R tranzitivni, nebot leZi-li =
v téze tFidé jako y a y v téZe t¥{dé jako z, musi také z a z
lezet v této tiidé. Pritom jsme podstatné pouZili disjunkt-
nost t¥d; jinak by také mohl nastat pfipad zachyceny
na obr. 21, ktery nedovoluje zadvér ,x leii v téze t¥idé
jako z%.
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Nase tivahy ukazaly, Ze kazdy rozklad M vede k de-
finici reflexivni, symetrické a tranzitivni relace B v M.
NeZz ukizeme, Ze také obricené kazda takova relace
v M dava rozklad M, relaci s témito vlastnostmi pojme-
nujeme.

Definice 2.6. Relace B v mnoziné M se nazyva relace
ekvivalence v M, pravé kdyZ je reflexivni, symetricka
a tranzitivni.

Nyni se budeme vénovat hlavni vété o relacich ekvi-
valence, ktera popisuje souvislost mezi rozklady mnozi-
ny M a v M definovanymi relacemi ekvivalence.

Véta 2.4. (1) Kasda relace ckvivalence R v M ddvd
rozklad M.
(2) Kazdy rozklad B mnoZiny M mateme dostat z relace
ekvivalence v M.

Nez pristoupime k dikazu této véty, chtéli bychom
zjistit spojitost mezi relaci ekvivalence a rozkladem.
Necht M = N je mnoZina pfirozenych &isel a relace R
v N necht je definovina takto: xRy, pravé kdyZ se z
a y lis{ nejvyse posledni éislici. R je relace ekvivalence,
jak hned zjistime ovéfenim vSech tfi vlastnosti —
reflexivity, symetrie a tranzitivity. Abychom vidéli,
na jaké tiidy vzhledem k R se N rozloZi, uréime ke
kazdému € N mnozinu K, vSech pfirozenych d&isel,
ktera jsou s x v relaci R. Vezmeme-li nap¥. z = 561,
sestava K4, ze viech téch pFirozenych &isel, ktera se lisf
od 561 nejvySe posledni &islicf, tj. Kyq = {560, 561,
562, ..., 569}. Na tomto ptikladé hned zjistime, Ze
relace ekvivalence R rozdéluje N na ,desitky‘‘. Je také
zlejmé, Ze je to rozklad N ve smyslu odstavee 1.7, nebot
diky z € K, pat¥i kazdé pfirozené &islo 2 do néjaké
tiidy a Zadna tfida nenf prdzdna. Musime tedy jesté
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uvagit, %e dvé tHidy K, a K, mohou byt jen totoiné
nebo disjunktni. Prvni pfipad pak nastane uréité tehdy,
kdyz se x a y li§f pouze posledni (islici; napt. je zfejmé
Ko = Kygq. Pedpoklidejme, ze K a K, nejsou disjunkt-
nf, maji tedy alesponi jeden prvek z spoledny. Pak by se
lisilo jak z od z, tak i z od y nejvyse na poslednim misté,
tj. xRz a yRz. ProtoZe R je relace ekvivalence, plyne
odtud zRy, tj. také = a y se li3i nejvyse na poslednim
misté. Je tedy K, = K,, coZ je zde diky jednoduchosti
uvazované relace vidét hned, obecné to ale musime do-
kazovat. Ukéazali jsme tak, Ze nedisjunktni t¥idy jsou
totoiné, musi tedy byt rtzné tfidy disjunktni.

Relace ekvivalence R nis tedy vskutku piivedla k roz-
kladu N na t#dy. Vyjdeme-li naopak z rozkladu N,
tteba z rozkladu na ,,desitky‘, a definujeme-li relaci R
v N tak, Ze xRy, pravé kdyZ x a y lezi v téze t¥idé roz-
kladu (tj. v téie ,,desitce’’), zjistime, Ze R je relace
ekvivalence. Nyni se miZeme opét nechat ptivést k roz-
kladu N, jak jsme vysvétlili pfedtim, a v naSem p¥i-
kladu je jisté, Zc zas dostaneme vychozi rozklad N.
Po té€chto piipravach nebude nyni tézké sledovat dikaz
V(2.4).

Dikaz (1). Ke kazdému xz € M urdime mnoZinu K,
viech prvkia y € M, které jsou s = v relaci R, presnéji
K, ={y: ye M a xRy}, a nazveme ji — ponékud pred-
dasné — t¥ida urédena z. Pfirozené se lze domnivat, Ze
souhrn viech téchto tfid dava rozklad M. Na dikaz
ovéfme tfi vlastnosti rozkladu (srov. odstavec 1.7),
vidy za pfedpokladu, Ze R je relace ekvivalence.

(a) Kazdé x € M patii do jedné t¥idy: protoze R jako
relace ekvivalence je specidlné reflexivni, plati xRx pro
viechna x € M, tj. x € K, pro kazdé x € M.

{b) Dvé rizné tiidy jsou disjunktni: UkdZeme, %e dvé
tidy, které nejsou disjunktnf, mus{ byt totozné.
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1. krok: Nejsou-li K, a K, disjunktni, tak existuje
alespon jeden prvek we K, () K, Pak plati ue K,
a u€ K, tedy podle definice tf¥id xRu a yRu. Diky
symetrii B miZeme z (xRu a yRu) odvodit (zrRu a uRy)
a vzhledem k tranzitivité B plyne odtud ihned zRy.
Vysledek: nejsou-li K, a K, disjunktni, plati 2Ry,

2. krok: Abychom nyni ukazali K, = K,, dokaZme, Ze
kazdy prvek z’' z K, je také prvek z K,, a obricens,
kazdy prvek ¢’ z K, je také prvek z K,. Necht nejdFive
z' e K, tj. zRx’. Podle 1. kroku plati xRy nebo, protoZe
R je symetricka, také yRx, coz spolu s xRz’ dava yRx',
tedy 2’ € K,. Je tudiz K, C K,. Je-li ¥y’ € K,, tj. yRy',
muZeme z xRy (1. krok) diky tranzitivnosti B odvodit
zRy', tj. y' € K,; je tedy také K, C K,, c. b. d.

(¢) Zadna ze t¥id neni prazdnd, protoze xe€ K, pro
v8echna z € M.

Dokézali jsme tak, ze ka%da relace ekvivalence R v . M
dava rozklad M, jehoz tfidami jsou podmnoZiny K, =
= {y: ye M a zRy}. K, se proto nazyva ttidou ekviva-
lence, resp. zbytkovou tiidou x vzhledem k R, a mnoziné
{K}ee u viech tFid ekvivalence Fkdme podilovd mnoZina
M podle R, struéné podil M podle R, nebo faktorovd
mnoZina M podle R; piseme M|R. Protoze kazda tfida
ekvivalence je uZ jednoznaéné uréena svym libovolnym
prvkem, muze kazdy prvek jako reprezentant zastupo-
vat celou tHidu. Vezmeme-li z kaZdé tiidy ekvivalence
pravé jednoho reprezentanta, dostaneme systém repre-
rentanta M/R.

Dakaz (2). UZ% prve jsme si rozmysleli, Ze kazdy roz-
klad M poskytuje ptilezitost definovat relaci ekviva-
lence R. Pritom plati xRy, pravé kdyz x patii do stejné
t¥{dy rozkladu jako y. Nynf se dia odekavat, Ze rozklad
M, ktery dostaneme z R podle (1), bude opét podatedni
rozklad 8 (a ne néjaky jiny rozklad 3’ mnozZiny M).
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Méame tedy ukazat, Ze M/R = 3, pfidemz M[R sestiva
z tHid K, = {y: y€ M a zRy}. Oznadime-li ty 3-tfidy,
které obsahuji prvek x € M, jako K ,(z), plati:
K,(x) = {y: y € M ay patii do stejné 8-tFidy jako x}

= {y: y € M ax patii do stejné 3-tfidy jako y}
{y: y € M a xRy} podle predchozi definice R
K,

B-tiida obsahu]lm x tedy splyva pro kaidé ze M
§ M/R — ttidou obsahujici x, tj. rozklady 8 a M/R
se skladaji z tychZ t¥id. Plati tudiz, jak tvrdi véta,
8 = M/R a tim je nas dikaz dokondéen.

Vétu (2.4) muZeme také interpretovat takto: Mezi
relacemi ekvivalence v mnoZiné M a rozklady M je
vzijemné jednoznadné zobrazeni; pro kazdou relaci
ekvivalence R v M je mno?ina tiid ekvivalence rozklad
M a ke kazdému rozkladu M existuje relace ekvivalen-
ce v M, jejiz tHdy ekvivalence jsou tfidami tohoto roz-
kladu.

Relace ekvivalence jsou proto tak dulezité, Ze tvofi
zaklad kaZdého (matematického) procesu abstrakce:
Mnozina se vzhledem k relaci ekvivalence rozpada na
t¥idy prvku, jez jsou totozné vzhledem k jistému pfi-
znaku, a abstrahuje se od vSech ostatnich vlastnosti
prvku, které pro existenci &i neexistenci relace mezi li-
bovolnymi dvéma z nich nemaji vyznam. Pak se na
samotné ttidy divime ]ako na nové objekty, tj. pfejde-
me k podilové mnoziné M/R. Podivejme se na nékolik
pifkladu:

(1) Obvykla rovnost, tfeba v mnoziné celych &isel,
je plirozené relace ekvivalence, totiZz uZ dfive zminéna
identita R;, nebot je reflexivni, symetrickd a tranzitivni.
Nenf ostatné piilis zajimava, protoze kaidéa t¥ida ekvi-
valence sestava jen z jednoho prvku a podilova mnozina
je totoZnd s vychozi mmozinou. Identita je jaksi ,,nej-
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jemnéjsi‘‘ relace ekvivalence, pfi ni Zadné dva razné
prvky nepadnou do téZe tfidy; neexistuje jemnéjsf roz-
déleni M na tiidy. ,,Nejhrubsi* relace ekvivalence je
naproti tomu zfejmé ta, pfi niZz véechny prvky z M pad-
nou do téze tfidy, jestliZze tedy existuje pouze jedna tfida
ekvivalence. Takto musi byt kazdy prvek M ekvivalentn{
s kazdym prvkem M, tj. jedna se o totalni relaci R,.
V tomto smyslu lezi kazda jind relace ekvivalence
,,mezi‘‘ totalni relaci a identitou.

(2) V 7. tF¥idé se zavadéji zlomky —Z— (@, b nezaporna

celd ¢&isla, b # 0) a mezi nimi se definuje podilova rov-
nost =4 vztahem

a c

3 7d
Ve gkole se proto také fika: ,,Dva zlomky se rovnajf,
prévé kdyz se mohou pfevést na sebe kricenim nebo
rozéffenim.‘‘ Tato podilova rovnost je relaci ekvivalence,
nehot plati:

, pravé kdyz ad = ¢b.

(a) % _—.Q%, protoze ab = ab; tj. =4 je reflexivni.
(b) % =0 ‘—; = ad = cb = ¢b = ad (nebot rovnost v N,
je symetricka) = -gl- =Q% ; tj. =¢ je symetricka.
a c
(c) 3 :QE=> ad = cb = adf = cbf
=
c e
E =Q—f-=>cf = ed=>cfb = edb
= adf = edb = af =eb=%=q—;;;

tj. =q je tranzitivni.
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Na kterém misté dikazu pouivame tranzitivitu
rovnosti v N,; kde se pouziva d # 0?

Mnozina M vsech nezipornych zlomku se tudiZ roz-
padé vzhledem k relaci =4 na t¥idy zlomku s navzdjem
rovnym podflem; podilovad mnozina M|= je znama jako
mnozina nezapornych racionalnich éisel. Jako reprezen-
tanta tiidy ekvivalence z M/=, vezmeme nejlépe zlo-
mek, ktery se neda dale kratit. Pro ilustraci tohoto roz-
kladu na t¥idy slouZi obr. 22.

Obr. 22

(3) Dalsf dulezita relace ekvivalence v mnoziné Z
celych ¢&isel je kongruence modulo m (rovnost zbytki
pti déleni &islem m; piSeme = (mod m)). V odstavei 2.2
jsme uZ ukazali, Ze relace ,,dava pfi déleni tfemi tyz
zbytek‘‘ je symetricka, tranzitivni a reflexivni, a na
jednotlivych krocich dikazu se zfejmé nic nezméni,
kdy% misto s ,,3" pracujeme s ,,m‘. Presto byste si zde
méli tuto Gvahu provést jesté jednou. ProtoZe je tedy
,, =" relace ekvivalence, rozpada se mnozina Z celych
disel na tiidy &isel s navzijem rovnymi zbytky a tiidy
ekvivalence jsou tfidy ,,stejnych zbytkt'‘, z Eehoz vzniklo
shora uvedené a na obecny pripad pfenesené oznadeni
,»zbytkova tiida‘. Vezmeme-li m = 3, rozpadne se Z
na tii tiidy, totiz

Ky={...,—12,—9,—6,—3,0,3,6,9,12, ...}
se zbytkem 0,
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K, ={..,—11,—8 —5—21,4,7,10,13, ...}
se zbytkem 1,

Ky={...,—10,—7,—4,—1,2,58,11,14, ...}
se zbytkem 2.

.
~.
————‘

B ] 1
=4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Obr. 23

Vytvafeni zbytkovych tf¥id modulo 3 miZeme zndzor-
nit takto (obr. 23): Pfedstavme si &iselnou osu jako ne-
koneé&né vlékno, které budeme ,,navijet’ kolem rovno-
stranného trojihelnfka o strané 1. Ve vychoz{ pozici
zvolme za nulovy bod &iselné pifimky jeden z vrchold
trojuhelnika a navijejme ,kladnou“ a ,zdpornou
polopiimku kolem trojtihelnika proti sobé. Pak se ve
vrcholech trojihelnfka sejdou pravé viechny prvky
patfici do téze t¥idy ekvivalence. Tento ndzorny vyklad
se da pfirozené udélat i pro vytvareni zbytkovych tid
modulo 4, 5 atd.; stadf misto trojihelnika vzit pravidelny
&tyf- nebo pétithelnik se stranou délky 1, atd.

(4) Je snadné, zjistit, Ze relace ,,rovnobéiny s v mno-
Ziné pf¥imek roviny je relaci ekvivalence. MnoZina viech
piimek roviny se tedy rozpada na tfidy navzajem rovno-
béZnych piimek a kazdé takové tiidé Fkame smér. Na
tomto pitkladu je vidét, jak relace ekvivalence tvoi
zaklad procesu abstrakce, zde pro vznik pojmu smeér.
Pokuste se naproti tomu objasnit pojem sméru popisem!

(8) O soustavé "dvou ' linedrnich frovnic se ;dvéma
neznamymi (stejné dobfe to ale mizZe byt m rovnic s n
neznamymi) fikame, Ze je ekvivalentni s jinou soustavou
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linedrnich rovnic, pravé kdyZz souhlasi jejich mnoziny
feSeni. Pritom mléky piedpokladime, Ze obé soustavy
uvaZujeme ve stejném definidnim oboru — t¥eba R.
Ekvivalence soustav linedrnich rovnic je zfejmé relace
ekvivalence. Ulohu fesit soustavu linearnich rovnic
muZeme také interpretovat takto: Utvofme, vychaze-
jice z dané soustavy, fetéz soustav linearnich rovnic,
v ném? je kazda soustava ekvivalentni s ptedchozi, tak,
abychom na konci tohoto fetézu dostali co nejjednodussi
soustavu, jejiz feSeni uz muZeme bezprostiedné urdit.
Tranzitivnost ekvivalence pak zaruduje, ze také prvni
soustava je s posledni ekvivalentni. Nalezli jsme tedy
fesenim posledni soustavy i fefeni dané soustavy. Pied-
vedeme to na jednoduché soustavé:

bz 4+ y= 3 20z 4 4y = 12 23x
3x—4y=ll© 3r—4y =11 < 3r— 4y

23
11 <

z = 1 z= 1 z=1
o p— ey

< <

8z —4y=11 T 3.1 —4y=11 % —4y=38
z=1
©y=_2

Z posledni soustavy rovnic bezprostfedné ¢&teme
L = {(1; —2)}. Nasli jsme tak i mnozinu FeSenf dané sou-
stavy.

Jediny problém pii FeSeni soustavy linedrnich rovnic
spoéiva zfejmé v tom, Ze potfebujeme zjistit, které tpra-
vy prevddéji soustavu linearnich rovnic na soustavu
s nf ekvivalentni, a ukézat, Ze prostfednictvim takovych
tprav muZeme libovolnou soustavu pfevést na jednodu-
chou koneénym poétem kroka. Ve Skole se takové ekvi-
valentni {pravy soustav linearnich rovnic probiraji:
zména potadi rovnic; nasobeni jedné rovnice nenulovym
¢islem; pfechod od jedné rovnice k souétu této rovnice
8 jinou rovnici soustavy.
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Ve vété (2.2) a v pfipojené poznimee o jejim obraceni
jsme vidéli, Ze pro reflexivni relaci plati:

R je symetrickda a tranzitivni < R spliiuje rovnost
tfetimu. Podle toho muZeme relaci ekvivalence charak-
terizovat také jako reflexivni relaci, pro niz platf rovnost
tfetimu.

Dopliiujici dvahu, jak vypada graf a uzlovy graf relace
ekvivalence, pfenechdvame &tenafi.

U KURAT NEVLADNE RAD

2.4 RELACE USPORADANI
Ctendf se dozvi néco o relacich uspofddéni a o jejich
sniSenlivostl s relacemi ekvivalence

Stejné jako je elementarni potieba &lovéka tiidit
objekty byti a mysleni a prostfednictvim pfiznakt
,,yovnocennosti‘“ je rozdélovat do t¥id (relace ekviva-
lence), je elementarni i jeho potieba uspotadavat okolni
svét, udavat stupnici hodnot. K tomu slouzi takové
relace jako ,,je vétsi nez‘, , neni té%si nez*, ,,je podmno-
%ina‘‘, ,,je potomek‘, ,stoji v abecedé pied”, ,stal se
dfive nez‘; tzv. relace uspofadani. Jakymi vlastnostmi
jsou tyto relace charakterizovany ?

Cisté intuitivné bychom mluvili o uspo*adani hodnot
jen tehdy, je-li tranzitivni, tj. kdyZ plati: Stoji-li z v uve-
deném uspotadani pred y a y zase pfed 2, tak musf také
z stat pred z. ,,Klovaci seznam‘‘ u kufat nemuzeme tedy
povazovat za uspofddani, nebot klove-li kufe Berta
kufe Hertu, ale kuie Herta zas kufe Martu, neni jesté
jisté, Ze také kutfe Berta klove kufe Martu. Mezi kufaty
tedy nevladne fad!

Relace ,,<*, resp. ,,<*, které zndmym zptisobem
poskytuji uspofddani hodnot v mnoziné R realnych éfsel,
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jsou piikladem toho, Ze relace uspofddani muze byt jak
reflexivni, tak i ireflexivni (jako ,,<‘‘). Podle toho nazy-
vame relaci usporadani reflexivni, resp. ireflexivni, Od
uspofddani hodnot budeme ale muset pozadovat jesté
dalsi vlastnost: Stoji-li v daném uspofddani = pied y,
nemiZe zfejmé stit zaroven y pred x; tento piipad
muZe nastat nejvySe tehdy, je-li x = y a uvaZovana
relace je reflexivni. Musime tedy od reflexivni relace
uspofadani pozadovat, aby byla antisymetrickd, a od
ireflexivni relace uspofadani, aby byla asymetricka.

Pii zbé%ném zkoumani jsme snadno ochotni jesté
vyzadovat, aby pro dva razné prvky =z, y vidy bylo =
pted y nebo y pFed x, coz nap¥. plati pro &isla vzhledem
k relaci uspotadani ,,je vétsf nez‘‘ nebo pro lidi vzhledem
k relaci uspotddani ,,neni starsi nez‘‘. Ale uz pohled na
relaci ,,je potomek‘ ukazuje, Ze takové uspotadani
nemusi nutné byt , linearni‘‘, nybrz Ze se dané uspofada-
ni miZe také rozvétvit do ,,rodokmenu®. Shriime tyto
pfedbéiné tvahy v nasledujici definici:

Definice 2.7. Relace B v M se nazyva reflexivn{ relace
uspofdddni v M, pravé kdy#z je reflexivni, antisymetrickd
a' tranzitivni; ireflexivni relace uspofdddni v M, pravé
kdyz je ireflexivni, asymetrickd a tranzitivni.

Protoze podle V(2.1) ireflexivni a tranzitivni relace je
také nutné asymetrickd, stadilo by v definici D(2.7)
Hei: R je ireflexivn{ relace uspotadéani, pravé kdyz R je
ireflexivni a tranzitivni.

Pro znazornéni relace uspofadani je jisté vyhodnéjsi
uzlovy graf ne7 graf kartézsky, coZ je zfetelné uz na
nasem standardnim ptikladu ,,je délitel’* v mnoZiné
M = {1, 2,3, 4, 5, 6}. Po prozkoumani vlastnostf relace
uspofadani jej muZeme jeSté dile zjednodusdit: R je
bud reflexivni, nebo ireflexivni. V prvém piipadé neobsa-
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huje Zadny bod grafu relace R ,kruhovou Sipku‘,
v druhém ptipadé ji obsahuje kazdy jeho bod, tu by-
chom vSak chtéli na zakladé imluvy odstranit. Reflexi-
vitu é&i ireflexivitu relace R uZ proto na jejim grafu
nepozname, a musime ji uvést zviast.

Stejné jako z antisymetrie pro reflexivni relaci uspo-
fadani, tak i pro ireflexivni relaci uspofddani R z asy-
metrie plyne, Ze pro rizné prvky xz, y € M nemuze nikdy
soudasné platit 2Ry a yRx. Plati-li napf. xRy a neexistuje
Zadné z, pro néz xRz a zRy, tj. y je ,,vySe’ neZ z a ne-
existuje zadny prvek z ,,mezi‘‘, muzeme vskutku ndzor-
né nazvat y hornim sousedem z a z dolnim sousedem y.
Polozime-li pak také podle toho bod P, uzlového grafu
nad P,, miZe jesté odpadnout Sipka a postaéi spojit
P, a P, navzajem tsetkou. Dostaneme tak, napf. pro

relaci ,,je délitel” v M = {1, ..., 6}, dale zjednoduseny
graf na obr. 24, kterému se ¥ka Hasseho graf.
4 &
2 3 5
1
Obr. 24

Shriime jesté jednou, jak nakreslime Hasseho graf
relace usporadani v konedné mnoZiné M: Zadneme nej-
niZe postavenymi prvky, tj. t€mi, které nejsou hornim
sousedem jiného prvku; v nasem prikladu tedy 1. Na
nasledujicim stupni budou stat vSechny ty prvky M,
které jsou hornimi sousedy nejniZe poloZenych prvku;
v piikladu 2, 3, 5. Na n-tém stupni tohoto uspofadani
budou stat ty prvky M, které jsou hornimi sousedy
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prvkd (n — 1)-ntho stupné. Usetkami budou spojeny
jen prvky sousednich stupni, a sice 2 bude spojeno
sy, pravé kdyz y je hornim sousedem z. Pro riizné prvky
& a y na témZe stupni neplati ani xRy, ani yRx (prot¢?),
nazyvaji se nesrovnatelné. Nesrovnatelné ale mohou byt
i dvojice prvkad z raznych stupni, v ptikladu tieba
5a 6. '

Neexistuji-li v relaci uspofadani R v M nesrovnatelné
prvky, tj. pro kazdé dva rizné prvky nastane vidy jeden
z pHpadt xRy nebo yRz, nazyvi se mnoZina M linedrné
usporddand relaci R. Protoie Hasseho graf takové li-
nearné uspofiddané mnoziny leif na pfimce, mluvime
takeé o Fetézci. Retézcem je nap¥. mnozina R realnych &isel
uspofddanych relaci ,, <*“ a obvykla ¢iselna osa je jejim
Hasseho grafem, jen je zvykem ji kreslit vodorovné
misto svisle. '

Podivame se nyni na nékolik pifkladd relaci uspo-
radani:

(1) Relace ,,je mensi nez‘ v mnoZiné R redlnych &fsel
je ireflexivni relace uspotadéni, jak hned ovéfime podle
D(2.7). Ptejdeme-li od relace ,, < k relaci ,, <*, dosta-
neme reflexivni relaci uspofadani v R; ptidanim identity
muiZeme takto vidy ziskat z ireflexivni relace uspofadani
reflexivni relaci uspofddani. Stejné jako vzhledem
k ,,<‘ je R linedrné uspotiddand mnozina i vzhledem

(11

k”é .

W
2 7 3 5
Obr. 25
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(2) Délitelnost je reflexivni relace uspofadani v Ng\
\ {0}. Jeji reflexivnost, antisymetriénost a tranzitivnost
jsme zjistili uz v odstavei 2.2, a protoZe existuji nesrov-
natelné prvky (napt. 2 a 3), nenf N, * {0} linedrné uspofa-
dani. Obr. 25 ukazuje Hasseho graf relace délitelnosti
v mnoziné M = {2, 3, 5. 7, 14, 15, 21}.

(3) Inkluze C uvaZovana v poten¢ni mnoziné #(M)
neprazdné mnoziny M je rovnéZ reflexivni relace uspo-
faddani. Na obr. 26 je nakreslen Hasseho graf inkluze
v 2({1, 2, 3}).

{7/'2] » {21'3}
i I {3]
g
Obr. 26

(4) Mnozina slov némeckého jazyka je linedrné uspo-
fadana relaci ,,stoji v abecedé pied*. Jak znamo, stoji
slovo I v abecedé pied slovem II, jestlie ve slové I
prvnf pismeno zleva, v ném# se obé slova lisi, stoji v abe-
cedé pred odpovidajicim pismenem slova II. Pfitom je
jesté nutna dmluva tykajici se pfehlasek; dasto se s 6
naklada jako s oe, nékdy vSak jednoduse jako s o.
Jsou-li slova ve slovniku uspofiadand touto relaci, ¥i-
kame, Ze jsou uspotddana lexikograficky.

(5) Na identitu R;, o které uz vime, Ze je relaci ekvi-
valence, se miZzeme také divat jako na relaci uspotadani,
nebot je reflexivni, tranzitivni a antisymetricka. Kazdé
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dva rézné prvky jsou vzhledem k R; nesrovnatelné, tj.
jeji Hasseho graf se sklida ze samych ,izolovanych*
bodt. Je zndzornén na obr. 27 pro mnoZinu M =
={1, 2, 3, 4, 5.

e o o o o
1 2 3 4 5
Obr. 27

Nakorec jesté chceme prozkoumat spojitost mezi rela-
ci ekvivelence a relaci uspofddani definovanych v téze
mnoziné — pro ilustraci séthneme zpét pro piiklad dfevé-
nych tytek raznych barev, délek a tvara prifezu, zvole-
ny v odstavei 2.3. Relace ,,ma stejnou barvu jako‘ je
relace ekvivzlence a vede k rozdéleni na tiidy tyédek
stejné barvy. Relace ,,je delsi nez* vede k uspofadani
tydek pocle jejich délky. Plati-li pro dvé tydky x a y
»x je ccl$i nez y* a zaménime-li x tydkou z’ stejné
barvy (a y tydkou ¥’ téZze barvy), nemtizeme tvrdit, Ze
plati také .2’ je delsi nez y* *“. Zde neni Zadna spojitost
mezi obéma relacemi v tom smyslu, %e by existence relace
uspofadani mezi dvéma prvky davala stejnou relaci
mezi dvéma prvky s nimi ekvivalentnimi.

Vezméme naproti tomu relaci ekvivalence ,,dava stej-
ny podil v mnoZiné nezapornych zlomku a tu relaci
usporadani, ktera je definovana vztahem

% <Q-;—, pravé kdyz ad < cb

(ptesvéddte se sami, Ze se opravdu jednd o uspofadani),

a zkoumejme, zda relace usporadani zistane zachovana

mezi dvéma zlomky se stejnymi podily. Je-li tedy

a' a . B ’ ¢’ c . ’ ’
tj. a'b =ab’, a 7 e tj. ¢'d =cd,

? Qi,
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pak vzhledem k ad < ¢b plati taky adb'd’ < cbb'd’. Je
tedy (ab’) (dd’) < (cd’) (bb'), takie (a’d)(dd’) < (c'd)
('), a odtud dile ;plyne a'd’ < ¢'b’, tj. %,— <e %,-

Uspotadani dvou prvki z M zde tedy dava stejné uspo-
fddani mezi vSemi prvky jim ekvivalentnimi. Proto
diva relace uspofdddni v M zirovenn i uspofidani
v podilové mnoziné M/R. V takovém pfipadé fikdme, Ze
relace uspofddéani a ekvivalence jsou sluditelné.

Definice 2.8. Relace ekvivalence B v M a relace uspo-
fadéni S v M se nazyvaji slubitelné, pravé kdy% pro
viechna z, y, z', ¥’ € M plati:

(xSy a xRx’' a yRy') = ='Sy’.

Piseme-li misto B znak ~ a misto S znak <, bude
D(2.8) v dobfe zapamatovatelné podobé znit takto:

(x <yazx~z'ay~y)=>2 <y

2.5 CVICENT

1. Néslodujici relace v Af zapiste jako podmnoziny M x M:
a) ,,nésleduje bezprostfedné za« v M = {0, 1, 2, 3, 4, 5};
b) ,,je vlastni podmnozinous* v M == #({1, 2, 3});

c) ,.je délitelem* v M = {2, 4, 5, 8, 45, 60}.

2, Udejte viechny bindrni relace v M = {1; 2} jako podmno-
ziny M x M. Jaky je podle vés podet vSech bindrnich re-
laci v n-prvkové mnoziné?

8. Nakreslete uzlovy a kartézsky graf nasledujicich relaci
vM=1{1,23,4,5,6):

a) B, = {(z, y): zy je liché};
b)R, = {(z,y):y =z + 2}
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4. Udejte ptiklad

7

a) tranzitivni relace, kterd neni ani reflexivni, ani symetric-
k4;

b) symetrické a tranzitivni relace, kterd neni reflexivni;

c) dvourelaci B, S,pronés RC Sa R+ S;

d) dvou navzdjem inverznich relaci.

a) Jaky je vztah mezi symetrickou relaci a relaci, kterd je
sama k sobé inverzni?

b) Jakou vlastnost mé relace R v M, pro niz plati B; C R
(R; jo identita v M)?

¢) Které relace jsou charakterizovény vztahem
RoRCR?

Kdosi tvrdi, %e symetrickd a tranzitivni relace je vidycky
také reflexivni, a odavodiiuje to takto: ,,Je-li R symetrické,
plati spolu s zRy i yRz, odkud diky tranzitivitd hned plyne
zRx. TakZe R je také reflexivni‘‘. Cviéeni 4b) uZ ukdzalo,
%e tvrzeni neplati. Kde se ale v pfedchozim ,,odtivodnéni‘
skryvéd chyba?

Které z nédsledujicich relaci jsou relace ekvivalence?

a) R, = {(z, ¥): x — y je celodiselny ndsobek tfi} v N,;

b) R, = {(a,a)} v M = {a};

c) relace ,,je délitel‘‘ v Ng;

d) relace ,,je shodny s‘‘ v mnoZiné obrazct v roviné;

e) relace ,,mé stejnou limitu jako‘‘ v mnoziné konvergent-
nich posloupnosti redlnych &isel;

f) relace R v Ny x N,, kde (a, b)R(c, d), prévé kdy% a +
+d=c + b;

g) relace Ry v R, kde R, = {(x, ¥): /(x) = f(y)}, pFi¢emZ { je
libovolné funkce R do R.

Pro relaci f) uréete tifdu ekvivalence obsahujici (2; 5).

8. Ukazte:

a) Je-li B reflexivni a tranzitivni relace v M, je R [y B!
relace ekvivalence v M.
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b) Pro relace ekvivalence B a S je i B ()} S relace ekviva-
lence. Plati to i pro R {J) S?

9. a) Nakreslete Hasseho graf relace ,,je délitel** v M = {2, 4,

5, 8, 45, 60}.

b) UkaZte na konkrétnich piikladech, Ze vyroky ,,viechny
prvky y # z z M le%i nad z‘° (v daném uspordddni)
a ,,v M neexistuje prvek, ktery by leZel pod z‘‘, nevy-
jadiuji totéz.

10. Ukaizte:

a) Je-li R (reflexivni, resp. ireflexivni) relace uspofdddni
v M, je také R (reflexivni, resp. ireflexivni) relace
uspofdddni v M.

b) Je-li R, resp. S reflexivni relace uspofddéni v M, resp.
v N, je také relace 7' v M x N, kde (z;, %))T(2,, ¥;) &
< xRz, a 4,8y,, reflexivni relace uspofddéni.

11. a) Necht M je neprdzdnd koneénd mnozina, 2(M) jeji

potenéni mnoZina. Zjistéte, zda relace ekvivalence ,,mé

* prévé tolik prvku jako*‘ je v #(M) sluditelnd s inkluzi.

b) Za jakych predpokladii na funkei f je relace ekvivalence

zkoumané ve cvideni 7g) sluditelnd s relaci usporddani
»=“vR2
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