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VYSLEDKY
ULOH

1. a) Levou stranu postupné upravime takto:
71.1.2.3.1.2.3.1.2 = 71.8.9 = 9!.

Podobnsé ovéfime i dalsi rovnosti.
2. Prvni z &fsel je vétsi.
3. a) Kdyby pro nékteré » platilo
nl.n +3)! < (n + 1).(n + 2)!,
pak by po zkraceni vyslo

n+3=n-+1,
coZ je spor.

b) Kdyby pro nékteré n bylo
al+@m+3) =+ D+ (0 +2),
pak bychom po zkraceni a malé ipravé méli tento spor:
n® 4 50 4 Tn + 4 < 0.

4. Oba vzorce se dokazujf matematickou indukef.

b. Podet moZnosti je 7!.51.

6. Je to mozZné (n — 1)! zpisoby.

7. NemiiZzeme, jak vyplyva z této Gvahy:

KaZdému vrcholu krychle se da p¥itadit jedno z Gisel
1 a 2 tak, %e koncové body kaZdé hrany jsou vidycky
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oznadeny ruznymi &isly. Déd se to zafidit nap¥. tak, Ze

body
A,B,C, DA B, C,D
dostanou po fadé d&fsla
1,2,1,2,2,1,2,1.
Kdyby bylo mozné projit po krychli podle poZzadova-
nych podminek, ésla 1 a 2 by se pfitom pravidelnd st¥i-

dala. ProtoZe krychle ma sudy podet vrcholi, vrcholy
A a C by musely mit rizna é&isla (spor).

8. Pro pfirozené &islo n vétsi nez 2 poloZime
z=ny=n"—1z= (@A) —1,
t = [(=)I—1.
Potom vychazi
u = [(n))1]L

9. Bez jmy na obecnosti muZeme pfedpokladat, Ze
je z < y. Pak zfejmé z > y. Kdyby bylo z < y, délime
obé strany dané rovnice éislem z! a po malé tpravé
mame

Cislo z + 1 d&li pravou stranu (pro&?), ale nedsl
stranu levou (spor).

V piipadé x = y dochdzime k rovnici

&ili
2=z(z—1)...(x+1).

Odtud plyne, Ze
z=z+1=2,
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a nachizime tak jediné fefeni
z=1ly=12z=2,
10. Nejmens{ je z = 12, jak se miZeme pfesvédédit
z tabulek faktoridla.
11. Vypodet pfenechavime &tenafi.

12. Levou stranu vyjadiime ve tvaru
(2n — 1)!
nln — 1)!
a zlomek rozsffime &fslem n. Tim dostdvame kombinad&n{

¢islo na pravé strand dokazovaného vztahu (vyjadtené
pomoci faktoridla).

13. Tvrzenf dokdZeme, pfesvéddime-li se, Ze &islo

_ 1 2'n]

“=a T l(n

je celé, To viak je pravda, nebot ¢, se dé vyjadfit jako
rozdil dvou kombinaé&nich &fsel, toti

Cq = - R
n n—1
jak se pfesvddéime po malé tipravé.

Pozndmka. Cisla ¢, se jmenuji Catalanova (podle ma-
tematika Zijictho v 19. stoletf). D4 se dokézat, Ze ¢, (pro
n =1, 2, 3,...) vyjadfuje podet rozkladi konvexntho
(n + 2)-thelniku na trojihelniky. Pfitom jeden rozklad
mnohoiihelnfka dostaneme, sestrojime-li v ném »n — 1
1ihlopFidek, z nich% Zadné dvé se neprotinajf.

14. Dolni odhad kombinaéniho é&isla dokaZeme takto:
Soudin kombinaénfho ¢fsla a &fsla 2n se di psit jako
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2 3 4 5 2n—2 2n—1 2n 2n

@« = 8 — o — 2 * s 0

1’'1°'2°2 n—1 n—1 n n

?

coZ je zfejmé vétsi ney 22,

Horni odhad se dokaZe matematickou indukei. Pro
n = 5 mame

4

Ve druhém indukénim kroku pouZijeme vztahu
2(n+ 1) (2n)1.(2n + 1) (27 + 2) 2n
[ n+ 1 ]= @ + 1) (v + 1) <4'[n]'
15. Nerovnost miiZeme upravit na tvar
3n2 4 16n — 164 < 0,
temuZ vyhovuji ptirozend ¢isla n < 5.

16. Ekvivalentnimi dipravami se nerovnost pfevede na
tvar mn = 4. Z toho je rovnéz patrné, Ze rovnost nasta-
ne pravé prom = n = 2

[2:] = 252 < 2566 == L 210,

17. Vyjdeme ze vztahu

(=20 =

z néhoZ plyne
n) _ n Yn—k+1
k() =e—n- (2 )=

Nynf vysettime, kdy je zlomek ’L;f—irl v&t¥ nex

1, kdy se rovna &slu 1 a kdy je mensf neZ toto &fslo.
Je-li n liché, pak z uvaZovanych &fsel dostaneme nej-

111



n 1

vétsi pro k = —5 - Je-li » sudé, pak nejvétsi dosta-
neme pro k = "21' ak =n-2|-2.
18. TH.

19. Identitu si ovéfime tim, Ze za kombinadni &isla
dosadime podle definice. Abychom uréili soudet druhych
mocnin, dosadime za jednotlivé séitance podle dokazané
identity a pak dvakrat uZijeme upraveného vzorce
z piikladu 15 (pro &k = 1 a pro k£ = 2). Soudet druhych
mocnin vychazi

n(n + 1) (2n 4 1)
6

20. Za m dosadime do daného vztahu po Fadé &fsla 1, 2
a 3, dm% dostdvame soustavu
l1=c¢,
8 =b 4 2,
27 =g + 3b + 3c,

ktera m4 feseni
a=6,b=6c=1.

Za kombinaéni &isla dosadime podle jejich definice
a ovéfime si, Zze vztah

m=o(z)+o(z)+(3)

skuteéné platf pro vSechna pfirozens &fsla m, a pak
postupujeme jako v pFedchazejici dloze (uZivédme vzor-
ce z pifkladu 15). Pro soudet tfetich mocnin vychézi po
tpravé
n?(n + 1)*
4
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81. Jo z¥ejmé, 7e se mizeme omezit jen na cels nezdpot-
né &isla c. Nejprve dokdZeme matematickou indukef toto
pomocné tvrzeni:

Kazdé celé nezaporné &fslo ¢ Ize vyjadfit aspori jednfm
zptsobem ve tvaru (3) uvedeném v textu ilohy.

Proc = 0 a ¢ = 1 je to zFejmé, nebot
2 (3 4 (5
0=—()-()- G+ -
(%)
i=(3 .

Predpoklidejme, e pomocné tvrzenf platf pro véechna
celd nezaporna &isla a¥ do &fsla ¢, = 1. Cislo ¢y + 1 vy-
jid¥ime v Zidaném tvaru, vyjadiime-li nejprve &fslo
¢, — 1 podle dokazovaného vzorce (3) a pak si viimne-
me, %e platf

m-+1 m 2 m-43 m+4)

("3 )-("27)- (") + (") -2
pro kazdé ptirozené &islo m. Stadf tedy k vyjddreni &isla
¢, — 1 pripojit daldf &ty#i ¢leny, &m% se soudet zvétsi
o 2. Dostavame tak vyjadreni &isla ¢, + 1. Pomocné
tvrzeni jsme tim dokazah,

Mame-li uZ jedno vyjadfeni &fsla ¢ ve tvaru (3), pak
stadf soulet na pravé strand ,,prodlouzit’‘ tim, %e p¥i-
pojime osm dalifch &ent

(") -(")- (") 72 - ("27)+
2 2 2 2 2 v

m +86 m 47 m—+8
")+ 07)-077)
jejichZ soudet je 0. Tim dostaneme dalsf p¥ipustné vy-
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jadfenf, a je tedy vidét, Ze kaZdé celé &slo ¢ Ize ve tvaru
(3) napsat nekonedné mnoha zpisoby.

22. Potet viech moznych zphsobi je
64 8
[ 3] —° [3]
23. Vznikne [Z] priseéika.

24, Podet vSech zkoumanych &tyFihelniki s pevné
zvolenym vrcholem 4; (a zbyvajicimi vrcholy promén-

nymi) je
s(4y) = [n:ii] :

T¥i proménné vrcholy vybirime totiZ z mnoZiny
o n — 3 prvcich. To je celkem

oy
3
moZnosti. Z téchto pfipadd musime oviem vyloudit ty,

v nichZ dva proménné vrcholy jsou koncové pro tutéz
hranu mnohothelnika a zbyvajici proménny vrchol

vvvvv

n—4) (r—5
(0
nedostaneme jeSté s(4;), nebot nékteré piipady jsme
pfi odéiténi zapodetli dvakrat. Musime proto jesté pfi-
¢ist podet zplisobti, jimiZ se trojice proménnych vrchold
da vybrat tak, Ze jeden vrchol sousedf v mnohotihelniku
s obéma zbyvajicimi. Pfi¢itdme tudiz &fslo

Odedteme-li &islo
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n—>5
")
Celkem tedy mame

n—3 n—4 n—>5 n—>5
=" - () () 070
coZ po malé upravé vede ke kombinaénimu é&slu vysSe
uvedenému.

Dile je to uz snadné. Seéteme-li

S(Al) + S(A2) + e + S(An)r
zapobitivime kaidy d&tyttahelnik &tytikrat, Hledany
potet &tyiuhelniki je proto

n[n—5 _n(n—5) (n—6) (n—17) )

a 3 ) 24

25. Rovin je celkem [230), z toho

20

— 12
()

26. Cty¥stént je celkem

2) ()

2)12
27. Podle ptikladu 24, v némz klademe n = 4, r = 3,

jich mé byt
4431y
(520

prochézi vnitikem,
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zde jsou:

(4,4,4,4),(4,4,4,B),(4,4, 4,0),
(4,4, B, B), (4, 4, B, C), (4, 4, C, ),
(4, B, B, B), (4, B, B, C), (4, B, C, C),
(4,C, C, C), (B, B, B, B), (B, B, B, C),

(BBCC)(BCCC)(C’CCC))

KaZdou kombinaci s opakovanfm jsme tu reprezento-
vali jednou uspofadanou &tveiic{ a pismena ve &tvefici
jsme uspofidali podle abecedy.

28. a) 208 | 120 }/3; b) 8 — 8i.

29. Dvakrat pouZijte Bernoulliho nerovnost.

30. Lze poditat nap¥. logaritmicky. Se étyfmistnymi
tabulkami nemiZeme dosahnout Zadané presnosti, proto
pouzijeme tabulek pétimistnych. Podle nich najdeme
0,43150 < log e,q, < 0,43250, a proto 2,700 << e;g <<
< 2,708. Mame tedy zarudena dvé desetinna mista —
totiZ 2,70. Poznamenejme, Ze 1ilohu lze fesit téZ pomoci
binomické véty.

31. Diukaz matematickou induked.

32. Ctyfmistné logaritmické tabulky a Stirlingtv vzo-
rec davaji log 300! == 614,48. Z toho lze soudit, Ze &fslo
300! m4a v desitkové soustavé 615 mist.

33. Predstavme si, Ze vyraz na levé strand vyjad¥ime
podle binomické véty. Je-li n &islo sudé, plati

(Jm + Ym—1y» = 4 + B |/m (m—1),
kde 4, B jsou vhodna ptirozend &isla. Podle binomické
véty za uvedenych predpokladi také plati

(Jm—Ym—1p =4—B}m(@m—1).
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Vyndsobime-li spolu oba vyrazy na levych stranich
téchto dvou rovnic a naloZime-li podobné i s pravymi
stranami, mame

1 = 42— m(m — 1) B2,
Nyni stadi yolozit p = 42, takze
BlYmm —1)=]p—1.

Dosadime-li do prvniho vztahu, v ném2 se &isla A, B
vyskytuji, dostaneme uZ zadané vyjadfeni.

Je-li » liché, pak podle binomické véty mame
- (m+Ym =1y =Cym+ D)m—T1,
kde C, D jsou opét vhodna pfirozens é&fsla. Podobnym
obratem jako pfi sudém » odvodime
1 =mC?— (m — 1) D2,
Pozadovany vysledek dostaneme, poloZzime-li p = mC?,

34. Vztah dokiZeme matematickou indukeci.

Pozndmka. Zminéné rovnosti se dé vyuiit i v jedné
h¥i&ce, jak ukiZeme na ptipadu » = 5. Pro tuto hodnotu
znf dokazovany vztah

FyF, = Fe+ 1,
5 , 8

Obr. 12a
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¢ili
5.13 =824 1.

Na obr. 12a vidime obdélnik o straniach velikosti
5 a 13, ktery rozstfihneme podle jedné uhlopiidky
a dvou dalSich usedek, jak je v obrazku znazornéno.
Pfemistime-li &tyfi takto vzniklé &isti obdélnika, daji
se zdanlivé sloZit ve &tverec o strané velikosti 8, jak to
ukazuje obr. 12b. Sami si jisté vysvétlite, v em nas
nazor klame a kam se ztratilo jedna jednotka obsahu.

5

8
Obr. 12b

Tuto hiitku, jez v rozliénych obménach koluje riizny-
mi &asopisy, vymyslil pry kdysi anglicky matematik
Charles Lutwidge Dodgson (1832—1898), ktery psal
i beletrii a proslul zvlasté svou nematematickou knii-
kou Alenka v Fi§i divdt (uvefejnil ji pod pseudonymem
Lewis Carroll). Snad tomuto vidaji o pavodu hiitky
muZeme véfit, zaznamenal jej pied lety matematikav
synovee Stuart Dodgson Collingwood.
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vV,

35. Spravnost ovéfime numerickym vypodtem a mi-
zeme ji sledovat i v tomto grafickém zndzornéni. Na
obr. 13 vidime rozklad &tverce o strand velikosti 13 na
mensi &tverce. Velikost strany kaZdého z nich je také
vyjadena nékterym Fibonacciho ¢fslem. Obsah velkého
Stverce se rovnd soudtu obsaht jednotlivyech mensich
&tverci.

8 5
5
8
5
5
3
5 2 7 1 1 3
Obr. 13

Pozndmka. D4 se dokazat i toto obecndjsf tvrzeni:

Je-li n libovolné ptirozené &fslo vétSi nez 2, potom
plati

Fou = Fﬁ + 3F; 4 + 2(Fr_, + Fas+
+ .+ F}

i)
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Dokazte sami.

36. Matematickou indukef podle k, pfi¢emz oba vzorce
dokazujeme soudasné.

37. Odpovéd je na obr. 14.

g
10

1L

5 20 25

r

LA

Obr. 14
38. Viechny é&leny jsou ¢&isla trojihelnfkova.
89. Nachazime vyjadieni 60 = 6.10.
40. Vyhovuji napt. vBechna prvodisla vétsi ne 3.

41. Cislo 630 m4 dvé takova vyjadieni, nebof
630 = 3.10.21 = 6.105,

42, Z nerovnosti _
3+2)2>1
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plyne
BG+2l2m<(3+2)2)r
a z odhadu
' 0<3—2)2<1
mime
3—2})2m > (3 —2)2).
Odtud u? snadno vychézi ¢, < a,.

43. Rovnice m4 nekonednd mnoho Fedenf, jak plyne
napf. ze vztahu

(3]0-[— 1]+[4k+2)_(5k+2)
2 2 - 2 ’
ktery plati pro libovolné p¥irozené é&fslo k.

44, Je-li n d¥litelné t¥emi, je hledany poéet%‘ (3n—1),
v kazdém jiném pripadeé mémeg (n — 1) moZnosti.
45. Celkem 125 zptsoby.

46. Vitézstvi si muZe vynutit ten, kdo upravi podet
zapalek na obou hromadkéch na tvar uvedeny v nékteré
z téchto dvojic:

(1, 2), (3, 5), (4, 7), (6, 10), (8, 13), (9, 15), (11, 18), (12,
20), (14, 23), ...

Pritom prvni &len v ¢-té dvojici (4 = 2) je nejmensi
pfirozené &islo a;, které senevyskytuje v Zadné pFed-
chézejiof dvojici, Druhy &len b; je dan vztahem

bi=a,.-—l-i.
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Pozndmka. Tuto hru popsal r. 1907 W. A, Wythoff.*)

47. Vyhovuji posloupnosti
(2,3,4,2,1,3,1,4),(4,1, 3,1, 2, 4, 3, 2).

(VSimnéte si, Ze druhou posloupnost ziskame z prvni,
&teme-li ji ,,pozpatku‘.)

48, Vyhovuji posloupnosti

(1,1,3,4,2,3,2,4),(1,1,4,2,3, 2,4, 3),
(2,3,2,4,3,1,1,4)

a ovSem také dalsi t¥i posloupnosti, které ziskdme, Gte-
me-li kaZdou z téch pravé uvedenych ,,pozpatku®.

49, Necht (a;, b;) je j-td dvojice, kterou jsme uvedli
v Fesenf Wythoffovy hry (dloha 46). PoZadovanou
posloupnost sestrojime, jestlize &islo j umistime pravé
na dvé mista, totiZz na misto a;-té a na misto b,-té (pro
i=1273...).

Pozndmka. Ulohy 47, 48 a 49 jsou jednoduchymi
variantami tzv. Langfordova problému [C. D. Langford:
The Mathematical Gazette 42 (1958), str. 228].

*) Wythoffovu h,u, kterd patfi mezi hry zvané Nim, zatazu-
jome do této zdvéredné kapitoly, proto¥e mé kombinatoricky
charaktor a souvisi s problematikou dal3ich tfi tloh. Kdo se
zajimé o hry Nim, jistd najde mnoho zajimavého materidlu
v kniice Hry takmer matematické, kterou napsali J. Gatial,
T. Hecht @ M. Hejny. Publikace vysla r. 1982 v edici Skola
mladych matematikt jako sv. 53.
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