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8. kapitola

RUZNE

V zdvéru této knizky uvedeme nékolik piikladit s kombi-
natorickym ndmétem. Budou to otdzky, kde zase ne-
vystadime jen s mechanickym pouzitim hotového vzorce,
nybrz bude tieba provést urditou matematickou tvahu.
Nis prvni piiklad je z planimetrie.

Piiklad 45. V roviné je dan pravidelny n-Ghelnik
A 4,4, ... A, (kde n je sudé). Z n vrcholia 4, 4,, A,,

., 4, vyberte tii tak, aby tvofily vrcholy rovnoramen-
ného trojuhelnika. Kolika zpiisoby je to mozné ?

Regeni. Odpovézme nejprve na otdzku, kolik zde
existuje rovnoramennych trojihelnfkd s hlavnim vrcho-
lem v bodé A4,. Oznadme S stied kruznice opsané dané-
mu zn-uhelnfku a sestrojme piimku 4,8*). Z geometrie
vime, Ze tato piimka prochdzi jesté jednim vrcholem

nadeho n-thelnika (vrcholem, jehoz index je g + 1),

Ptimka A,S rozdéluje rovinu na dvé poloroviny; zvolme
si z nich tu, kterd obsahuje uvnitt bod 4,. Uvnit# této

*) Na obr. 9 jsme znézornili specidlni piipad n = 8. Cdrkovand
je tam téZ narysovén jeden z rovnoramennych trojuhelnikd,
o nich% jedn4 priklad 45; je to trojihelnik A4,4,4,. Jesté pri-
pomeiime, Ze u rovnostranného trojuhelnfka pokldddme kazdy
jeho vrchol za hlavni.
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Obr. 9

poloroviny le#{ %—(n — 2) vrcholi nageho n-thelnfka

1 © oy s
a &islo 3 (n — 2) znamena zFejmé i podet rovnoramen-

nych trojihelniki s hlavnim vrcholem A,. Mezi témito
trojihelniky miafe ovSem existovat i trojihelnik rovno-
stranny, nebof i tento trojthelnik zahrnujeme pod
pojem trojthelnfka rovnoramenného. Kdy muZe vznik-
nout rovnostranny trojihelnfk? Zfejmé je to moZné
pravé tehdy, je-li &islo n délitelné tfemi. Budeme tedy
rozliSovat dva pfipady.

Je-li n délitelné tfemi, pak podet rovnoramennych
trojihelniki, jeZ nejsou rovnostranné a maji hlavni
vrchol 4,, je

1 2 1 1 4

Stejny podet oviem dostdvame, volime-li za hlavni
vrchol kterykoli z dalsich bodd 4,, 4,, ..., 4,. Souéin
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n. %(n——4)

udivé tedy polet vSech rovnoramennych trojtihelniki,
jez nejsou rovnostranné, Polet rovmostrannych troj-
dhelnfkd vsak uréfme snadno — je totiz roven é&fslu

g’- . Je-li n délitelné tfemi, mame tedy celkovy vysledek
;i(n—4) +- g=% (3n — 10).

Zbyva jestd ppad, kdy » nenf délitelné tfemi. Pak
nelze sestrojit Zadny rovnostranny trojthelnik, a &fslo
;i(n —2) znamené tedy hledany poéet rovmoramen-
nych trojihelnfkd.

Odpovéd. Je-li n délitelné tfemi, pak hledany podet
rovnoramennych trojihelnfkid je %(311. — 10); neni-li

n délitelné tfemi, je hledany podet g (n —2).

Jisté znite kostku, kterou se hraji rizné spoledenské
hry (viz obr. 10). Kaid4 sténa kostky je oznadena

[
0
® o
e o |
Obr. 10
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nékterym z &sel 1, 2, 3, 4, 5, 6 tim, Ze je na ni uveden
piisludny podet bodu (ok). V nékterych kombinatoric-
kych ilohach, jez vedou k poétu pravdépodobnosti,
se vyskytuji téZ otdzky spojené s jednou nebo né&kolika
takovymi hracimi kostkami.

Uvedeme nejprve jednu velmi jednoduchou variantu
takového piikladu.

Piiklad 46. Mime dvé hraci kostky — ¢&ervenou
a modrou. Kolika zpusoby muZeme pfi hodu témito
kostkami dosdhnout souttu 6?

Redent. Soudet 6 se mize vyskytnout napt. tak, Ze na
dervené kostce padne 1 a na modré 5. Uvédomte si, Ze
tento pfipad musfme odliSovat od p¥ipadu, kdy na &erve-
né méme 5 a na modré 1.

Celkem nam di odpovéd tato tabulka:

dorvend 1| 2] 3 | s | s

modré 5| 4 3|2 1

Soudet 6 miZe padnout péti zpasoby.

Po piipravné ivaze z pfedchdzejictho pfikladu se nynf
obratime k otazce sloZitéjsi.

Piiklad 47. MAme tF¥i hracf kostky — d&ervenou,
modrou a bflou. P¥i hodu témito kostkami mohou pad-
nout soudty 3, 4, 5,.. ., 17, 18. Vy3etfete, kolika zpisoby
lze kazdy z téchto soudtd uskutednit.

Redent. Barva kostek nés zase upozorfiuje na to, Ze je
tfeba dbét na pofadi, ve kterém uvaZovany soudet padl.
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Obr. 11
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Soudet 3 miZzeme uskutednit jedinym zptisobem — na
kaZdé kostce padne 1. Soudet 4 Ize uskuteénit ttemi zpi-
soby — &fslo 2 padne na jedné kostce a na ostatnich dvou
jsou jednitky. Postupujeme-li timto zpisobem dile,
dostdivame podet moZnosti pro kazdy z uvaZovanych
soudtu.

Ptehledné je vysledek takového vySetfovdni patrny
z této tabulky:

soudet |3456l7 891011121314151617]?8

poéetzpﬁsobﬁll 3le 1o|1521 25|27|27|25]21]18]10 6|3|1

Byva zvykem, Ze se takova tabulka znizornf i gra-
ficky. Na obr. 11 vidime sloupkovy diagram, ktery od-
povidé nasf dloze o tiech hracich kostkich. Vsimnéte

si, Ze je tento diagram ,,soumérny‘‘ podle svislé piimky,
kterou jsme v obr. 11 narysovali éarkovaneé.

Nasli jsme tedy odpovéd na otdzku o t¥ech hracich
kostkdch. Ziustanime vSak je§td u této problematiky
a uka¥me si jiny zplsob, kterym miZeme cely vypodet
zformalizovat a tim si jej podstatné usnadnit. UvaZujme
pomocny Sestitlen

A=z + 224 28 4+ 2* + 2° + a8
a vytvofme mocninu 43. To je mnohodlen v proménné =
a ma tvar
A® = 8.2% + 8,28 + 5525 + ... 4 8.,217 + 854718,

Jakou tlohu zde maji koeficienty a,, 8,, 85, . . ., 817, 815 %
Odpovézme piikladem. NapfSeme-li A? jako soudin
A.A.A, pak napt. koeficient s, dostaneme takto: Moc-
ninu 28 Ize vytvoFit tak, ze v prvnim &initeli 4 vybereme
vhodny &len 2, v druhém A4 &len 2 & ve tfetim 4 Clen z°
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tak, 2e ¢ + b + ¢ = 6. Cislo s, tedy uréuje podet viech
zplsobi, jimiZ tento vybér miZeme provést. Pred-
stavime-li si nynf, Ze prvni &initel 4 odpovidi kostce
dervené, druhy modré a tieti bilé, plyne odtud okamzité,
e 8¢ znadi podet zpuisobi, jimi% na nasich ttech kostkach
lze vytvofit soudet 6.

Nyni k technickému pouZiti pravé popsané skuted-
nosti. Abychom urédili vechna &fsla &, zabyvejme se
&isté aritmetickou tlohou — totiZ umocfiovinim naseho
Sestiélenu na tfeti. Plat{

A =[(z + a2 + 2°) + 23z + 22 + 23)P =
=(x+ a3+ 282 (1 + ) =
= [2® 4 3z%(z® 4+ 2°) -+ 3z(z? 4 2% + (2® +
+ 2% (1 + 298 =
= (2% 4 32 4 325 + 325 +
+ 6% + 327 + a® + 327 + 328 4 2°) (1 4+ 2®)? =
= (2% 4 3x* 4 628 4,728 4 627 + 32 + 2°) (1 +
+ 323 4 328 4- 2°) =
= % -} 32 + 6% + 102° 4 1527 + 2128
+ 252° 4 27x1° 47272 o 28z12 21218 4
4 15214 1 10215 1 6218 - 3z17 L 218,

Je vidét, Ze koeficienty ziskaného mnohodlenu jsou
skutedné &fsla, kterd jsou ndm uz zndma’z ptedchazeji-
cfho fedenf tilohy o tfech hracich kostkach.

Do kombinatorické analyzy byvaji dasto zahrnovany
i poudky o tzv. latinskych &¢tvercich. Je to problematika,
kterd svym puvodem vlastné patti do matematiky
rekreadni a vyslo o ni uz mnoho*¥lénkd a”knih. Skola
mladych matematiki zafadila pfed ¢asem do svého edié-
nfho programu také jeden svazek o latinskych &tvercich,
ktery napsal J. Bosak (viz citaci v zdvéru). Bosakova
publikace informuje i o tzv. Fecko-latinskyoh a o room-
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skych &tvercich. Zde se tedy omezfme jen na ndkolik
letmych poznimek.

Latinsky &verec je Etvercové schéma tvaru S8achovnice
s n? poli, pfitemZ v ka%dém poli je napsino jedno z p¥i-
rozenych ¢&fsel 1, 2, 3,. .., n. Pfitom se poZaduje, aby se
v z4dném ¥adku ani v Z4dném sloupci nevyskytovalo
dislo vice neZ jedenkrat. Vzpomeneme-li na pojem pota-
di, kterym jsme se zabyvali na podatku této knizky,
muzeme fci, Ze se v jednotlivych fideich latinského
étverce vyskytuji nékters z poFadi &sel 1,2, 3, ..., n.

Pro n =5 zde uvidime tento piiklad latinského
étverce:

4 5 2 3 1

b 3 1 2 4

Latinské &tverce v dnesni dobé hraji velmi dileZitou
roli v matematické statistice, v tzv. planovani &ili uspo-
Fdddvéani pokust. Predstavme si napf., Ze na pokusném
poli, jeZz mé 5 x 5 dilcit podobné jako v naSem schématu
latinského &tverce, chceme péstovat 5 odrad urdité plo-
diny (nebo pti uréité plodiné vyzkouset 5 druht hnojen{
apod.), abychom zjistili jejich vynosnost. Odridy prosté
oznatme ¢&fsly 1, 2, 3, 4, 5. KaZzdou odriidu mime vy-
zkouSet na stejném podtu dilod, tj. v naSem pifpadé na
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5 dileich. Kdybychom nyni tfeba vSechny dilce s odri-
dou 1 umistili,v levém hornfm rohu schématu a dostali
tfeba podstatné vyssf nebo niZsi vynos, nevédéli by-
chom potom, zdali tento vysledek byl skuteéné zpiso-
ben kvalitou odrady nebo pouze tim, %e v této oblasti
pokusného pole piida ma odlidnou kvalitu nebo odlisnou
vlhkost apod. Abychom tedy pokud moZno vyloudili
vliv nestejnorodosti ptidy, musime dflce s kaZdou od-
ridou ,,rozptylit* po celém poli. To pravé lze ulinit
schématem latinského &tverce tak, Ze odriidu 1 umisti-
me na dilcich oznadenych &islem 1 v latinském &tverci
atd.

Jednim latinskym étvercem se budeme jeité zabyvat
v daldfm piiklade.

Piiklad 48. Je dino &tvercové schéma se 16 poli:

3

2

Zde jsou &éty¥i pole obsazena &fsly, ostatni jsou volni.
Napiste do volnych okének éisla 1, 2, 3, 4 tak, aby vznikl
latinsky &tverec.

Eedeni. Viimnéme si levého horniho pole v daném
schématu. Zde nemtize stat &fslo 3 (nebof tim uZ je
prvnf Ffidek obsazen) ani &islo 4 (tim je obsazen prvni
sloupec). Prichdzeji tedy v Gvahu é&fsla 1 a 2.

104



Napisme sem tedy &islo 1. Na konci prvniho fadku p¥i-
chdzi tedy v vahu jen &islo 4 a tim dostavéa prvnf fadek
tvar 1, 2, 3, 4. Podobné prvni sloupec konéf nutné &slem
3, a ma tedy (ve sméru shora dolu) tvar 1, 4, 2, 3. Déle
si véimneme tfeba sloupce poslednfho, kde ndm zatim
chybi dva tdaje; zfejmé tento sloupec musi mit tvar
4, 1, 3, 2. Podobné lze postupovat jesté v dalsich p¥i-
padech; dostivame tak posléze tento latinsky &étverec:

1 2 3 4

4 3 2 1

2 1 4 3

3 4 1 2

Zbyvé jesté probrat ppad, kdy v levém hornim rohu
naSeho schématu je &fslo 2. Pak snadno najdeme tfeba
pro prvaf ¥idek jedinou moZnost 2, 4, 3, 1 a pro prvnf
sloupec rovné% 2, 4, 3, 1. I dalsi konstrukce jsou zde
jednoznadné a vedou k tomuto latinskému &tverci:

2 | 4 3'1

4 2 1 3

3 1 2 4

1 3 4 2

Je vidét, Ze danym podmfinkém odpovidaji dva latin-
ské &tverce.
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Ulohy

44. V roviné je dan pravidelny n-ihelnftk 4,4,4, ...
A, (kde n je liché). Z n vrchold A, 4,, 4,,. . .,4, vyberte
t¥i tak, aby tvofily vrcholy rovnoramenného trojithel-
nfka. Kolika zptsoby je to moZné?

4b. Kolika zptsoby lze hodit éty¥mi kostkami soudet
121

46. Dva hradi spolu hrajf tuto hru: Dany podet za-
palek je rozdélen do dvou hromadek. Hrié smi pfi jed-
nom tahu vzit bud z jedné hromadky libovolny (kladny)
potet zipalek, nebo z obou hromidek tentyZ (kladny)
potet zapalek. V tazich se hraéi pravidelnd stfidaji.
Vyhrava ten, ktery svym tahem dobird poslednf zapalky,
jeZ jsou jestd ve hte. Popiste, jak si ma hraé podinat, ahy
si vynutil vitézstvi.

47. Je dana mnoZina
M={1,2,3,4}.
UkaZte, Ze jeji prvky je moZno sefadit do koneéné
posloupnosti tak, Ze soudasné platf:

I. KaZdy prvek mnoZiny M se vyskytuje v posloup-
nosti pravé dvakrat,

II. Mezi prvnim a druhym vyskytem prvku z je pravé
z daliich élenid posloupnosti (pro ka%dé =z € M).

48. Nahradte podminku II. z pfedchéazejici tlohy pod-
minkou I1.’ a feste tlohu, ktera tak vznikne.

I1.” Mezi prvnim a druhym vyskytem prvku z je praveé
x — 1 dalsich &lent posloupnosti (pro kazdé z € M).
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49. Nechf N je mnoZina vSech pFirozenych é&sel.
Ukazte, %e jeji prvky je moZno sefadit do nekoneéné
posloupnosti tak, Ze soudasné plati:

I. Kazdy prvek mnoziny N se vyskytuje v posloup-
nosti pravé dvakrat.

II. Mezi prvnim a druhym vyskytem prvku z je praveé
z dalsfch &lent posloupnosti (pro kazdé x € N).
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