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6. kapitola

NEKOLIK OTAZEK
Z MATEMATICKE
STATISTIKY

Pfedstavme si, Ze mdme vySetfit vysku a vahu patnécti-
letych chlaped v nasi republice. Pfedmétem zkouméani
je tedy soubor jedinci, ktery obsahuje dosti znadny
podet prvki. Nebylo by proto hospodarné, kdybychom
k ziskéni vysledku chtéli skuteéné zméfit a zvaZit
viechny chlapce tohoto véku. Nebylo by to moZné
tfeba ani z toho divodu, Ze by tento experiment trval
p#ili§ dlouho, a my mame pfedepsino, abychom vysledny
udaj zfiskali v dobd co nejkratsi. Jak budeme postupo-
vat? Misto celého velmi podetného zdkladniho souboru
si vezmems jen uréity vybér, tj. skupinu patnactiletych
chlapci, kterd nenf pFili§ poletna a jeZ je vybrana
podle urditych zasad z celého souboru zkoumanych
jedincd. Vysku, resp. vahu, pak méfime jen u tohoto
vybéru. Zminéné zasady spodivaji zejména v tom, Ze
Zadame, aby vybér byl ndhodny a co moZna nejreprezen-
tativnéjsf), tj. aby v urditém smyslu vzhledem ke zkou-
manému znaku reprezentoval cely zakladni soubor.

Mgéli jsme tedy zakladnf soubor, ve kterém se mél me-
tit néktery kvantitativni znak (vyska, vaha), a presli
jsme k mensimu vybéru. Jak se li§f tfeba aritmeticky
primér v zdkladnim souboru od aritmetického priméru
ve vybéru a jaky je vztah mezi témito é&isly ? Tomuto
zkoumdnf vénujeme dalsi dvahu. P¥itom odhlédneme od
konkrétniho vyznamu kvantitativniho znaku a budeme
pracovat prosté s &sly. ‘
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Necht je tedy dan zdkladn{ soubor, ktery ma N prvki.
Na ka%dém z nich je naméfen kvantitativni znak z;, takze
dostivame skupinu N ¢&isel z,, z,, 5, . . ., y. Kromé toho
uvaZujme vybér, ktery ma r prvka (1 < » < N). Tako-

vych vybéri existuje celkem lzr) Cislitm N, resp. r,

tfkame nékdy té% rozsah zakladniho souboru, resp. vybé-
ru. Oznaéme F aritmeticky primér v zdkladnim souboru;
je tedy

i=x1+zz+x;v—|—...+a:,v. (1)

Dale oznaéme zV, @, ..., @ po fadé viechny aritme-

tické priméry ve vybérech rozsahu r; je tedy s = [1:'7
Jak velky je aritmeticky prumér z &fsel 7t Qdpoved
najdeme v dalim pfiklade.

Priklad 37. Urdete aritmeticky pramer z vybérovych
aritmetickych praméra W, #2,..., £,
Redent. Predmdtem nadi ivahy je vyraz
TO - F® 4 4z
5 .
Rozsitime-li tento zlomek &slem 7, vychazi
rED - pE® 4 L pE@
8 )

(2)

Kaidé z é&isel &9 si muZeme pFedstavit jako soudet
nékterych &isel z;, pfitemz séitancl je vidy r. V ditateli
zlomku (2) se tedy vyskytuji vSechna &isla z; — pFpadné
vicekrat. Kolikrat je tu &islo z;, ? Musfme uréit, kolikrat
se &fslo x, vyskytuje ve vybérech rozsahu r ze zdkladnfho
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souboru rozsahu N. KaZdy vybér obsahujicf prvek =z,
dostaneme tak, ze k prvku z, pfidame libovolnou skupi-
nuor—1 prvcich je tedy vybéra obsahujicich prvek
z, pravé tolik, kolik kombinaci (r — 1)-ni t¥dy lze

utvotit z N —1 prvkd, tJ[l;r:ll] Cislo z, je te-
dy v &itateli zlomlku (2) pravé [1:7: 11] -krit a totéz
plati oviem i o kazdém z dalsich ¢isel z,, z,,. . ., Zy.

Citatele zlomku (2) tedy miZeme vyjdd¥it ve tvaru
N—1
(7)) etnk o+
Podle (1) ma proto &itatel tvar
N—1 . (N —1)! -
[r—l ] N.z = DI =7 N.z=
_ N1 _
=D m—n"
Jmenovatel zlomku (2) je
sy [N] _, N N!
=T )TN = T =D —n!
Délenfm tedy dostdvime podil 7.

Odpovéd. Aritmeticky primér ze viech vybérovych
aritmetickych primeéra se rovné aritmetickému priméru
v zékladnim souboru.

Dalsf dulezitou charakteristikou, kterd se vyskytuje
v matematické statistice, je tzv. smérodatnd odchylka o.
Jsou-li dana ¢&isla z,, x,, ..., zy, pak o je definovano
vztahem
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v — V(xl—f)=+(.~c2——:zl);+ ot (ay— 3P

Smérodatna odchylka ¢ je mirou, jak se hodnoty «; ,,roz-
ptyluji‘ nebo ,kupi kolem aritmetického priméru z;
to je vidét z toho, Ze o zdvisi na odchylkich x; — F.
Jsou-li odchylky malé, je ¢ malé, jsou-li odchylky velké,
je o velké.

Uvedeme si numericky p¥iklad. Cisla 1, 2, 3, 4, 5 majf
aritmeticky prameér 3, takze

(1—3)*+(2—3)*+(3—3)'+(4—3)*+(6—3)* _
g= 5 =V2.
Byva zvykem znazorfiovat dani éfsla na ose &iselné

a pFipojit tam téZ smérodatnou odchylku. Pro nas p¥i-
pad je toto znazornén{ vidét na obr. 5.

Lo

(4

4

1 2

T B s L

Obr. 5

Vratme se jesté k vybérovym aritmetickym prims-
rum a studujme otdzku, jak se tato &fsla z% , kupi‘‘ ko-
lem aritmetického priméru z. Srovname tedy smérodat-
nou odchylku vSech téchto vybérovych aritmetickych
prameéri se smérodatnou odchylkou &isel z; v zdkladnim
souboru. Tomuto srovnan{ je vénovan dalsi pfiklad.

Piiklad 38. Znite-li rozsah zikladnfho souboru a roz-
sah vybéru (¥sla N a r) a smérodatnou odchylku o v za-
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kladnfm souboru, vypodtéte smérodatnou odchylku
viech vybérovych aritmetickych priaméra z®.

Reseni. Ptipad r = 1 je trividlni, nebof pak je hledana
smérodatnd odchylka rovna pfimo &fslu ¢. V daldim
textu tedy uvaZujme jen pifpad » = 2. PouZijme vy-
sledku z piedchézejiciho pfikladu, podle néhoz &isla z®
maji aritmeticky prameér z. Jejich smérodatnou odchylku
¢ vypodteme tedy podle vzorce

s [ EY =P+ E—FP + ..+ @FI— )
s

Budeme zatim pracovat jen se zlomkem pod odmocni-
nou, ktery rozsiffme ¢islem r2. Dostdvame tak zlomek

(rEV — rZ)2 + (rE® —rF)2 4 ... 4 (rIW — rE)?
5 Rt

Soudin #0 si zase mafeme predstavit jako soudet nékte-
rych &sel z;, takze rozdfl % — »F lze pFevést na tvar

@—+@—0)+ ... + (@—7),
ktery se tyk4 jednoho vybéru. Citatele zlomku (3) lze
tedy vyjadtit jako soudet, v némz jsou jednak séitanci
tvaru (z, — Z)2, jednak s¢ftanci tvaru 2(z, — ¥) (z, — &)
(p¥ a # b). Kolikrat je zde séitanec (x, — %)2? Stejna
uvaha jako v pfedchiazejicim piikladé nas vede k vy-

sledku [IZ: i) . Také kazdy ze s&ftanc
(xﬁ - :r-’)z! (xa - i)’l RN} (xN - i)!
md v &itateli zZlomku (3) stejnou nasobnost.

Kolikrat se v &itateli zlomku (3) vyskytuje séitanec
tvaru 2(z; — Z) (¢, — %) ? Jsme tu vedeni ke kombinad-
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nimu &fslu [N_ 9 ] které se oviem tykd i dalsich s¥i-
tancl uvedeného tvaru.

Citatel zlomku (3) je tedy soustem dvou vyrazii; prvnf
ma tvar

—1
4= [l\r,— 1 ]'[(xl——:i)’+ (@ —2P 4. . .+ (2x —2)7],
druhy mé tvar

B_[N 2) [2(z,—T)(@—E) 4. . . +2(2y ,—F)(Xxy—7)].

r—
Vime, Ze plati

N—1 ] _(N—2 N—2
r—1)=lr—2 )T =1 )
tak¥e v soudtu 4 + B si miZeme nejprve viimat jen
téch sé&ftanct, jeZ maji u sebe jako koeficient kombinaén{

éislo[ . 22 ] Je vidét, %e soulet téchto st{tanch lze
vyjadfit jako
(@, —Z) + (@—2) + ... + (@2y — D),

coZ podle vzorce (1) je zFejmé rovno nule. Soudet A + B
v ditateli zlomku (3) se tedy pfevadi na tvar

N—-2 - - s
[r— 1 ] ey — 2+ (@ — 2P+ .+ (e — )
Podle definice smérodatné odehylky lze tento vysledek
vyjadfit jako

N—2 (N —2)! AT 2
(r_l]'N"° SE—DIW—r—Dr "
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Upravujme jestd jmenovatele zlomku (3). Mame
se _ afM _ N! _ Nl
re=rt (r] =T aw—=nl T =D —n)
Zlomek (3) se tedy rovna
N—r
N—1)°

Odpovéd. Smérodatnou odchylku vsech vybérovych
aritmetickych priméra urduje vzorec

o) =h

Vysledek, ke kterému jsme pravé dospéli, se zdi na
prvni pohled trochu sloZity, aviak pro praktické ptipady
jej muZeme jesté zjednodusit. Obvykle byva totiZ ¢fslo NV
velmi veliké a &fslo r pomérné malé. V takovém pipadé
miiZzeme jedtd upravovat zlomek, ktery se vyskytuje ve
vysledném vzorei pro o. Platf

’
1—
N—r _ N
fyN—1) ,_r’
plicemz zlomek W je ,,pomérné maly*. V praktickyoch

ptikladech mifeme dokonce pfedpoklidat, Ze se rovna
nule; tim dostdvame pfibliZnou rovnost

N—=r .1
r(N—1)  r
a pro smérodatnou odchylku p¥iblifny vzorec
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Zamysleme se jedté nad tim, jaky vyznam ma vysledek
dosaZeny v piiklad® 38. Zjistili jsme, Ze se vybérové
aritmetické primeéry , hromadi* kolem priméru # mno-
hem vice nez puvodné uvazovana &sla z;, x, ..., zy.
Smérodatnd odchylka nis pouduje o tom, jak jsou é&fsla
na &selnélose roztrousena. Bereme-li z velkého zéklad-
nfho souboru napf. vybéry rozsahu 25,"pak smérodatna
odchylka o je zhruba pétinou smérodatné odchylky o.
Abychom si mohli 1épe piedstavit, jak se vybérové pru-
méry hromadf kolem Z, vypoéteme si jesté jeden nume-
ricky piiklad. V ném jsme zvolili jen mala &fsla, protoze
pki vétsich rozsazich a vétsich &fslech z; velmi rychle
vzristaji technické potiZe s numerickym vypoétem.

Pfiklad 39. V zikladnim souboru {1, 2, 3, 4, 5} sestrojte
viechny vybéry rozsahu 3. Vypoététe vybérové aritme-
tické priméry a jejich smérodatnou odchylku. Znizor-
néte vysledek graficky.

Reseni. Vime uz (viz str. 75), 7e T = 3,6 = V§ =1,41,
Dalsf vypodet mGZeme upravit do tabulky (viz str. 80).

Sesteme &sla v poslednim sloupci a dostdvdme vysle-
dek 3 % . ProtoZe je celkem 10 vybéri, délime
1 1
a pak odmocnifme. Je tedy
_ 1 1y- .
g = V—g =§V3 = 0,58.
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vybér Al e —F (% — 7)*
1,2,3 2 —1 1
1 2 4
~ 1,2, 4 2—5 —3 9
22 1 I
1,2, 6 3 —3 5
2 1 1
1,3, 4 2§ —3 ?
1,3,5 3 0 0
1, 4,6 3l 1 1
i 3 3 9
2, 3, 4, 3 0 0
2,3 31 l 1
»3, 5 3 3 [
2 2 :
2,4,56 33 3 3
3,4,6 4 1 1

To je ve shodé se vzorcem pro ¢, ktery jsme odvodili
vyse. Podle ného je totiz

- Vs 5—3 1
e =R
PiibliZny vzorec pro ¢ zde oviem nemtZeme uplatnit,
nebot je
r 3
¥-5- %%
oo% nelze povaZovat za &islo ,,skoro rovné‘‘ nule.

80



Jesté ke grafickému zndzornéni. ProtoZe se zde nékteré
vybérové pruméry ¥ opakuji, pouZijeme ke znazornéni
tzav. sloupkového diagramu. Na ose Giselné u &fsla £9 je
piipojen sloupek, jeho# délka uvadi, kolikrat se toto
¢islo v uvaze vyskytuje. Vysledek je vidét na obr. 6, kde

5 5
—
1
1
1
1
]
2
| | | I | |
ol " 2 2] 2% 3 3] 37 4
Obr. 6

jsme také znazornili smérodatnou odchylku ¢. Srovnejte
tento sloupkovy diagram s obr. 5, ktery se tyka zaklad-
niho souboru.*)
Ulohy
37. Graficky znazornéte pfiblizny vzorec
4
o= V—— ;
r

pfitom volte ¢ = 10, na vodorovnou osu nanaidejte r
a na svislou @.

*) Priklady, které jsme zde resili, patfi do oddilu matematické
statistiky, nazyvaného teorie vybérovyjch Setfeni (z konednych
souboru).
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