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5. kapitola

FIBONACCIHO
CisLA

Na pitelomu XII. a XIII. stoleti Zil v italské Pise vyznam-
ny matematik Leonardo Pisano, ktery napsal dvé
uéebnice matematiky. Prvni méla nazev Liber abaci
(kniha o abaku) a Leonardo v ni vyklada indicky zpa-
sob potitani, zdokonaleny podle al-Chvarizmiho.
Druha se vénuje geometrii a obsahuje popis tehdejsich
geometrickych védomosti, jez autor poznal na svych
cestich po severnf Africe a u maurskych védeci.

Leonardo byl znaméjsf pod svou pfezdivkou Fibo-
nacci (¢ti Fibonati), jeZ je zkratkou latinského Filius
Bonacciz (tj. syn Bonacciho). Pro nas mé zde z Fibona-
cciho dfla dileZitost zvlasté kniha Liber abaci napsana
r. 1202, jeZ se dochovala ve druhém zpracovan{ z r. 1228,
Tento spis obsahuje velkou fadu iloh a jedna z nich se
zv]4ité proslavila:

Kolik potomkii ma za jeden rok jeden par kraliki,
jestlize kazdy par pfivede na svét mésféné jeden dalsf
par a kralici se poéinajf mnoZit ve dvou mésicich svého
véku ?

Nebudeme zde podrobné rozbfirat tuto archaickou
kratochvili, ale pfejdeme hned k jejimu matematickému
jadru. Bude nés zajimat &iselna posloupnost

FlsztFa:Fth---’ (l)
jeZ je definovana takto: jeji prvni dva éleny se rovnajf 1,
éili
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F,=1,F, =1, (2)

a kazdy dalsf ¢len F, s indexem n vétdim ne% 2 se rovna
soudtu dvou piedchazejicich &lend, &ili pro ka¥dé » > 2

je
F,=F,,+ F,_,. (3)

Posloupnost (1), jez je dina svymi é&leny F, a F,
a rekurentnim vzorcem (3), se nazyva posloupnost
Fibonacciho. Cisla, jet se vyskytuji v ¥adku (1), se téz
nazyvaji Fibonacciho &sla.

Kdyi pouzijeme prvnich dvou é¢lenu, jak je udiva
fadek (2), a rekurentniho vzorce (3), miZeme postupné
potitat viechna é&fsla v fadku (1). Zde tedy je nékolik
podatednich &leni, jeZ si snadno mizZeme vypoditat:

1,1, 2,3, 5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610,
987,...

Promyslete si sami, jak tato ¢isla souvisejf s tlohou
o kralicich, o niZ byla vyse feé. KXdo na souvislost ne-
ptijde, muZe se podivat do knfzky [13], kterou citujeme
v zdvéru tohoto svazku. V ni je vle vyloZeno do podrob-
nostf. Také 8. Znam [14] podévéi vysvétleni.

Fibonacciho &fsla maji fadu zajimavych vlastnosti
a asto se vyskytuji i v kombinatorické matematice.
Tak napf. v teorii grafu zjisujeme, Ze se Fibonacciho
¢isly da vyjad¥it podet koster nékterych specidlnich
graft (viz o tom [11]). 8. Zndm [14] ¥ika, e Fibonacciho
¢isla jsou &asto ,,8edou eminenci* v pozadi FfeSeni prak-
tickych problémi a mé pro toto tvrzeni zajisté padné
argumenty. Napsalo se o nich uZ mnoho &lédnki i kni¥ek,
a v zahraniéf existuje dokonce specidlni védecky dasopis
s ndzvem The Fibonacci Quartely. Je to oficidlnf orgin
Fibonaceiho spolednosti, vychdzi od r. 1963 a uvefej-
fiuje élanky o Fibonacciho &slech i o p¥{buzné proble-
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matice. ZaloZeni tohoto specidlnfho &asopisu je jistd
vzacnd pocta divnému matematikovi, vidyt uznejte
sami, kolik ze soudasnych védeckych pracovniki se
dotk4 toho, Ze po nich v budoucnu pojmenujf védecké
periodikum ?

Jak zdvisf n-ty élen Fibonacciho posloupnosti na &isle
n? Odpovime si na to v piikladé, jenz nasleduje. For-
mule (4), kter4 se tam vyskytuje, se nazyva Binetav
vzorec.

Priklad 34. Presvéddete se, Ze pro kazdé pfirozené &fslo
n plati

F, =L_((1 + ]/5]»_ [1 — ]/5],.] . @

Js 2 2
Reeni. Postupujeme matematickou indukef. Pro
n = 1 vzorec (4) po snadné upravé diva F, =1 a pro
n = 2 vychdz{ Fq = 1, coZ je ve shodé s ¥idkem (2).
Predpokladejme déle, Ze pfirozené &fslo n je vétsf nez 2
a %e (4) plati pro &isla n — 2 a n — 1. DokaZeme, Ze

vzorec platf téZ pro pfirozené &fslo n. Pro struénost
vyjadfovani poloZme

1+ )5 P e V5
2 ' T2
a urdeme soudet F,_, + F,_,. Ten lze vyjadfit jako

a =

Vig(an—l — pr o — oY) =
-yl = () (51)

Povsimnéme si, Ze
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3+)5 6425 142)54+5
2~ 4 4 =
3—)5 6—z2)5 1—2)5+6 _p
2 1 4 '

takZe
1
Fﬂ-l + Fn—z = V—-g(a"—ﬂ”) .

Vyraz na pravé strané se viak rovna hodnoté F, vy-
poétené z dokazovaného Binetova vzorce (4). Tim jsme
s dikazem hotovi.

Ptiklad jsme roztedili, ale mnohy z &tenait se nad
nim moZ#né zamysli. Kde se vzal vzorec (4), ktery jsme
pfed chvili dokazovali? Zajisté se k nému nedd dojit
pokusné, jak jsme na to zvykli v mnoha tlohich na
matematickou indukei. To opravdu ne, lze jej véak odvo-
dit, pouZijeme-li tzv. vytvoru]icich funkei. Edice Skola
mla.dych matematiki pfinesla uz jeden svazek, v némz
se popisuje i toto odvozeni. Napsal jej F. Zitek a ci-
tujeme jej v seznamu literatury na konci této knizky.
Jiny postup k odvozeni Binetova vzorce popisuje N. J.
Vilenkin (v publikaci [12], str. 157—158). Tam se
vytvofujicich funkei nepouzivd, a proto je tato cesta
pro stfedoskolského studenta schudnéjsi. Zijemci se
mohou v obou pramenech informovat, a my se zde tedy
nebudeme naznadenou otazkou zabyvat.

Po tomto malém vyletu do historie a po matematic-
kych tvahdch, jez jsou kombinatorice trochu vzdilené,
se vratime op&t ke kombinatorické problematice — ke
kombinaénim &islim a k Pascalovu trojihelnfku.

t Podivejme se na Pascaliv trojihelnfk a zkoumejme,
kolikrét se v tomto schématu vyskytuje nékteré pevnéd
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zvolené pfirozené é&fslo m. Oznadme ¢, podet mist, na
nichZ se v Pascalové trojuhelnfku vyskytuje &islo m.
Cislo 1 je mo#no ve schématu najit nekonednékrat, coz
lze formang vyjadiit zipisem g, = oo. Cislo 2 je tu jed-
nou (g, = 1), éislo 3 dvakrat (g, = 2) atd. Po vynaloZeni{
nepatrné namahy si sestavime tuto tabulku:

m |1]12]|3]|4]56]6]7|8]9]10]11

@n |w|1]2]2]2|3|2|2]|2] 4] 2

Zde jsme sice zachytili jen nékolik hodnot ¢,, aviak
Pl sestavovani tabulky si pravdépodobné kaZdy uvédo-
mi i jeden obecny zavér: Je vidét, Ze pro kazdé m vEts(
nez 1 je ¢, vidycky koneéné. Promyslete si sami, prod
je tomu talk! _

V Pascalové trojihelniku mtZzeme p¥i podrobnéjsim
studiu najit opakované hodnoty binomickych koeficienti
i na mistech, jeZ bychom mohli nazvat netrivialni. Dals{
fadky ndm ukaZi jeden piipad.

Piiklad 35. Piesvéddete se, Ze plati
16) (10
(2]“[3y

Redent. Vypobteme

[16] - 16.15 - 120,

2 1.2
10y 10.9.8
[3]= 123 120

a odtud uZ plyne tvrzenf.

D. Singmaster pfed fasem vySetfoval opakované
hodnoty binomickych koeficienti*) a objevil pFitom

*) Fibonacci Quart. 13 (1975), No. 4, 295—298.
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zajimavou souvislost s Fibonacciho &¢isly Fy. Studoval

totiZ rovnici .
(1) = (e 5a) ®

v niz n, k maji byt pfirozena &isla (n > k), a ukizal, Ze
(5) m& nekoneéné mnoho feseni. Dalsf pfiklad nas o tom
bude informovat.

P¥klad 36. Rovnice (5) je splnéna, poloZime-li
n = FyaFe3— 1, k=FyFay3—1,
kde ¢ je libovolné pfirozené &fslo. DokaZte.

Redent. Rovnici (5) 1ze vyjadFit ve tvaru
m4+Danr—1)...m—k+1)
1.2.3... (k+1) B
nn—1)...n—k(n—k—1)
1.23..(k+1)(k+2) '

¢ili po Gpravé
m+N)k+2)=M—k®m—k—1). (6)
Do rovnice (6) mame dosadit za n, k Fibonaceciho éfsla

uvedens v textu pfikladu a mame se pfesvédéit, Ze platf
rovnost. Vypoéteme tedy po Fadé

n 4 1 = FyiaFa,3,
k+ 2=FuFy.s +1,
n—k = (Fog— Fy) Foiys = Fay 1 Faia,
n—k—1 =F34+1F2‘+3—1
Dosadime-li do levé strany rovnice (6), dostivame
vyraz
L = FysaFy o(FaFyes + 1).
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PouZijeme-li vztahu, jehoZ dikaz jsme odsunuli za
tuto kapitolu do tdlohy 34, mame postupné

L = Foi s((Fait1 — 1) Faiys + Faiys) =
= Foira(Fgialaiys — Fayy) =
= Foi11Foi13(Foy1Faia —1).

Tento posledni vyraz viak té% dostaneme, dosadime-li
do pravé strany rovnice (6) pfisluiné hodnoty. Tfm jsme
tvrzeni dokazali.

Konéi pata kapitola a nasledujf tki tlohy o Fibona-
cciho ¢islech. Nezafadili jsme jich na tomto mistd vie,
i kdyZ zajimavych cvideni by se nabizela celd fada. Pred-
poklddame, Ze si vSichni zajemei najdou dal§i studijni
materidl nap¥. v knizkach [5], [12] a [13].

Ulohy

34. Pro kazdé pfirozené &islo n plati
F1;Fn+‘3 = F’n+l - (—‘1)"-
Dokaite.

3b. Ovétte si, Ze platf
F; = F§ + 3F; + 2(F; + F3 + F} + F3).

36. Pro ka%dé celé nezaporné ¢&islo k plati tyto vzorce:
k k41 k42 2k
[k]+[k——1]+[k—-2]+"'+[O]=Fm‘+l'

E+1 k42 E+3 2k+4-1

Ce )+ G2+ 6 Ze)+ -+ (50 ) = e

Dokazte.
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(V prvnim vzorci se séitaji viechna kombinaéni &fsla,
v jejichZ zapisu soudet hornfho a dolnfho ¢isla je 2k,
ve druhém vzorci séitdme viechna kombinaéni &fsla, kde
zminény soudet je 2k + 1.)
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