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3. kapitola

KOMBINACE

UZfvame-li mnoZinové terminologie, obesli bychom se
pii dobré vili i bez nédzvu kombinace. Toto slovo je
viak v kombinatorice tradi¢ni, a proto u ného zistane-
me, a kombinacfm dokonce vénujeme celou tuto kapi-
tolu.

Necht jsou dana ptirozens &isla k, n takovd, Ze k < n.
Necht N je mnoZina majici » prvka; k-prokovd kombi-
nace z n prvki mnoziny N je podmnoZina mnozZiny N,
kterd ma pravé k prvki. Definice je tedy obdobna jako
u variaci, ale pfi kombinacich ignorujeme uspofadanf
prvki. Ctenaf se mo#né pti studiu kombinatoriky setkal
i se star§im slovnim obratem — kombinace k-té t¥dy
z n prokd. I takové vyjid¥eni zde proto budeme obéas
pfipoustat.

Ze Bkoly vime, Ze se polet k-prvkovych kombinaci
z n prvkd rovnd &islu (;:] - Piiklady nam zase ukazi, jak
se kombinac{ uZfva p¥i feeni raznych otazek.

Priklad 17. Kolika zpisoby muiZeme na <&tvercové
Sachovnici s 64 poli vybrat tfi pole tak, aby vsechna

neméla stejnou barvu?

Redent. Vybirame t¥i pole z celkového podtu 64 poli,
dili tvofime ti{prvkové kombinace ze 64 prvki. Téch je
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[14] Sachovnice mé 32 bflych a 32 Zernych pol.

Podle naseho textu nejsou pi{pustné trojice sloZené
vesmés z bilych poli — takovych trojic je [ 332] — ani
trojice sloZené vesmés z dernych poli — téch je rovnéi

[332 ) Hledany pocet je tedy
64
(s

MizZeme v8ak poéitat téZ jinym zpisobem. Pole vybf-
rame tak, e bud jedno je bilé a dvé ¢ern4, nebo jedno je
&erné a dvé bila. Z toho odvodime poéet moZnosti

32.(322] + (322].32 — 32.32.31 = 31 744,

Odpovéd. Pole miZeme vybrat 31 744 zpisoby.

]— 2. [332) — 41 664 — 9920 = 31 744.

Priklad 18. Ktery konvexni #-thelnfk méa alespoil
dvakrat tolik dhloptidek co stran?

Redeni. Jak zndmo, d4 se podet Ghloptidek konvexnfho
n-tuhelnfka vyjadfit &islem
[n] e — n(n——3).
2 2
Maé tedy platit nerovnost

Upravou dost4vime
nin — 3) = 4n.
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Protoze &fslo » je kladné, mi%eme obd strany timto
&islem délit a dostaneme n — 3 = 4, &lin = 7.

Odpovéd. Hledany n-ihelnfk mé alespoii sedm stran.

Trochu prostorové pfedstavivosti budeme potfebovat
v daldfm pFiklads. Setkdme se tam s jednim pravidelnym
télesem, kterd se nazyva pravidelny dvandctistén (dode-
kaedr). Abychom si o tomto télese uéinili lepdi pied-
stavu, podivejme se na obr. 3, ktery zachycuje pohled
na toto téleso. Stény dodekaedru jsou pravidelné péti-

NVA

Obr. 3

Piiklad 19. Kolik t&lesovych thlopiéek*) mé pravi-
delny dvandctistén ?

Eedend. Pravidelny dvandctistén mé 20 vrchold.
Z nich budeme vybfrat dvojice, &ili tvofit dvouprvkové

kombinace z 20 prvki. Téch je [220) = 190. To oviem

*) T'&lesovd vthlopFitka konvexntho mnohosténu je \isetka spoju-
jief dva vrcholy mnohostdnu, které neleif v jedné st&né.
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nejsou vesmés télesové ihloptitky, nybrz jsou sem za-
hrnuty i hrany dvanactisténu a dhlopfi&ky ve sténach.
Dvanéctistén ma 30 hran, kazda jeho sténa je pravidel-
ny pétithelnik, a existuje v ni tedy pé&t uhlopfidek. Ve
sténach je tudff celkem 12.5 = 60 thlopFitek. Podet
télesovych thloptidek je tedy

190 — 30 — 60 = 100.

Jiné fefeni. Uréeme, kolik télesovych tdhlopfiéek vy-
chazf z pevné zvoleného vrcholu. Kazdy vrchol pat¥ ke
tfem sténam, takZe z ného vychazejf tfi hrany a Sest
sténovych thlopfitek. Zbyva tedy jesté deset vrcholi,
k nim% ze zvoleného vrcholu vedou télesové hlopticky.
Tato ivaha plati ovSem pro ka¥dy vrchol. Vrcholu je 20.
Soudin 20.10 znamend tedy dvojnasobné brany podet
vSech télesovych uhlopkitek a to uZz vede k vysledku
odvozenému v pfedchazejfcim FeSeni.

Odpovéd. Pravidelny dvanictistén ma 100 télesovych
uhlopFidek.

Pfiklad 20. Vratte se k pfikladu 8 na str. 20. Ukaizte,
jak se zméni vysledek, Zdddme-li, aby ani v oddéleni A,
ani v oddé&lenf B nezistala dvé volna mista.

Redent. Je zakézan ka¥dy p¥pad, kdy v A jsou dvé
volnd mista, a také kaZdy p¥pad, kdy v B jsou dvé
volnd mista. V oddélenf A, které ma 12 mf{st, lze vybrat

dvé volnéd mista zfejmé [122] zpasoby. Ostatn{ mfista

(je jich 24) jsou pak obsazena; Zaky na né miZeme umfs-
tit celkem 24! zpusoby. Podet zasedacich pofadki, v nichz

jsou dvé volnd mista v oddéleni A, je pak (122] .24!. Po-
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dobné pro dvé volnd mista v oddéleni B mame 124] moz-
nost{ a na zbylych mistech ve tfidé lze Zaky zase roze-

sadit 24! zpasoby. Cislo 124] . 24! tedy udavé potet

zasedacich pofadkid, v nich% jsou vidy dvé volna mista
v oddélenf B.

Odpovéd na ptvodni otizku tedy dava &islo

z = 276!! - [122) 241 —[124) 241,
Snadno nahlédneme, %e je z = 24!1.168. Logaritmicky
vypodet dava¥*)

log x = 23,7927 + 2,2253 = 26,0180
a po odlogaritmovénf z == 1,043.10%,

Pifklad 21. V roviné jsou dany dvé razné rovnobézky
@, b. Na plimece a je d4no m riznych bodil 4,, 4,, ...,
A, ana p¥imee b je ddno » raznych bodi By, B,, ..., B,.
Uréete podet viech trojihelniki, jejich% véechny vroholy
lezf na pFimkach a, b, a to pravé v bodech 4;, B;.

Redent. Celkem se v této tloze vyskytuje m 4+ n riz-
nych bodi, ze kterych mame tvofit trojice.

Utvofime tedy nejprve vSechny kombinace 3. t¥idy
z m + n prvki. Téchto kombinaci je (m;—n] . Toto
¢islo ovéem neznamend podet viech trojihelniki, které
nas zajimaji v dané tloze. Zahrnuli jsme sem toti% také

#) MuZete opdét pouZit Valouchovych tabulek, kde lze najit
pfibliZnou hodnotu é&isla log 241.
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trojice bodil, které lezf na pfimce a, a rovné% trojice lezicf
na ptimce b. Je tedy nutné odeéist jednak ['r;,] , jednak

[;"] takie konetny vysledek je|

m -+ n] _ m] _[(m.

("37)-(3)- (&)
Jiné fefeni. Piiklad 21 lze Fesit té% touto tvahou.
Z m + n danych bodi budeme vybirat nejprve ty tro-

jice, ve kterych dva body leif na pfimce a a jeden na
pFimce b. Tvofime tedy kombinace 2. t¥idy z m prvkd —

téch je[’;‘] — a ke kazdé z nich pFipojime n¥ktery

z bodi na pfimce b. To je moZno provést celkem ["2"] .n

zplisoby.
Podobné uréime podet téch trojic, kde jeden bod lezf na

pfimce a a dva na piimce b. Tu mame m - [;’] moZnosti.
Celkovy podet trojihelnika je tedy

(3):»+(z) =

Dvé Feseni, jez jsme podali u pfedchézejictho ptikladu,
nam poskytla. dva vysledky, které se na prvnf poh]ed od
sebe li§i. Z uvahy, kterou jsme provedli, vyplyva, Ze oba
vysledky jsou si rovny, Ze tedy plati

m 4+ n m n m n
(5" -(3)-G)=(3) -2+ )
Tento vzorec je nam ostatné uz znam z ptikladu 11,

kde jsme jej dokazovali algebraickou ipravou. Nyn{ jsme
vlastné tedy dokazali tento vzorec znova, pfitemz jsme
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uzili geometrického zndzornén{ a vhodné kombinatorické
tuvahy. Ctenaf necht sdm posoudi, ktera z obou cest pro
dikaz naSeho vzorce se mu jevi schiadnéjsi.

Nékdy se v matematice vyskytuji té2 tzv. kombinace
8 opakovdnim; 8 timto pojmem se seznimime v daldich
Fadcich. I tato otazka vSak vizce souvisf s jednim problé-
mem z teorie &sel. Abychom této souvislosti 1épe poro-
zuméli, vyfeS§ime nejprve dva piiklady, které na prvni
pohled nijak nesouviseji s kombinacemi. Pfi FeSeni dru-
hého z nich vSak hned poznime, 7e se s vyhodou da po-
uzft kombina&nich &sel.

Pfiklad 22. Je ddna rovnice
r+vy-+ 2z =3.

Uvedte vSechny uspofadané trojice celych nezapor-
nych &sel (2, y, 2), jez vyhovujf nasf rovnici.*)

Resent. Uloha je celkem jednoducha, jen si musime dat
pozor, abychom nezapomnéli na Zaddny ptipad, ktery vy-
hovuje dané rovnici. Budeme proto postupovat syste-
maticky.

Nejvétsf z hledanych &fsel nemiZe byt v&téf nez 3; tak
nachazime piipady (3, 0, 0), (0, 3, 0), (0, 0, 3). Nynf vez-
meme v ivahu ty trojice, ve kterych nejvéti &slo je
2 — jedna z nich je (2, 1, 0) —, a koneéné ty, v nichZ
nejvétsf dislo je 1 — takova je jen jedina, totiz (1, 1, 1).
Vysledek miiZeme zapsat do tohoto pfehledu:

(3,0, 0); (0, 3, 0); (0, 0, 3); (2, 1, 0); (2, 0, 1);
(l’ 2! 0); (1’ Ol 2); (0’ 2) 1); (0’ l’ 2); (]‘l l) 1)'

*) Setkdvdme se tu tedy s dalSim pFipadem diofantovské
rovnice.
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Odpovéd. Nasli jsme celkem 10 trojic, jeZ vyhovujf da-
nym podminkim.

V dalsim piiklads se budeme zabyvat jesté obecnéj-
8im pfipadem diofantovské rovnice a budeme hledat
podet Fefeni. RozFeSenim pFfkladu 23 bude nalezena
i odpovéd na piiklad 22, takZe se muZe pokrodilej§fmu
dtenati zdat piklad 22 zbyteény. ZaFadili jsem jej sem
viak pfesto — nejen jako piipravu k daléi Gvaze, ale
aby si étenat skutedné prosel véechny trojice vyhovujfcf
dané rovnici.

Pfiklad 23. Je dana rovnice
$1+$’—|—$3+ e +x,-='":,
kde 7, n jsou dané ptirozena &sla. Uréete, kolik existuje

uspofadanych r-tic &isel z, x,, 2, . . ., #,, jeZ spliuji da-
nou rovnici a jsou celd nezdporni.

Resend. Zavedeme pomocné neznimé y;, ¥s, Y, - - -» Ys
tim, Ze poloZime
n=1+4+mz,
Ya=2+4m 42, .
Yp =34 = +_x2 + z,,
Yo=4+2,+2,+ 2, + 2

Yo=r+z+xt+z,+ ... + .

ProtoZe plivodni neznamé #; jsou &isla nezaporna, platf
o novych neznimych y; zfejmé vztah

1S <a<h<...<y, =n+r.

Trivialni pfipad » = 1 miZeme nechat stranou a bu-
deme ptedpoklidat, Ze r > 1. PovSimnéme si, Ze se &islo
y, rovnd &fslu n + r, tak%e mame odhad

Yrar _S_n+r—1.
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Pracujeme tedy s r — 1 pfirozenymi éisly , (1 <¢ <
=< r — 1), o nichZ platf

1=y, =n+r—1.

Ke kaZdé r-tici celych nezépornych &fsel z,, z,, x, . . .,
z, umime tedy ptifadit jedinou (» — 1)-tici p¥irozenych
tisel yy, Y5 Y3, - - -y Yroy, & ObTacend lze ke kaZdé takové
(r — 1)-tici, jeZ spliiuje podminku

lsyy<p<y<...<ypa=n+r—1,

najit ptisludna é&isla x;. Otdzka se tedy pfevadi na tento
ikol: Mame urdit, kolika zpisoby se d4 vybrat r — 1
raznych pfirozenych éisel z celkového poétu n 4 r — 1
danych pfirozenych &sel. Vidime, Ze jde o (»r — 1)-prvko-
vé kombinace z n 4- r — 1 prvki, takie hledany podet
vyjadfuje kombinaéni &fslo

n+r—1
[ r—1 ] '
coZ plati i pro trividlnf pf{pad r = 1, ktery jsme nechali
stranou,

Odpovéd. Dané rovnice mé [n ;I-_T'l— 1] Feseni. *)
Pristupme nynf k definici kombinacf s opakovanim,
jak jsme si to pied ohvili slibili.

n-prokové kombinace 8 opakovdnim sestavené z danych
r prvki jsou neuspotfddané n-tice z r prvku. Neusporida-
nou n-tici jsme definovali v pfedmluvé k této knfZce, ale
vystatime zde i s intuitivni pPedstavou, Ze kombinace

*) Pror = 3, n = 3 se toto kombina&ni gislo rovn4d &islu 10,
coZ souhlasf 8 vysledkem predchézejictho ptikladu.
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s opakovanim jsou skupiny (bez zfetele k uspofidénf),
které maji n élenii a tvoii se z danych r prvka néjaké
mnoziny. Kazdy prvek té mnoziny se tedy miZe opako-
vat i nékolikrat jako &len skupiny, a to aZ n-krat. PFi-
poustime zde téZ star§{ termin — kombinace s opakovd-
nim n-té tridy z danych r proka.

O podtu kombinaci s opakovinim se dozvime v dal§fm
prikladeé.

Pfiklad 24. Jsou dana ptirozena &isla 7, r. Urdete
potet vsech n-prvkovych kombinacf s opakovénim,
které se dajf sestavit z r riznych prvki.

Redeni. Dané prvky oznatime po Fadd

Gy, Gy, By oo ., Q.
KazZdou n-prvkovou kombinaci s opakovdnim miZeme
tplné popsat tim, Ze uvedeme, kolikrit se v ni vysky-
tuje prvek g; (pro¢ = 1, 2, ..., r). Oznadime-li x; ndsob-
nost prvku a; v uvazované kombinaci, dostdvame r-tici
(xl' zan zss ¢y xr)i
kters je sloZena z celych nezipornych &fsel; pfitom platf
x1+Z’+Z,+ oo +x,=n.

Tim jsme otdzku pFevedli na feSeni diofantovské rov-
nice, kterou jsme se zabyvali v pFedchdzejicim p¥ikladé.
Podet vSech n-prvkovych kombinaci s opakovénim,
které muZeme sestavit z r riznych prvki, je tedy

s

r—1

Jiné fedeni. Opét se budeme zabyvat jen netrividlnim
piipadem r > 1 a ukdZeme, Ze se k dosaZen{ vysledku
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nemus{ uZfvat diofantovské rovnice. Pfedstavme si, Ze
kaZdou kombinaci s opakovdnim zaznamenavime v jed-
nom Fadku takto:

Nejprve udélame tolik tedek, kolik je nasobnost
prvku a,, a oddélime zéznam &irkou. Pak nechf nasle-
dujf tetky odpovidajici vyskytu prvku a, a za nimi se
opét objevi darka atd. Kombinace s opakovanim je pak
v fadku zaznamenina posloupnost{ znamének (n tedéek
a r — 1 &irek). Posloupnost mé tedy n + r — 1 é&leni.
Ptdme-li se, kolik je kombinaci s opakovénim, mame
rozhodnout, kolika zplsoby je moZno umistit r —1
tarek, kazdou na jedno misto (n 4 r — 1) - &lenné po-
sloupnosti. Podet zplisobli udiva kombinaénf &fslo,
které jsme nadli v zévéru predchazejictho feSeni.

Ulohy

22. Kolika zptisoby mifeme na &étvercové sachovnici
8 64 poli vybrat t¥i pole tak, aby neleZela v témze
sloupci ?

23. Je dén konvexnf n-thelnik (n = 4), jehoZ Zidné
tfi dhlopiitky nemajf spoledny vnitini bod. Sestrojme
viechny dhlopH&ky tohoto n-tihelnfka. Kolik priseéikii
ihlopfidek tim vznikne ?

' 24, Je dén konvexmi n-ihelnik 4,4,4; ... 4,, kde
n = 8. Uréete polet viSech konvexnich é&tyfihelnikil
AA;A4;4,, jejichZ viechny strany jsou thlopiiéky daného
n-ihelnika.

26. Je ddn pravidelny dvanéctistén (dodekaedr). KaZ-
dé t¥i jeho rizné vrcholy urduji jednu rovinu. Kolik
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rovin je celkem urdeno, uvazujeme-li vSech 20 vrchold ?
Kolik z téchto rovin prochézi vnitikem dodekaedru ?

26. V prostoru jsou dany dvé mimobéiky a, b. Na
piimce @ je ddno m ruznych bodu 4,, 4,, ..., 4, & na
pFimce b je dano n riznych bodd B,, B,, .. ., B,. Urdete
podet viech &tyfsténu, jejichZ vSechny vrcholy leZf na
pi{mkach a, b, a to v bodech 4;, B;.

27. Sestavte viechny kombinace s opakovanim 4. tiidy
z prvka 4, B, C.
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