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1. kapitola

FAKTORIAL
PRIROZENEHO CISLA

Aby nevzniklo nedorozuméni, pfipominime hned na
zadatku této kniZky, Ze piirozenym éislem zde rozumime
¢islo celé kladné. Prirozena é&fsla jsou tedy

1,2,3,4,5,6,7, ...
Na stfedni 8kole se definuje faktoridl pfirozeného
¢isla, coZ je pojem uZiteény v mnoha kombinatorickych
tvahdch i v jinych &istech matematiky. Jeho potfebnost

si uvédomime pfi éetbd daldich stranek. Je-li dano pfi-
rozené &fislo n vétsi nez 1, pak soudin

1.2.3.4 ... (n—1).n

zapisujeme struéné n! a d¢teme n faktoridl. Definici
symbolu n! rozdifujeme i na pfipady » =0 a n =1
a klademe

ol=1, 1l=1.

Pro malé hodnoty » je mozno faktorialy celkem snad-
no vypoditat. Vysledek ukazuje tato tabulka:

n|0|1|2]3] 4| 5| 6] 1] 8| 9| 10
n!|1]1]2]6]24|120|720| 5040 | 40 320 362 880 | 3 628 800

Podrobnéjsi prehled faktoriali se najde ve vétsind
matematickych tabulek. Tak napf. Pélimisiné tabulky
logaritmické, které pred lety sestavii M. Valouch
a M. A. Valouch pro potfeby nékdejsich st¥ednfoh
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8kol, uvadéji faktoridly vSech pfirozenych &fsel od 1 do
30 a také jejich rozklady v soudin prvoéisel. Kromé
toho jsou v této knize rovnéz dekadické logaritmy fakto-
rialt aZ do log 200! s mantisou zaokrouhlenou na deset
desetinnych mist.

Pro tddely védecké viak mnohdy ani takova tabulka
nestaéi. V r. 1944 vydal H. S. Uhler knfZku s nazvem
Exact values of the first 200 factorials, kde shrnul hodnoty
n! pro pfirozens &sla n < 200. TentyZ autor vypodetl
pak jestd pozdéji n! pro éisla n z intervalu od 201 do 300,
a roku 1956 uvefejnil v ¢asopise Scripta Mathematica
dokonce hodnotu 1000!, coZ je é&islo majicf v desitkové
soustavé 2568 cifer. To oviem uZ miZeme oznadit za
poétafskou kuriozitu a neméa praktickou cenu, aby se
nékdo snaZil tento vykon pfekonat. Neni totiZ tak dile-
Zité, abychom znali pfesné hodnoty velkych faktoriald,
daleko uZiteénéjsi je poznat zakladnf vlastnosti tohoto
matematického pojmu a umét s nim pracovat.

Abychom se s faktoriily bliZe seznamili, zadneme né-
kolika piiklady.
Priklad 1. Rozhodnéte, které ze dvou d&fsel
A = 500! 4 503!, B = 501! 4 502!
jo vétsi.
Redend. Zde se vyskytujf piilis velka &isla, a nemtZeme

se tedy o vysledku piesvédéit pfimym vypoétem. Po-
miiZeme si proto jinak. Prvni z ¢isel vyjadfime ve tvaru

500! + 503! = 500! (1 4+ 501.502.503)
a druhé ve tvaru

5011 + 502! = 500! (501 -+ 501.502).
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Stadéf nynf porovnat &slo

x =1+ 501.502.503
s éislem
¥ = 501 + 501.502.

Ani zde v8ak nemusime jesté numericky poéitat, ale
pomuzZeme si opét jednoduchym obratem. Ve vyrazu pro
y vytkneme 501, takZe mame

y = 501(1 + 502) = 501.503.
Dile je zFejmé, Ze
x > 501.502.503,
takZe mame z > y.

Odpov¥d. Cislo A je v&tsi ne? &fslo B.
Podivime se nyni na jiny pfiklad.

Pfiklad 2. Nechf n je ptirozené ¢&islo. Ovéite si, Ze plati
(n —1)! (2n4-1)! 6n 46
m+1)! T 2+ 2m(n+1) (2n+3)
Redeni. Prvni zlomek na levé strand muZeme zkratit

tislem (n — 1)!, druhy é&islem (2n + 1)I. Leva strana
uvazovaného vzorce ma pak tvar

1 1
Mt D) 2w E D) @nt3)

Uvedeme zlomky je$té na spoledného jmenovatele,
jimz je éislo

2n(n + 1) (2n 4 3).
Po vipravé dostdviame vysledek
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5n + 6
2n(n + 1) (2n 4 3) °’

ktery se rovna pravé strané dokazovaného vzorce.
Provedte si pomocné vypoéty sami podrobné.

Dalsi dva piiklady, v nich% se pracuje s faktoridlem,
patif tak trochu do diselné teorie. O tom, ktery hned
nasleduje, bude jesté zminka v dalsich ivahach.

P¥iklad 3. Urdete, kolika nulami kondf (p¥i zapise
v desitkové soustavé) &islo 300!,

ERedent. Cislo 300! je soudinem viech pFirozenych &sel
od 1 do 300. V&imnéme si zde té€ch &initell, které jsou
délitelné péti. Jsou to éfsla 5, 10, 15, 20, ..., 295, 300.
Téchto ¢&isel je ziejmé 60. Musime si viak uvédomit, Ze
mezi témito uvaZovanymi é&isly byla zahrnuta také &isla
25, 50, 75 . .., 275, 300, z nichZ kazdé je délitelné &islem
52. Tato skupina ¢fsel obsahuje zfejmé 12 prvki. Koneé-
nd je nutno uvazit, ze jsou zde &isla 125 a 250, jeZ jsou
délitelnd &fslem 53

Celkem jsme tedy zjistili, Ze &islo 300! je délitelné
mocninou 5%7%12*2 tj. 5%, Z na§i Gvahy té% vyplyva,
Ze 300! nenf délitelné mocninou 5. Polovina z &isel
1,2, 3, ..., 300 je sudych, takZze 300! je jisté délitelné
mocninou 215, Z toho vyplyva, ze 300! je délitelné moc-
ninou 1074, av8ak nen{ délitelné mocninou 1075,

Odpovéd. Cislo 300! kon¥ 74 nulami.
Priklad 4. UkaiZte, Ze &fslo 18! -- 1 je délitelné é&fslem
23.

BRedent. Méme-li po ruce vhodné tabulky, miZeme
v nich vyhledat, Ze platf
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18! = 6 402 373 705 728 000.
Pak budeme délit
6 402 373 705 728 001 : 23.

Ctena¥ vidf, Ze tato cesta pro diikaz nadeho tvrzenf je
dosti pracna, i kdyZ jsme vétSinu namahy ,,pfenechali*
tabulkdm. Nemame-li po ruce piisludné tabulky, musi-
me hledat jiny zplisob Fesenif. UkdZeme si, jak lze
postupovat v tomto piipadé.

Ztejm8 je 4! =24 =23 + 1
a dale*)
6! = (41).30 = (23 +1).(23 + 7) = 232 + 8.23 + 7 =
= 23¢ + 7.
Podobné potitime déle

(61).56 = (23¢ + 7).(23.2 + 10 )= +1,
+ 21)

10! = (8!).90 = (23 + 1).(23.3 = 23¢ + 21,

12! = (10!).132 = (23¢ + 21).(23.5 + 17) = 23d +12,

14! = (121).182 = (23d + 12).(23.7 + 21) = 23¢ + 22,

16! = (141).240 = (23¢ + 22).(23.10 -+ 10) = 23f + 13,
18! = (161).306 = (23f + 13).(23.13 + 7) = 23¢ -+ 22.

Zavérem tedy nachazime
18! + 1 = 23¢g + 23 = 23(g + 1),
¢imz je prokazano, Ze ¢&islo 18! 4 1 je délitelné &islem 23,

Otézka, s niZ jsme se setkali v pfedchazejicim piikladé,
souvisf s tzv. Wilsonovou vétou**), kterd zni takto:

*) Pismena a, b, ¢, ..., ¢ v dalsi ivaze znamnenaji vhodnéd
pfirozend &fsla.
**) Ndzev véty pripomind Johna Wilsona (1741—1793).
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Cislo (p —1)! + 1 je dé&litelné &slem p prdvd tehdy,
je-li p prvocislo.

Toto tvrzenf zde nebudeme dokazovat, nebof bychom
se tim dostali pifli§ daleko do oblasti &iselné teorie
a odbodili tak od cile, ktery si klade tato kniZka. V8im-
néme si jen, co plyne z Wilsonovy véty pro éislo 18! + 1,
Cislo 19 je prvodislo, a je tedy 18! 4 1 délitelné &islem
19. Ptipojime-li to k vysledku minulého pitikladu, dosta-
vame: Cislo 18! 4+ 1 je délitelné soudinem 19.23 &ili
dislem 437,

Ptipomefime si nyni jeden daleZity kombinatoricky
pojem, ktery se bude v dalsfch tivahach dasté&ji vyskyto-
vat. Je to pojem pofadi. Necht n je pfirozené é&fslo
a necht je dana kone¢ni mnoZina N sloZend z n prvki.
Poradi*) téchto n prvku je uspofadand n-tice obsahujfef
kazdy prvek mnoziny N priavé jednou. Podet vsech
pofadi » prvkia budeme oznadovat P(n). Di se dokédzat,
Ze pro P(n) plati tento vzoreo:

P(n) = nl.
Vytesfme si dva ilustraéni piklady.

Piiklad 5. Je déna mnoZina
{1,2,3,...,m— 1, m}.

Kolik muZeme z t8chto m prvku sestavit poradi tako-
vych, Ze lichd &fsla jsou na mistech lichych a sudé na
mistech sudych? (Lichym mistem v potadi (a,, a,, ...,

*) Jak jsme Fekli ut v pfedmluvs, ve Skolskych uéebnicich se
pro pofadi uzivd té% ndzev permutace. ProtoZe toto slovo slouzi
v algebfe v trochu odlidiném smyelu, nemluvime na téchto
strdnkdch o permutacfch, ale o pofadich.
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<<+, Oy) rozumime to, jeZ pislusf prvku a; s lichym
indexem g, Obdobné definujeme misto sudé.)

B ReSeni. Polet vSech uvaiovanych pofadi oznadme
P(m) a rozlisujme dva piipady. Nejprve necht m je sudé
a pak necht m je liché.
a) Je-li m = 2k, mame v dané mnoZiné k lichych &fsel
1,3,6,17 ...,2k—1
a také k sudych défsel
2,4,6,8, ...,2k.

Nejdfive umistéme lichd &sla na lichd mista; to je
moZné k! zpisoby. Na sudych mistech maji byt ¢isla suda
a ta muiZeme umistit také k! zpasoby. Pro celkovy podet
pofadi tedy mame

Pim) = Kbkl = (k).

b) Je-lim = 2k — 1, pak v uvafované mnoziné existu-
je k lichych &fsel

1,383,567 ...,2k—1;

ta miZeme na lichd mista zafadit k| zpisoby. Sudych
disel
2,4,6,8,...,2k—2

je pouze k — 1, tak¥e k jejich zafazenif mame (k — 1)!
moznosti. Vychazf tedy

P(m) = kl.(k— 1),
Odpovéd. Je-li m sudé, potom platf

P(m)= [[%] l]’;
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je-li m liché, je
Pim) = [m ;‘ 1] . [’"2_ l] !

Ctenaf si mazZe uvddomit, Ze ze vzorce P(m) = m! a ze
dvou vzorcl pravé odvozenych plynou tyto nerovnosti:

2
m! > ([%]'] pro m sudé;

m! g[m+ 1]!.[’”;1]! pro m liché,

2

Rozmyslete si sami, proé¢ v prvof z téchto nerovnosti
je znaménko >, kdeito ve druhé =,

Nyni jeden ptiklad s geometrickym namétem,

Piiklad 6. V roviné je dan konvexni n-thelnik
A, 4,45 ... A, (kde n = 4) se viemi svymi Ghlopiitka-
mi. Kolika zpisoby mtzZeme projit véechny jeho vrcholy
tak, Ze vyjdeme z vrcholu 4,, postupujeme po stranach
nebo thlopii¢kach, kazdy z vrcholi

A2v As» Ab ey An—l
projdeme pravé jednou a skonéime ve vrcholu 4,,?
Redent. Tvotime vlastnd pofadi z n prvka (vrcholi
mnohotihelnika), ptidem#z A, se vidycky vyskytuje na
prvnim misté a A4, na misté poslednim. Dva prvky jsou

tedy pevné, kdeZto zbyvajici n — 2 prvky nikoliv. Hle-
dany podet je tedy

Pn—2) =(n—2)!.

Vyili jsme z koneéné mnoZiny N, ktera méla n prvki,
a definovali jsme pofadf téchto n prvku jako uspofida-
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nou n-tici obsahujict kazdy prvek mnoziny N privé
jednou. Casto se vyskytuje jiny piiklad: Zkouméme
uspofddané n-tice, v nichz se jeden prvek opakuje
r-krit (2 < r < n) a kazdy dals3f pravé jednou. Mnozina,
ze které tyto m-tice vybirime, mi tedy n—r 4 1
prvka. Jak vime ze 8koly, pro polet téchto porfadi
8 opakovdnim*) plati vzorec
n!
P(n;r) = e

Dejme tomu, Ze zkoumame uspofidané n-tice, v nichZ
se jeden z prvka opakuje r-krit, druhy s-krat (r = 2,
8§ =2, r+ s =<n) a kaidy dalsi prvek pravé jednou.
Mno#ina, z niz n-tice vybframe, ma tedy n —r — s -+ 2
prvki. Potom podet téchto pofadi s opakovanim je

n!
P(n;r,s) =1:'—.;|‘.

Potadi s opakovanim si pfipomerime na jednom pfi-
kladé.

Priklad 7. Uréete podet viech ¢tyfcifernych &isel déli-
telnych deviti, kterd miZeme napsat uZitim &fslic
0,1,25,7.
Pfitom se mohou é&fslice v ¢&isle i opakovat.
Redeni. Vzpomeneme si nejprve na znak délitelnosti

dslem 9. Cislo (v desftkové soustavd) je délitelné deviti
pravé tehdy, je-li jeho ciferny soudet délitelny deviti.

*) Je-li to nutné, muzeme p¥i pofadi, v nich# se katdy prvek
vyskytuje pr4ve jednou, vyslovnd zdiraznit, e jde o pofadi
bezopakovénj,
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V naSem pfipadé ptichazejf v iivahu pouze ciferné soudty
9 nebo 18, nebot ciferny soudet 27 nelze pomoef danych
¢islic vytvofit (a samozfejmé nemizeme vytvofit ani
soutty 36, 45, ...).

Kolika zpisoby lze v nasem p¥padé vytvofit soudet
9 ? Nejprve nebudeme hledét na pofadi a v zapisech uspo-
faddme jednotlivé sditance podle velikosti ,,sestupné*‘.
Platf

9=74+2+040, 9
9=5+24+240, 9
Podobné pro soudet 18 najdeme

18=74+74+24+2, 18=7+545+1.
Vratme se tedy k zdpisu 9 =7 + 2 + 0 4 0. Kolik
ttytoifernych ¢isel lze napsat, mame-li uZit &islic 7, 2,
0, 0? Zde tvofime pofadi s opakovanim, v nichZ se jeden
prvek opakuje dvakrat. Polet téchto pofadi urduje &islo
4!
2—! =
Z tohoto podtu musime oviem vyloudit &tyfeiferné za-
Pisy, jeZ maji na prvnim misté zleva nulu. Kolik je té&chto
piipada? Ze zbyvajicich t¥i prvkia 0, 2 a 7 tvofime troj-
ciferné zapisy a téch je 3! = 6. Zapisu
9=7+2+04+0
odpovida tedy 12 — 6 = 6 piipadu.
Podobné zjistime, Ze zapisu

9=7+1+140

12,

odpovida podet
4! 3!

si—g=12—3=09.
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Stejny vysledek dostaneme zFejmé i pro zapis
=542+ 24 0.
Kolik &tyicifernych &isel se odvodi ze zapisu
9=54+24+1412
Je jich zfejmé
4!

21

=12,

Zatim jsme tedy zjistili, Ze se pro ciferny soudet 9 di
najit celkem 36 piipadi.
Nynf uvazujme o ciferném souétu 18, Vyjadieni
I8 =7T+4+7+2+2

odpovidaji zipisy, v nichZ se sedmidka opakuje dvakrat

a dvojka také dvakrat. Polet takovych &tykcifernych
tisel se tedy rovna ¢&islu

‘41 ,

P

Kone&né vztahu
18=7+5+5+1
odpovida
41
2!
piipadi. Pro ciferny soudet 18 jsme tedy celkem nasli 18
piipadi.

Odpovéd. Z danych ¢&islic se da sestavit celkem 54
ttyfeifernych &fsel délitelnych deviti.

=12

Pfipomenme si dalsi kombinatoricky pojem. Dejme
tomu, %e jsou dina pFirozend &fsla k, n, pro néZ plati
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k =< n. Nechf je dina koneéna mnoZina N sloZend z n
prvki; k-prokovd variace z n prvki mnoziny N je uspo-
fadana k-tice obsahujici kaZdy prvck mnoziny N nej-
vySe jednou. Poéet vsech k-prvkovych variaci z n prvki
oznadime Vi (n). Da se dokazat, Ze pro & > 1 plati
Viln) =n(n—1)(n—2) ... (n —k + 1)
aprok =1je
Vi(n) = n.

Pouzijeme-li faktorialt, miZzeme &slo V,(n) vyjadiit
takto:
. n!
Vi(n) = n—H
Podle stari{ terminologie se k-prvkovym variacim
z n prvki iika variace k-té t¥idy z n proka. Toto slovni
vyjadfeni budeme v této knizce téZ obdas pouzivat.
Srovname-li definici variaci s definief pofadi, kterou
jsme zde uvedli o nékolik stranek difve, vidime, Ze po-
Fadi (bez opakovani) jsou zvldstnfm pfipadem variaci.
Dostaneme je pro k = n.

Naésleduje jeden piiklad o variacich.

Priklad 8. Tiida, v niZ je 26 mist (obr. 1), ma 24 Zaku.
Kolika zptisoby je mozno sestavit zasedaci pofadek ?

Relent. Predstavme si nejdiive, %e jsme jednotlivd
mista ve tfidé oéislovali tak, jak ukazuje obr. 1. Tato
mista necht tvofi mnoZinu N. Dale si pfedstavme, Ze
i Zaci jsou po Fadé odfslovani, takZe dostanou napf. ozna-
dend

2 23,23, .. -5 %2,

Vytvolit néjaky zasedacf pofadek znamena pfifadit
ka¥dému Zdku z; néjeky prvek mnoziny N ¢&ili sestrojit
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1 2 13 14
3 4 15 16
5 17 18
7 19 20
9] 10 21 22
11| 12 23 | 24
25 | 26
A B
Obr. 1

24-prvkovou variaci z 26 prvki. Polet viech téchto

variacf je

26!

Vi(26) = 26.25.24 ... 5.4.3 = .
Nynf k numerickému vypoétu. Podle tabulek je

26! = 403 291 461 126 605 635 584 000 000,

takZe pro hledany podet mame vysledek
201 645 730 563 302 817 792 000 000.

Ptiklad 8 muZeme oviem Fesit i tak, Ze pouZijeme
pofadi s opakovanim. Rozmyslete si postup sami.

Tuto kapitolu ukonéi p¥iklad trochu jiného druhu.
Budeme se zabyvat rovnici, v niZ za neznamé z, y, z, ¢
pfipoustime jen pfirozena &isla. Jak snad vite, v ¢iselné
teorii se takova iloha nazyva diofantovska rovnice*).
V té, kterou budeme rozebirat, se vyskytnou faktorialy.

*) Oznadeni diofantovské rovnice nam ptipomind Diofanta
%z Alexandrie, ktery Zil okolo r. 275 n. 1. N8kdy se nezndmé
v diofantovské rovnici omezuji téz na &isla celd, jindy na celd
nezéporné apod.
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Piklad 9 je trochu myslenkové naroénéjsi, a proto
doporudujeme, abyste si FeSenf dob¥e promysleli.

Piiklad 9. Je dana rovnice
al.yl.z! =t (1)
UkaZte, Ze existuje nekoneéné mnoho &tvetic pfirozenych

tsel z, y, z, t vétdich nez 1 takovych, Ze vyhovujf rov-
nici (1).

Refeni. Zvolme libovolné ptirozené &islo n > 2%)
a poloZzme x =n, y =n!—1, z = (n!)! — 1. Soudin
z!.y! lze pak psat jako
n!.1.2.3 ... (0! —2) (n! — 1) = (m))!.
Podobné pro z! y! z! mame

[(n)!1].1.2.3 ... [(a)! — 2].[(n)! — 1] = [(nD)!]!.
Pro takto zvolenou trojici piirozenych ¢isel z, y, z vycha-
zf tedy ¢ = (n!)!. ProtoZe takovou konstrukei lze provést
pro libovolné pfirozené ¢islo n > 2, je vidét, Ze rovnici
(1) skuteéné vyhovuje nekoneéné mnoho &tvetic ptiroze-
nych &fsel vétsich nez 1.

Zamysleme se jesté nad predchazejicim prikladem.
V FeSeni jsme si ukazali, Ze existuje nekone¢né mnoho
pozadovanych &tvefic, ale nezabyvali jsme se otdzkou,
zda jsme postupem uvedenym v pfedchazejicich Fadcich
vyderpali vBechna feSenf rovnice (1). Je zFejmé, Ze jsme
mohli zadit tfeba tak, Ze poloZime napt.

y=mn, z=nl—1, z=@)—1,
coz znamend vlastné zaménu pismen z, y, z v ptedchaze-

*) Z dal&i ivahy pochopime, prod se zde omezujeme na piipad
n > 2, Je to proto, aby v tiivaze vystupovala jen pfirozend &isla
vOtsi nez 1.
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jief konstrukci. To je jedna moZnost, ale snad existuji
1 feseni jiného typu (podivejte se na tilohu 1, kters nésle-
duje za touto kapitolou). Kdybychom hledali viechny
¢tvefice pFirozenych é&isel z, y, 2, ¢, jeZ vyhovuji rovnici
(1), byl by to urgité sloZitéjdi a obtiZndjsf kol ne3 to,
¢im se zabyval nas piiklad.

Ulohy

1. Ovéfte si, Ze platf tyto rovnosti:
a) 71.31.31.2! = 9!;
b) 7!.6! = 10!;
c) 71.51.3! = 10!;
d) 14!.5!.2! = 16!,

2. Rozhodnéte, které ze dvou é&isel 5001.503! a 501!.
.502! je veétai.

3. Dokaite, Ze pro kaZdé ptirozené &fslo n plati
a)nl.(n 4 3)! > (n 4+ !.(n 4+ 2)!;
byal 4 (n + 3)! > (= + D!+ (»n + 2)!.

4. DokaZte spravnost téchto vzorci:*)
(L)1 + (@24 303+ .. o+ (nD).m =

=(n + l)l —
n—1 1_

b)ﬁ + + s n! =1-n!'

b. Mam sedm knih deskych a p&t slovenskych. Kolika
zplsoby je mohu postavit do ¥ady na policku tak, Ze

*) Zde n znadi pfirozené &islo.
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nejprve jsou zafazeny viechny knihy &eské a pak vdech-
ny slovenské?

6. Vrcholy konvexniho n-thelnfika z pfikladu 6 mame
projit tak, Ze zaéneme v A,, postupujeme po stranach
nebo uhlopi"iékach kazdy z vrcholt 4, Ay, A4,, ..., 4,
projdeme pravé jednou a skondfme v 4,. Kolika zpusoby

je to moZné?

7. Je dana krychle ABCDA'B'C’D’ (viz obr. 2). Roz-
hodnéte, zda muzeme projit jeji vrcholy tak, Ze vyjdeme
z A, jdeme po hranach krychle, kaZdy z vrcholu B, D,
A’, B', C', D' projdeme pravé jednou a skondime ve
vrcholu C.*)

o c’

Obr. 2

8. Je dana rovnice
zl.yl.zltt = ul.
*) V této uloze hleddme tedy poradi osmi prvka 4, B, C, D,
A', B', C', D’ takova, %e A4 stoji na misté prvnim, 0 na misté
osmém a ka%dé dva po sobd jdouci prvky znamenajf presné to,
%e v obr. 2 existuje mezi pfislusnymi vrcholy hrana.
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UkaZte, %e existuje nekoneéné mnoho pétic pFirozenych
tsel z, y, 2, ¢, « vétsich neZ 1 takovych, Ze vyhovuji dané
rovnici.
9. Je dina rovnice
z! + y! =2l
Urdete vdechny trojice pfirozenych é&isel z, ¥, 2, jeZ vyho-

vuji dané rovnici.

10. Urdete nejmensf ptirozené &islo z, které ma tuto
vlastnost: Neni mozZno najit Zadné pfirozené &fslo n tak,
%e n! mé v desitkové soustavé praveé z éislic.
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