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Kapitola VI.

SYMETRICKE PRUMERY

¥ wsw

Tato kapitola je ponékud obtiZnéjsi neZ kapitoly pted-
chézejici a bude vyZadovat shovivavou a trpélivou spo-
lupraci. Doporudujeme proto &tenafi, aby si jednotlivé
vztahy, s nimiZz se v daldim setka, podle moZnosti
konkretizoval, aby si je rozepsal pro razné konkrétn{
hodnoty parametrd =, k atp. Véfime, Ze to ptispdje
k snazsimu pochopen{ latky, o jejiZ uZitednosti — a to
nejen pro feSenf dloh matematické olympiady — nepo-
chybujeme.

Budeme se nyni zabyvat elementidrnimi symetrickymi

funkcemi » proménnych x,, z,, ..., ,. Zavedeme nej-
prve oznadeni, které zkratf zdpis: uspofadanou n-tici &-
sel z,, %, ..., %, oznadime tudnym pismenem x:

X = (xhxm .. .,3:,.);
x = 0 bude znamenat, %e z; = 0proi = 1,2, ..., n;
x > 0 bude znamenat, e z; > Opros = 1,2, ..., n;

pro x > 0 oznadime

1_[1 1 1
x_ .

z, 3 @
8 Ppro X = (T4, Ty, ..., Za), Y = (%1, Y2 - - -, Yu) bude.
X4+y=(@+y2+ Y -, T+ Yn)-
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Budeme-li chtit zdidraznit proménné, z nichZ jsou
symetrické funkee vytvofeny, zapiSeme to takto:

e = ex(X).

Vztah (17) z kap. III muZeme pi# naSem oznadenf
zapsat takto:

(1) eny(@) = e,.(x).e;(%], 1=12 ...,n—1.

Oznaéime-li tuénym e uspofddanou n-ticie,, e,, . . ., e,, tj.
e =(e,és -..,¢€),

plati podle pfikladu II1.8 tato ekvivalence:

(2) e>0ex>0.

A koneéné zavedme pro plnost jesté funkei ey: polo-
Z{me identicky

(3) es() = 1

a formule (1) pak pla.ti proi=0,1,

naf, ktery znd pojem a.ntmetlckého a geometric-
kého prﬁméru Ay(x) a Gu(x) (viz napt. [1], str. 15), si
jisté vsiml, Ze

@ 4= g = oo

ProtoZe n je pravé podet séitanch v elementarni symet-
rické funkei e,, je % skutednd aritmeticky primér vdech

slltanct v e,. Zobecnéme tento poznatek: Jak jsme uké-
zali (8i spiSe konstatovali) na zaditku kap. III, je podet
stitancl v k-té elementdrnf symetrické funkei e; roven
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n

Sislu [k]

séitanch v e, a oznatéme

. Utvofme tedy aritmeticky prumér vsech

ek(x)
)
k
VL1. Definice. Funkci pi(x) nazveme k-tyjm elementdr-
nim symetrickym pramérem.

(6) Pr = Pr(X) = k=01,...,n.

Funkce pi(x) je zfejmé opét symetrickym polynomem.
Viimneme si nyni bliZe jejich vlastnosti. Pfedeviim lze
vztahy (4) zapsat takto:

(8) pu(X) = Au(Xx),  pa(X) = [Ga(x)]*;

je totiz 7; =na (:] =1, Z formule (1) a z vlastnost{

kombinadénich &fsel pak plyne pro «; 20 (1 =1, 2, ...,
..., ) rovnost

(M) Pasi(X) = Pa(X). P [71(—], i=0,1,...,n.

V1.2. Uloha. BudiZ x = (z,, z,, . . ., #,) 8 0znadme X =
= (2, Zg, - - -, Tn_y).- Déle budte
- - ~ !
,,=ek(x) & pk=—[n—_kl—-, k=0,1,.-.,7h-—-1
k

elementarni symetrické funkce a symetrické priméry,
odpovida]ici uspofadané (n — 1)-tici X. Ukazte, Ze pro
k=12, , n — 1 plati
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n—k .

(8) ex=¢ + %y, D= P + — x,.pk-

(jeex = ex(x) a pr = Pu(X)). Deﬁnu]eme li ]este =10
at, =0, platf vzorce (8)iprok = 0ak = n.
A% pi‘fkla.du III.9 jsme naznadili dikaz nerovnosti

9) Ck16kyy =€ pro k=12 ...,n—1.

UkéZeme, %e analogickd nerovnost plati i pro funkce p,:

VL.3. Piiklad. Budiz x > 0. Pak plat{
(10) Pr_ypPrsy =pF pro k=1,2,...,n—1.

Rovnost v (10) nastane pravé tehdy, je-liz, =z, = ...
vo = B
Toto tvrzenf dokd%eme matematickou indukei vzhle-
dem k poétu proménnych n. Nerovnost (10) plati piede-
véim pro n = 2: je to pak jedin4 nerovnost

(11) DoP2 = 15,
a protoZze podle (6) je p,(x) = G%(X) a p,(x) = A,(x)
a protoZe plati identicky py(x) = 1, nenf (11) nic jiného
ne% druhd mocnina znimé nerovnosti

0 < G,y(x) < 4,(x)

mezi geometrickym a aritmetickym primérem kladnych
disel z,, x,. V této nerovnosti nastava rovnost, praveé kdyz
%, = Z,, a tim je tvrzeni pro n = 2 dokazéno.

Ptedpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro n — 1. P¥i
oznadeni z dlohy VL2 je tedy

(12) PP =T pro j=1,...,n—2

s rovnosti pravé tehdy, jeliz, =z, = ... = ,_,. Pro-
toZe z (12) plyne
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p;ls pa

P P’
dostavame odtud volbou §j = 1, 2, ... sérii nerovnost{
B b Py P P
" P P Pn— Pn1’
aprol €7 <7 <n—1 tedy mdme
(13) DisD; = D1

UtZijeme-li nyni vzorci (8), zjistime, e prok =1, 2, ...
.., n — 1 platf

DePe — Vi = A + Bz, + Cx},

kde
—k2—1_ _ —k)? .
n—k—1Ek—1) . .

B = { nz)( ) Prrrlrs +
n—k+DVES) o~ 2 — k) k .
+( +n’)( + )pkp-l_(n—z)pkpk-lr

kB—1_ ke,
C = — 5 Db — 5 Fir-

PouZijeme-li zde nerovnosti (12) proj =ka j=k—1
a nerovnosti (13) pros =k —1, j = k + 1, dostdviame

2 .
4 = —'—Pﬁ: B §‘;"EPI:PI¢-1: C S_'—ﬁ—ls
takZe nakonec je

1 Lot o~ Lavd
(14) peaPr —Pf < — ol (P2 — 22aDeDp1 + TaPe—) =

93



1 -
=T (Pr — ToPp1)* = 0.

To v8ak u% je nerovnost (10). — Je-liz, =2, = ... =
= &n, j& pp =2} & v (10) zfejmé plati rovnost. Jsouli
alespon dvé z éisel Zy, Ty, -+ ., Ta_y TOZNA, plati podle
indukéntho pfedpokladu ostré nerovnosti v (12) a (13),
a je tedy ostrd i nerovnost (14). Je-liz, =z, = ...

= &n_;, j& Pr = %,Py,; NErovnost (14) pak mé. tva.r

k-
x%( 1)

nz

DesPro — Dp = — (2, — )2 =0

a je ostra pravé tehdy, je-li z, = z,.
VI.4. Uloha. DokaZte nerovnost (9).

Ndvod. VyuZijte definice funkef px pomocf e, nerov-
nosti (10) a vlastnosti binomickych &fsel.

VLS. Poznimky. (a) Z nerovnosti (10) nyn{ plyne
(18) PiaP; = PPy, 1 S1 =)=,

a to stejnym zplsobem, jakym plyne vzorec (13) z ne-
rovnosti (12). PoloZime-li v (15) ¢ = 1, dostdvdme vzhle-
dem k (6) odhad pro aritmeticky primér A4,:

16 A =-P®_ 19
o A= e
(b) Nerovnost (10) jsme dokézali za pfedpokladu, Ze
x > 0. Divod je v prvnim indukénim kroku: abychom
mohli nerovnost Gy(x) < 4,(x) povysit na druhou, mu-
sfme mit zarudeno, %e x, = 0 i #, = 0. Ctené¥ se oviem
snadno pfesvédéi pfimym vypodtem, Ze nerovnost (11)
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plati i bez pfedpokladu x > 0, a tak platf i nerovnost
(10) nezavisle na znaménkach é&fsel ,, z,, ..., 2,.

(c) Nerovnost (10) lze za pfedpokladu, Ze viechna x,
jsou nenulové, dokdzat jesté jednim zplisobem — vyuZi-
tim nésledujicfho tvrzenf, které uvedeme bez dilkazu:

Bud?’i m prirozené &islo, ¢y, ¢y, -- ., Cn redlnd Eisla,
a oznaéme
(17) F(8,8) = cos™ + ;8™ % + cpsm %2 + ... +
+ Cn_s8UP 2 - Cp1SIP 7L + Cpl™.
[Funkce ¢ ™F(s, t) je polynom m-tého stupné v proménné

%; kofeny tohoto polynomu nazveme kofeny i:— rovnice

F(s,t) = 0.] Pak plati: Jsou-li vechny kofeny % rovnice
F(s,t) = 0 rediné, jsou redlné ¢ viechny kofeny rovnic
Fy(s,t) =0, Fys, t) =0,
kde
Fy(s, 8) = meg™t + (m — 1) c,s™7% +
+ (m— 2) czsm-stz + oo + 20m_28t"‘_2 + cm_lt"'—l,
Fy(8,8) = 6™ 4 26,8m2% 4 ... +
+ (m— 2) ¢p_o8%™ 3 + (m — 1) €y 18672 + Mey ™1,

[Funkce F,(s, t), resp. Fy(s, t) vznikne z F(s, ¢) derivo-
vénim podle s, resp. podle £.]
Pouzijeme tohoto tvrzeni pro specilni vyraz

F(s,t) = (8 + zyt) (8 + 2at) ... (8 + zub);
zde je m. = n a pro koeficienty ¢, plati

c—e—n ;
i—i—iph
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kofeny % rovnice F(s,¢{) = 0 jsou redlnd &fsla —z,,

—y, ..., —%y. Podle vySe uvedeného tvrzeni jsou tedy
redlné i kofeny odpovida.jicich polynomi F,, F, (té&chto
kofent je nejvyse n — 1). Nyni postupujeme takto: za
vychozi polynom (17) povaiujeme F,, resp. F, (tj. kla-
deme mj. m = n — 1) a vytvofime k nému odpovida]ici

polynomy F,,, Fy,, resp. F,,, F,,, které maji opét ves-
més realné kofeny (jichZ je nejvyse n — 2). Pokradu-
jeme-li v tomto postupu, dojdeme nakonec k polyno-
mim tvaru

(18) Ci(Pr—18® + 2pi8t + Prsat®)
(k=1,2,...,n—1; C} je jistd nenulova konstanta).
Polynomy (18) maji jen redlné kotfeny —':—; to viak zna-

mena, Ze diskriminant kvadratické rovnice

0% (pea (3] + 25+ o) = 0
je nezdporny:
4P} — 4px_1Preny = 0,
a to je nerovnost (10).
VIL.6. Piiklad. UvaZujme opét x > 0. Pak z nerov-
nosti (10) plyne, Ze
(19) pzpfzp®z... 2090 20"

rovnosti zde platf privé tehdy, je-liz, =z, = ... = z,.
Podle nerovnosti (10) je totiz

(PoP2) (P1P3)? (PaPa)? - - - (PraPrnr)t =
< pipips - .. D
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protoZe na levé strand je vlastnd vyraz

DuDIPEDS - - - PR P,
méme po vykracen{

me < pEh Gl pi* = pllc{l(-’i.'-
(k=12,...,n—1)a odtud uz (19) plyne.

VL.7. Pozndmka. Podivame-li se na vzorce (6), vidime,
%e na zadatku nerovnostf (19) stoji aritmeticky primér
A, (x), na konci pak geometricky pramér ,(x). Z (19)
tedy jednak plyne ndm uZ znidmé nerovnost

Aa(x) 2 Gn(x),

jednak je vidét, kolik riznych vyrazi se da jesté mezi
oba pruméry vloZit.

VLS. Uloha. Necht x = 0 a necht alespoii dvé z &fsel
Zy, Ly, - - -, T, jSou riznd. MiZeme tedy predpokladat,
Ze

ST, S .. S Xy S,

a e alespoii jedna z t&chto nerovnostf je ostra. Zvolme
piirozené &slo & pevné (1 £k < n) a oznadme p =
= [p(x)JVx.

Utvoime nyni z n-tice x novou n-tici y = (y,, ¥, . . -

. » Yn) takto: Zvolime y, = p, &isla x,, x,, . . ., x,_, po-
nechame beze zmény, tj. poloZime y, = x,, y; = ,, ...
vee s Yny = Tn_y, & konednd zvolime y, takové, aby bylo
ply) = p(X) = P~

Dokaizte, Ze pak plati

(20) pily) = pi(x) proi = k.
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Ndvod. Oznadme e elementirni symetrické funkce
n — 2 proménnych z,, 2,, ..., Z,;, a budi

. -
" )

Podobné jako v tloze VI.2 klademe ¢} = 1, e*;, = 0.)
( ] 0
Ukaite, e prok =1, 2, .., n plati

n

(21) () 200 = et =
= Ty@ni-a + (@1 + Ta) €64 + €

(porovnejte se vzorci (8)!). VyuZijte toho, Ze pi(x) =
= pi(y) = p*, & odhadnéte znaménko vyrazu

(7) twn — w0

VL.9. Pozndmky. (a) Pomoci vysledkd dlohy VI.8 mi-
Zeme opét dokazat nerovnosti (19): Zachovejme ozna-
éeni z Glohy VI.8, vyjdéme z n-tice x, k ni sestrojime
n-tici y a k té opét sostrojime stejnym zpiisobem =-tici z
(tj. nejmensi z é&fsel ¥, ¥,, ..., Yy, nahradime &slem p
a misto nejvétitho z téchto éisel dame takové &islo z,, aby
p(Z) = pe(y) = 9%}, k mn-tici z sestrojime stejnym
zpisobem n-tici v atd. Po nejvyse n — 1 krocich dojde-
me k n-tici w = (p, p, ..., p); pFitom bude

(%) = pr(y) = Pu(Z) = pu(V) = ... = pu(W) = p*
a pro ¢ = k bude podle (20)

2X) = pily) S pilz) = plv) = ... S (W) = pi.
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Odtud plyne, Ze pro ¢ = k je

(PO < p == [pi(x)]"%.

Ctend¥, ktery zna publikaci [1], si mo#ni uvédomil, Ze
metoda diitkazu nerovnosti (19), kterou jsme praveé
pouZili, je analogii &tvrtého dtkazu nerovnosti mezi
aritmetickym a geometrickym primérem (viz [1], str.
26).

(b) Vzoroe (21) a (8) uvadséji do souvislosti elementarn{
symetrické funkce, resp. elementirni symetrické pri-
méry pro n» proménnych z,, x,, ..., z, s tymiZ funkcemi
pro , kratdi* vektory — pro (n — 1)-tice a (n — 2)-tice.
Tyto vzorce lze zobecnit: Budi

n=1i+7,
kde i, j jsou pfirozend &fsla; bez Gjmy na obecnosti lze
pfedpokladat, Ze ¢ = j. Oznadme pro x = (z,, Z, ..., Ts)
symboly X a X tuto uspofédanou i-tici a j-tici:
X = (T, Tpy ++ 5 %), K = (Tiyy, Tisgs - - -5 Tn),

a budi?
ek=ek(x), ,G=0, ,2,...,n,

T=a®, £k=012...,1,
ég=e,,()‘(), k=0, 1,2,...,7'.
Pak platf

o + Cugfy + - .. + G
prok=0,1,...,9,

I O AT A
(22)  a=\"" k=i 1,540, ..., i,

Eték-i"l"é'i-léb—l-!-_l + . + & &
{ prok=t+1,++2,...,%.
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Doporudujeme Stendfi, aby se pokusil vztahy (22) doka-
zat.

VIL.10. Uloha. Zvolme pevné p¥irozené &islo k, k& < n,
a oznadme pro X = (¥, &y, ..., ¥;) symbolem x% uspo-
Fadanou ¢-tici

x = (x,, %,, ..., ), 1< n.

Dokaite, %e plati: Je-li 0 <z, <z, < ... <=, je pro
izk

Pe(X®) < pp(x67V) < ... S pu(x®) = pu(x).

Ndvod. Pomoci druhého vzorce v (8y a pomoci nerov-
nosti (16) (pouzité oviem pro vektor x®*-1) dokaZte, Ze
za pfedpokladu =, = z; pro s =1, 2, ..., n— 1 platf
nerovnost

pk(x(n)) = pe(xiD),

Je ihned vidét, Ze pro libovolné n-tice x a y platf
identita

(23) el(X + y) = e;(X) + ey(y).

Tato identita je charakteristickd pravé pro prvnf ele-
mentdrni symetrickou funkei e, a pro zbyvajici funkce e;
obecnd neplati — je napf. (X + y) = eo(X) = eq(y) =
= 1. Za p¥edpokladu x >0, y > 0 vsak plati pro
viechny funkce e; nerovnost

(24) [ec(x + y)}'* = [e(X)]'* + [ex(y)]"™

(k=1,2,...,n). Doporudujeme &tendfi, aby se pokusil
o dikaz nerovnosti (24) pfimou cestou: my ji zde od-
vodime z nerovnosti obecnéjsi.
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VI.11. Poznimka. Pro x > 0, y > 0 plati nerovnost

alx +y) o _efx) ex(y)
(X 4+ y) T exy(x) ex1(y)

(k=1,2,...,n). Nebudeme ji dokazovat: jeji odvozen{
je trividlni pro k=1 a k=2, pro k > 2 ji pak lze
(pracnym zpisobem) odvodit z prvni formule v (8),
pouzité pro (n — 1)-tice vzniklé vidy vymechanim i-té
slozky v n-tici x (¢ =1, 2, ..., n). Z (25) ovSem plyne:

(25)

VL.12. Tvrzeni. Budif x >0, y > 0; pro pfirozend
é&isla r, k, n nechf plati

1Z8rk€n.
Pak je

(26) [

L [ek (x) 1/r [ek(Y) 1/r.

ek—r(x + Y) e —r(X) er_.(y)

Dikaz. MiZeme psat

€x & G Cr—r+a Ek—r+1

Cx—r €1 Cr—2 €e—r+1  Cr-r

Odhadneme-li ka¥dy souéinitel vpravo podle (25), dosta-
neme nerovnost

[ = <)
.[ek-l()() ek_l(y)]_ .(e,,_,ﬂ(x) ex—raa(y) ]1,,

€x—2(X) e:-2(Y) er(X) ex+(Y)
Vyraz vpravo je geometricky primér souttu dvou uspo-

tadanych r-tic E = (&;, &g, .-+ &)y = (s M2y <+ M),
kde
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g = €k —1+1(X) ;= ex—t+1(Y)
ep—i(x) '’ ei(y) ' _
ProtoZe pro geometricky primér plati
GH(€ + ) = G,(E) + G:(n)
(viz napf. [1], str. 33), plyne odtud vztah (26), nebot
/ /e
6®) = [ 2051, qum = [20]".

€, () ek—r(Y)

VI.13. Poznidmka. Nerovnost (24) plyne z (26) volbou
r==F.

1=1,2...,r

Zavedeme nynf toto oznadeni: pro x = (x,, %,, . . -, Tn),
X > 0, a realné &islo r, r = 0, oznadime :

(27) X = (25,2}, ...,a).
Déle ptipomeiime oznadeni aritmetického priméru:
T+ %+ ...+ T

n

A,,(X) =

VI.14. Deflnice. Pro x > 0 a » 5= 0 oznadme
M, (x) = [Aa(x")]V,

tj.
ﬂ+ﬂ+-u+%rﬂ

(28) M,(x) = [

n
pro r = 0 definujeme
(29) My(x) = Go(x) = [2,25 . .. ZpJ".

de‘rzmetriokou funkei M,(x) nazveme pramérem r-tého
fddu.
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VI.15. Uloha. Dokaite, Ze pro kladns #sla r, s plati

1
(30) M fx) = —=,
()
(31) Mr.a(x) = [Ml(x')]ll'!
(32) M_(x) < My(x) < M(x).

Ndvod. Prvni dva vzté,hy plynou p¥imo z definice pri-
méra r-tého Fddu, tfeti je disledkem nerovnosti mezi
aritmetickym a geometrickym primérem.

VI1.16. Pozndmky. (a) Priméry r-tého fadu zobectiuji
pojmy aritmetického priméru A4,(x), geometrického
priméru G,(x) a harmonického priméru H,(x) (viz [1],
str. 15): je totiZ

My(x) = Au(x), M(X) =Gn(x), M_(x) = Hy(x).

(b) Nerovnost (32) miZeme zobecnit: jsou-li r, s redlnd
¢isla, r < s, pak platf

(33) M(x) < M,(x).

K diikazu této nerovnosti se jeité vritime. Zatim jen
poznamenejme, Ze z ni plyne toto tvrzeni: Pro0 < r <1
je
An(x) = M,(x) = G.(x)

(dokazte!). Je tedy viddt, Ze mezi aritmeticky a geomet-
ricky pramér je mozno zafadit nekonedné mnoho primsé-
ri 7-tého ¥4du s r€ (0, 1) (srv. se vzorcem (19) a pozndm-
kou VL.7).
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Zobecnime nyni ponékud pojem praméru M,. Budiz
tedy @ = (a,, s, ..., a,) uspofadana n-tice nezdpornych
¢isel a necht je

(34) ay+ap+ ... +ay=1.

VI.17. Deflnice. BudiZ x > 0, a = 0, necht plati (34)
a necht je r redlné é&fslo. PoloZme

(0,7f + a2} + ... + agzf)Vr
pror # 0,
(35) My (x; a) =
g S I pror = 0.

Funkei M,(x; a) nazveme wvdfenym pramérem r-tého
Fddu (8 vahou a).

BAVI.18. Poznimky. (a) ViZené priméry M,(x; a) obec-
né nejsou symetrickymi funkcemi (dokaZte!). Volime-1i
1

oviem a, = a, = ... =an=7,je

M (x; @) = M(x),

a pak se jedna o symetrické funkce. Pro specidlni volbu
r = 1 a r = 0 miZeme oznadit

Mi(x; @) = Au(x; @), My(x; @) = Gy(x; a)

a nazvat tyto funkce vdZenym aritmetickim, resp. viZe-
ngm geometrickym priamérem.

(b) CtenéF se snadno presvédéf, Ze i pro vaZené pri-
méry plati vzorce analogické vzorcim (30) a (31). Ana-
logii vzorce (32) oviem muZeme dokizat jen za pied-
pokladu, Ze plati analogie nerovnosti mezi aritmetickym
a geometrickym primeérem, tj. nerovnost

(36) A,(%; @) = Gu(x; a).
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VI.19. Uloha. Dokazte nerovnost (36).

Ndvod. PouZijte matematické indukce. Pro n = 2 je
nerovnost (36) dokizana nap¥. v [1], str. 70, vztah
(II1.2). Pro (» -+ 1)-tice X = (zy, Xy, . - -, Ty, Tpyy), & =
= (ay, &g, . .., &n, &nyy) Prejdéte k n-ticim y = (y,, y,,
cesYa)y B = (B P --.,Pa) definovanym takto: je
Yi=z a fi=a;, prot=1 2, ..., n—1 a y, =
= a::"’ g ﬂ.x:_'ﬂl/ %n; vyusijte indukéniho p¥edpokladu.

VI.20. Véta. Budizx > 0,a =20, a; + a, + ... +
+ an = 1, r < 8. Pak plati

(37) M.(x; @) < M,(x; a).
Dikaz. (a) Pro r = 0, 8 = 1 nenf (37) nio jiného nez (36).
(b) Pro r = 0, 3 > 0 plyne (37) z nerovnosti (36), po-
uzité oviem pro n-tici xe:
My(x; @) = [M(xt; a)]t < [M(x; )V = My(x; a).
(c) Od kladnych hodnot r resp. s pfejdeme k zipor-
nym pomocf vzorce

M (x; ) = ——

(viz pozn. IV.18 (b)); stadi tedy dokazat (37) pro 0 <
< r < 8. Zde vyuZijeme Hoélderovy nerovnosti ve tvaru
uvedeném napt. v [1], str. 85, vztah (I11.25): ProtoZe je
0 < r < s, lze psit r = s.¢, kde 0 < ¢ < 1. Oznadfme

a,—x{=u,~, a = v; (1:=1,2,...,n).
Pak je

_ _ 10 _ 001
ax] = oy = (axf)°. a0 = ufv;™,
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podle zminéné Hdélderovy nerovnosti je
n n cf n 1—c
Suni~<(Zuf( 2]
=1 i=1 i=1

a odtud uz mime (37), nebot

S upl= = 3 ] = [M,(x; @),
=1

fou]

[é: ui]c (é;vi]l_c B ( ﬁ aix:]rl"l = [My(x; a)]".

1 i=1

VI.21. Poznamka. Nerovnost (33) je nyni specidlnim
pfipadem nerovnosti (37): s pfihlédnutim k poznamce
VI1.18(a) ji dostaneme specidlnf volbou a; = ay = ... =
1
=0y = —-
n

Jak uZ jsme Fekli, nejsou vaZené primeéry obecné sy-
metrické funkce. Vratme se tedy k symetrickym vyra-
zim a zobecndme elementirni symetrické priaméry
Dr(X).

Budi? [y, 5, ..., %,] permutace n-tice [1, 2, ..., n].
Takovych permutaci je n!, a to znamend, Ze pro dané
n-tice X = (%, 2, ..., %) > 02 a = (a, ag, ..., a5} =
= 0 miZeme utvofit n! disel tvaru

T o
AL AR A

Utvorme tedy aritmeticky priimér vSech téchto n! &fsel:

VI.22. Definice. Pro x > 0, a = 0 poloZme
1 X, Ay a.
(38) P(x; a) = T le.’ TS m
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pridemz sditime pies vSechny moZné permutace [i,,
gy - - .5 8] Cisel 1,2, ..., n. Funkeci #(x; a) nazveme sy-
metrickym pramérem.

VI1.23. Poznimka. Z definice symetrického priméru je
vidét, Ze kdyZ n-tice § = (84, B, - . ., f») vznikne z n-tice
a = (a, &, ..., ay) permutact, bude

P(x; a) = P(x; B).
Symetricky primér £(x; a) tedy zivisi jen na hodnoté

¢isel «;, ay, ..., ap, nikoliv na tom, jak jsou sefazena.

VI.24. Piiklady. (a) Zvolme e = (r,0,0, ..., 0),r > 0.
Pak se v (x; a) objevi (n — 1)!-krat &islo ] — toti% ve
tvaru «f 2, 2f, ... 2, kde [i, ¢, ...,%,] je jedna
z (n — 1)! moZnych permutaci &isel 2, 3, ..., n. Podobné
bude v #2(x; a) vystupovat (n — 1)!-krat d&islo xf, 2]
atd., takze

(39) ?x;r0,0,...,0) =

u_ @+ 2+ ... +2) = [Mx)].

Specialné pro r = 1 méme
(40) 2(x;1,0,0, ...,0) = M,(x) = A,(x).

(b) Zvolime-lia = (v, 7,7, ..., r),r > 0, budou viech-
ny stitance v (32) stejné: budou mit tvar xj«f ... zi.
ProtoZe téchto sditanch je n!, bude
(41) P(X;r, 0,0 ., r) =0} ... 2 =

= [Gu(x)]*" = [Ga(x")]".
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Speciainé bude pro r = %-

(42) .@[x;%,%, -717) — Gu(x).

VI.25. Uloha. Ptipomeneme-li si vzorce (6), miizeme
formule (40) a (41) (pro r = 1) zapsat takto

2(x;1,0,0, ...,0) = p,(x);
PZ(x;1,1,1, ..., 1) = p,(x).
Ukazte, Ze plati
(43) P(x;1,1,...,1,0,0, ... 0) = px),
k=12 ...,n; '
n-ticea =(1,1,...,1,0,0, ..., 0) zde obsahuje & jedni-
dek a » — k nul.
VI.26. PFiklad. Ze vzorcu (39) a (41) plyne, Ze
(44) A (x*) — Gu(x*) = #(x;n,0,0, ...,0) —
—2(x;1,1,...,1),

Vynechme u symetrickych priméria £(x; a) pismeno x
a popfipadé pro jednoduchost i nuly na poslednich
mistech n-tic . Pak lze psat

Pn,0,0,...)—P(1,1,1,...,1) =
= [?(n,0,0,...)—Pn—1,1,0,...)]+
+[Pn—1,1,0,...)—Pn—2,1,1,0,...)] +
1+ [Pn—2,1,1,0...)—Pn—3,1,1,1,0,...)] +
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+ (22, 1,1,...1,00— 21, 1,1, ... 1)].

Vsimnéme si nyni vyrazi v hranatych zavorkich; vy-
uZijeme pfitom toho, Ze symetricky primér se nemén{ pfi
permutaci sloZek n-tice a, a Ze tedy napt. #(n,0,0, ...) =
=20,n,0, ...),?n—1,1,0, ...) = P1,n — 1,
0, ...) atd. (viz poznamku VI.23). Pak je

P(n,0,0,...)—Pn—1,1,0,...) =
=%{ﬂmmm“”y+9wnum.ny—
— Pmn—1,1,0,...)—P(1,n—1,0, ...)} =

1
= 2nl Z (@, + 2, — 2", —z ) =

— D =)
Pn—1,1,0,0,...)—Pn—2,1,1,0,...) =
:}%WW—LQLQHJ+9mn—LLQ”J—
—Pm—2,1,1,0,...)—P(1L,n—21,0,...)} =

1

_ —1 n—lyp ___ n—2 I n—2. —
2! 2 (@, + o, — ey, — a2

1
= Sl Z(x?.'z—”’?."z) (@, —x,) 2
#n—2,1,10,0,...)—Pn—3,1,1,1,0,...) =
=é4mn_zq1Jm““)+
+2(0,n—2,1,1,0,...) —P(n—3,1,1,1,0, ...) —
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—2(1,n—3,1,1,0,...)} =

1
~ 2al Z (@ — 27~ (w, — 3 ) 2,7,

atd., a% konedné
22,1,1,...,1,0)—2(1,1,...,1) =

=%{gv(2,o,1,1,...,1)+

+200,2,1,1,...,1)—22(1,1,...,1)} =

1
= W z (x;l -—-331,)2 X, %y ... xin;
viude se s&fta pies viechny permutace [i,, ¢,, . . ., ¢,] ¢isel

1,2, ..., n.
ProtoZe z;, = 0, je (44) soudtem nezédpornych ndsobki
nezapornych vyraza tvaru

(45) (x;‘l—a;;‘.) (xil—xi.), =12 ...,n—1,
a tedy je #(n,0,0, ...)— 2(1,1, ...,1) = 0 ¢&ili
A, (xr) = G (xn).

Tim jsme dokazali opét (po kolikdté uz ?) nerovnost mezi
aritmetickym a geometrickym primérem. Rovnost
v posledni nerovnosti nastane pravé tehdy, budou-li
viechny vyrazy tvaru (45) nulové, tj. pro z;, = x;, ¢ili
Proz;, = 2, = ... = X,

Viimneme si nyni vzidjemného vztahu symetrickych
pruméra Z(x; a) a #(x; B) v zavislosti na chovani n-tic
a a PB. Specidlné nis bude zajimat, kdy pro vSechny
n-tice x > 0 plati
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(46) 2(x; a) = 2(x; B).

ProtoZe symetrické priméry nezivisi na poradi éisel a;,
resp. B, budeme viude v daldim predpoklidat, Ze

(47) G Za=... 2a 20, ﬂlgﬁzg
=...=28=20.
Uvedeme bez diikazu toto tvrzeni:

VI.27. Tvrzeni. Nerovnost (46) plati pro vSechna x > 0,
jsou-li splnény vedle podminky (47) jesté tyto podminky:

48) aytaz+ ... F+an=8+p+ ... + bu,
mtoat . .Fugsh+thht...+ b
prok=12...,n—1,

Rovnost v (46) nasidvd pravé lehdy, je-li bud a = B, nebo

X, =2y = ... = &.

Pro platnost nerovnosti (46) je tedy podstatna plat-
nost soustavy nerovnosti (48). Existuji kritéria, ktera
umoziiuji ovéfit platnost vztahit (48):

'VI.28. Uloha. Budiz @ =0 a necht je n-tice a =

= (ay, &y, ..., ay) ddna vzorei
(49) a,-=zci,-ﬂ,-, 7::1,2,...,”,
i=1
kde n? danych &isel ¢;; {1, = 1, 2, ..., n) m4 tyto vlast-
nosti: Pros,§ =1,2, ..., nje
n n

(50) c,—,-gO, 20,~,-=1 a 207'1;=1.

i=1 i=1



Dokaizte, Ze pak n-tice @ a B spliiuji podminky (48).

Predchézejicich tvrzeni nyni vyuZijeme k dikazu této
véty:

VI.29. Véta. Budif vy =0, p, - v, + ... + yu = L.
Pak plati pro kaZdou n-tici x > 0

(51) G(X) S P Y) S Aufx).

Dikaz. Protoze podle (42) je Q,(x) = .@lx; —71,'-, %, cens

1 3 z LY W4
cey —;L—], stadf ukdzat, Ze existuji &isla ¢; vyhovujici pod-
minkdm (50) a takova, Ze
n
1 .
(62) - = ) Ciltis =12 ...,n.
i=1

Pak totiZ plyne prvni nerovnost v (51) z (46), kde oviem

klademe (%, %, R %] misto & a y misto f. Podminky

(60) i vztah (52) vSak plati zfejmé pro c¢; = % @7 =

=12 ...,n).
Druh4 nerovnost v (51) pak ma tvar
(53) 2(x;y) = 2(x;1,0,...,0)

— viz (40). Volime-li tedy v (46) « = v, = (1,0, ..., 0),
pak plati vztah (49) s &isly c; definovanymi takto: c; je
j-ty prvek v i-tém sloupci ve étvercovém schématu
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Xy, Ky &Kgy « -y Ay_q, Ay,

Az, Ay, Qg « ooy Opy LS T)
X3, 0y, &3y ) &y Xa,
an—l, 2% al) LI ] an—ar aﬂ—2r

X,y Ky Ky o ooy En_gy Kn_y.

Podminky (50) jsou v tomto piipadd opét spinény, a plati
tedy i nerovnost (53).

V1.30. Piiklad. UvaZujme n-ticea = (1, 0, 0, ..., 0),
1 1 1 1 1

B - [—2—’ ?, O, ---,O], Y = (?’ —3—, '?,0, ey O]a:trd.,

obecnd

1 1 1
u_—_['z'vI)-";'76_)010:"';O]ik:4l5!""
k-krét (n-k)-krét

Ziejmsé je
aytagt+ ... F+oan=p+B+ ... +
+hh=...=0+x%+ ... +x. =1,
o > >y >0 >,
ata=PF3f+h>ynty.>...>u% 1K,
g tastag=p+ht+h=nty+
4y > ... > x;, + %y + %, atd., obecnd tedy
ot . tanZzfhF Btz 2
Zx+ %+ oot A

(m=1,2,...,n—1).Jsou tedy splnény podminky (48)
a z tvrzeni V1.27 pak plyne
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Px;u) £ ... < P(x;¥) = P(x; B) S P(x; a).

P(x; a) = A,(x) a P(x; n) =
= P(x 1,1, ..., 1,0, ...,0) = px¥)
Thkrdt  (m-k)kréb
— viz (43) —, ukézali jsme, Ze
(54)  An(x) = py(X) = py(x12) Z py(x!) = ... =
= pr(XVE) Z Pryy(XVEHD) Z L. = pu(xVR) = Gu(x).

Porovnejme tuto formuli s formuli (19) (viz téZ poznim-
ku VI.7).

VI.31. Uloha. Plati n&jakd nerovnost mezi vyrazy
Pi(x¥*) z (54) a [p(x)]"* z (19)?

Ndvod. Uvédomte si, %e pro k =1 a k = n se jednd
o tytéz vyrazy. Pron =3 a k = 2 je

1
pal3?) = o (Jziza + Vawws + Vo) [p0)]2 =
_ Vxlxz + T,T3 + 47y

3
a z Cauchyho nerovnosti (viz napi. [1], str. 45) plyne,
Ze

I.Vxlxz + I-V%‘*‘ I-V‘lﬁé
= V§ Vxle + 2.3 + 2574,

Da(x'?) = [po(x)]V2,
a podobné lze postupovat i pro » > 3.

¢ili
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VI.32. Cloha. Ukaste, e pro kladné &islo r plati
Z(x; a) = .@[xf; i],

‘@(x;a1+r’“2+r’ ""“n+r) =
=P(x;r, 7, ..., 1) P(x; a).

V1.33. Uloha. Polotme @ = (3, 50,0, ..., 0).  ~

3 1 1
=[?, ?, ?, O, ...,0].Paka1+a2+ [P —I—a,, =ﬂ1—|—
+ 8.+ ... 4 Ba =1, a jak pramér £(x; a), tak pramér
P(x; B) leii podle véty VI.29 mezi 4.(x) a G,(x). Obé
n-tice spliiuji prvni podminku v (48), nikoliv vSak dru-
hou, nebot «; < f,, ale a; + «, > B, + B,. Nemiizeme
proto zaruéit, Ze by pro viechna x platila nerovnost
(46) nebo nerovnost opaéna. Naleznéte n-tici x takovou,
aby bylo Z(x; a) < 2(x; B), & jinou n-tici y, aby bylo
P(y; a) > 2(y; B). [Pro n = 3 lze volit x = (1, 1, 219),
y =(1,1,2719)]

VI.34. Uloha. V [1], str. 82, je doké4z4na tzv. Schurove
nerovnost
(55) 2Hx—y)(z—2) +yly—=)(y—2) +
+2dz—2a)(z—y) =0

(¢isla z, y, z jsou nezaporna, 1 je redlné). Provedeme-li
nisobeni naznadené v (55), muiZeme tuto nerovnost
zapsat takto:

%(xz+z + yx+2 + z}.+2)_%(xﬂ.+1y + x}.+1z + y}.+1x +
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+ Aty 4 Aty - 2Aly) 4 % (x*yz + 2y’z + xy2*) = 0
neboli pomoci symetrickych priméria pro n = 3 a trojici
u = (z, y, 2) takto:
P(u; 24 2,0,0) —2%(u; 2+ 1,1,0) 4
+ P(u;4,1,1) = 0.

Dokazte, Ze Schurovu nerovnost lze rozifkit (s j tyml
omezujicimi pfedpoklady) i na pfipad » > 3, tj. uk
e pro X = (&, 3 ..., %) > 0,4 =0 6>0

= (og, & - -, o) = 0 plati
P(x; 4+ 28,0,0, a) — 22(x; A+ 8,8,0, ) +
+ P(x; 2,0, 4, a) = 0.
VL.35. Na zavér jedna snadné tloha: BudiZz » = 3;
necht m4 rovnice
a* +aprtt+agn it ... Fa it +a, =0
(@g # 0) jen kladné kof'eny. Dokaite, Ze plati

laoa| = — |a1r1,, -
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