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Kapitola V.

POUZITI SYMETRICKYCH FUNKCI
TR{ PROMENNYCH

Srovndnim kapitoly II s kapitolou I jsme zjistili, Ze
teorie symetrickych funkef t¥{ proménnych je jen zobec-
nénim teorie symetrickych funkei dvou proménnych,
zobecnénim, které je ndroéné spise po strance technické
neZ po strance myslenkové. A tak i ptiklady, které v dal-
8im uvedeme, budou jen podetné komplikovanéjsimi
analogiemi piikladd z kapitoly pfedchézejici.

Uvedme nejprve vétu, ktera je analogii véty IV.2
a kterou pfi FeSenf piikladid uZijeme. Jeji diikaz ptene-
chime &tenéfi; vychdzi ze vztahi mezi kofeny a koe-
ficienty kubické rovnice, jak jsme je odvodili na zadatku
kapitoly II.

V.1. Véta. Budte e,, e,, e; dand &lsla. Md-li kubsickd
rovnice
(R) 13 —eytt | et—eyg =0

felent &y, t,, t4, md soustava rovnic

(S) T+ y+z=e,
Y + yz + 22 = ey,
xYyz = ey

Sest Fefent:
x=t1,y=t2,z=t3;x=t1,y=ts,z=tg;
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T=tp, Y =1, 2 =183 % =1y Y =13, 2 = 1y;
T=1i3, Yy =t,2=1x =1,y =4,z =1I.
Jsou-li naopak isla x,, yo, 2, Feenim soustavy (S), jsou

tato &isla 1 kofeny rovnice (R).
V.2. Piiklady. (a) Redme soustavu
(1) r+y+z=a,
2+ y? + 22 =b,
©P+y 422 =c,
kde a, b, ¢ jsou dang redlna &isla.
Soustavu (1) miuZeme zapsat téz takto:
s =a, =050, s3=c¢
[viz kap. II, vzorec (9)]; vyjadiime-li symetrické poly-

nomy §;, 8, 8 pomoci elementirnich symetrickych
funkei e,, e,, e;, dostaneme z (1) soustavu

e, =a,
2 — 2, =0,
e] — 3ee; + ey = ¢
(viz tdlohu II.3), kterou dovedeme snadno vyieSit: je
1

e, =a, e =—2—(a’—b),

e, =—;—(c—a“) + —;——a(az—b).

Dosadime-li sem opét za e, ¢,, e, jejich vyjadfeni pomoci

z, ¥, 2, dostaneme soustavu tvaru (S), kterd je ekviva-
lentni soustavé (1):

62



r+y+z=a,
1
vy +yz + 2w =5 (a®*—b),

zyz = 5 (c—a%) + 5 ala*—b),

a podle véty V. 1 tedy" na,]deme FesSenf soustavy (1) tim Ze
uréime kofeny kubické rovnice .

(2) O—a+ %(aﬁﬂ —‘b)t—%(c—a**)—

—%a(a”—b) = 0.
(b) Zvolme v ptedchézejicim piikladu ¢ = 2, b = 6,
¢ = 8, Pak ma rovnice (2) tvar
—22—¢t+2=0
a jeji kofeny jsou é&fsla ¢, = 2, ¢, = 1, t3 = —1, nebot
B—22 ¢+ 2=(@¢—2)@2—1).
Soustava

z+y+z=2,
2ty + 2 =6,
2+ y'+22=38
mé tedy téchto Sest FeSen{:

{2,1,—1}, {2, —1, 13}, {1,2,—1},
{1,—1,2}, {—1,2,1}, {—1, 1,.2}.

(¢) Redme soustavu
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(3) xy +yz 42w =11,
zy(® + y) + y2ly + 2) + 22(z + 2) = 48,
zy(2? + y?) + y2(y® + 2) + (2t 4 ) = 118.
Vyjddiime symetrické polynomy na levych stranich
rovnic soustavy (3) pomocf elementdrnich symetrickych
funkef e,, ¢,, e; podle véty IL.7. V prvni rovnici je vlevo
ptimo e,, ve druhé je vlevo symetricky polynom S, ,,

a ve t¥et{ symetricky polynom 8, , , [viz kap. II, vzorec
(16)]. ProtoZe podle tlohy IL.3 je

So.1.0 = 828, — 83 = €16, — 3¢y
(viz téz piiklad II.2 (e)),
8310 = 858 — 8, = efe, — 26§ — ege,,

miZeme soustavu (3) napsat takto:
(4) e; =11,

€6, — 3eg = 48,

ele, — 2¢z — e,e5 = 118.

Z obou prvnich rovnic vyjadiime e, a e4:

i
3
a dostdvame pro e, kvadratickou rovnici

11¢2 4 24¢, — 540 = 0,

(5) eg =11, e3 = e, — 16,

kterd mi kofeny e¢; =6 a ¢, = — %(1)— Odtud a z (8)

méme dvé trojice FeSeni soustavy (4):
e, = 6, e, = 11, e, =6
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e1=—-ﬁ—, 82=11, €g = —46.
Témto dvéma trojicim odpovidaji dvé kubické rovnice:
(6) $P—62+ 11t —6=0
a
90
(7 0 7 88+ 118+ 46 = 0.

Kofeny rovnice (6) nalezneme snadno: jsou to ¢fsla ¢, =
=1,¢ =2 a t; =3, z nichi dostaneme Sest fesenf
soustavy (3) podle véty V.1. Také kofeny rovnice (7)
miZeme spolitat, oviem uZ ne tak.snadno: uZijeme
Cardanovych vzorct a pii oznadeni

— (37 648)* — [ 1369 \°

’

o= ﬁ ]/—37 648 + D,

3
g = —11T |/—s7648 — VD

miZeme kofeny rovnice (7) zapsat takto:

30
t, = a+ﬂ——ﬁ'.
1 30 i —
b = —?(G‘Fﬂ)—ﬁ"l‘?(“—ﬂ)v:;»

1 30 i -
ty = —7(a+ﬂ)—ﬁ—? («a—p) V3.
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Podle véty V.1 pak z tdchto kofenid dostdvame dalsfich
Sest fefenf soustavy (3), kterd tak mé celkem dvanéct
FeSeni.

Druha &ast poslednfho p¥ikladu naznaduje, Ze pti po-
uZit{ elementdrnich symetrickych funkef t¥{ proménnych
muZeme narazit na znaéné potiZe pfi konkrétnich vy-
pottech kofeni kubickych rovnic. Zajimaji-li nds ovéem
tieba jen celodiselnd fedenf, mohou byt metody,
o nichz zde hovofime, efektivni.

Soustavy, které jsme zatim vysSetfovali, obsahovaly
symetrické polynomy. Ale podobné jako v pFipadd
dvou proménnych Ize i zde Fedit nékteré obecnéjsi sou-
stavy (tfeba s nesymetrickymi vyrazy), pouZijeme-li
vhodnych obrati.

V.3. Priklady. (a) ReSme soustavu
(8) u— 3v— 5w =a,
u? 4+ 90 4 25w? = b,
ud — 27v® — 1253 = ¢,
kde a, b, ¢ jsou dana realna &isla.

Vyrazy na levych strandch v (8) nejsou symetrioké;
pouZijeme-li viak substituce
(9) zT=u, y=—3, 2z=—bw,
pfejde soustava (8) v soustavu (1) z piikladu V.2 (a),
a Fefenf soustavy (8) dostaneme z fedeni soustavy (1)
pomoci vzorei (9).

Zvolime-li napf. a = 2, b = 6, ¢ = 8, dostaneme po-
moof vysledkd pfikladu V.2(b) tato FeSeni soustavy (8):

1 1 1 1 2 1
{2’ —?’ ?}v {2, ?, - _5'}) {1’ —?9 F},
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(b) Reme soustavu

(10) r+y+z=286,
2y +yz + zx = 11,
(—y) (x—2) (y —2) = —2.
Zde nent symetrickd leva strana tfetf rovnice; povysi-
me-li vfak tfeti rovnici na druhou, dostaneme vlevo
symetricky polynom
(@ —y)* (& —2)* (y —2)® = —4ele; + eief +
+ 18e,e,e, — 4¢3 — 2763,
ktery by se mél rovnat 4. ProtoZe z obou prvnich rovnic

soustavy (10) mame e, = 6, e, = 11, ddvi tieti rovnice
(po umocnéni!) kvadratickou rovnici pro e,:

et — 12, + 36 =0,

kters mé jeden (dvojnisobny) kofen e; = 6. Redenf
%, y, z soustavy (10) tedy najdeme pomoci kofent ku-
bické rovnice

#—62 - 114—6 =0,

tj. pomocf &sel ¢, = 1, t, = 2, t; = 3. Témto kofentim
odpovida Sest trojic x, y, z, ty oviem fesf nikoliv sou-
stavu (10), nybrzZ soustavu, v niZ je tiet{ rovnice umoc-
néna. Musfme se proto jesté pfesvéddéit, kters z uvede-
nych Sesti trojic vyhovuje t¥eti rovnici v (10), a najdeme
nakonec t#i FeSenf soustavy (10):

{1,2,3}, {2,3,1} a {3,1,2}.
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(c) Redme v oboru redlnych &sel sodstavu
(11) 8(u +v+w) =173,
ww = 1,
Vo + Vo + Vo = Vo + Yo + Vi,
Zde méme co &init se symetrickymi funkcemi, ale u tfetf
rovnice to nejsou symetrické polynomy. PoloZime-li viak
(12) u=ud v=y>, w=28

dostaneme z (11) soustavu

(13) 8(z® + y® + 2%) = 73,
2oy = 1,
r+y+z=2y+ yz + zx, *)

kterou mizZeme zapsat téZ takto:
833 = 73 (¢ili 8(ed — 3e,e, + 3ey) = 73),
e = 1(%ilieg = 1),

61 = €y.

*) Zde jsme poutili (a i v dalsim pouZijeme) toho, Ze pro
redlné &islo r definujeme tfeti odmocninu z r opét jako redlné
&islo, specidlnd tedy klademe pro r€ R

8__
Vr" =r.
Cinfme tal, aby nade ivahy byly pokud mo#no jednoznaéné;
dtendl ovSem vi, %e tfeti odmocninu z jedné lze definovat
trojim zpusobem:
3_ 1. )3 1 )3
Vl =1 nebo—"? + 1—2-neb0—--§-—lT-
Kdybychom ptipustili tuto ,,trojznaénost*‘, nase uvahy by se
znad&nd zkomplikovaly. (Presvédéte se o tom na pfikladu, ktery
préavé poditdte!)
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To vede na kubickou rovnici pro e,:

(14) 8¢} — 2462 — 49 = 0.
. : 7 1 33 .
Jeji kofeny jsou e, = sra=—,+ g ba=
1 33

4 4
novych vzorcd, nebo tim, Ze prvni fefenf uhddneme
[sta¢f napsat rovnmici (14) ve tvaru (2¢,)® — 6(2¢,)?—
—49 =0 s Fefenfm 2¢, = 7] a mfsto (14) pak Fesime
kvadratickou rovnici.

Tim dostdvame tfi trojice e,, e,, 5, pomoci nichZ miu-
Zeme utvotit t¥i kubické rovnice:

7 7
P— gt 5t—1=0,

1 3)3 1 3|3
3 : 2 4 —
3 +(—4———4 l]t —[-—4— 4 1]#—1—0,

ta+[;+¢i),=_[i+$i):_l=o.

i a najdeme je bud opét pomoci Carda-

4

Z téchto rovnic nis zajima pouze prvni, protoZe hledame
realn4 fedenf soustavy (13). Uvedend kubickd rovnice

mi Fefeni ¢, =1, t, =2, §, = takZe . Sest trojic

z, y, z feSeni soustavy (13) Vznikie riznymi permuta-
cemi trojice ¢&fsel 1, 2, % Sest trojic u, v, w redlnych Fese-
nf soustavy (11) pak dostaneme podle vzorcit (12) riaz-
. nymi permutacemi trojice &sel 1, 8, 5
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(d) Redme soustavu

(15) z+y+z=2a,

22+ oyt — 2? =gt

2%+ y® 4 2% — Jzyz = —a?,
kde a je redlné &islo, a # 0. Zde nenf symetrickym poly-
nomem leva strana druhé rovnice, ale ptesto na§ béiny
postup povede k cfli — oviem pfedeviim diky vhodné
konstelaci polynomi na levé strand a konstant na pravé

strand soustavy (15): ZapiSeme-li druhou rovnici ve
tvaru

2 4 y® + 22 = a® + 22%,
dostaneme z (15) soustavu
e, = 2a,
szl = a? + 222 (Gili e — 2¢, = a2 + 22%),
8y — 3e; = —a? (bili e? — 3e,e, = —ad).

Z prvni rovnice méme

(16) el = 2a,
z tieti rovnice pak najdeme
3
=2 42
(17) ei 2 as,

a z druhé rovnice plyne koneéné
4a2 —3a® =a% 4 222 &li 2z =0.
Dostali jsme tak soustavu
z+y=2a,

xy =—g—a2,
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jejiz Fefenf uréfme pomocf kofend #, ¢, kvadratické
rovnice

82 — 2at + —g—tﬁ =0

(viz kap. IV). Sousta.va, (15) mé tedy dvé feSeni

e+ o= of
b2« (2

V.4. Uloha. Uvédomte si, kde jsme pti fedenf pFedché-
zejiciho piikladu vyutZili toho, Ze a # 0, a naleznéte fe-
enf soustavy (15) pro a = 0.

Je z¥ejmé, Ze vlastnosti elementirnich symetrickych
funkef lze vyuZit p¥i riznych ulohich souvisejicich
8 kubickymi rovnicemi a jejich kofeny. Dile se tyto
funkce hodi ptfi zjednodusovani sloZitych vyrazid, pH
dokazovani riznych identit apod. Uvedeme nyni né-
kolik typickych p¥ikladi.

V.5. Piiklad. Sestavme kubické rovnice, jejichZ kofeny
jsou druhymi, resp. tfetfmi mocninami kofent kubické
rovnice

(18) 1165 4 90¢2 + 121¢ + 506 = 0.

Mohli bychom kofeny této rovnice vypolitat, umocnit
je na druhou, resp. na tiet{ a sestavit ptisluiné kubické
rovnice; to by viak bylo dosti ndroéné [kofeny rovnice
jsme uZ nasli — viz pfiklad V.2 (c): nase rovnice (18)
je totiZz rovnice (7)]. Misto toho vSak vyuZijeme toho,
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Ze kubickd rovnice, jejiz kofeny jsou druhé, resp. t¥eti
mocniny kofeni z, y, z rovnice (18), ma tvar

#—pt+g—r=0,

kde
p=2+ 9+ 2% q =2+ y2 + %P,
r = xy2?,
resp.
p p— xa + ys + zs’ q — xays + yazs + zaxa’
r = x5
ProtoZe

22+ Yyt + 2P = e} — 2e,,
T+ gt + 28 = o Sy = o (F—0)) = —2es6s,
r%y%? = ef
28 4 y% 4 28 = &8 — 3ejey 4 3¢y,
2y + Y2 + 2%° = %‘ Ss.30 = % ('9% — ) =

= ¢e§ 4 3¢ — 3e,e,¢,,
32 = ¢}

(ovéite tyto formule!), a protozZe

90
61 = ——11 , ez = 11’ es =——46’*
zjistime nakonec, Ze hledané kubické rovnice maji tvar
5438 6949
3 2 - —_— 3
3 — 121 t 11 ¢ 2116 0,
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resp.
553 308

MR D =
AT — 47416 + 97336 = 0.

6+

V.6. Piiklady. (a) Necht 2 + y + z = 0. DokéZeme,
%e pak plati tyto identity:

(19) z8 4 o3 4 2° = 3uyz,

(20) ' + yt + 2 = 2(zy + yz + 22)?,

(21) Iﬁ+y5+z5—x3+ya+zsz2+y2+22
[ - 3 ’ 2 )

Ditkaz vyuZivé vzorct z dlohy I1.3. ProtoZe e, = 0 (t;j.
z + y + z = 0), vypadaji vzorce pro soulty s,, 8; 8,
8 8 takto:

8, = —2e¢,,

83 = 3eg [to je vzorec (19)],
8, = 2¢§ [to je vzorec (20)],

8, 8
85 = —€y8; + eg8y = —DBegey = 5.?2-—3”-
[a to je vzorec (21)].

(b) DokizZeme, Ze kdyzZ z + y + 2 =22 4+ y? 4 22 =
=z%+ ¢® + 2® = 1, pak zyz = 0.

Je tedy e, = 8, = s; = 1. ProtoZe s, = ¢} — 2¢, =
= 1, plyne odtud, %é ¢, = 0, a protoZe 8; = e} — 3¢,e, +
-}- 8¢, = 1, plyne odtud ey = 0. To je v3ak vztah zyz = 0.

(¢) DokéZeme, Ze pro redlnd é&isla a, b, ¢ plati vztah

(@a—b + (b—cP + (c—a) =
=3a—2>b)(b—c)(c—a).
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Plyne to z (19), kde poloifme x =a—b, y =b—e¢,
2 = ¢ — a. Podminka x + y + z = 0 je zfejmé splnéna.

(d) RozloZime v soudinitele vyraz

P(z,y,2) =28 4+ y* 4 24 — 22%y® — 29922 —
— 22%2,

JeP=8‘—SQ_2,o=8‘_(a§—8l)=284-—8§=
= 2(ef — defes + 26§ + deje;) — (6] — 2¢))* = ¢f —
— dele, -+ Bee; = e,(ed — 4deje; + 8¢,). To znamend, Ze
jednfm ze soudiniteld v P je vyraz ¢; = (¢ + y + 2).
PfSeme-li nynif — z misto x (resp. — y misto y, resp. —z
misto z), nezméni se vyraz P(z, y, z), nebof obsahuje jen
sudé mocniny proménnych #, y, 2. Proto je soudinitelem
vPi(—+y+2),(zx—y+ 2)a(x+ y—2). To zna-
mena, e
(22) Pz,y,2) =(c+y+2)(=+yt+2)=—y+

+ z) (:D + y‘—z)-Z,

kde zbyvajici &initel Z musi byt konstantou, protoze P
je polynom &tvrtého stupné a soudin &tyt troj&lenit na
pravé strand je také polynom é&tvrtého stupnd. Vztah

(22) musf platit pro véechna z, y, z; dosadime-li tam
napf. z = 0, y = 0, z = 1, zjistime, e Z = —1, a tedy

o+ gt + 2t — 22yt — 29%% — 2% =
——@+y+a(—r+y+)E@—y+2) @+
+y—2).
(e) Zjednodusime vyraz

V= z® 4 Y3 + 2% — Bzyz )
@—9P+G—2 + c—aP
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Zde je v titateli symetricky polynom
83— 3ey = e} — 3e,e, = e,(e2 — 3ey),
ve jmenovateli symetricky polynom
28y — 2ey = 2¢} — de; — 2¢, = 2¢} — 6e; =
= 2(e§ — 3ey);

je-li tedy ef — 3e, # 0, miZeme timto d&initelem kritit
& mime

V.7. Uloha. Dokalte toto tvrzeni: Plat{-Ii pro &isla
z, ¥, 2, 4, v, w vziahy

z+y+z=u+t+v+w,
2+ o+ 2? = 4 v? + w?,
23 4 o® 4 2 = ud + % 4w,
pak pro katdé prirozené &islo n platt
o+ Y+ =+ ot

Ndvod. Jedni se o analogii pffkladu IV.16; vyuzueme
piitom poznamky II.9.

V.8. Pfiklad. Pro ktera reilnd &isla « je v oboru reél-
nych &fsel Fefitelnd soustava

(23) Ver1—Vs—=5=Vr=y,
(z+1)(y—58)(x—y) =a?
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Oznadme
(24) z4+1=ud 5—y=10% y—zx=ud
Pik je predevsim

(25) ud 4 v3 4 wd =6,
prvni rovnice soustavy (23) ma tvar v + v = —w ¢&ili
(26) u+v+w=0

a druhd rovnice soustavy (23) ma tvar u%*w® = a &ili

(27) ww = Va

(viz pozndmku pod &arou na str. 68). VyuZijeme-li for-
mule (19) z pfikladu V.6 (a), musf vzhledem k podmince

(26) platit u® + v3 4 w? = Buvw &ili 6 = 31/5. Nutnou
podminkou Fesitelnosti soustavy (23) je tedy podminka

a =8.

Hledejme nyni fedenf soustavy (23) (se = 8). Vyjdeme
ze soustavy (25), (26), (27) a zjistime, Ze z ni plyne e, = 0,
e; = 2, zatimco na e, Zidnou podminku neklademe.
ﬁeéeni %, v, w soustavy (25)—(27) tedy uréime podle
véty V.1 pomoci kofent kubické rovnice

(28) 5+ ef—2=0.
Oznaéme
D=1+ [&]’
3
Pak plati:

pro D > 0 (tj. pro e; > —3) m4 rovnice (28) jeden
realny kofen a dva komplexné sdruzené koteny,
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pro D < 0 (tj. pro e, < —3) m4 rovnice (28) t¥i redlné
kofeny.

Protoze hledime reilnd Fefenf, omezfme se na druhy
pfipad. Zvolme t¥eba e, = —3. Pak mi rovnice (28)
kofeny ¢, = 2, t, = t; = —1. Soustava (25) — (27) mé
tri FeSeni.{u, v, w}:

{2,—1,—1}, {—1,2,—1}, {—1,—1,2}

(podle véty V.1 je téchto fedeni Sest, ale opakuji se po
dvou), a témto trojicim odpovidaji podle vzorca (24) ¢t
FeSen{ soustavy (23):

=17, y=6; z=—2, y=—3 =8
x=—2, y=_86.
Podobné bychom postupovali i pro e; < —3.

V.9. Poznamka. Uvédomte si dileZitost poznamky
pod darou na str. 68! MaZeme si to 1lustrova.t na pii-
kladu soustavy

@8 Jari-—ly=s=3+5—y,
(+1)(y—5)(r—y) =8,

ktera se od soustavy (23) li§f (pro ¢ = 8) ,,jen’* séitan-

cem 3 na pravé strané prvni rovnice. Budeme-li postu-

povat stejnd jako v pfikladu V.8, dojdeme nakonec ke
kubické rovnici

(28%) P—3+3%—2=0,

kterd je analogif kubické rovnice (28). Pomoof jejich
kokenti uréime trojice u, v, w, takie napf. méame

1+ i3 1—il3
—., w=.——2_.

2

u =2 9=
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Této trojici odpovidd podle vzorci (24) dvojice feseni
soustavy (23%*)
z =1, y=26.

Tato dvojice vSak Fesi i soustavu (23) (pro a = 8), takZe
dochézime ke sporu. Kde je tedy chyba? NapiSme si
prvni rovnici soustavy (23*) pro nase hodnoty z, y:

E—Vr-s+V1

Tato rovnost neni splnéna, definujeme-li VT jako 1

(a tedy 1/5 jako 2), je viak splnéna, definujeme-li tfeba
1/§ jako 2, T/T vlevo jako —% —i —3, vpravo jako

1 . )3
—3Tig
odmocniny.

, tj. ,,vyuZijeme-li’* nejednoznaénosti tieti

Oblibenou tlohou 8kolské matematiky je odstrafova-
nf iraciondlnich vyrazi ze jmenovatele zlomku. Mdme-li
napf. upravit zlomek

1
"1z + 13
tak, aby v jmenovateli bylo é&slo raciondln{, vyndso-

bime ¢itatele i jmenovatele vyrazem Vf— V§ a uZijeme
vzorce pro rozdil étverct. Pak bude

==V s

1

Hor3f je to u zlomki, v nichZ je ve jmenovateli soudet
tH séitanci. I zde lze vyuZit vzorce pro rozdil &tverci,
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ktery pouZijeme (pfi vhodném uzivorkovanf) dvakrit,
muZeme si viak vypomoci také elementarnimi symetric-
kymi funkcemi.

V.10. P¥iklad. Upravme zlomek

1
r = — — —
Vu+ Yo+ Vw
Oznadme Vu =z, Vv =1y, VE = 2. Pak je jmenovatel
roven e¢,, a abychom se zbavili odmocnin, musfme e,
vynisobit vhodnym vyrazem tak, aby vznikly soudin
obsahoval jen sudé mocniny proménnych z, y, z, tedy
napf. vyrazy s, nebo s,. ProtoZe

8y = e — 2e,,
8y = e} — defe, 1 dejey 1 263,

vidime, Ze v obou vyrazech vystupuje e, jako &initel
viude kromé poslednfho séitance. Je tedy tfeba oba
vyrazy vhodné zkombinovat — tak, aby jejich posledn{
séitance zmizely. Utvofme tedy vyraz

(29) & — 28, = e} — defe, + de3 — 2(ef — defe, +
+ dejes + 263) = e,(—e} + 4eje, — 8ey);

ihned vidime, Ze stadf vyndsobit &itatele i jmenovatele
zlomku r &islem

de,eq — €} — 8ey =4(x 4+ y + 2) (xy + yz + zx) —
—(z+y+2°—8ayz = 4(u+ v+
+ V) (Yuv + Vow + Vow) — (Vu + Vo + Jw)* —
— 8}/uww,
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a dostaneme zlomek, v jeho% jmenovatéli bude vyraz
f—28 = (2 +y? 4 222 — 2 + ¢t + 24) =
= (u + v + w)? — 2(u® + 0 + w?).

Tento vyraz uZ neobsahuje Ziddné odmocniny.

V.11. Poznimky. (a) Upraveny tvar zlomku r z ped-
choziho piikladu sice nema ve jmenovateli odmocniny,
ale pFili§- pFehlednd nevypada — zvlasté ditatel. Mizeme
se sice pokusit o dalsf ipravy, napf. ditatel lze psat i ji-
nak, nebot

de.e, — €} — Bey = ¢,e, — 83 — Dey,

ale obecnd tyto dpravy uZ velké zjednoduseni nepfine-
sou.

(b) Ctenaf si jistd sém odvodi postup, jimz Ize postu-
povat pii usmériiovani zlomkw, u nichz je v &itateli vy-

n n n
raz VE + 1/5+ VE pron = 3,4, ... . Pro procvideni do-
porudujeme podrobnéji vysettit alespon ptipady n = 3
an =4.
(¢) Upravy, o nich? jsme hovofili, se nehodi jen u zlom-
kii. Cheeme-li napiiklad upravit rovnici

(30) Vu+Vo+Vw=0

tak, aby neobsahovala odmocniny, muZeme uZit vy-
sledkt z ptikladu V.10. Rovnice (30) ma totiZ tvar

e, =0

(pti oznadeni x = VE, Yy = V17, z = VE;); vynasobime-li
tuto rovnost vyrazem 4e,e, — e — 8e,, pfejde nade rov-
nice v dusledku vzorce (29) v rovnici

8 —23, =0,
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tj. v rovnici
(v + v + w)? — 2(u® 4+ v? + w?) =0,

ktera neobsahuje odmocniny.

Ptejdeme nyni k nerovnostem pro symetrické funkce
téf proménnych a k jejich vyuZiti pfi FeSeni réiznych
tloh. Pfedevsim plati pro kaZdou trojici , y, z kladnych
¢fsel nerovnost
(31) ee; = 9ey;

je to specidlni p¥ipad nerovnosti (28) kap. III pro» = 3
(viz poznamku III.11). Zato nerovnost

e? g 4627
kterou jsme pro dvé proménné odvodili ve vété IV.8,
pro tii proménné neplati. Plati viak nerovnost jina:
V.12, Pifklad. Jsou-li z, y, z redln4 &isla, pak plati
(32) i = 3e,,

pfidem? rovnost zde nastava pravé tehdy, jelliz =y =
= z. Déle plati

(33) & = 3ese,,
a pro kladnj &fsla 2, y, z pak navic
(34) el = 27e,,
(35) @ = 2763,
Nerovnost (32) je disledkem zfejmého vztahu

@—yP+y—2’+ (r—2)? 20.
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Tuto nerovnost, v niZ rovnost nastdvéd pravé pro z =
= y = 2, miZeme totiZ pro rozndsobenf zapsat ve tvaru

28, —2¢, 20
¢ili
2(e2 —2¢)) —2¢, = 0

a odtud uZ méme (32).
PoloZime-li nyni ¢ = v, y = vw a z = wu, mi ne-
rovnost (32) tvar

(wv + vw + wu)? = I(uwvPw + wvw? + utvw)
dili
(wv + vw + wu)® = 3uwvwu + v + w),

a to nenf nic jiného neZ nerovnost (33).
Z nerovnosti (32) a (31) plyne

et = 6%6% g e§362 = 381’(6162) g 361933 = 276183

a po vykriceni ¢, midme odtud (34) (vSechna e; jsou
kladné, nebot z, y, z jsou kladni).
Podobné odvodime i nerovnost (35) z (33) a (31): Je

& = eyef = ey3e165 = 3es(ese,) = 3ey9e5 =
= 278%.

V.13. Uloha. Nerovnosti (32) a (33) jeme dokézali
ptimo, bez pouZiti nerovnosti (31). Dokazte, e naopak
nerovnost (31) je disledkem nerovnostf (32) a (33).
Ndvod. Znésobte obd uvedené nerovnosti.

V.14. PHklady. (a) Pro libovoln4 redlnd &fsla z, y, z platf

(38) Syt Rzgtyt
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(37) (2% + y* + 2% Zayelz + y + 2).

Nerovnost (36) lze totiZ zapsat ve tvaru s, = —;—ef,
a protoZe 8, = e} — 2e,, plyne (36) ihned z (32).
Nerovnost (37) Ize pa.k psit ve tvaru %Sz.zo = ee5,

a protoZe — SM_0 - (8§ — 8;) = €& — 2e,e4 (Viz nap¥.
ptiklad V.5 nebo V.6 (d)), plyne (37) ihned z (33).
" (b) Pro kladni &fsla z, y, z plati
(38) =+ y) (y + 2) (z + 7) = 8zyz,
— _z+yt+z
(39) —3

TYz =

Nerovnost (38) md na levé strand vyraz S, , 4 2¢, =
= 8,8 — 8 + 205 = (6] — 2e;) ¢; — (e} — 3ee, +-
+ 3e;) + 2¢3 = e,e, — e3 a na pravé strand vyraz 8ey;
je tedy disledkem nerovnosti (31).

Umocnime-li nerovnost (39) na tfetf, md tvar ¢; <

= L e, a to je nerovnost (34).

(c)Jeh:c+y+z-—0 jo 2y + yz + zz < 0. Plyne
to ihned z nerowvnosti (32), uvédomime-li si, e zadani
¥ké: je-lie, = 0, je ey = 0.

V.15. Piklad. Jsou-li @, b, ¢ strany trojthelnfka, platf
(40) (@*+ b2+ c)(a+ b+ c) > 2(a® + b3 + ¢3).
PoloZime-li totiZ x =a +b—c¢, y=a—b+e¢ 2=

. 1 1
=—o8+b+te je a=5@+y), b=5@E+2),
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¢ = -;— (y + 2) a po dosazenf téchto vyrazi do (40) do-

staneme po tpravach nerovnost
1 1 3 s
- (83 + e5) e, > 5 53 + TS“'" Gili  ejep + 3¢5 > 0.

Posledni nerovnost viak zfejmé plati, nebot z > 0, y >
> 0,z > 0 (pro&?).

V.16. Uloha. Dokaite, Je pro strany a, b, ¢ trojihel-
nfka plati

41) @+b—c)(b+c—a)(c+ a—2b) < abe.

Ndvod. Postupujte jako v pifkladu V.15 a vyuZijte
nerovnosti (38).

V.17. Pfiklad. Jaké maximdlni hodnoty nabyva
funkce '

F(x’y’z)=(1+x)(l+y)(1+z)’

jestlize npzdporné proménné z, y, z spliluji podminku
z+y+z=1°

ProtoZe F(x,y,2z) =1+ ¢, + e+ e =24 e;+ e,
(je totiz e, = 1), dostaneme pomoci nerovnosti (31)
a (32)

1 1
Flz,y,2) =2+ e+ geea=2+e+ 6=

9 9
10 101 , 10 64
=2ty esitgyga=ttyg =gy
rovnost zde nastane pravé tehdy, bude-li x = y = 2, tj.
1 1

1
proz =—o, y =3, 2=
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V.18. Uloha. Necht z, y, z jsou kladn4 &fsla a necht
kladna ¢&fsla u, v, w leZi mezi nejmensim a nejvétiim
z &fsel 2, y, z. Necht plati

(42) z+yt+z=utv+ w.
Dokaite, Ze pak je

(43) TYyz < uvw
8
(44) wy + yz + 22 < wv + vw + wu.

(Pozndmka. Uloha V.18 byla pouzita v I. kole kategorie
A XIII. roéniku MO.)

V.19. Priklad. Jsou-li «, 8, y thly ostrodhlého troj-
dhelnika, pak plati

1
8

(45) €0s a.cos f.cos y =

Zvolime-li totiZ z = 2bccos &, y = 2accos f, z =
= 2abcosy, u =a? v =1"0%a w=c? kde a, b, ¢ jsou
strany trojuhelnika, pak jsou splnény pfedpoklady idlohy
V.18 (je dokonce z + y + 2z = » + v + w — dokaitel).
Nerovnost (45) je pak disledkem nerovnosti (43).

Jiny dikaz spodiva ve vyuZiti nerovnosti (38): vyjadii-
me cos a, cos f a cos ¥ pomoci kosinové véty a uZijeme
(38) sx=b2+c2—a?, y=c*+4a*—b?az=n0a®+
+ b2 — ¢? (provedte!).

V.20. Poznimka. Vratme se na zavér této kapitoly
k nerovnosti ¢ = 4e,, kterd nim tak poslouZila v kapi-
tole IV a kterd pro elementirni symetrické funkce ti
proménnych neplati. Tuto nerovnost jsme odvodili ve

85



vétd IV.8 na zikladé vlastnostf diskriminantu D kvadra-
tické rovnice
tz_‘elt+ 82 = 0,

ktera ma kofeny z, y: je
(46) D = el —de, = (x + y)* — day = (z —y)*.

Diskriminant kvadratické rovnice je duleZitym pomoc-
nym prostfedkem pro jeji FeSeni; vdimnéme si proto
vzorce (46) a hledejme jeho analogie pro kubické rov-
nice.

Méjme tedy kubickou rovnici
(47) P—eit?+et—e; =0,

kterd mé koteny z, y, z, a definujme diskriminant D rov-
nice (47) jako vyraz

(48) D=@x—ylly—2@E—2a)7
Lze snadno ukizat, Ze (viz téZ pitiklad V.3 (b))
(49) D = —4dele, + €%k + 18¢,e,6, — 4€8 — 27¢3.

Maime-li kubickou rovnici (47) s redlnymi koeficienty
e,, €5, €3, miZeme pomocf znaménka diskriminantu klasi-
fikovat koteny. Cten4¥ si jistd pomoci formule (48) snad-
no dokéZe, %e

(a) je-li D > 0, jsou vdechny kofeny rovnice (47) redlné

a rizné;

(b) je-li D = 0, jsou alespoii dva kofeny rovnice (47)
80b¢& rovné;

(c) je-lt D < 0, md rovnice (47) jeden redlny a dva kom-
plexné sdruené kofeny.

Tato klasifikace nenf tiplna: v pfipads, e D = 0, ne-
vime, zda kofen ndhodou neni trojndsobny. Zde existuje
dalsf pomicka — symetricky polynom
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(50) D* = ¢ — 3e,.
Je totiZ
2D* = (z—y)* + (y— 2 + e — 2P

(dokaZte!) a bod (b) nasi vyse uvedené klasifikace mi-
Zeme upfesnit takto:

(b,) je-lt D = 0 a D* #* 0, md rovnice (47) jeden dvoj-
ndsobnyj kofen;

(by) je-li D = 0 ¢ D* = 0, md rovnice (47) trojndsobnsyj

en.

Odtud u% plyne toto tvrzeni, které je analogii véty
IV .8:

Budie e,, e,, e, dand redind &isla. K tomu, aby fedeni
z, ¥, 2 soustavy

(51) r4y+z=e,
zy + yz + 22 = e,
Yz = e,
byla redlnd, je nutné a staéi, aby platilo
(52) D=o0.

K tomu, aby &sla z, y, z byla nezdpornd, je nuiné a stast,
aby vedle (52) platilo jesté

e, =0, e; =20, ¢ =0.
V.21. Piiklad. Jsou-li z, y, z takovd redlnad ¢&isla, Ze

zyz >0 a z+y+2z>0,
pak
»+y+22>0

pro ka%dé pFirozené éislo n.
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ProtoZe &fsla z, y, z jsou realnd, je D = 0. Podle pfed-
pokladu je e; > 0 a e; > 0; pokud jde o e,, jsou dvé
moznosti:

(a) e, = 0: Pak jsou podle vyse uvedeného tvrzeni
véechna ¢&fsla z, y, z nezdporna, a protoZe e, > 0, jsou
dokonce kladna. Je tedy i 2* 4+ y» + 2» > 0.

(b) e, << 0: VyuZijeme rekurentnf{ formule
(53) 8p = €87y — €384 _s + €384
(viz lohu II.3), kde viechny koeficienty e,, —e, a e, jsou
kladné. ProtoZe

$=xz+y+2>0,
8, =x+ 142+ 2 >0,
83 = 3¢ — 3eje, + 3¢, > 0,

plyne z (53) matematickou indukef, %e s, > 0 pro viech-
na pfirozend &isla n, a nade tvrzenf je dokdzano.
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